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COURS SUR LA COHOMOLOGIE DE DE RHAM

sont mentionnés sans en donner la démonstration, dans ces cas nous renvoyons a la littérature spé-
cialisée a chaque fois que cela nous a paru nécessaire compte tenu des insuffisances des programmes
d’enseignement de licence et maitrise.

Vous trouverez beaucoup de résultats théoriques énoncés sous forme d’exercice; ceci répond a
un fait d’expérience : c’est souvent en cherchant & démontrer une assertion que I’on comprend plei-
nement sa signification. Comme ces résultats font partie du bagage de connaissances “minimales”
que 'on doit connaitre et puisqu’ils seront utilisés dans le cours, vous étes encouragés a y réfléchir
et a les retenir.

Le niveau de difficulté des exercices est tres variable. Certains sont triviaux, ne nécessitent au-
cune écriture et leur résolution devrait étre “instantanée”, leur but est alors simplement d’appeler
votre attention sur un fait qui, bien qu’évident, est ou sera significatif ultérieurement dans le cours.
D’autres demanderont de la réflexion et une certaine dose d’initiative. Enfin, si certains exercices
peuvent étre laborieux, aucun ne nous parait franchement difficile et leur ensemble constitue un
trés bon test de connaissances et de mise a niveau ; ne les négligez pas!
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§1. Espace topologique quotient
1.1 Généralités

Dans cette section nous allons nous intéresser aux objets de la catégorie des espaces topologiques.
Pour deux tels espaces X,Y, 'ensemble Morm,, (X, Y") des morphismes de X vers Y est I'ensemble
des applications continues de X a valeurs dans Y (*). On notera Homéom(X,Y') le sous-ensemble
de Morr,,(X,Y) des morphismes inversibles, et méme Homéom(X) lorsque X = Y ; ce dernier
ensemble contient application identique sur X, notée 1x, et le triplet (Homéom(X),0,idx), olt
‘o’ désigne 'opération de composition des applications, est une structure de groupe.

1.1.1 Relations d’équivalence sur un espace topologique. Soit R une relation d’équivalence
sur un espace topologique X . Notons X /R Pensemble des classes d’équivalence des éléments de X
modulo R, et v: X — X /R la surjection canonique qui associe & chaque z € X sa classe modulo

R (notée également T := v(x)).

1.1.1-1. Définition : Rappelons que pour toute relation R sur un ensemble X, on appelle «graphe de
R » le sous-ensemble Gr(R) de X x X des couples (x1, ) tels que z1 R .

1.1.1-2. Exercice: Montrer qu'un sous-ensemble R C X xX est une relation d’équivalence, si et
seulement si, il existe une partition X = [l ecq X, telle que

R = Haggl XQXXQ .

Lorsque R est une relation d’équivalence, précisez le rapport entre les parties X, et les classes d’équi-
valence d’éléments de X module R.

1.1.1-3. Exercice: Soient R; est R, deux relations sur X. On dit que R; est «plus fine» (*) que
Rz, ou bien que R, est «plus grossiere» que R4 lorsque Gr(R1) C Gr(Rz) ; autrement dit, si & chaque
fois que l'on a x7; R1 x2, on a x1 Ra 2. Les relations de graphes: la diagonale(3) de X x X, notée
Ax et X xX sont respectivement les relations d’équivalence la plus fine et la plus grossiere sur X.

Soit R une relation quelconque sur X. Montrer qu’il existe une relation d’équivalence R plus fine
que n’importe quelle relation d’équivalence R’ plus grossiere que R. On appelle R «la relation d’équi-
valence engendrée par R ».

Soit maintenant Y un espace topologique et f : X — Y une application telle que, pour tous
z1,x9 € X et vérifiant 1 R 9, on ait f(z1) = f(z2). L’application f est alors constante sur
chaque classe modulo R et induit une application, notée f : X/R — Y rendant le diagramme

' Lorsque les objets d’une catégorie sont des ensembles et que les morphismes sont aussi des applications ensem-
blistes, 'opération de composition de morphismes sera, sauf mention explicite du contraire, la composition
des applications. Dans un tel cas il faudra simplement s’assurer que la composition ensembliste de deux
morphismes est encore un morphisme.

2En ce sens qu’elle distingue mieux les éléments.
3 Rappelons que 1'on appelle ainsi le sous-ensemble de X x X constitué des couples (z, z), pour tout =z € X.
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§1 COURS SUR LA COHOMOLOGIE DE DE RHAM §1.1

suivant commutatif.

X /R
On a donc f(%) = f(x), pour tout = € X.

1.1.1-4. Exercice:

1) Montrer que l'ensemble des parties V' C X /R telles que v=*(V) est un ouvert de X, est une
topologie sur X /R vérifiant la “propriété universelle suivante” :
“Pour toute application f vérifiant les conditions du paragraphe précédent, on a:

f est continue, si et seulement si, f lest

2) Montrer qu'une topologie sur X /R vérifiant la propriété universelle précédente est nécessairement
celle introduite dans la question ((1)).

1.1.1-5. Définitions : Soit R une relation d'équivalence sur un espace topologique X.

1) On appelle «topologie quotient» sur X /R la topologie définie dans la question ((1)) de I'exercice
1.1.1-4.

2) On appelle «espace topologique quotient de X par R », et on le note (abusivement) X /R, I'ensemble
des classes de X modulo R muni de la topologie quotient.

1.1.1-6. Remarque: Les fermés de la topologie quotient sont les partie F' de X /R telles que v~ (F)
est une partie fermée de X.

1.1.1-7. Définitions: Soit R une relation d'équivalence sur un espace topologique X.

1) Une partie A C X est dite «R-saturée» (ou simplement «saturée» lorsque R est sous-entendue)
lorsque c’est une réunion de classes d'équivalences, ou encore, lorsque A contient tous les z € X
équivalents & au moins un élément de A. Ainsi, les ouverts (resp. fermés) de la topologie quotient
sont en correspondance bijective avec les ouverts (resp. fermés) R-saturés de X.

L'intersection d'une famille de parties R-saturées est R-saturée. On appelle « R-saturation d'une
partie A C X » l'intersection de la famille de toutes les parties R-saturées de X qui contiennent A.

2) La relation R est dite «ouverte» (resp. «fermée») lorsque la surjection canonique v : X — X /R
est une application ouverte (resp. fermée), ou, ce qui revient au méme, lorsque la R-saturation de
toute partie ouverte (resp. fermée) de X est ouverte (resp. fermée).

1.1.1-8. Exercice: Soit R une relation d’équivalence sur un espace topologique X. Notons p; :
X xX — X la projection canonique p;((z1,22)) := x;.
1) Soit A un sous-ensemble de X et notons A la R-saturation de A. Montrer I'égalité :

A= ps(pr(A) N Gr(R)).

-5 -



§1.2 ALBERTO ARABIA 81

2) Montrer que si la restriction pl\Grm), de p; au graphe de R, est une application ouverte (resp.
fermée) la relation R est ouverte (resp. fermée).
3) Montrer que si Gr(R) est ouvert dans X x X, le relation R est ouverte.

4) Montrer & l'aide de la relation “identité” sur R que la relation peut étre ouverte sans que pour
autant le graphe de la relation soit ouvert.

5) Soit X = R et considérons la relation :

T = To, ou bien ,

1 Rz si et seulement si
! 2 {:ci;é() et x1x9=1.

Montrer que cette relation est une équivalence non fermée sur X dont le graphe est fermé.
6) Supposons I'espace X localement fermé(*). Montrer que si R est une relation d’équivalence fermée
sur X, le graphe Gr(R) est alors bien une partie fermée de X x X.

Indication : Soit (z,y) & Gr(R). Aprés avoir remarqué que la classe § est fermée, on montrera qu'’il
existe un voisinage V, de x dans X, tel que (V,x{y}) N Gr(R) = & (faute de quoi § > = et donc
x R y). En particulier, si V,, est fermé, sa R-saturation V , sera fermée dans X et ne contiendra pas
y. Il existe donc un voisinage V,, de y dans X tel que Va NV, =g, i.e. tel que V,xV,NGr(R) = 2.

1.2 Sous-espaces topologiques d’un quotient

Soit R une relation d’équivalence sur un espace topologique X. Notons X /R 1’espace topolo-
gique quotient et v : X — X /R la surjection canonique. Soit Z un sous-espace topologique de
X /R et notons Y C X Dimage inverse par v de Z, i.e. Y = v~!(Z). En tant que sous-ensemble
de X, la partie Y est R-saturée, notons R|y- la “restriction” de R a Y, i.e. on pose pour tous

Yy, Y2 €Y :
Y1 Rly y2, siet seulement si, y; Rya.

A partir de maintenant considérons Y munie de la topologie induite par X . L’application v|y,
restriction de v 4 Y, est alors : continue, & valeurs dans X /R et d’image Z ; elle est également cons-
tante sur les classes de R|y et induit, par conséquent, une application bijective 7 : Y /R|y — Z.

Y - X

| B

Y/Rly —2—ZC X/R

Cette application n’est pas, en toute généralité, un homéomorphisme. On a cependant le résultat

suivant qui nous sera souvent utile :

1.2-1. Lemme: Lorsque la relation R est ouverte ou fermée, ’application U établit un homéo-
morphisme de Y /R|y sur Z.

Démonstration : Nous détaillerons le cas ou la relation est ouverte et laissons ’autre cas aux soins du lecteur.

La propriété universelle de la topologie quotient garantit la continuité de 7. Son image est par définition le
sous-espace Z. Soit maintenant V' une partie ouverte de Y /R|y. L'ensemble U := (v|y,) (V) est alors une

40n appelle ainsi un espace topologique tel que tout point admet une base de voisinages fermés. Les espaces
localement compacts, en particulier ceux localement homéomorphes a des ouverts des R-espaces vectoriels de
dimension finie (variétés topologiques) en sont des exemples.

-6 —
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partie ouverte et R|y-saturée de Y (également par définition). Comme Y est R-saturée dans X, la partie U
est R-saturée dans X. Soit W un ouvert de X (non nécessairement R-saturé), tel que W NY = U. Notons

W la R-saturation de W dans X ; alors WNY = U. En effet, soit @ € WNY, il existe w € W avec w R @
et comme Y est R-saturé on a également w € Y et alors w € U ; mais U est R-saturée, donc w € U. Enfin,
le fait que R soit ouverte assure que W est une partie ouverte de X. L’ensemble Z/(W) est alors un ouvert
de X /R dont l'intersection avec Z coincide avec 7(V'). L’application 7 établit donc une bijection continue et
ouverte sur Z, c’est donc bien un homéomorphisme. =

1.3 Séparation du quotient topologique

La continuité des applications v : X — X /R et vxv : XxX — X/RxX/R jointe au fait
qu’un espace topologique Y est séparé, si et seulement si, la diagonale Ay est une partie fermée
de Y XY, fournissent aussitot les deux conditions suivantes nécessaires a la séparation de I'espace

topologique quotient X /R :

1.3-1. Lemme: Lorsque 'espace topologique X /R est séparé, on a
Sep-1) Le graphe de la relation R est une partie fermée de X x X.

Sep-2) Les classes d’équivalence de R sont des parties fermés de X.

1.3-2. Exercice: Démontrer le lemme précédent en prouvant les implications :

X /R est séparé = (1.3-1-(1)) = (1.3-1-(2)) .

1.3-3. Remarque: La condition ((2)) ne suffit pas pour
garantir la séparation de I'espace quotient. En effet, soit
X le sous-espace topologique de R? constitué des couples
de nombres réels de la forme (z,+1), avec € R. Notons
R la relation d’équivalence définie par:

(z1,y1) R (x2,y2), siet seulement si,
{xl #0 et wz1 =, ou bien,
z1=x22=0 et y; =ys.

Les classes d’équivalence modulo R sont de cardinal au
plus deux et sont donc des parties fermées de X. Par

contre le graphe de R n’est pas fermé dans X xX (cf.

figure ci-contre). Le quotient X /R n’est donc pas séparé.

La non séparation de X /R concerne les classes (0,1) et (0, —1). En effet, ces classes sont des élé-
ments distincts de X /R et la R-saturation de tout voisinage de (0,1) dans X rencontre bien tout

voisinage de (0,—1). Il n’est donc pas possible de séparer les points (0,1) et (0,—1) dans l'espace

-7 -
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topologique quotient.

RZ
(0,1)
‘/_ () (03 1)
Vo (0,1)
(0,0) ( v \\\\
X v R-saturation de Vg X /R
° (07_1)
(Oa 71)

1.3-4. Exercice: Montrer que dans ’exemple de la remarque précédente
1) La surjection canonique v : X — X /R est ouverte.

2) La restriction de la surjection canonique v : X — X /R au sous-espace de X des couples d’ordon-
née égale & 1, est bien un homéomorphisme sur son image. L’espace X /R est donc réunion de deux
copies de R.

1.3-5. Remarque: La condition ((1)) n’est pas non plus suffisante pour la séparation de X /R. Les
exercices 10 et 28 (pages 101 et 105) du chapitre I de [Bour] en donnent des contre-exemples.

Il existe cependant des situations assez générales ou la condition ((1)) est bien équivalente a la
séparation de la topologie quotient comme le montre la proposition suivante.

1.3-6. Proposition: Soient X et R comme précédemment. Lorsque la relation R est ouverte, il

v a équivalence entre les assertions suivantes :
1) L’espace topologique quotient X /R est séparé.
2) Le graphe Gr(R) est une partie fermée de Iespace topologique produit X x X.

Démonstration : Nous nous limiterons & rappeler la preuve de I'implication ((2))=-((1)).

Commencons par observer que lapplication vxv : XxX — X/RxX /R est ouverte. En effet, comme
tout ouvert de X x X est réunion de parties de la forme UxU, ou U est un ouvert de X, et que I'image par
vxv d’une réunion est la réunion des images, on est ramené & montrer que vxv(UxU) = v(U)xv(U) est un
ouvert de X /RxX /R, ce qui résulte du fait que v est ouverte. La démonstration de la proposition découle
alors du fait que le complémentaire de vxv(Gr(R)) = Ax /g est précisément vxv(X x X\Gr(R)) qui est
ouvert d’apres ce qui précede. n

1.4 Relations induites par des applications continues

Soit f : X — Y une application continue entre deux espaces topologiques. On définit alors la
relation Ry sur X en posant :

x1 Ry x2, sietseulement si, f(z1) = f(z2).

La relation Ry est trivialement une équivalence sur X. On note X /f := X /Ry.

-8 —
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1.4-1. Exercice:
1) Monter que si Y est un espace topologique séparé, il en est de méme de X /R.
2) Montrer que si 'application f est ouverte (resp. fermée), la relation R s sera ouverte (resp. fermée).

3) Supposons X et Y compacts et f surjective. Montrer que f : X /R ¢ — Y est un homéomorphisme.

1.4-2. Exercice: Pour tout n € N\{0}, notons B™ la boule unité de R™ (on suppose R™ muni de
sa structure d’espace euclidien canonique). Notons S™ la sphere unité, frontiere de B"*! dans R"*1.
Considérons 'application f : D™ — S™ définie par:

@) = (2/ 5T 2.1 - 2140

Montrer que f est continue. Expliciter la relation d’équivalence R; et montrer que ’application
f:B"/S"~! — S™ et un homéomorphisme.

Plus généralement, on s’intéressera au cas ot f : X’ — Y et que X’ C X. La relation Ry sur X’

engendre une relation d’équivalence sur X dont le graphe dans X x X est donné par Gr(Rs) UAx.
Cette relation sur X est également notée (par abus) Ry. Le quotient de X par cette derniere
relation est noté X/f.

Soit Y Despace topologique réduit & un point {s}. Soit X’ C X et f : X’ — {s} Papplication

constante. L’espace topologique quotient X /f est généralement noté X /X'.

1.4-3. Exercice: Montrer que la projection canonique v : X — X /X' est ouverte (resp. fermée), si
X' est ouverte (resp. fermée) dans X.

1.4-4. Exercice: Supposons X séparé et localement fermé.
1) Montrer que la projection canonique v : X — X /X' est fermée, si et seulement si, X’ est fermée.

2) Montrer que X /X' est séparé, si et seulement si, X’ est fermé.

1.5 Relations induites par des actions de groupes

Soit G un groupe. Rappelons que l'on appelle «action de G sur un espace topologique X », la

donnée d’un homomorphisme de groupes p : G — Homéom(X). Pour chaque g € G, Papplication
P(g) est alors un homéomorphisme de X et nous noterons g-z := p(g)(z) lorsque 'homomorphisme

P ne mérite pas d’étre précisé.
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1.5-1. Définition : Pour chaque = € X, notons G - = |'ensemble des éléments de X de la forme g - z,
ol g € G; on l'appelle «I'orbite de G passant par x».

Notons Rg la relation d’équivalence sur X définie en posant :

1 Rg o, siet seulement si, G-x1 =G - 2.

1.5-2. Définition : L'espace topologique X /R, également noté X /G, est appelé «espace des G-
orbites ».

1.5-3. Exercice:
1) Montrer que R¢ est une relation d’équivalence ouverte.
2) Monter X /G est séparé, si et seulement si, Gr(R¢g) est fermé dans X x X.
3) Faisons agir G sur X xX par laction sur la seconde coordonnée, i.e. g;(x1,22) = (21,9 - T2).
Montrer 1'égalité :
GI(RG) = Ugeq géAX.

En conclure que si X est séparé et que G est de cardinal fini, 'espace quotient X /G est également
séparé.

1.5-4. Exercice: Soit X un espace topologique muni d’une action d’un groupe G. Soit Y un sous-
espace de X stable sous l'action de G. Montrer que 'application canonique de Y /G — X /G qui
associe a chaque G-orbite dans Y la G-orbite dans X est un homéomorphisme sur son image.

1.5-5. Exercice: Soit X un espace topologique muni d’une action d’un groupe G. Soit Y C X une
partie rencontrant toute G-orbite de X, i.e. X = G - Y. Notons Rg|, la restriction de la relation
d’équivalence définie par G a I’ensemble Y. Supposons Y muni de la topologie induite par X. Mon-
trer que Iapplication d’inclusion de Y dans X induit une bijection Y /R¢|y, — X /G qui est un
homéomorphisme.

Indication : Utiliser le lemme 1.2-1.

1.5.1 Actions proprement discontinues sans point fixe. Dans cette section 1’espace topolo-

gique X est supposé séparé.

1.5.1-1. Définition: On dit que I'action de G sur X est proprement discontinue et sans point fixe

lorsque les deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) Pour tous z,y € X tels que = ¢ G - y, il existe des voisinages V,, 3 = et V,, 5 y vérifiant

V,NG-V,=2.

~10 -
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b) Pour tout z € X, il existe un voisinage V. 5 z tel que
Vz Nng- V:L’ =4d,

pour tout g € G différent de I'élément neutre.

1.5.1-2. Exercice: Soit G un groupe agissant sur un espace topologique X.

1) Soient A et B deux sous-ensembles de X . Montrer I’équivalence suivante :
(AXB)NGr(Rg) =@ <= ANG-B=0.

2) En déduire que la condition (a) équivaut & la fermeture du graphe de R, et donc a la séparation
de l'espace quotient X /G.

3) Montrer que la condition (b) équivaut au fait que la projection canonique X — X /G est un
revétement (cf. section 2.10) de fibre ’ensemble sous-jacent au groupe G.

1.5.1-3. Exercice: Soit G un groupe agissant de maniére proprement discontinue et sans point fixe
sur un espace topologique X que l'on supposera séparé et séparable.

1) Montrer que les orbites de G sont des parties fermées et discrétes de X. En déduire que G est de
cardinal au plus dénombrable.

2) Supposons X compacte. Montrer que G est nécessairement fini.
3) Montrer que si G est un groupe fini agissant librement sur X, ’action est proprement discontinue
sans point fixe.

1.5.1-4. Exercice: Pour tout entier naturel n considérons le groupe additif G,, = Z™ et définissons
(my,.ccomy) - (1, 2n) = (@1 + M1,y Yn + M),

pour tous (mq,...,my,) € Z"™ et (x1,...,2,) € R™.

1) Montrer que I'opération ‘-’ définit une action proprement discontinue sans point fixe de Z" sur R™.

2) Monter que I'espace topologique quotient T™ := R™/Z" est compact et localement homéomorphe
a R™ et isomorphe & S'x --- xSt (n-facteurs).

3) Dessiner T°, T! et T2.

1.5.1-5. Exercice: Soient S"~1 la sphére unité de R™ et G = {£1}. Faisons agir G sur S~ ! par

+1 -2 = +x (action antipodale).

1) Montrer que cette action est proprement discontinue sans point fixe.

2) Montrer que S*~1/{#£1} est un espace compact localement homéomorphe & R*~1. On appelle cet
espace «|’espace projectif réel de dimension n — 1» et on le note P,,_1 (R).

3) En faisant correspondre & chaque droite vectorielle L. de R™ les points de S"~! N L, montrer que
P, _1(R) est naturellement en correspondance bijective avec I’ensemble des droites vectorielles de
R™.

4) Montrer que Py(R) est homéomorphe & I'espace quotient du disque D? C R? muni de la relation
d’équivalence définie par I’action antipodale sur la sphere frontiere S C D2?.

— 11 —
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1.5.1-6. Exercice: Rappelons qu'un R-espace vectoriel (de dimension finie) F muni d’une forme bi-
linéaire définie positive (_/_) est appelé un «espace euclidien». En posant N(z) := /(z/z), le couple
(E, N) est un R-espace vectoriel normé. Lorsque ces données seront présentes on considérera F muni
de la topologie associée & sa structure d’espace métrique pour la distance dy(z,y) = N(z —y).

Une application linéaire ¢ € L(E) est dite orthogonale si (p(z)/¢(y)) = (x/y), pour tous z,y € E.
On démontre qu’il y a équivalence, pour une application ¢ : E — FE, entre: étre une isométrie qui
fixe lorigine, et étre une application linéaire orthogonale. L’ensemble des isométries est stable par
composition d’applications et constitue un groupe noté O(E) (et méme O(n) lorsque E = R™ est
muni du produit scalaire de vecteurs canonique).

Soient R™ muni de sa structure canonique d’espace euclidien et ¢ : R — R™ une isométrie. Toute
isométrie se décompose de maniere unique comme la composée d’une translation et d’'une application
linéaire orthogonale. Il existe donc @y € R™ et 1) € O(n), tels que pour tout Z € R™ on ait:

o(T) = Vo + ¥(7).
1) Montrer que ¢ n’a pas de point fixe(®), si et seulement si:
{ 1 est valeur propre de ), et
T ¢ m(y — id)
2) Considérons la décomposition orthogonale
R*"=E,(1)® H, (%)

ot Ey (1) désigne le sous-espace -propre de R™ associé & la valeur propre 1, et ot H := E,(1)+.
Notons @y la projection orthogonale (qui découle de (%)) de Ty sur Ey(1).
Montrer que la condition : ¥y & im(y) — id), équivaut a: @Wg # 0
3) Montrer la formule:
¢ (@) = (i[d+ 9+ 9% + -+ 9" (@) + 9" (F),
pour tout Z € R™ et tout n € N\{0}. Puis, & 'aide de (2), prouver que si ¢ est une isométrie sans
point fize, il en est de méme de ¢, quel que soit n € Z\{0}.

4) Montrer la minoration :
le™(@) = 2| > [Gd + ¢+ % + -+ ") (@) ]| = 2/IZ] > nll@oll — 22|,

pour tout Z € R™ et tout n € N. Prouver alors, toujours a l'aide de (2), que si ¢ est une isométrie
sans point fixe,
lim [ (%) — Z[| = o0

|n|—o0

et donc que pour chaque Z € R, il existe un nombre réel ez > 0 tel que

pour tout n € Z\{0}.

5) A T'aide des résultats qui précédent, montrer que le groupe d’isométries de R™ engendré par une
isométrie sans point fize, opére toujours de fagon proprement discontinue et sans point fixe sur R™.

1.5.1-7. Exercice: L’exercice précédent traite du cas des groupes d’isométries sur les espaces vec-
toriels euclidiens de dimension finie engendrés par une isométrie sans point fixe. La généralisation a
un nombre fini de générateurs du fait que ’on obtient des actions proprement discontinues sans point
fixe est fausse.

Soit G le groupe de translations de R engendré par les translations 71(¢) =t + 1 et 745(t) =t + s.
Montrer que G5 opere sur R de fagon proprement discontinue sans point fixe, si et seulement si, s €

Q.

50n dit que Z est un «point fixe de ¢» lorsque (%) = Z.
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1.5.1-7.1. Remarque: La décomposition d’une isométrie de R™ en composition d’une translation et
une application linéaire orthogonale montre que le groupe d’isométries de R™ est isomorphe (en tant
que groupe) & un produit semi-direct R™ x O(n) (R™ muni de sa structure de groupe additif). D’autre
part O(n) C GL(n;R) C R™*™ est une partie compacte et le groupe des isométries de R™ se trouve
canoniquement muni d’une structure de groupe topologique. On démontre alors que pour qu'un groupe
d’isométries de R™ opere de fagon proprement discontinue et sans point fixe sur R”, il faut et il suffit,
qu’il soit fermé et discret dans R™ x O(n) et qu'il agisse librement sur R™.

1.5.1-2. Exercice: Soit G un groupe agissant sur ’espace topologique X et soit H un sous-groupe
distingué de G.
1) Pour chaque § € G/H et chaque T € X/H, posons §-T = §- T.
Montrer que ’élément g - T est bien défini, i.e. est indépendant des représentants g,z choisis;

puis que l'on obtient ainsi une action du groupe G/H sur X /H.

2) Considérons l'application
w:X/H—X/G,
qui associe a chaque H-orbite de X la G-orbite que la contient.

a) Montrer que p est continue est que la relation d’équivalence R, qu'elle induit sur X /H est
précisément la relation R g donnée par I'action de G/H sur X /H de la question précédente.

b) Montrer que I'application canonique
p:(X/H)/(G/H) = X /G,

est un homéomorphisme.

3) Montrer que G opere de fagon proprement discontinue sans point fixe sur X, si et seulement si, il
en est de méme des actions de H et de G/H respectivement sur X et X /H.

En particulier, lorsque G opere de fagon proprement discontinue sans point fixe sur X, 'appli-
cation p : X/H — X /G est un revétement de fibre: ensemble sous-jacent au groupe G/H.

1.6 Recollement d’espaces topologiques

Soient X et Y deux espaces topologique, et f : X’ — Y une application définie sur un sous-
espace X’ de X, & valeurs dans Y. On considere sur Pespace topologique Z := X 1Y, “réunion
disjointe” des espaces X et Y, la relation Ry définie par:

Z] = 22, ou bien,
. . €X' et zm=f(z), ou bien,

21 Ry 7, si et seulement si, , .
€X' et z=f(z), ou bien,

21,220 € X' et f(z1) = f(22).

X Y X1, Y
i%

1.6-1. Définition : La relation Ry est une relation d'équivalence sur Z, et |'espace topologique quo-
tient, noté X II; Y, et appelé «recollement de X et Y par f». L'application f est dite «application

~ 13—
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de recollement ».

1.6-2. Exercice: Reprenons les données ci-dessus. Soit F': (X' I1Y) — Y Dapplication définie par:

T sizeY,

F(x):{f(x), size X'

Montrer que F' est bien continue et que Rr = Ry. Le recollement d’espaces topologiques est donc
bien un cas particulier du quotient d’un espace par une fonction, i.e. X II; Y = (X 1IY)/F.

1.6-3. Exercice: Supposons X’ ouvert dans X et f: X’ — Y un plongement ouvert. Montrer que
les applications canoniques X — X Iy Y et Y — X II; Y sont également des plongements ouverts.
On peut donc dire (par abus de langage) que {X,Y} est un recouvrement ouvert de X II; Y et que
XNnY =X'(= f(X)).

1.6-4. Exercice: Soit f : R\{0} — R I’application f(z) = z. Montrer que R II; R est homéomorphe
a lespace quotient X /R de la remarque 1.3-3.

1.6-5. Exercice: Nous avons introduit dans 'exercice 1.5.1-5 'espace projectif réel P, (R) a laide
de l’action du groupe G := {£1} sur la sphére S"™. Notons v : S — P, (R) l'application canonique.
Soit S7 le sous-espace de S™ des points d’ordonnée > 0 (hémisphere nord) ; on a v(S7) = P, (R) et
la restriction de la relation d’équivalence Rg sur S} n’est autre que la relation d’équivalence “anti-
podale” sur I’équateur S”~!, frontiere de S% dans S™. D’autre part S% est homéomorphe a la boule
unité fermée B™ de R™. On conclut ainsi a l'existence d’un homéomorphisme entre P, (R) et l'espace
topologique

P, (R) ~B" 11}, P,_.(R)

ol I'application de recollement f,, est définie sur S*~! et associe & € S~ ! sa classe module G.

1.7 Quelques exemples a retenir
1.7.1 Ruban de Mobius.

Par identification de points d’un rectangle. La construction pratique d’un ruban de Mobius

est schématisée par l'illustration suivante.

11 s’agit donc de I'espace topologique obtenu & partir d’un rectangle X = [—1, 1] xR en en identifiant
les points (—1,t) et (1,—t), pour tout ¢t € R.

— 14 -
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Par recollement de deux copies de R2. Dans ce cas X =Y = R2. Nous laissons aux soins du
lecteur d’imaginer I'application de recollement f.

X XY
[“-:::‘.'_'_'_'__[_: S
: “\/\ Rt L DS --
!_ _________________ i :::3—"" ] Ruban de M8bius : M
Y |

Le ruban de Mébius comme quotient de R? par I’action d’un groupe. Soit G le sous-groupe

du groupe d’isométries de R? engendré par I'application affine 8(z,y) = (v + 2, —y).

1) Montrer que l'action de G sur R? est bien proprement discontinue sans point fixe.

2) Montrer que G-([—1,1]xR) = R? et que la relation d’équivalence Ral((-1,1xr) coincide avec celle
introduite dans la construction du ruban de M&bius par identification de points d’un rectangle.

3) En conclure que R?/G est bien homéomorphe au ruban de Mébius.

1.7.2 Bouteille de Klein.

Par identification de points d’un rectangle

La bouteille de Klein(") est obtenue et identifiant des points d’une bande rectangulaire [—1, 1] x[—1, 1],
par exemple, suivant la relation R : la plus fine des relations d’équivalence dont le graphe contient
les couples

((t,1),(t,-1)) et ((1,1),(~1,—t))

L’illustration suivante décrit le processus d’identification de points suivant deux étapes. On com-
mence par coller les bords “horizontaux”, ce qui donne un cylindre; on colle ensuite les cercles
frontiere. A remarquer que le passage de C & D ne peut se faire dans R? puisqu’il n’est pas possible
de plonger la bouteille de Klein dans cet espace (nous prouverons ceci dans un chapitre ultérieur).

-
<«

B

Bouteille de Klein : K

-
V.

6 Les figures de cette section sont des reproductions de celles du petit livre “Introduction a la topologie combi-
natoire” de M. Fréchet et Ky Fan.
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Par recollement de deux rubans de Mdobius

Dans les étapes d’identification de points de la construction précédente, nous aurions pu com-
mencer par le recollement des bords “verticaux” ; cela nous aurait donné un ruban de Mobius sur
lequel des identifications des points sur son bord auraient permis de retrouver la bouteille de Klein.
Plutét que de procéder ainsi, nous allons commencer par découper le rectangle [—1,1]x[—1,1] en
trois parties A, A’ et B comme indique l'illustration suivante :

On colle alors les parties A et A’ le long de leur bord “horizontal”, ce qui fait apparaitre deux pa-

1

rallélogrammes. Sur chacun d’eux, l'identification des points se trouvant sur les cotés “verticaux”

donnera lieu & un ruban de Mobius.

C’est ainsi que la bouteille de Klein peut étre décrite comme le recollement de deux rubans
de Mobius le long de leur (unique) bord. L’illustration suivante suggere la fagon de disposer ces

rubans pour procéder au recollement voulu.

La bouteille de Klein comme quotient de R? par ’action d’un groupe
Soit G le groupe d’isométries de R? engendré par les applications :

a(x,y) = ($7y+2) et ﬁ(x’y) = (x+2’ _y)'

1) Montrer I'égalité: Boao B! =a™L.

2) Montrer que les éléments de G sont les isométries de la forme: a® o 3%, avec a,b € Z.
On a: a%o f%x,y) = (x + 2b, (—1)by + 2a).

3) Prouver que G opere de facon proprement discontinue sans point fixe sur R2.

4) Montrer que la restriction de I’application canonique v : R* — R?/G a I'ensemble [—1, 1] x[—1, 1]
reste surjective. Montrer également que ’équivalence que cette restriction induit sur [—1, 1] x[—1, 1]
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est précisément celle qui nous a permis d’introduire la bouteille de Klein par identification de
points d'un rectangle. En déduire que R?/G est homéomorphe & la bouteille de Klein.

1.7.2-1. Exercice: La question ((1)) montre que le sous-groupe (a) est distingué dans (a, ). On en
déduit (cf. exercice 1.5.1-2) un revétement R?/{a) — K. Montrez que R?/{a) est homéomorphe au
tore T? = S'xS!. Décrivez laction de (a, 8)/{a) = {£1} sur T2

§2. Variétés différentiables
2.1 Généralités

Nous introduisons dans cette section le concept de variété différentiable de dimension finie et de
classe C*. Les références [B-T,A-M-R,Die,Ber| suffiront largement pour les besoins du cours.

Avertissement

Dans la suite, le calcul différentiel sur les espaces vectoriels de dimension finie sur R sera supposé
connu. D’autre part, le mot “différentiel” sera synonyme de “de classe C*”, de méme les concepts
de: immersion, submersion, difféfomorphisme, etc, présupposeront cette condition.

2.1-1. Définition: Soit M un espace topologique (non nécessairement séparé). On appelle «atlas m-
dimensionnel (et de classe C*) pour M », la donnée d'une famille de couples A = {(Uq, ¢a)}aca
vérifiant les trois conditions suivantes:
a) La famille {U, }qoecq est un recouvrement ouvert de M.
b) Pour chaque « € A, ¢, est un homéomorphisme ¢, : U, — R™.
c¢) Pour chaque couple d'indices o, 3 € 2 tel que Uy := Uy N Ug # @, I'application, dite «de

transition »,

(25,370 : (pa(Ua n UB) — @g(Ua N Uﬁ) R

définie par ¢ o 1= pp 0 p, !, est différentiable.

Ury N Uﬁ

/’/ %
4 —

|—> ¢a(Ua NUp) |—> 0(Ua NUp)

La famille A = {(Uy, @a) }acu est appelée «|'atlas de définition » de la structure de variété différentiable
ainsi introduite. Chaque couple (U,, ¢4) est appelé: une «carte de coordonnées locales» de la variété.

17—
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2.1-2. Définition : Soit M un espace topologique. On dira que deux atlas de M «définissent la méme
structure différentiable» si leur réunion est encore un atlas pour M.

La relation “définir la méme structure différentiable” est clairement réflexive et symétrique; elle est
aussi transitive (le vérifier). On appelle alors «structure différentiable sur M » chaque classe d'équiva-
lence d'atlas de M.

2.1-3. Remarque sur ’atlas complet : Chaque classe d’équivalence d’atlas de M possede un re-
présentant canonique appelé «atlas complet de la structure». On I'introduit souvent comme “réunion
de tous les atlas de la classe”, mais ceci n’est qu'une heuristique puisque la notion de “réunion de
familles” n’a de sens en théorie des ensembles que lorsque la réunion disjointe des ensembles d’indices
des différentes familles est encore un ensemble ce qui aurait présupposé des hypotheéses que I'on ne
fait pas dans la pratique. Il existe pourtant un moyen pour justifier 'existence de ’atlas complet.
En effet, il résulte du fait que chaque élément d’un atlas est une application définie sur une partie
de M a valeurs dans R™ ; il se représente donc a ’aide d’un sous-ensemble de M xR™ : son graphe.
Ainsi les éléments de tous les atlas d’une classe d’équivalence d’atlas constituent un sous-ensemble de
P(M xR™). Cet ensemble est bien canonique et comme tout ensemble est trivialement une famille
("), c’est bien un atlas.

2.1-4. Définition: On appelle «variété différentiable de dimension m» la donnée d'un espace topolo-
gique muni une classe d'atlas m-dimensionnels, ou, ce qui revient au méme, de atlas complet de la
classe en question.

2.1-5. Notation et terminologie: Une variété différentiable est donc la donnée d'un couple (M, A)
ou M est un espace topologique et A est un atlas sur M. Bien souvent I'atlas 4 sera sous-entendu et
la variété sera désignée simplement par la notation M.

On dira que M est: séparée, compacte, dénombrable a l'infini, etc., si |'espace topologique sous-
jacent l'est.

2.1-6. Exercice: Toute variété différentiable est connexe par arcs, localement compacte et localement
contractile, en particulier, localement connexe par arcs et localement simplement connexe. Chaque
composante connexe d’une variété différentiable est une variété différentiable (de méme dimension).

2.1-7. Exercice: Montrer que les domaines de cartes d’un atlas complet constituent une base pour
la topologie de ’espace topologique sous-jacent a la variété, i.e. tout ouvert admet un recouvrement
par de domaines de cartes de coordonnées locales.

70On prend comme ensemble d’indices ’ensemble lui-méme ; la fonction d’indexation étant alors ’identité.
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2.2 Exemples de Variétés différentiables
2.2.1 Sous-variétés de R".

2.2.1-1. Définition : Une partie S C R est appelée «sous-variété différentiable » (et simplement «sous-
variété» dans ce cours) de R™ de dimension d, si pour tout = € S il existe un voisinage ouvert V, est
un difféomorphisme ¢ : V,, — R™ tel que p(V, N S) = R¥x{0} C RIxR"~

¢(Vo N S) =Rx{0}

La famille de tous les couples (Vi NS, ¢l g) est un atlas (canonique) de variété différentiable
pour S.

2.2.1-2. Remarque: Les ouverts des sous-espaces affines de R™ sont des sous-variétés. Une sous-
variété de R™ est toujours localement fermée et localement connexe (par arcs). Chaque composante
connexe d'une sous-variété de dimension d est une sous-variété de méme dimension.

2.2.1-3. Exercice: Reprenons les notations de la définition ci-dessus. En composant ¢ avec la pro-
jection py : RIXR™~4 — R™*~< qui associe p, : (z,y) — ¥, montrer qu'une sous-variété de dimension
d de R™ est, localement, I'image inverse d’un point par une submersion sur R"~¢.

2.2.1-4. Exercice: Les ouverts de R™ sont les sous-variétés de R™ de dimension n. Les parties dis-
crétes (non néeessairement fermées) de R™ sont les sous-variétés de R™ de dimension 0.

Sous-variétés définies par des submersions

Soient m > n € Net f: U — R"™ ou U est un ouvert de R™, une application différentiable
submersive, i.e. telle que l'application linéaire tangente df, : 1, (U) = R™ — R™ est surjective
pour tout z € U, ou, ce qui revient au méme: telle que la matrice jacobienne

T(z) = [gi @] s

=
j=1,.om

est de rang n pour tout € U. Dans ce cas, le calcul différentiel (de licence) nous apprend que
f est localement (par rapport & U) une projection. Ceci signifie que pour tout xy € U, il existe
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un voisinage V,;, C U, un voisinage Vy,) € R" et des difféomorphismes ¥, : V, — R™ et
Uiy o Vi) — R", tels que la composition W,y o f o \Ilajol : R™ — R™ est la projection
canonique

(T1y ey Ty T 1y - e ) > (X1, -0, Tp) -

Notons yo := f(zg). On a done W, (f~(yo)NVy,) = {0} xR™™", ce qui correspond trés précisément
a la notion de sous-variété de R™. Dans un tel cas, la famille de tous les couples:

(fil(y()) N Vwoa WwO‘(f’l(yo)szQ) ’

défini une structure (canonique) de variété différentiable de dimension (m —n) sur M = f~1(y).

2.2.1-5. Remarque: On aura observé dans ce qui précede que le rang de f est supposé “maximal” en
chaque point de 'ouvert U de définition de f. Dans la pratique il est inutile de vérifier cette condition
sur U tout entier. En effet, le “théoreme du rang” assure que le rang d’une application différentiable
est une application (& valeurs dans N) semi-continue inférieurement, ce qui signifie que les rangs d’une
application f aux points voisins d’un point zo donné, majorent toujours rangf(zo). En particulier, si
rang, (z0) est maximal, il en sera de méme pour tous les points d’un certain voisinage de xg.

[2.2.1—5.1. A retenir ]: Nous voyons donc que pour peu que f : U C R™ — R™ soit différentiable
et submersive (de rang n) en chaque point de M = f~!(y), il existera un ouvert W C U
contenant M, tel que f|, est bien une submersion en chaque point de W. L’ensemble M sera
alors une sous-variété de R™ de dimension m — n.

Plus généralement, la définition méme de sous-variété montre qu'une sous-variété de R™ est
une partie qui se voit, localement, comme image inverse d’un point par une submersion (exercice
2.2.1-3). En particulier: Si dans le paragraphe précédent Y est une sous-variété de R™ et f est
submersive en tout point de M = f~1(Y), la partie M est une sous-variété de R™ de dimension
m —n+ dimg(Y").

2.2.1-6. Exercice: Soit f : R™ — R™ une surjection linéaire. Pour tout @ € R™, ensemble f~1 (1)
est une sous-variété de R™. Par conséquent toute sous-variété affine de R™ est une sous-variété diffé-
rentiable et posséde une structure de variété différentiable.

2.2.1-7. Exercice: Considérons une application f : R™ — R de la forme:

f(X1,. 0 Xm) = Zaixfi ot g; € {1,2},
i=1
et notons M, := f~1(¢), pour chaque réel ¢.

Montrer que s’il existe i tel que a; # 0 et ¢; = 1, M, est une sous-variété pour tout ¢ € R. Puis, en
toute généralité, que si ¢ # 0 et M, n’est pas vide, c’est une sous-variété de R™ de dimension (m —

1).

En particulier les ellipsoides, hyperboloides, paraboloides sont des variétés différentiables.

2.2.1-8. Exercice: Soit f : R™ — R™ une application différentiable. En considérant ’application
F : R™"xR™ — R™ définie par F(x,y) = y — f(z). Montrer que Gr(f) = F~1(0) et que le graphe
d’une application différentiable possede une structure canonique de variété différentiable.
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2.2.1-9. Exercice: Pour les parties suivantes de R?:
M, = {(t,sinl/t) | t # 0} M, = M, U {(0,0)} My = MyU{(0,t) | t € R}

préciser si elles sont localement fermées, localement connexes, des sous-variétés de R2.

2.2.1-10. Exercice: Soit M(n;R) 'anneau des matrices & coefficients réels & n lignes et n colonnes.
a) Notons GL(n; R) le groupe (multiplicatif) des matrices de M(n; R) de déterminant non nul. Montrer
que GL(n;R) est une sous-variété de R™*".
b) Notons SL(n; R) C GL(n;R) le sous-groupe des matrices de déterminant égal & un.
Soit det : M(n; R) — R Dapplication déterminant. En démontrant la formule
d(det)r(H) = det(R) tr(R™' H)
valable pour tour R € GL(n;R) et tout H € M(n;R) prouver que SL(n;R) est une sous-variété de
M(n; R) de dimension (n? —1).
c) Notons O(n) le groupe des matrices orthogonales, i.e. les matrices A telles que A - A = 1.

Soit maintenant Sym(n;R) C M(n;R), ensemble (sous-espace vectoriel) des matrices symé-
triques, i.e. telles que A = *A. Soit f : M(n;R) — Sym(n;R) I'application

FA) =A-4.

Montrez la formule:
dfa(H)=A-'"H+ H -'A,

pour tous A, H € M(n;R). En déduisez que f est une submersion en chaque point A € O(n) et que

O(n) est une sous-variété de R™"*™ dont on précisera la dimension.

Indication : On doit prouver que pour toute matrice orthogonal A € O(n) et toute matrice symé-
trique S, il existe une matrice H telle que S = A-*H + H - A, soit, telle que S = %(H -'A) + H - 'A;
ce pour quoi il suffit de prendre H = % S-A

d) Montrer que O(n) est une partie compacte de R"*™. Puis, en observant que le déterminant d’une
matrice orthogonal est +1, montrer que O(n) posséde exactement deux composantes connexes. On
notera SO(n; R) := O(n) N SL(n; R).

e) Expliciter O(1) et O(2).

Sous-variétés définies par des immersions

De maniere analogue au cas précédent, soient m < n € Net f: U — R", ou U est un ou-
vert de R™, une application différentiable immersive, i.e. telle que I'application linéaire tangente
dfy : T, (U) = R™ — R™ est injective pour tout z € U.

On démontre alors que pour tout zy € U, il existe un voisinage V,,, C U, un voisinage Vj(,,) € R"
et des diffeomorphismes W, : Vi — R™ et s, @ Vi) — R", tels que la composition
W sz © fo WL R™ — R" est I'injection canonique::

(Xl,...,Xm)'—)(Xl,...,Xm70,...70).

On a donc Wy (f(Va,)) = {0} xR™™™, ce qui montre bien que Wy, (f(Vz,)) est une «sous-
variété» de R™ et possede donc une structure canonique de variété différentiable.
En faisant varier le point zy € R™, les parties f(Vy,) vont recouvrir 'ensemble M := f(U) mais

il n’est pas vrai en général que M soit une sous-variété de R", et ceci méme si cette image est
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fermée (voire compacte). L’illustration suivante en est un contre-exemple :

RZ

[2.2.1-11. A retenir |: La condition nécessaire et suffisante pour que 'image d’une immersion f soit une
sous-variété, est que f soit un homéomorphisme sur son image (considérée munie de la topologie induite
par 'espace ambiant R™).

2.2.1-11. Exercice: Soit f : R™ — R™ une application différentiable. En considérant I’application
F : R™ — R™xR"™ définie par F(z) = (x, f(x)). Montrer que F est bien une immersion et que
Gr(f) = F(R™). Montrer que 'application (ouverte) p; : R™xR™ — R™ est un inverse & gauche de
F. En déduire que F' est un homéomorphisme sur son image et redémontrez le fait que le graphe d’une

application différentiable possede une structure canonique de variété différentiable.

2.2.2 Quotients de R™ par des actions de groupes. Soit G un groupe agissant (topologique-
ment) sur R™ et notons M := R"/G. Supposons vérifiée la condition (b) caractérisant les actions
proprement discontinues sans points fixes qui affirme ’existence, pour chaque point x € R™, d’un
voisinage V,, vérifiant la condition :

VaNg-Ve=09, (*)

pour tout g € G différent de I’élément neutre. Ceci signifie que la restriction de ’application ca-
nonique v : R — M a l'ouvert V, est un plongement ouvert, i.e. un homéomorphisme entre V,,

et son image (ouverte puisque v est ouverte). Fixons maintenant, pour chaque z € R™, une boule
ouverte B, centrée en = et contenue dans un voisinage vérifiant la condition (x). Pour chaque

o . La famille {U,}zern

x € R", posons U, := V(IB»L) et ¥, : Uy — B, I'application inverse de vl .

est alors un recouvrement de M.

Soient maintenant x,y € R™ et étudions I’application :

Vyo=1yo 7/’;1 2 (Up N UY) = by (Uy NUY)

L’ensemble ¢, (U, N Uy) est constitué des éléments de IB%$ dont la G-orbite rencontre la boule

B, ; on a donc:

)

Yo (U, NU,) =B, NG B, =B, N (IT,.o" B,) = I1,.. (B, Ng™'-B,).
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En raisonnant de manieére analogue pour ¢, (U, N U, ), nous pouvons écrire :

Dy, ngG (IOB% N g—l . ]Ey) — ngG (g . fEBI N IOB%U)

d’ou:

Yoel(s,ng1s,) =B ng1,)

ou ‘g’ désigne (par abus) a la fois: I’élément de G et ’homéomorphisme de R™ défini par 'action

en cours.

On peut donc conclure que si G opere sur R™ par des homéomorphismes différentiables, les
applications W, , seront également différentiables.

Ceci étant, fixons pour chaque z € R™ un difféomorphisme 6, : IB%w — R"™ et posons ¢, = 0, 01,.
La famille A = {(U,, ¢z) }zern est alors un atlas définissant une structure de variété différentiable
sur R"/G. En effet, la différentiabilité de ¢, . = ¢, 0 ¢, est équivalente & la différentiabilité de
U, » puisque:

Gy =0 oV, 00,.

2.2.2-1. Remarque: Les cartes de 'atlas A que nous venons d’introduire dépendent évidemment
des choix arbitraires qui sont intervenus lors de sa construction. On peut néanmoins vérifier que la
famille de toutes les cartes, quels que soient les choix, constituent un atlas, canonique cette fois-ci, de
variété différentiable sur M. On référera a cette structure différentiable comme étant la structure de
variété standard sur M :=R"/G (voir remarque 2.3-4.1).

Nous avons ainsi prouvé la proposition suivante.
2.2.2-2. Proposition: Soit G un groupe agissant sur R™ par des applications différentiables et
supposons que pour tout x € R™, il existe un voisinage V, > x tel que

Vacmg'vzzgv

pour tout g € G différent de I’élément neutre.

L’espace topologique quotient M = R"/G admet alors une structure de variété différentiable
canonique de dimension n.

De plus, M est séparé, si et seulement si, ’action de G est proprement discontinue sans point
fixe.
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2.2.2-3. Remarque: Les tores T, le ruban de Mobius, la bouteille de Klein possedent des structures
de variétés différentiables (séparées).

2.2.3 Espaces projectifs. Notons K I'un des corps R, C, H (corps de quaternions)("). L’espace
projectif P, (K) est, du point de vue ensembliste, 'ensemble des droites vectorielles du K-espace
vectoriel K™+,

Notons K* le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K et faisons-le agir sur K**! par
multiplication (& gauche) de vecteurs. Il est immédiat de constater que I'application canonique
v : K"\{0} — P,(K) qui associe & un vecteur non nul la droite K-vectorielle qu’il engendre, est
surjective et induit sur K"*1\{0} la relation d’équivalence Rg-. On a donc

Pn(K) = K" /K",

et 'on munit P, (K) de la topologie quotient.

Rappelons que C = R? et H = R* et que les structures canoniques d’espace euclidien sur les
espaces K™ sont compatibles au produit, i.e.

It - 7| = |t| |0]l, pour tous t € K et ¥ € K".

11 s’ensuit donc que la restriction de v & la spheére unité de K™*! est bien surjective et donc que
P, (K) est un espace topologique quasi-compact. Sa compacité résultera alors de prouver qu’il est
également séparé.

Or, la relation d’équivalence induite par v sur la sphere unité de K™*! correspond trés précisé-

¢

ment a celle donnée par I'action du sous-groupe K, de K* des éléments de K de “valeur absolue”
égale & un. Ces ensembles sont respectivement les spheres unité de R, R? et R*, i.e. {1}, S! et

S3(*). On voit donc bien que les graphes des relations d’équivalence sur les sphéres unités de K"+

8Le corps de quaternions, introduit en 1843 par Hamilton, a été le premier exemple d’un corps non commu-
tatif connu en mathématique. Il est obtenu comme extension algébrique de C en introduisant une structure
d’anneau (non commutatif) sur C @ C. L’extension en question est déterminée sur les éléments: 1 = (1,0),
i=(:,0),j=1(0,1), k =(0,7) en imposant les égalités:

2= =k>=-1=ijk (*)

La réalisation du corps de quaternions procede & partir de ’anneau M(2, C) ot 'on note H le sous-ensemble
(R-sous-espace vectoriel de dimension 4) des matrices de la forme:

won=[ 51]

pour tous a,b € C. On vérifie que H est bien stable par les opérations d’anneau de M(2,C), et en posant 1 =
x(1,0), i = x(7,0), j = x(0,1), k = x(0,%) les conditions (*) se trouvent vérifiées.
La relation :

[x(a,b)| == v/det(x(a, b)) = \/]a]* + b2

montre que |_| est une “valeur absolue” pour H (elle intervient dans démonstration du fait que tout élément
non nul de H est inversible).

11 convient de retenir le fait que K est connexe uniquement dans les cas ot K = C ou K = H]| ceci est a la
base de l'orientabilité de P, (C) et P, (H) et de la non orientabilité de IP,,(R) pour n pair et différent de 0 (cf.
46.2-1)
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sont compacts donc fermés; d’out la séparation de P, (K) d’aprés la proposition 1.3-6 et I’exercice
1.5-3.

La structure de variété différentiable sur P, (K) procede d’observer que pour chaque i =0, 1,...,n,
I'ensemble U; des droites engendrées par des vecteurs & = (g, 21, ...,7,) € K" tels que z; # 0

est en bijection avec K™ par 'application: ¢; : U; — K™, définie par ()

<pi(<(x0,...,zi,...,xn)>) = (f—‘j,,ﬁ:',ﬁ—t',i’:)

D’autre part, ’ensemble U; C P, (K) est bien ouvert car son image inverse par v est ’ensemble des
points de K"\ {0} dans le complémentaire de I'hyperplan {z; = 0}. On réalise de cette maniere

P, (K) comme réunion des n + 1 ouverts Uy, Uy, ..., U,.

Montrons que la famille A = {(U;, ¢;) }izo,...n st un atlas de variété différentiable pour P, (K)
de dimension :

dimg (P, (K)) = n dimg (K)

Pour i # j, Pouvert U;; = U; NU; est 'ensemble des droites vectorielles engendrées par des vec-
teurs dont les coordonnées d’indices i et j sont toutes les deux non nulles. Supposons i < y. L’en-

semble V", = ¢;(Uj;) est alors 'ensemble de n-uplets (y1, ..., yn) tels que y;1 # 0 et V], = ¢;(Uij)

celui des (y1,...,yn) tels que y; # 0. L’application de transition ¢;; : V" — V' est alors la sui-
vante :
4 v .
W) o (i Loy (B e L )

(ou le terme sous le chapeau est & omettre). Les applications ¢;; sont donc bien différentiables et

A est un atlas de variété différentiable pour P, (K).

2.2.3-1. Exercice: Prouver 'existence de difféomorphismes:

P;(R)~S' P(C)~S? P,(H)~S".

2.3 Morphismes entre variétés différentiables

2.3-1. Définition : Soient (M, A) et (M’, A') deux variétés différentiables. Une application continue
f i M — M’ est dite «<morphisme de variétés» si pour chaque point m € M il existe des cartes

(Ua,¢a) € A et (Us,pp) € A' telles que m € Uy, f(m) € Up et telles que I'application composée
g o fo,! (définie sur un voisinage de ¢, (m)) soit différentiable.

" Dans le cas des quaternions une fraction de la forme § désignera dans ces notes I’élément b~ la.
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Les concepts habituels de «rang d’un morphisme en un point, immersion, submersion, morphisme
étal, difféomorphisme, etc.» habituels en calcul différentiel sur les espaces vectoriels R™ gardent

bien évidemment un sens dans le cadre des variétés différentiables.

2.3-2. Lemme:
a) L’application identique sur une variété différentiable est un morphisme.

b) La composition de morphismes est encore un morphisme.

2.3-3. Exercice: Soit (M, A) une variété différentiable et h : M — M un homéomorphisme
de T’espace topologique sous-jacent. Notons h - A l'atlas sur M dont les cartes sont de la forme
(h(Us), ¢ © h~1). L’application h : (M, A) — (M,h - A) est alors tautologiquement un difféomor-
phisme.

Montrer que les atlas A et h - A sont compatibles, si et seulement si, 'application h : (M, A) —
(M, A) est un difféomorphisme de variétés.

’2.3-4. Variétés homéomorphes non difféomorphes ‘: La correspondance A — h - A du dernier exer-

cice définit une action du groupe Homéom(M) sur I'ensemble des structures différentiables de l’espace
topologique M. Une orbite pour cette action est trés précisément un ensemble maximal de structures diffé-
rentiables sur M deux-a-deux difféomorphes. L’exercice précédent montre que le stabilisateur d’une struc-
ture (M, A) est le sous-groupe Difféom (M, .A) C Homéom(M ). L’ensemble Homéom (M )/ Difféom(M, A)
parametre donc I'ensemble des structures différentiables sur M difféomorphes a (M, A).

La subtilité dans ces considérations vient du fait que action de Homéom(M ) sur 'ensemble des struc-
tures différentiables sur M n’est pas transitive, i.e. un espace topologique peut admettre des struc-
tures de variété différentiable non difféomorphes comme 1’a montré Milnor en 1956 pour la sphére
S7 et comme semble étre également le cas pour R* (cf. [A-M-R] page 126).

Il conviendra donc d’étre précis et prudent dans la pratique lorsque, apres avoir muni par des procédés
divers un espace topologique de structures de variété différentiable, on affirmera qu’il s’agit bien de la
“méme” structure.

2.3-4.1. Remarque: Dans ce cours, les R-espaces vectoriels R™ seront considérés munis de leur
structure de variété différentiable standard, i.e. celle dont ’atlas complet contient la carte (R™,id).
Egalement, toute sous-variété de R™ le sera relativement a cette structure standard, d’ou une structure
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de variété différentiable dite standard pour les sous-variétés de R™.

Plus généralement, si V' est un R-espace vectoriel de dimension finie d, I'ensemble des cartes de la
forme (V, ), ol ¢ est un isomorphisme R-linéaire de V sur R¢ constitue bien un atlas de variété pour
V. La structure standard de variété de V est, par définition, celle donnée par cet atlas. (A la rigueur
une seule de ces cartes suffirait, mais la définition perdrait alors de son caracteére intrinséque.)

Signalons pour terminer que toute variété différentiable connexe de dimension 1 est difféomorphe a R
ou & S! (munis de leur structure standard) (cf. [Mil]).

2.3.1 Fonctions sur les variétés différentiables.

2.3.1-1. Définition : Soit M une variété, on appelle «fonction sur M » tout morphisme de M a valeurs
dans la variété R. On note C>°(M) I'ensemble des fonctions sur M.

Soit f € C*°(M), on appelle «support de f» et on le note |f|, I'adhérence de I'ensemble des z € M

tels que f(z) # 0. On notera alors C2°(M) I'ensemble des fonctions sur M a supports compacts.

2.3.1-2. Exercice: Montrer que sur toute variété les applications constantes sont des fonctions. Mon-
trer que somme et produit de deux fonctions sont des fonctions et donc que C*° (M) est une R-algebre
avec identité multiplicative.

Discuter chacune des assertions précédentes pour les fonctions a supports compacts sur une variété
non compacte.

2.3.1-3. Proposition: Soit M une sous-variété de R™. Les fonctions de M sont les restrictions
des fonctions différentiables définies sur les voisinages ouverts de M dans R™ et mutatis mutandis
pour les fonctions a support compact.

Démonstration: Soient W C R™ un voisinage ouvert de M (supposée de dimension d) et f : W — R
une fonction différentiable. Toute carte de 'atlas de définition de la structure de variété de M provient de
la restriction d'un difféomorphisme ¢ : U — R™ & M N U tel que p(M NU) = R¥x{0}. Dans un tel cas
nous devons étudier la différentiabilité de Papplication f o™t zq < {0}" Or, fop™! est définie sur le voisinage
e(UNW) C RExR"? de RYx{0} et est différentiable car composée des applications différentiables; sa
restriction au sous-espace vectoriel R?x {0} est donc également différentiable. Comme ces raisonnements sont
valables pour toute carte de l'atlas de définition, 'application f est bien une fonction de la variété M.

Réciproquement, soit f : M — R une fonction. En reprenant les notations du paragraphe précédent, la
fonction f o (¢[p,n) " est différentiable sur R?x{0}. Notons

FAp = fo (@‘Mmy)il 01)37

ot p : RIxR"~¢ — R¥x {0} est la projection canonique p? : (1, ..., Td, Td—1,---,Tn) +> (T1,...,2a,0,...,0).
L’application F,, est clairement différentiable et sa restriction & R¢x{0} coincide avec f o (y| mop) ' Posons
Fy = F, o0, c’est une fonction différentiable définie sur U C R"™ dont la restriction a U N M est précisément

f-
Ces raisonnements montrent bien que les fonctions de M se prolongent localement par rapport auz points de
M en des fonctions différentiables définies sur des ouverts de R™ ; il existe, par conséquent, un recouvrement
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U = {Uys }aea de M par des ouverts de R™ sur lesquels f admet des prolongements différentiables Fy_ . Soit
{Ps}pes une partition de Punité a supports compacts(**) de I'ouvert Uyeg U, subordonnée & U et choisissons
pour chaque 3 € B un indice a(f8) € A tel que [Pg| € Ua. La somme 3 503 P Fu, 4 est alors localement
finie et définit bien une fonction différentiable F' (dont le domaine est, par ailleurs, R™ tout entier).

Lorsque f est & support compact on pourra se limiter a une famille finie de fonctions de partition et la
fonction F' sera elle aussi a support compact. [

2.3.1-4. Remarque: La démonstration précédente montre que 'application de restriction de C°°(R™)
(resp. de C°(R™)) & C*° (M) (resp. de C°(M)) est bien définie et surjective.

2.3.1-5. Exercice: Soient M C R™ et N C R"™ deux sous-variétés. Notons Morys v (R, R") I'en-
semble des applications différentiables f : R™ — R™, telles que f(M) C N. En utilisant les idées de
la démonstration de la proposition 2.3.1-3, montrer que le morphisme de restriction f — f|,, est bien
défini et est surjectif de Morps n(R™,R™) sur Pensemble Mor(M, N) des morphismes de variétés de
M vers N.

2.3.1-6. Exercice: Soit G 1'un des groupes déja introduits dans l’exercice 2.2.1-10 : GL(n, R), SL(n, R)
et O(n). Montrer pour chacun de ces groupes que GXG est une sous-variété de R™"*™, puis que I'ap-
plication

T GXG — G

est un morphisme de variétés.

De méme, l'exercice 2.2.3 a mis en évidence les structures de groupes sur les variétés: S°(R) = R,
S'(R) = C; et S®(R) = H. Répondre & la question précédente pour ces groupes.

2.4 La catégorie des variétés différentiables

Les définitions précédentes de «variétés différentiables» et de «morphismes» constituent une
catégorie que nous noterons Diff.

Pour M et N, deux variétés différentiables, on note Mor(M, N) I’ensemble des morphismes de
variétés. On notera Difféom (M) le groupe des éléments inversibles de Mor(M, M).

2.4-1. Notation: On notera par M ~ N, I'existence d'un difféomorphisme entre deux variétés M et

N, et par M = N : I'existence d'un difféomorphisme canonique.

2.4-2. Proposition: Soit M une variété différentiable connexe. Le groupe Difféom(M) opére
transitivement sur M.

11 Voir la section 4.1.
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Démonstration : Supposons m = dimg(M). L’idée est de montrer que sur R™ Dorbite passant par 0 du
sous-groupe de Difféom(R™) des applications qui fixent les points extérieurs & [—1,1]™, contient ’ensemble
[—1/2,1/2]™; ce pour quoi il suffit de raisonner par récurrence & partir de la dimension 1 ol lassertion se
démontre de maniere élémentaire. Or, sur chaque carte de coordonnées (Uy, ¢o) de M, un difféomorphisme
qui fixe tous les points extérieurs & p~1([~1/2,1/2]™) se prolonge (par id) & un élément de Difféom(M). La
conséquence de cette remarque est que les orbites de Difféom(M) dans M sont ouvertes (donc fermées). 11
s’ensuit que si M est connexe Paction de Difféom (M) est bien transitive. n

2.4-3. Exercice: Soit M une variété différentiable de dimension supérieure ou égale & deux, et soit
D une partie fermée et discrete de M.

1) Montrer que M\D est connexe (par arcs).

2) Prouver que le groupe Difféomp(M) des difféomorphismes de M qui fixent ’ensemble D opére
transitivement sur M\D.

3) En déduire que si M est une variété différentiable, 'action de Difféom (M) est r-transitive, pour
tout r € N. (Indication : Par induction sur r.)

2.5 Sous-variétés d’une variété différentiable

Soit M une variété différentiable de dimension m. Une partie N C M est dite une «sous-variété
de M de dimension n », si pour tout point z € N il existe une carte (U,, p.) (dans latlas complet
de M) telle que x € U, et po(IN NU,) s’identifie au sous-espace R"x{0} C R™.

Notons p)' : R™ — R™ la projection canonique: pl*(xy,...,&m) — (21,...,2,). On vérifie alors
que la famille B = {(UsNN, ploy,)}, de telles cartes constitue bien un atlas pour N. La structure
de variété différentiable ainsi obtenue sur N est «la structure de variété induite par M ».

2.5-1. Remarque: Une condition nécessaire pour qu’'une partie N C M puisse étre une sous-variété
est qu’elle soit localement fermée.

Un ouvert de M est (trivialement) une sous variété de dimension m de M, de méme, par ailleurs,
que toute partie discreéte (non nécessairement fermée).

2.5-2. Exercice: En procédant de maniere analogue au cas des sous-variétés de R™, considérons un
morphisme entre deux variétés :

f:M— N.
a) Montrer que si f est un morphisme submersif et si y € im(f) C N. L’ensemble f~!(y) est une
sous-variété fermée de M.

b) Montrer que si f est un morphisme immersif qui établit un homéomorphisme entre M et son
image, ’ensemble f(M) est une sous-variété de IN. En particulier, si M est compacte, 'image de
toute immersion de M dans IN est bien une sous-variété de IN.

2.5-3. Exercice: Généraliser les assertions de la proposition 2.3.1-3 et de ’exercice 2.3.1-5 en rem-
placant R™ et R™ par des variétés différentiables.
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2.6 Variété produit

Soient (M, A) et (N, B) deux variétés différentiables avec A = {(Uy, @) }aea et B = {(Ug, B)} gess-
Notons AKX B la famille {(Uq xUg, X 3) }(a,p)caxs- L'égalité ensembliste (Uy xUg) N (Uw xUp') =
(Ua NUy)x(Ug NUpg) permet alors de définir les applications de transition en posant :

Do) (a,8) = Par,a XPpr 5 5
d’olt un atlas canonique sur A KX B pour I'espace topologique (produit) M xN.
On appelle «variété produit» de (M, A) et (N, B) la variété (M xN, AKX B).
Les projections canoniques :

T~ M xN — N
(m,n) — n

ot v MXN — M
(m,n) — m
sont alors des morphismes submersifs de variétés. Les injections canoniques :

Omy : N — M xN
n — (mg,n)

Ty : M — M XN

et
m — (m,ng)

sont des immersions fermées (des plongements) de variétés pour tous (mg,ny) € M xN.

2.6-1. Remarque: On observera que la structure standard de variété différentiable de R™ coincide
avec la structure de variété produit associée a toute “mise en facteurs” : R® = R™ x --- xR™ (ou
n=mny+---+n;).

2.6-2. Exercice: Soit M une variété différentiable et notons Aps la “diagonale de M xM?”, i.e.
lensemble des couples de la forme (z,x) pour x € M. Montrer que Aps est une sous-variété de
MxM.

2.6-3. Exercice Produit fibré de variétés: Soient f : M — B et 7w : P — B deux morphismes de

variétés et supposons m submersif. Notons M X s . P le sous-ensemble de M x P des couples (m,p)

tels que f(m) = m(p). Soit fxm: MxP — BxB le morphisme de variétés (m,p) — (f(m), n(p)).

a) Montrer que (fxm)~1(Apg) est une sous-variété différentiable de M x P.
Indication : Pour chaque carte de coordonnées (U, ) de B, on considére la carte (UxU, px¢p) de
BxB. Soit £, : UxU — R l'application £,(a,b) = p(a) — (b). Cette application est submersive
et ApN(UxU) = £,1(0). En vous servant du fait que 7 est submersive, montrer que ¢, = £,0(fXT)
est submersive et que (;*(0) = (M xs,P) N ((fxm)~*(UxU)). Conclure.

b) Montrer I'égalité ensembliste M X 5 » P = ll,,eps 71 (f(m)) qui montre que M x ;. P est un “re-
collement différentiable de fibres” de .

c) Notons f et 7 les restrictions & M x ¢ . P des projections canoniques M xP — P et MxP — M,
respectivement. On a alors un diagramme commutatif:

Mx;. PP

M1 .B

Montrer que les applications f et 7 sont des morphismes de variétés et que 7 est submersif.
d) Montrer que pour tout m € M, les ensembles 7~1(m) et 7~ 1(f(m)) sont des sous-variétés de
My P et P respectivement et que f| ., 771(m) = 771(f(m)) est un difféomorphisme.
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2.7 Variétés quotients

Le résultat suivant concerne le probleme de I’existence d’une structure de variété sur le quotient
d’une variété différentiable ; il est dit & Godement et le lecteur pourra consulter sa démonstration
dans [God;,Pha,A-M-R].

2.7-1. Théoréme [Godement]: Soient M une variété différentiable et R une relation d’équiva-

lence sur M. Les assertions suivantes sont équivalentes.

a) L’espace topologique quotient M /R admet une structure de variété différentiable (et une seule)
telle que la projection canonique M — M /R est une submersion.

b) Le graphe Gr(R) C M xM est une sous-variété de la variété produit M x M et la restriction
de la projection canonique p; : M xM — M a Gr(R) est une submersion.

Dans ces cas, la dimension de M /R vaut (2dimg (M) — dimg(R)).

2.7-2. Remarque: On exige souvent dans I’énoncé (b) du théoréme que R soit une sous-variété fer-
mée de M x M. Cette donnée supplémentaire n’est utile que pour garantir la séparation de 1’espace
topologique quotient.

2.7-3. Exercice: Soient M une variété différentiable séparée et G un groupe agissant par des difféo-
morphismes de fagon proprement discontinue et sans point fixe sur M.

Appliquer le théoreme de Godement pour prouver l'existence d'un structure de variété différen-
tiable sur le quotient M /G. Puis, montrer que lorsque M = R™, la structure ainsi obtenue doit
nécessairement coincider avec celle introduite dans la section 2.2.2.

2.8 Groupes de Lie
2.8-1. Définition: On appelle «groupe de Lie» la donnée d'un groupe G muni d’une structure de
variété différentiable telle que I'application :

1:GxG —— G

(0)

(g,h) —— gh

soit un morphisme de variétés.

2.8-2. Remarque: Dans la catégorie des espaces topologiques, ol les morphismes sont les applica-
tions continues, on définit un «groupe topologique» de la méme maniére mais on exige également
que Papplication g ++ g~! soit un morphisme. Cette condition est automatiquement vérifiée par les
groupes de Lie (qui sont donc également des groupes topologiques).

En effet, une des conséquences immédiates de la définition est que pour tout g € G, 'application
g : G — G qui fait correspondre v, : h — gh, est un difffomorphisme de G. Ceci découle immédia-
tement de la définition de structure produit puisque alors on a la décomposition v, = pr 0 o, (voir la
section 2.6) qui montre que 74 est un morphisme de variétés. Comme par ailleurs 74 a comme inverse
~Yg—1 qui est également un morphisme, il s’ensuit que 7, € Difféom(G).
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Cela étant, la décomposition v, = 1 0 04, prouve la submersivité de p. En particulier, I’ensemble
p~t(e), ot e désigne I’élément neutre de G, sera une sous-variété de GxG, et comme pu~'(e) est
précisément le graphe de ’application g — ¢!, cette dernitre est nécessairement un morphisme de
variétés.('?)

2.8-3. Exemples:

a) Les variétés différentiables R™ munies de leur structure de groupe additif sont des groupes de
Lie.

b) Nous avons introduit dans 'exercice 2.2.1-10 des structures de variétés différentiables sur les
groupes GL(n,R), SL(n,R), O(n), SO(n). Chacun de ces exemples est une sous-variété de
M(n,R) et leur opération de groupe est restriction de I'opération de produit de matrices qui est

différentiable ; ces groupes, munis des structures de variétés en question, sont donc des groupes
de Lie.

c¢) Dans le méme ordre d’idées, les groupes R = S? = {£1}, C!, = S! et H = S* que nous avons

mis en évidence lors de lintroduction des espaces projectifs (¢f. 2.2.3) sont des groupes de Lie.

Voici maintenant une généralisation des actions proprement discontinues sans points fixes. On

supposera les variétés séparées.

2.8-4. Définition: On dira qu'un «groupe de Lie G agit sur une variété différentiable M » lorsque I'on
se donne un homomorphisme de groupes p : G — Difféom(M) telle que I'application :

w:GxXM —— M
(g, 2) ——P(g)(x)

est un morphisme des variétés.

Les exercices et remarques suivants sont a la base de la théorie des groupes de Lie.

2.8-5. Exercice: Soit M une variété différentiable munie d’une action du groupe de Lie (R, +,0).
a) Pour tout m € M, posons pi,, : R — M le morphisme défini par p,,(t) = ¢t-m. Montrer I’équivalence
des assertions suivantes :
1) ptm n'est pas une immersion en 0 € R.

2) pm nest immersive en aucun point de R. L’application ., est donc constante et Uorbite R - m
est réduite a un point.

En particulier, si I'action de R est libre, ’application p,, est une immersion injective.

b) Généraliser ce qui précede en montrant que si (R™, +,0) agit librement sur M, ces orbites sont des
images d’immersions injectives de R".
Indication : Montrer que si p,, n’était pas immersive en € R™, elle ne serait pas immersive en 0.
11 existerait alors une droite vectorielle I. € R™ telle que g, |, ne serait pas non plus immersive en
0. Appliquer la question (a) pour conclure que 'action de R™ ne pourrait étre libre.

12 On utilise le fait qui affirme qu’une involution f : R™ — R™ est différentiable, si et seulement si, son graphe
est une sous-variété de R™ xR".
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2.8-5.1. Remarque Groupes a un parameétre: Dans le dernier exercice, ce qui permet la généra-
lisation de la question (a) & (b), c’est bien le fait que toute droite vectorielle est un sous-groupe et
une sous-variété de R™. Plus précisément ce qui est utilisé c’est le fait que lorsque I'on considere pour
chaque paramétrage linéaire v : R — L d’une droite vectorielle L, le vecteur 4'(0), 'ensemble de tous
les vecteurs ainsi obtenus est précisément R™ tout entier. Ceci releve du fait général suivant (théoréme
2.8-5.1.2) pour les groupes de Lie.

2.8-5.1.1. Définition: Soit G un groupe de Lie, on appelle «groupe a un parameétre» la donnée d'un
homomorphisme de groupes v : R — G qui soit également un morphisme de variétés.

Le résultat suivant joue un role important dans la partie élémentaire de la théorie des groupes de
Lie; on pourra consulter [God;] ou [Pha] pour la démonstration.

2.8-5.1.2. Théoréme: Soient G un groupe de Lie de dimension d et I'(G) I’ensemble des groupes a
un paramétre de G. Soit (U, @) une carte arbitraire de G autour de son élément neutre et considérons
Papplication 0, : T'(G) — R¢ définie par v + (¢ 0)’(0). L’application 6, est bijective.

Utilisez ce résultat dans I’exercice suivant.

2.8-3. Exercice: Soit G un groupe de Lie agissant librement sur une variété différentiable M. Mon-
trer que quel que soit m € M, I'application u,, : G — M, définie par g — ¢ - m, est une immersion.
En particulier, si G est compact ses orbites dans M sont des sous-variétés de M difféomorphes & G.

2.8-4. Théoréme [Godement]: Soit G un groupe de Lie compact agissant librement (") sur
une variété différentiable M. Il existe alors une et une seule structure de variété différentiable
sur espace quotient M /G telle que la projection canonique M — M /G est une submersion de
variétés.

Démonstration : Nous allons vérifier les conditions sur le graphe de la relation R¢g exigées dans le théoreme
2.7-1.

Le graphe en question est précisément I'image du morphisme :

'  GxM — MxM
(9,2) — (97, 2)

et comme G est compact, cette application est propre donc fermée. L’ensemble Gr(R) est par conséquent
une partie fermée de M x M et sera une sous-variété de M x M si I' est immersive. Or, I" est une immersion
en (g,m), si et seulement si, elle 'est en (e, m), ceci parce que le morphisme 7, xidpsr : GXM — GXxM est
un difféomorphisme qui échange 1'étude différentielle de I autour de (g, m) par celle autour du point (e, m).
Cela étant, et en prenant si besoin des cartes, nous aurons a étudier les solutions de ’équation :

dl'e (X, L) = %(e,m)(X)+;T\l;(e7m)(L):0 )
mals comme g%(e,m)(X) est de la forme (x,0) et que ng;[(e,m)(L) = (%, L), on conclut que nécessairement

L = 0 et alors I'équation (}) devient simplement & (e,m)(X) = (0,0). Or, lorsque 'on fixe m € M, la dérivée

3 On dit quun groupe agit «librement» sur un ensemble M lorsque, quel que soit x € M, 'égalité g - = = x
n’a lieu que pour g = e.
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partielle en question sera nulle, si et seulement si, Papplication p,, : G — M, définie par um(g) = g - m,
n’est pas immersive en e € G. L’exercice 2.8-3 nous dit alors que cela est impossible du fait de la liberté de
laction de G.

Le graphe Gr(R¢) est donc bien une sous-variété fermée de M x M.
Montrons maintenant que la restriction de la projection canonique p; : MxM — M, & Gr(Rg) est une

submersion. Il suffira en fait de voir que la composition p; o' : GXxM — M l'est. Or, cette application
associe p; oI : (g,m) — m de sorte que la submersivité est évidente. [

2.8.1 Somme amalgamée de variétés différentiables. Soient M et N deux variétés diffé-
rentiables (séparées pour simplifier) de méme dimension d > 0. Fixons deux points my € M
et ng € N et des cartes de coordonnées (Vyn,, Ymg) €t (Viy, ¢n,) respectivement dans M et N,
vérifiant :

M0 € Vings  Pmy(Viny) =R? et g (mg) =0,

et mutatis mutandis pour N. (On consideére R? muni de sa structure canonique d’espace euclidien.)

Soit R la relation définie sur la réunion disjointe de variétés Z := (M — my) LI (N — ng), par les

conditions suivantes :

e 2R z pour tout z € Z;
esixz € Vpy, ety eV, alors:

Pno (y) (04)

xRy, sietseulement si, ¢, (z)=— Tom WIE
ng

et mutatis mutandis pour x € V,, et y € V.
(Penser a la projection stéréographique.)

La relation R est réflezive et symétrique par construction. Puis, la condition (¢4), implique :

lom ()] = 1em®I_ 1
d ' lene W12 llen @I’
et donc:
( ) %
P\ L o lenyly : _
Hme (x)HQ B % 90710(3/)7
‘ me @

ce qui entraine la transitivité de R. La relation est donc bien une équivalence sur Z.

M+ N = Z/%

(V;no» wmo) e (Vn(ﬂ 90"0)
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Graphe de R

Dans notre cas, ’ensemble Gr(R) est composé, d’une part, de la diagonale Az puisque R est
réflexive, et d’autre part, du graphe de 'application ¢ = <p;01 0 (P, entre les ouverts V,,,, et V,,, et
du graphe de ¢~!'. Nous avons donc par symétrie

Gr(R) = Az 11 Gr(¢) 1 Gr(o7Y),

et comme les variétés M et IN sont séparées:
» Ay sera fermé dans Zx Z, et
» I'ensemble G := Gr(¢) UGr(¢ ") sera fermé dans Pouvert Uy := ((Viny X Vi, ) (V3 X Vi, ) ) (car
graphe d’applications continues) ; mais également dans Zx Z. En effet, soit (m,n) un point de
la frontiere de G dans ZxZ ; comme (m,n) ne peut appartenir & Uy, on peut supposer que
m est dans la frontiere de V,,, — my dans Z, dans ce cas n ne peut étre que ng ce qui est
impossible.

On conclut que Gr(R) est une partie fermée de Zx Z.

Enfin, lapplication = — (z, ¢(z)) de V,,, — Gr(¢) est une immersion et un homéomorphisme
entre V,,,, et im(¢) (et de maniere analogue pour ¢ '), de sorte que toutes les conditions pour
assurer que Gr(R) est une sous-variété différentiable de ZxZ de dimension d sont réunies. Enfin
la restriction de la projection canonique p; : ZxZ — Z & Gr(R) est trivialement une submersion
aux points de la diagonale de Zx Z et chacune des composantes de la forme Gr(¢) est Gr(¢™1).

Le théoreme de Godement peut donc étre appliqué a notre situation.

Nous exhibons les données du paragraphe pré-

Sl

cédent dans le graphique ci-apres qui représente la
variété produit ZxZ. On a:

g
\
Z = (M —mp) 11 (N — ng) Z

Gr(R) = Ansmy U An_p, 11 Gr(¢) L Gr(¢™1)

z

P(z) = *W'

mo

L’espace topologique Z /R, muni de 'unique la |

structure de variété différentiable rendant la projec- =

tion 7 : Z — Z /R submersive est appelée «somme

amalgamée» de M et N. A remarquer que lorsque

M et N sont connexes, bien que le choix des points M — my N —nyg
myg et ny joue un role incontournable dans la cons-

truction effective de la somme amalgameée, la variété résultante en est “indépendante”. En effet, si
d’autres points mq et n; sont choisis, les variétés obtenues restent tout de méme difféomorphes. Ceci
est conséquence du fait que, sur une variété connexe X, le groupe des difféomorphismes Diff (X)
opere de fagon transitive sur X. Les variétés M — mgy et M — my sont donc difféomorphes par un
certain difféomorphisme E de M et nous pouvons “transporter” (& l’aide de E) les opérations de
recollement entre M —my et N —ng pour amalgamer M —my et N —ng. Sur les variétés obtenues,
les difféomorphisme = : M —mg — M —my et id : N —ng se recollent alors en un difféomorphisme
global, etc, etc. ..
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2.8.1-1. Remarque et notation: Lorsque les variétés M et IN sont toutes les deux connexes, les
variétés Z /R sont deux-a-deux difféomorphes indépendament des choix qui intervenus dans la cons-
truction précédente. On note souvent M + IN la structure différentiable ainsi obtenue.

2.8.1-2. Exercice: Montrer que la projection canonique v : Z — M + N, identifie les variétés
M —mg et N —ng a des ouverts de M + IN, notés respectivement Ups et Upn, qui recouvrent M + N.
Montrez que Ups N Uy est difféomorphe & S~ xR.

2.8.1-3. Exercice: Montrer que lorsque d > 1, M + NN est respectivement : compacte, connexe, si et
seulement si, il en est de méme pour M et N (simultanément). Discuter le cas d = 1.

2.8.2 Variétés différentiables abstraites. Nous voudrions insister sur un point des fondements
de la théorie des variétés différentiables. Dans la définition la plus répandue de la notion de va-
riété différentiable, on part d’un espace topologique Y (supposé souvent : séparé, paracompact,
dénombrable & l'infini, etc, suivant les besoins de 'auteur) que 'on munit d’une structure de
variété différentiable de dimension n a ’aide d’une famille de cartes recouvrant Y et dont les
applications de transition sont des difféomorphismes entre des ouverts de R™. On peut résumer
cette démarche en disant que on part d’une vision globale et trés floue de la variété (I’espace
topologique Y') pour, en s’en rapprochant, percevoir les détails de son aspect local (sa structure
différentiable & travers les images des cartes). La démarche inverse, que nous allons décrire dans
les paragraphes suivants, apparait pourtant trés naturellement dans la pratique, elle est validée

par le théoreme de Godement.

Soit (M, .A) une variété différentiable de dimension m et d’atlas A = {U, }aca et considérons
I'ensemble A(m) := [[,cq R™ muni de structure de variété différentiable «réunion disjointe de va-
riétés». Notons A(m), la composante connexe de A(m) correspondante a I'indice o et considérons
I’application

D A(m)o — M

ac

définie par ¢! sur A(m),, pour chaque o € . L’application ® est alors (tautologiquement) une
submersion de variétés. Notons R la relation sur A(m) définie par ¢ R y, si et seulement si,
®(x) = ®(y). Le graphe Gr(R) de R dans A(m)x.A(m) est I'image inverse de la diagonale de
M x M par le morphisme ®x® et comme ce dernier est submersif, ’ensemble Gr(R) est une sous-
variété de A(m)x.A(m) de dimension m, ce qui équivaut a dire que sa «trace» sur chaque produit
A(m)oxA(m)g Vest également. Or, cette trace est, soit vide, soit le graphe d’un difféomorphisme
d’un ouvert U(a, 8)a € A(m)qs sur un ouvert U(a, 5)g € A(m)g qui n’est autre que I'application
de transition entre les ouverts ¢, (Uy) et ¢g(Ug). Ces remarques montrent le graphe de la relation
R dépend uniquement des applications de transition entre des ouverts de R™ ; I’existence et la na-
ture de l’espace topologique M seront conséquences, a posteriori, du théoreme 2.7-1, en particulier

ces données ne sont pas indispensables pour définir la variété M.
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2.8.2-1. Définition : Une variété différentiable abstraite de dimension m est la donnée:
a) d'un ensemble d'indices 2,
b) d'une partie 7 C Ax 2 (d'incidences) symétrique et contenant la diagonale de Ax,
¢) pour chaque (o, ) € J, d'un couple (U(a,,@)a,U(a,ﬂ)g) d'ouverts de R™ et d'une application
différentiable :
¢80 Ul f)a — Ule, B)s
de telle sorte que pour tous («, 3) € J on ait:
c-1) Ula,a)q =R™ et ¢g.q = idgm.
c-2) U(a, B)a =U(B,a)q.
c-3) Pour tous («, 8), (B,7) et (v, a) dans T, tels que U(c, 8)sNU (v, 5)p # @, les applications ¢- o
et ¢ 3 © P, Prennent les mémes valeurs aux points communs de leur domaine de définition.

Nous aurons ’occasion d’utiliser ce point de vue lors de I'introduction de la variété d’orientation

associée a variété.

2.9 Fibrations localement triviales

2.9-1. Définitions: Soit 7 : P — B une application continue entre deux espaces topologiques. On
dit que 7 est un «fibration localement triviale de fibre I'espace topologique F'», si pour tout b € B, il
existe un voisinage Vj, et un homéomorphisme ¢y, : 7 *(V;) — Vi, x F rendant la diagramme suivant

commutatif bv,
7 (V) ——— Vyx F

gl n|

v, —4 sy
ol p;(v, z) = v. On dit alors que 7 est «trivialisable au-dessus de V;, », ou encore que V; est un «ouvert
de trivialisation de la fibration ».

L'espace B est appelé «la base de la fibration», et I'espace P : «l'espace total de la fibration» ou
encore «l|'espace fibré au-dessus de B ». On référera souvent a une fibration localement triviale par la
notation (P, B, ), et méme uniquement par |'application .

Une fibration localement triviale (P, B, ) est dite «trivialisable», si B est un ouvert de trivialisation.
Dans ce cas P ~ BxF.

Lorsque les données appartiennent a la catégorie des variétés différentiables, on obtient la notion de
«fibration localement triviale de variétés». Notons dpg, dr et dp les dimensions respectives de B, F' et
P,onadp=dp+dp.

l2.9—2. Avertissement ]: Dans ce cours, les expressions «fibration localement triviale» et «fibration»
seront synonymes.

2.9-2. Exercice: Soit (P, B, ) une fibration de fibre F. L’espace P est séparé, si et seulement si,
B et F le sont.
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2.9-3. Exercice: Soit (P, B, 7) une fibration de variétés de fibre F'. L’application 7 est une submer-
sion surjective, de sorte que si B’ C B une sous-variété, 'ensemble 7~1(B’) est une sous-variété de
P. Montrer que (7~1(B’), B’, 1) est une fibration de variétés de fibre F ; on I'appelle «la restriction
de la fibration © & B’ »

2.9-4. Exercice: En vous servant des idées de l'exercice 2.6-3 montrer que si (P, B, ) est une fi-
bration de fibre F', et si f : B’ — B est un morphisme, alors le produit fibré (B’x¢ P, B’ ) est
également une fibration de fibre F'; I'espace fibré total B’ x s . P est appelé «fibré image inverse par
f» et est souvent noté f~1(P), la projection 7 sera notée alors f~1(m).

Morphisme de fibrations

2.9-5. Définition : Soient (P, By, ) et (P, By, ) deux fibrations. Un «morphisme de fibrations m;
vers mo » est la donnée de deux morphismes f: P, — P, et g: By — By, tels que mpo f = gomy, il
sera noté par (f,g) : (P, By, m) — (P, By, m). En particulier, I'application f restreinte a “la fibre"
771 (b) est a valeurs dans la fibre 7,1 (g(b)).

Lorsque By = By, on dit que f est un «morphisme de fibrations au-dessus de B » ou encore un « B-
morphisme» si (f,idp) est un morphisme de fibrations; il sera noté par f : (P, B,m) — (P, B, m).

2.9-6. Exercice: Les définitions qui précédent permettent de définir la catégorie des fibrations au-
dessus d’une variété donnée B. Pour tout morphisme f : B’ — B, et tout B-morphisme ¢ :
(P,B,m1) — (P2, B,m3), on définit une application f=1(g) : f~1(P1) — f~'(P,) fibre-a-fibre,
i.e.: en composant, pour chaque ¥’ € B’:

(F1(m)) () Lo T (FO) — mr  (FOV) L= (F () ()

L’application f~1(g) est un B’-morphisme et la correspondance f~! est alors fonctorielle et covariante
de la catégorie de fibrations au-dessus de B vers la catégorie de fibrations au-dessus de B’.

2.9-7. Exercice: Soient (P, B,7) une fibration de variétés et f : B’ — B linclusion canonique
d’une sous-variété B’ de B. Montrer que les fibrations “restriction de w & B’” et “image inverse de 7
par f” des exercices 2.9-3 et 2.9-4 sont B’-isomorphes.

Sections d’une fibration

2.9-8. Définition : Soit (P, B, ) une fibration. Une application continue o : U — P définie sur un
ouvert U C B est appelée «section de 7» si I'on a m oo = idy. Lorsque U = B, on dit que o est une
«section globale».

2.9-9. Remarque: Une section de (P, B, ) s’identifie donc & un B-morphisme de (B, B,idg) vers
(P,B,).
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2.9-10. Remarque: Dans une fibration, le liens d’interdépendance entre les faits d’étre trivialisable

et de posséder des sections globales sont subtils. Rappelons que:

a) Une fibration trivialisable posseéde toujours des sections globales, mais la réciproque est fausse (cf.
exercice 2.9-3).

b) Une fibration de fibre homéomorphe & un espace vectoriel de dimension finie admet des sections
globales. (Voir [Die] 16.12.13 page 82.) Mais, en général, il n’y a aucune raison pour que la fibration
soit triviale.

2.9-10-b.1. Exercice: Reprenons la construction du ruban de Mobius sous la forme M = R?/G

de la section 1.7.1.

1) Montrer que le sous-espace Rx{0} C R? est G-stable et que la projection canonique p; :
R? — Rx{0} est compatible & l'action de G; puis que la projection p; induit une applica-
tion 7 : M — Rx{0}/G ~ S' qui est une fibration de fibre R.

2) Montrer que cette fibration n’est pas trivialisable en remarquant que pour toute section o : St —
M Tensemble M \imo est connexe

¢) L’équivalence entre la trivialisation et l'existence de sections globales est pourtant vérifiée dans la
situation suivante:

Soient M une variété différentiable et G un groupe de Lie. Supposons donnée une action libre
et différentiable de G sur M telle que l'espace quotient M /G admette une structure de variété
différentiable rendant application canonique M — M /G submersive (p.ex. si G est compact
d’apres 2.8-4).

1) Montrer que lorsque ces conditions sont réunies le morphisme canonique M — M /G est une

fibration trivialisable, si et seulement si, elle admet une section globale. (Voir 'exercice 2.9-4.)

2) En conclure que M — M /G est toujours une fibration localement triviale.

2.9-2. Remarque: Dans la catégorie des variétés différentiables, une fibration est toujours une sub-
mersion surjective.

Le théoreme de Ehresmann donne une réciproque a cette assertion :

Une submersion propre a valeurs dans une variété connexe est une fibration localement triviale.

Ce résultat est faux lorsque I'application f n’est plus propre:

2.9-3. Exercice: Soit P C R? I'ouvert

P = {(z,y) | zy # 1}\{(0,0)},

considéré muni de la structure de variété différentiable standard.

a) Montrer que lapplication 7 : P — R définie par m(z,y) = =, est une submersion de variétés
surjective de fibres m=1(z) ~ R\{0}, pour tout = € R.

b) Montrer qu'il existe une section globale différentiable o : R — P.
¢) Montrer pourtant que 7 : P — R n’est pas une fibration localement triviale.

2.9-4. Exercice: Pour chaque entier naturel n > 1, fixons un élément zq € S*~! et considérons
I'application 7, : SO(n) — S*~! définie par m,(g) = g(z).
a) Montrer que 7, est une fibration de fibre SO(n — 1).
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b) Montrer que 7, est trivialisable, si et seulement si, elle admet une section globale.

¢) Montrer que m,, n’admet pas de sections globales lorsque n est impair supérieur a 1.
Indication : Supposons xo = (1,0, ...,0). Si la fibration était triviale, il existerait une section globale
o :S"! — SO(n) et comme SO(n) s’identifie & l'ensemble des repéres orientés de R™, si nous posons
o(%) = ( = ¥1,%a,...,T,), la correspondance 7 : S~ — S"~1 définie par 7(%) = 0(Z¥)s = T,
serait continue et sans point fize ce qui est connu comme étant impossible(**) pour tout n > 1
impair.

d) Considérons maintenant le cas olt n = 4, et rappelons que le groupe quaternionique (unitaire) H
s’identifie & S3. Montrez que 74 est trivialisable en construisant un inverse & I’application :

U HY x SO(3) —— SO(4)
(o, ) ——— - B

2.10 Revétements

2.10-1. Définition: Une fibration (P, B, 7) de fibre F' est dite «un revétement» lorsque F' est munie
de la topologie discréte (dans le cas différentiable, il revient donc au méme de dire que F' est une variété
de dimension 0.)

Lorsque le cardinal de F' est un nombre fini 7, on dira que le revétement est a r feuillets.

2.10-2. Exercice: Soit (f,g) : (Pi, B1,m) — (Ps, By, m2) un morphisme topologique de revétements
différentiables. Montrer que f est différentiable, si et seulement si, g l’est.

Indication : Les applications w1 et mo sont étales.

2.10-3. Remarque: Soient M une variété différentiable et G un groupe agissant différentiablement
sur M de fagon proprement discontinue et sans point fixe. La projection v : M — M /G est alors un
revétement.

2.10-4. Remarque: Rappelons qu'un espace topologique connexe par arcs Y est dit «simplement
connexe » si son groupe fondamental (groupe de Poincaré): II; (Y") est réduit & 1’élément neutre, i.e.
si tout lacet dans Y peut étre déformé en un lacet constant.

2.10-4.1. Exercice: Soit (7, P, B) une fibration de fibre F. Supposons B et F' connexes par arcs.
Montrer que P est connexe par arcs et que si P est simplement connexe, B ’est également.

Indication : Soit v : [0,1] — B un chemin (continu) tel que v(0) = (1) (un lacet donc). Montrer, par
approximations successives et a l'aide des trivialisations locales, I’existence d’une application conti-
nue I' : [0,1] — P vérifiant m o' = 7 (c’est ce que I'on appelle «un relévement continu de v»). En
utilisant la connexité par arcs de la fibre de m montrer que le chemin I' peut étre “fermé” en un lacet
I’ de P dont I'image par © est le lacet ~y ; puis que toute déformation homotopique de I induit une
déformation homotopique de ~. Conclure.

Nous avons montré que les espaces projectifs P,,, (K), ot K = R, C ou H, s’obtiennent comme quo-
tients de la sphere unité S(K™*+1) de K™*! par le groupe K (cf. section 2.2.3). Expliquer pourquoi
les projections S(K™*+!) — P,,(K) sont des fibrations; en déduire la simple-connexité des espaces
projectifs P,,, (C) et Py, (H).

t4 Nous redémontrerons ce résultat dans un chapitre ultérieur.
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Rappelons le résultat classique de la théorie de I’homotopie qui affirme que tout revétement de
base simplement connexe est trivialisable. En particulier, les revétements dont la base est une
sphere S™, pour n > 1, sont trivialisables.

On retiendra la fait que si un revétement de base simplement connexe est toujours trivialisable, il
n’en est pas de méme pour une fibration localement triviale & base simplement connexe (cf. exercice
2.9-4).

Structure de variété des revétements d’une variété différentiable
2.10-2. Proposition: Soient B une variété différentiable P un espace topologique et (P, B, )
un revétement. Il existe alors une, et une seule, structure de variété différentiable sur P telle que

7 est un morphisme de variétés.

Démonstration : Supposons le probléme résolu et notons F' la fibre du revétement. Soit (V, ¢) une carte de
B dont le l'ouvert V est trivialisant. Comme 7= 1(V) ~ VxF, une composante connexe U de 7~1(V) sera
ouverte dans P et homéomorphe par m a V. Le couple (U, ¢ o 7) est alors une carte de coordonnées pour
P. En effet, soit (W, ) une carte de la structure de P telle que W NU # @. Comme 7 est supposée un
morphisme de variétés, il s’ensuit que ¥)~! o 7 o ¢ est différentiable sur son domaine de définition. Or, ceci
veut tres précisément dire que (W, ) et (U, ¢ o) sont des cartes compatibles et comme le choix de (W, 1))
est arbitraire dans I’atlas de P, on conclut que (U, ¢ o 7) est dans l’atlas complet de P.

Nous voyons ainsi que s’il existe une structure de variété sur P, comme annoncé dans la proposition, ’en-
semble des couples (U, ¢ o 7) constituera un atlas de la structure en question. Montrons que les cartes de cet
ensemble font nécessairement un atlas. Soient (Uy, 1 o7) et (Ua, g2 o) deux cartes telles que Uy N Uz # &,
'application de transition sera (¢ 0 7)o (1 0 m) ™! = s 0 7' et la compatibilité est done vérifiée, ce qui
termine la démonstration. u

2.10-3. Remarque: Une variété différentiable M étant localement contractile('®), sera localement
connexe par arcs et localement simplement connexe. D’aprés un résultat classique d’homotopie, il
existe alors un espace topologique M simplement conneze et un revétement (, M, M ) dont la fibre
71 (z0) en un point xy € M est en bijection canonique avec I1; (M;xo). La proposition précédente
montre que M est en fait une variété différentiable.

Rappelons que lorsque M est connexe, le revétement (topologique) (M , M, ) est caractérisé par
la propriété universelle suivante :

Pour tout revétement 7 : (y,Y) — (z, M), il existe une unique application (continue) f : (Z, M) —
(y,Y), telle que m = 7o f. (L’application f est alors également un revétement.)

(*®) Cette propriété reste vraie dans la catégorie des variétés différentiables. Dans ce cas, la diffé-
rentiabilité de f est une simple conséquence du fait que les revétements différentiels sont étales. En
particulier, la variété M est unique a difféomorphisme pres; on 'appelle «le revétement universel de
M ».

2.10-4. Exercice: Les espaces projectifs P, (R) ne sont jamais simplement connexes des que n > 0;
on a II; (P, (R)) = {£1}. Par contre P, (K), ot K = C ou K = H, sont toujours simplement connexes.

15 On appelle ainsi les espaces topologiques admettant une base de la topologie par des ouverts contractiles, i.e.
homotopes & un point. Dans une variété de dimension m les domaines de cartes constituent bien une base de
la topologie par des ouverts homéomorphes a R™ donc contractiles.

16 Rappelons que la notation, usuelle en topologie, 7 : (y,Y) — (x, M) signifie que f : Y — M est continue et
que f(y) = .

— 41 —



§2.10 ALBERTO ARABIA §2

2.10.1 Revétement associé a une fibration localement triviale. Ce paragraphe prépare a

la définition de la variété d’orientations d’une variété différentiable.

Soit (P, B,7) une fibration de variétés de fibre F. Notons = la relation d’équivalence sur P,
définie par:
m(x) =7(y), et
x=py, sietseulement si, x et y sont dans la méme composante
connexe de la fibre 771 (7 (z)).

Notons P/=p lespace topologique quotient de P par =p, on a un diagramme commutatif

d’applications continues:
P2 pP/~p

|l

B . B

Soit maintenant ¢, : 7 1(U,) — Uy xF une trivialisation locale de m. L'ouvert 7 (U,) est
=p-saturé et 'on a: )
~ v — ¢o¢
7N Uy) 42— 7 (Us) /2 —= UnxIy(F)

La composée de ces homéomorphismes défini donc une trivialisation locale de 7, ce qui montre
bien que 7 est un revétement topologique de B, de fibre IIy(F). On munit alors l'espace P/=p
de T'unique structure de variété différentiable rendant 7 différentiable (cf. proposition 2.10-2). Le
revétement de variétés (P/=p, B, ) sera appelé «le revétement associé a la fibration (localement
triviale) m». On remarquera enfin que le morphisme canonique vg : (P, B,7mp) — (P/=p, B,7p)

de fibrations au-dessus de B est également différentiable puisque 7 est étale.

L’application vg : (mp, P, B) — (7p, P/=F, B) vérifie la propriété universelle suivante :

2.10.1-1. Proposition: Soit (P, B, wp) une fibration localement triviale de variétés différentiables
de fibre F. Notons 7p : P/=r — B le revétement associé et vg : (P, B,7p) = (P/=p,B,7p) le
B-morphisme canonique. Pour tout B-morphisme g : (P,B,np) — (L,B,7r), ot (L, B,7r) est
un revétement, il existe un et un seul morphisme g : (P/=p, B,7p) — (L, B, 1) de revétements

au-dessus de B, tel que: g = g o vp.

2
vVF g 7
7/
7/
s U
P P/ﬁF L
B—|——B

Démonstration : Il suffira de monter I'existence “ensembliste” de g, les attributs de différentiabilité décou-
leront alors automatiquement du fait que 7y et 7p sont étales.

Le morphisme g : (P,B,np) — (L, B,7r) étant donné, notons F et G les fibres respectives de np et 7p.
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On peut prendre un méme ouvert U, de trivialisation pour 7mp et 7g ; on a alors le diagramme commutatif :

P g L

C

gl

00— o,

= Ew\d)a
Fr—

Y togoga U, xG

Ua
(u‘ —_— (u,f(u,x))

fi

)

ou pour peu que U, soit connexe, nous voyons que &(u, ) est constante, indépendamment de u € U, et de
x dans sa composante connexe dans F. Or ceci signifie trés précisément que g S1(Ua) est compatible a la

relation =p et donc qu’elle induit bien une application sur la restriction de (P/=p, B,7p) au-dessus de U,
qui est indépendante des trivialisations ¢, et 1, ; ce qui garantit le recollement de ces applications locales
en l'application § cherchée. u

2.10.1-2. Exercice: Lorsque la fibre F' de (P, B, ) est connexe, on a P/~r = B.

2.10.1-3. Exercice: Nous avons donné dans l'exercice 2.9-10-b.1 un structure d’espace fibré de fibre
R sur le ruban de Mébius M en quotientant la projection canonique p; : R?2 — Rx{0} par I’action
de G. La projection p; étant a valeurs dans un sous-espace fixé par p1, elle admet une section globale
également compatible & I’action de G La fibration (M,S', 7) admet donc une section section globale
que nous noterons o.

a) Montrer que m : M\im(c) — S' est une fibration de fibre R\{0} non trivialisable.

b) Montrer que le revétement associé & (M \im(c),S!, ) est isomorphe (en tant que revétement de

St) au revétement (_)2 : C* — C qui associe (_)? : z +— z2.

2.11 Fibrés vectoriels sur les variétés différentiables
2.11-1. Définition: Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie r que I'on suppose muni de sa
structure standard de variété différentiable. On appelle «fibré vectoriel de base B et fibre ' » la donnée:

FV-1) d'une fibration de variétés (P, B,7) de fibre E;
FV-2) d'un recouvrement de B par des ouverts trivialisants {Uq }aeq ; et pour chaque a € 2, d'un
difffomorphisme de trivialisation :

bo T H(Uy) — UgxE
z — (7(x), pa(z))

de telle sorte que, pour tous o, 8 € U tels que U,g # &, dans le difffomorphisme de transition :

Qbﬁa:*(bﬁo@ﬁ : aﬁXE—>Uga><E
(U7X) I (U,(PB’Q(U,X))

I'application X € E +— ¢g.o(u, X) € E, soit R-linéaire, pour tout u € Uyg.

La dimension dimg(F) = r est appelée «le rang du fibré».
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2.11-2. Remarque: Dans la définition ci-dessus les applications ¢g o : UsgXE — E sont différen-
tiables. Or, la différentiabilité (de classe C*°) est équivalente & la différentiabilité “coordonnée par
coordonnée” et comme pour chaque u € U,g fixe, Papplication ¢ g(u,-) est un endomorphisme
linéaire (d’un espace vectoriel réel de dimension finie), donc, est automatiquement différentiable,
nous voyons que la différentiabilité de ¢g o : UygxE — E est équivalente a la différentiabilité de
@50 : Unp — GL(E) C End(E) ~ RY™=(0% 'ou G, (u)(X) := ¢p,a(u, X).

Les relations ¢q,o =id, ¢5,0 = ¢;,1B et ¢y 0 = ¢y,8 0 Pg,o définies sur des ensembles de la forme
U.xE, deviennent ¢, , = id, pg , = @;}ﬁ et @, .o = P, 3 Pp,q €t concernent des applications définies
sur des ouverts de la forme U, & valeurs dans GL(E) (en particulier, les opérations (_)~! et ‘-’ font
référence a la structure multiplicative du groupe (GL(E),-,idg)).

2.11-3. Remarque atlas complet d’une fibration vectorielle: De méme que pour les variétés,
on peut définir la notion d’atlas pour une fibration vectorielle comme une collection de cartes de
trivialisation vérifiant les conditions 2.11-1-(1) et 2.11-1-(2). On dira que deux tels atlas définissent
la «méme structure fibrée vectorielle », si leur réunion est encore un atlas de variété fibrée vectorielle.
Cette relation entre atlas est clairement une équivalence et une classe d’équivalence de tels atlas est
appelée une «structure de variété fibrée vectorielle». La notion d’atlas complet de la structure releve
de la méme définition que pour les variétés.

2.11.1 Structure canonique d’espace vectoriel des fibres d’un fibré vectoriel. Soit (P, B, )

un fibré vectoriel de fibre E. Pour chaque b € B, on munit la fibre 771(b) d’une structure d’espace

vectoriel par le procédé suivant. Soient y;,y2 € 7 1(b) et A € R; pour chaque ouvert de trivia-

lisation U, contenant b et pour chaque difféfomorphisme de trivialisation de la structure fibrée
vectorielle ¢, : 1 (Uy) = Ua X E, y = (7(y), pa(y)), on pose:

v ta X oy i= 0 (0 paltn) + X ealp2))

L’égalité 1 +o Ao Y2 = y1 +38 A - y2 découle alors des égalités:

a(1) + A - 0s(y2) = @50 (0)(Pa(¥1) + X §5.0(0)(0a(¥2) = P.0 (D) (Pa(y1) + A - @al(y2)),

garanties par la linéarité des applications . .(b) € GL(E).

2.11.1-1. Exercice et définition: Soit (P, B, ) un fibré vectoriel. L’application qui associe & chaque
b € B, le vecteur nul de I'espace vectoriel 7~1(b) est une section différentiable ; on I'appelle «la section
nulle» du fibré. En particulier un fibré vectoriel admet toujours une section globale canonique (cf.
2.9-10-b).

La section nulle définit un plongement canonique B dans P, son image est souvent référée également
par lexpression «section nulle», par abus de langage.

2.11.1-2. Exercice et terminologie: Soit (P, B,n) un fibré vectoriel de fibre E et notons, pour
chaque ouvert U C B, par I'(U; ) (ou I'(U; P)) I'ensemble de toutes les sections (différentiables) de
7 au-dessus de U. Montrer que I'(U; 7) muni d’une addition et d’une multiplication par des scalaires
définies point par point est fermé pour ces opérations et est donc un R-espace vectoriel. Montrer que
si U est de trivialisation, I'(U; 7) s’identifie (non canoniquement) a C*(U) Qg E.
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Soient U un ouvert de B et o € I'(U; P). On définit le «support de la section o » comme d’adhé-
rence topologique de ’ensemble des = € U tels que o(z) # 0, on le note |o|. Montrer que I’ensemble
I'.(U; P) des «sections & supports compacs» est un sous-espace vectoriel de I'(U; P).

2.11.1-3. Définition: Soient (P;, By, ) et (P, By, m) deux fibrés vectoriels. Un morphisme de fi-
brations (f,g) : m — my et dit «morphisme de fibrés vectoriels» lorsque, quel que soit b € By, la
restriction :

L1 -1
flariwy © ™1 (b) = 3 (g(b))
est R-linéaire relativement aux structures d’'espace vectoriel des fibres.

Lorsque B; = By = B, on dira que f : P, — P, est un «morphisme de fibrés vectoriels au-dessus
de B» ou un «B-morphisme de fibrés vectoriels», si (f,idg) est un morphisme de fibrés vectoriels.

Explicitons la description locale d’un B-morphisme f de fibrations vectorielles entre (P, B, )
et (P, B,m) de fibres respectives E; et E,. Supposons, pour simplifier, que les ouverts de tri-
vialisation le soient simultanément pour les deux fibrations('"). On aura alors des diagrammes

commutatifs de la forme:

f
T (Ua) — %y (U)

d)l‘aJ/ = EJ, D2,

U,xE —1 s U xE,

(u,v) > (u, o (u)(v))
ot f, : Uy — Hompg(E, E») est différentiable. Soit maintenant Ug un autre ouvert de trivialisation

avec U,p # ©@. Posons faﬁ = fu\Uaﬁ et mutatis mutandis pour les autres notations a doubles

indices ; on a alors les diagrammes commutatifs :

ol =
f (u7 U) f j (’U,7 fn,.ﬁ(u) (U))
Uuﬁ X El 7 Uaﬁ X E2 I &
2,8,

D1.8.0 b2 3.0 1,80 _ a
P18 l ; l(p ' ' ('LL, SDQ‘J(i‘n (u)(f(u’i(u) (U)))
Usa x Iy s (],8(1' x Es =

fp.a

(8150 (w)(v)) (0 Foal@)(@150(w)(0))

ou 'on remarque la contrainte de commutation :

(725.01) © Fap(w)) (0) = (Fpa(w) 0 1 p 0 (w) (0) (©)

pour tout u € Uyg.

2.11.1-4. Remarque: Des descriptions analogues peuvent étre données pour les morphismes de fi-
brations vectorielles & bases arbitraires.

7 Cette hypothese n’est pas restrictive puisque les ouverts de trivialisation d’une fibration (méme vectorielle)
constituent une base de la topologie de la base.
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2.11.1-5. Exercice: Les définitions qui précédent permettent de définir la catégorie Vecg(B) des
fibrés vectoriels (réels) au-dessus d’une variété B donnée. Montrer que pour tout morphisme de va-
riétés f : B’ — B, le foncteur f~! “image inverse de fibrés” de I’exercice 2.9-4 est un foncteur de la
catégorie des fibrés vectoriels au-dessus de B vers la catégorie des fibrés vectoriels au-dessus de B’.

2.11.1-6. Exercice: Soient (Pi, B,7) et (P2, B, m2) deux fibrés vectoriels au-dessus de la variété
B, de fibres respectives E; et E,. Notons P; x g P, le produit fibré Py X, ~, P, on a le diagramme

commutatif : 77 (72)
P1 ><BP2 4>1 Pl

”El(ﬂl)l ml

p,—™ B

Montrer que Papplication mp omy ! (m;) = 71 o) *(m2), de Py x g Py sur B, est une fibration vectorielle
de fibre E1 ¢ Es.

2.11.1-7. Exercice: Soit (P, B,7) un fibré vectoriel de fibre F et notons PxgP le produit fibré
Px, . P.
a) La variété PxpgP est l'espace total d’une fibration vectorielle au-dessus de B de fibre E @ E.
Montrer que ’application :
+: PxpP —— P
(0, (y1,92)) —— (b, (y1 + 2))

ou la notation est relative a des cartes trivialisantes, est bien définie et est un B-morphisme de
fibrés vectoriels.

b) Vérifier la différentiabilité de application :

uw:RxP —— P
Ay)—— Ay

¢) Déduire de (b) que P est différentiablement homotope & la section nulle (et donc & B).

2.11.1-8. Remarque: Ces derniers exercices montrent que les ensembles de B-morphismes de fibrés
vectoriels au-dessus de B, sont naturellement des R-espaces vectoriels et que la catégorie Vecg(B)
est “additive”. On remarquera que lorsque B est réduit & un singleton, la catégorie en question est
équivalente a la catégorie Vecg d’espaces vectoriels ; on peut donc considérer Vecg(B) comme une gé-
néralisation de Vecg. L’exercice 2.11.2-3 évoque le probleme de I'existence de “noyaux” dans Vecg(B) ;
en particulier Vecg(B) n’est pas une catégorie abélienne des que dimg(B) > 0.

Soit f : B’ — B un morphisme de variétés. Montrer que le foncteur f~=! : Vecg(B) ~» Vecg(B’)
est compatible aux produits fibrés, i.e. il existe un difféomorphisme naturel entre f~' (P, xpP;) =
F~Y(Py)x g f~1(Py). Cette propriété traduit le fait que f~! est un foncteur dit «additif ».

2.11.2 Le fibré tangent a une variété. Le fibré tangent & une variété est sans doute le fibré

vectoriel le plus naturellement rattaché a une variété. Voici comment il peut étre introduit en tant

que variété abstraite (voir la section 2.8.2) en utilisant le théoréme de Godement 2.7-1.
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Soit M une variété de dimension d, d’atlas complet A = {(U,, pq)}a € A. On considére alors
la variété différentiable réunion disjointe de variétés produits: T(A) := I ey RE xR? et 1’on note:

IT: Hpeq REXRT — M
(€a,v) — 95! (@)
L’application II est alors bien définie et différentiable.

Soit maintenant R la relation sur J(A) = ey RE xR? définie par:

M(z) =T(y), et
d(¢ﬁ7a)ma (U) =w.

La réflexivité, symétrie et transitivité de R découlent respectivement des relations ¢q o = idga,

(%o, v) R (zg,w), siet seulement si, {

Pa,8 = PB,a €t Oy.a = Py, 0 Pg,o. D'autre part R étant clairement compatible a la projection II,

on aura une surjection canonique

7 T(M) = (Haem Rngd)/R M.

L’espace topologique J(M) admet une structure canonique de variété différentiable rendant v :
J(A) — T(M) submersive. En effet, la trace du graphe de R sur la composante (R% xR?) x (Rg xR%)
n’est autre que le graphe de I'application définie sur U,g xR¢ par:

(T, u) = (¢B,a($a)a d((bﬁ,a)ma (U)) ) (0)

ce qui prouve immédiatement que Gr(R) est une sous-variété de J(A)xT(A) et que p; : Gr(R) —
T(A) est submersive. Le théoréme de Godement permet alors de conclure que I (M) possede une
structure de variété différentiable de dimension :

La projection canonique v : J(A) — T(M) est alors submersive entre variétés de méme dimension ;
elle est donc étale, et les restrictions v|ga , ga constituent des cartes de coordonnées pour J(M).
Ces cartes définissent la structure fibrée vectorielle de (M) que nous annongons. Les diagrammes

commutatifs :
RIxRY —2— 77 1(U,) C T(M)

Nt

-1

RE —2 U, C M
donnent la structure de fibré localement trivial de J(M) au-dessus de M et comme 'application
de transition de R% xR" vers Rng’" est donnée par (), ot o € Uy — d(P8,0)s, € GL(d,R) est
différentiable, la famille de cartes en question constitue bien un atlas de fibré vectoriel au-dessus
de M de rang dimg(M). La fibration (J (M), M, ) est appelée «le fibré tangent de M ».

2.11.2-1. Définition : L'espace vectoriel 7 !(z) est noté JT,(M) et ses éléments sont appelés les
«vecteurs tangents a M basés en € M ». Les éléments de T (M) sont appelés les «vecteurs tangents
de M », et les sections de (T (M), M, ) au-dessus d'un ouvert U C M, s'appellent les «champs de
vecteurs (tangents) au-dessus de U ».
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Le foncteur J

Nous venons de montrer comment associer a toute variété différentiable son fibré tangent. Soit
maintenant f : M — M’ un morphisme de variétés de dimensions d et d' respectivement ; on
définit un morphisme de fibrés vectoriels J(f) : T(M) — T(M’) en posant, pour chaque couple
de cartes trivialisantes (U, € M,U!, C M) vérifiant f(U,) C U, :

T(fare : REXRT —— RE xR
(.’E, /U) — (ga’,a(ir)u d(foz’,a)z(v))

ot €0 1= Py 0 fopil.

2.11.2-2. Exercice: Vérifier que les applications J(f),/ o définissent bien un morphisme de fibrés
vectoriels de J(M) & valeurs dans T(M').

Montrer que la correspondance M ~» T (M) et f ~» T(f) définit un foncteur covariant de la
catégorie des variétés vers la catégorie des fibrés vectoriels.

2.11.2-3. Exercice Sous-fibré tangent associé 4 un morphisme submersif: Soit f: M — M’
un morphisme de variétés différentiables de dimensions respectives d et d’, on note ker(J(f)) C T(M)
I'ensemble des points z € T (M) tels que T(f)(2) est le vecteur nul de la fibre T(M’) ¢(r(2))-

a) Montrer que J(f) : T(M) — T(M') est submersive ;

b) Montrer 1’égalité ker(T(f)) = T(f) " (oo(M’)), ot oo(M’) est la section nulle de (T(M'), M’ «’).
En déduire que ker(JT(f)) est une sous-variété différentiable de J(M) de dimension (2d — d’).

¢) Montrer que (ker(J(f)), M, ) est une fibration vectorielle de rang (d — d’).

d) Montrer que pour tout =’ € M, la restriction de ker(J(f)) & la sous-variété f~!(z’), s'identifie &
T(F ).

e) Démontrez que si (ker(JT(f)), M, ) est un sous-fibré vectoriel de J(M), alors f est de rang cons-
tant.

f) Soit I'application f : R — R définie par f : x — x2. Expliciter 'ensemble ker(J(f)) en identifiant
T(R) a R%. Méme question pour I'application z + 22 définie sur Cz.

2.11.3 Fibrés vectoriels associés par représentations de groupes. Nous allons tirer profit

dans cette section et la suivante de la remarque 2.11-2 pour construire de nouveaux fibrés.

Soit (P, B,7) un fibré vectoriel de fibre E'; latlas complet de sa structure de fibré vectoriel

donne les trivialisations locales de la condition 2.11-1-(2):

Ga 7Til(U'DL) = U xE
. — (7(2),palz))

et les difféomorphisme de transition :

G800 =5 0 Oyt UsgxE — Uga xE
(u, X) —= (u, Pg o (u)(X))

olt @, 5 : Uap — GL(E) est différentiable.
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Soit maintenant F' un R-espace vectoriel et p : GL(E) — GL(F) un homomorphisme de groupes
différentiable ("*). On considéré alors la réunion disjointe des U, x F et I'on substitue les difféomor-
phismes de transition ¢g . par les applications:

(0p)g,a : Uag X F — Uga X F
(4, X) 1 (u, (P 0(u))(X))

Ces applications ont les propriétés requises pour étre les difféomorphismes de transition d’une

structure fibrée vectorielle comme annoncée. En effet :

a) (¢p)a,q est différentiable.
II suffit pour cela de vérifier la différentiabilité de u — P(@s o (u)) € GL(F). Or, cette application
s’obtient en composant u — @g ,(u) avec 'homomorphisme p ; des applications différentiables
par hypotheése.

b) On a (¢p)a,a =id, (¢p)g,a = ((bﬂ);,lﬁ et (¢p)y,a = (9p)v,6 © (90)p,a-

Conséquences formelles du fait que p est un homomorphisme de groupes.

Les mémes raisonnements que ceux qui nous ont permis d’introduire le fibré tangent, permettent

le recollement des U, x F' en un fibré vectoriel (P,, B, 7).

2.11.3-1. Exemple et définition: Soit M une variété différentiable de dimension d. L’applica-
tion de matrices A ~ ‘A~ défini un homomorphisme de groupes GL(R?) — GL((R%)*). Le fibré
associé est noté I*(M) ; on lappelle «le fibré cotangent & M ».

2.11.4 Fibrés vectoriels construits “par fonctorialité”. La construction de la section pré-
cédente, valable pour un fibré vectoriel donné, peut étre vue comme un cas particulier d’une
correspondance fonctorielle définie sur la catégorie Vecg (M) de tous les fibrés vectoriels au-dessus
d’une variété M.

Notons Vecg la catégorie dont les objets sont les R-espaces vectoriels et les morphismes sont
les applications linéaires. Nous allons nous intéresser aux foncteurs additifs F (covariants pour
simplifier exposé) définis sur Vecg vers elle-méme. En particulier, les morphismes:

Homg (V1, V2) — Homg (F(V1), F(12)) , (o)
sont R-linéaires.

Soit maintenant (P, B,w) un fibré vectoriel de fibre E et soit F un foncteur additif comme
ci-dessus. Nous allons décrire un procédé canonique pour associer a (P, B,7) un fibré vectoriel
(FP,B,Fr) de fibre F(E) et a un morphisme f : (P, B,m) — (P, B,m) de fibrés vectoriels
au-dessus de B, un morphisme F(f) : (F(Py), B, F(m)) — (F(P), B, F(m)). La correspondance
ainsi définie sera fonctorielle de la catégorie des fibrés vectoriels (au-dessus de B) vers elle-méme.

L’idée est assez simple et provient de remarquer que lapplication (¢) étant linéaire, est auto-
matiquement différentiable lorsque V; et V5 sont de dimension finie, et d’autre part, que lorsque
V1 = Vo =V, elle donne un homomorphisme de groupes pz(V) : GL(V) — GL(F(V)) qui permet,

8 Par exemple provenant d’un homomorphisme de R-algebres de Endg(E) vers Endg(F).
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par le procédé décrit dans la section précédente, de construire la fibration (P,,, B, p,) également
notée (F(P), B, F(x)).

L’analyse locale d’'un B-morphisme de fibrés vectoriels f : (P, B,m) — (P2, B,m) faite en

page 45, donnait les descriptions:

f
T (Ua) —222 s 771 (Ua)

¢],o¢l£ El D2, 0x

UQXEI Ja ? UaXEQ

(w,v) ——— (u, fo(u)(v))

et la condition de commutation nécessaire (C):

(P25.0(w) 0 Fa s () @) = (Fo () 0 71 5a(w))(v). (©)

L’application du foncteur F aux applications f,, fﬁa fa,ﬁ’ fﬁ,ou Po,Bs Pp,a» donnera des appli-

cations différentiables satisfaisant toujours la relation de commutation (C). Or, ¢’est bien tout ce

dont on a besoin pour montrer que la famille des F(f,) se recollent en un morphisme de fibrés
vectoriels I(f) : (F(Py), B, F(m)) — (F(Py), B, F(m2)).

2.11.4-1. Remarque: Ces idées se généralisent sans difficulté a la catégorie de fibrations vectorielles
sur des bases arbitraires. En particulier, le foncteur J peut étre “composé” avec le foncteur induit par
le foncteur qui associe & un espace vectoriel son algebre extérieure: o ~» A*(e). La section suivante
est destinée a I’étude détaillée de ce foncteur.

2.11.4-2. Remarque Bifoncteurs: Plus généralement, soit 3 un foncteur additif B : Vecg x Vecg ~~
Vecg, ot Vecg x Vecr désigne la catégorie dont les objets sont les couples d’espaces vectoriels et ol :

Mor((Vy, Wh), (Va, W3)) := Homg(V1, Vo) xHomg (W71, W) ,

la composition étant définie coordonnée par coordonnée; la catégorie résultante est alors additive
(et méme abélienne). Un tel foncteur est appelé un bifoncteur additif, sa variance dépendra de son
comportement “coordonnée par coordonnée”’. La “somme directe 7, le “produit tensoriel”, “le fonc-
teur Hom” qui associe (V, W) ~» Homg(V, W), sont des exemples classiques de bifoncteurs, les deux
premiers sont bi-covariants et le dernier contravariant en la premiere coordonnée et covariant en la
seconde coordonnée.

Les constructions fonctorielles de fibrés vectoriels que nous avons décrites ses généralisent, labo-
rieusement mais sans difficulté, au cadre de bifoncteurs, c¢’est ainsi que 1’on peut faire correspondre
de maniére fonctorielle & tout couple de fibrés vectoriels (P, B,m;) et (Ps, B, ) au-dessus d’une
méme variété B, les fibrés au-dessus de B notés: Py @ Py, P; ®g P, Homg(Py, P»).

2.11.4-2.1. Exercice: L’espace vectoriel I'( B; Homg (Py, Ps)) des sections globales du fibré vectoriel
Hompg (P, P,) — B s’identifie canoniquement a I’espace Motvyec, (B)(P1, P2) des B-morphismes de
fibrés vectoriels au-dessus de B.
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§3. Complexe de de Rham et cohomologie de de Rham
des variétés différentiables
3.1 Formes alternées sur un espace vectoriel de dimension finie

Dans la suite, on désignera par E un R-espace vectoriel de dimension finie. On pourra consulter
la référence [Car] pour toute cette section.

3.1.1 Formes multilinéaires. Soit m un entier naturel positif. On appelle «forme m-multilinéaire »,
toute application :
o:E®---®OE—-R
m-fois
qui soit R-linéaire par rapport a chaque coordonnée indépendamment, i.e. telle que pour chaque
1 < k < m et chaque (m — 1)-uplet (a1, ..., a5 1,@ks1,---,0m) € E™ L, Papplication :

re E— @(517...,6k,1,f,ak+1,...,C_l'm) eR,

est une forme R-linéaire sur E. L’ensemble des formes m-linéaires sur E sera noté L™ (E).

En posant pour tous ¢, € L™(F) et A € R:

(0 + ) (@1, Tm) = Q(T1s -+ s Bon) + (1, -+, Tom)
X Q) (&1, -y ) = M@, Tm))

les applications (¢ + 1) et (A- @) sont encore m-multilinéaires. Muni de ces opérations, I’ensemble
L™(E) est un R-espace vectoriel.

3.1.1-1. Exercice: Pour E et F deux R-espaces vectoriels, notons L(FE, F) := Homg(E, F) le R-
espace vectoriel des applications linéaires de FE a valeurs dans F. Pour chaque entier naturel m,
I'application qui fait correspondre a ¢ € L£L™T1(E) lapplication qui associe & Ty € E l'application
(Z1,..., @) = @(Zo, %1, ..., 2Tm), établit un isomorphisme d’espaces vectoriels entre :

LmY(E) = L(B, L™ (E)).

Lorsque 'on fixe un repere B = (é,...,€4) de E, la multilinéarité suffit & montrer que pour
chaque ¢ € £L™(E) donnée, il existe une famille de nombres réels {A4;, . ;. } indexée par les suites
d’entiers (iq,...,im) avec 1 < i < d, telle que:

a(Zy, ..., Tm) = Z Aiy i (1) (Z2)iy -+ (B, (0)

(":17--~7in1>

ou (&), désigne la j-itme coordonnée de ¥ dans le repere B. Soit B* = ((€1)", ..., (€4)*) le repere
dual de B, on a (Z); = (€;)*(Z), et I'égalité (o) se réécrit:

A&y Tm) = Y Aiin ((@)7(@)) - (@) (F)

(15eeesim

)
= Airi (@) (8,)7) (@1 T)

(315--rtm)

ou ((&,)"--(€,,)") désigne le produit des formes linéaires duales en question. Il s’ensuit que la
famille de toutes les formes multilinéaires de la forme ((&,)*---(€;,.)*) constitue une base pour
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L™(E), en particulier :
dimpg (Lm(E)) = dimR(E)m =dm.

3.1.2 Action de &, sur L™(E). Notons &,, le groupe des permutations de l’ensemble des
entiers {1,2,...,m}; et posons pour chaque ¢ € &,, et chaque ¢ € L™(E):

(0-0)(Z1, -y Tm) = P(To)s -+ To(m)) -

L’application o - ¢ est alors une m-forme multilinéaire et - : &, xL™(E) — L™(FE) est une action
du groupe &, sur £L™(FE) par des isomorphismes linéaires (on parle alors d’«action linéaire »).

Rappelons que I’on appelle «caractére» de &, tout homomorphisme de groupes p : & — (C, -, 1).
Le fait que &,, soit de cardinal fini entraine que P est a valeurs dans le sous-groupe multiplicatif
C}, des nombres complexes de valeur absolue égale a 1. Et comme C, est abélien, la restriction de
P au sous groupe «dérivé» A,, := [S,,, S,,] (également appelé «sous-groupe alterné») sera trivial.
Il s’ensuit que p se factorise & travers du groupe &,,/2,, que lon sait étre isomorphe & {£1}
(signatures des permutations) ; de sorte que p = £, ol £ = 0, 1, et oi1 £(c) dénote la signature de
o€ G,

3.1.3 Algebre des formes multilinéaires. Posons £L'(E) = R et notons £*(E) le R-espace vec-
toriel somme directe de tous les L™(FE) avec m € N. On désignera par 0,1 € L£*(F), les scalaires
0,1 € R= L°FE) C L*(FE). L’application :

:LT(E)® LM(E) — L7TY(E)
qui associe au couple (p,v) la (m + n)-forme multilinéaire :

(SD . w)(fl7 .. ~;fmafm+17 e ,fm+n) = QO(fl, e ,.’fm) w(.’fm+17 e 7fm+n) N

est R-bilinéaire et fait de (L*(FE),+,-,0,1) une R-algebre graduée. Les formes de L™(E) C L*(E)
sont appelées «homogenes de degré m»; on note deg(«) le degré d’une forme multilinéaire homo-
gene.

3.1.4 Formes alternées et opérateur d’antisymétrisation. On appelle «m-forme alternée »
toute forme m-multilinéaire « telle que a(Z, ..., &) = 0 a chaque fois que & = &; pour deux
indices différents i, j; on notera A™(E)(") leur ensemble.

3.1.4-1. Exercice:
a) Une application a € L™ (FE) est alternée, si et seulement si,
oc-a=¢(o)a, pourtout o€ S,

i.e., si et seulement si,
Oz(fl, e ,.i"m) = E(O’) a(fa(1)7 e ,fo(m)) .

pour tout (Z1,...,Z,,) € E™ et toute permutation o € &,,.

¥ La notation A\™(E*) est également trés classique.
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b) L’ensemble A™(E) C L™(FE) est un sous-espace vectoriel.

c¢) Pour chaque entier positif m (plus grand que 1), application linéaire a,, : L™(E) — L™(E)
définie par:

U (@)(F1, . E) = D e(0) (o)1, ) = Y €(0) a(Faqr), - Eo(m))
ageG,y, geG
est & valeurs dans A™(E) et 'on a: a,,(a) = m!a, pour tout o € A™(E).
L’application a,, est appelée «opérateur d’antisymétrisation ».

d) En fixant un repére B pour E, montrer dans I'écriture (¢) de o € L™(E), que a € A™(E), si et
seulement si,

y =¢€(o) Ay pour tout o € &,,.

o (1)rrlo(m))
e) Déduire de la question précédente que dimg (A™(E)) = 0, pour tout m > dimg(E), et que:

dimR(E)) |

m

dim (A" (E)) = (

pour tout m < dimg(E).

3.1.4-1-e.1. Remarque: Le cas m = dimg(F) jouera un role particulierement important dans le
cours. L’égalité (x) montre que dimg (A4™*(F)(E)) = 1. Bien de subtilités seront conséquence directe
de la non existence d’un isomorphisme canonique entre AY™=(E)(E) et R (cf. page 56).

3.1.4-1-e.2. Remarque: Lorsque E = R", et que l'on identifie (R™)" & l’ensemble des matrices
M(n,R), 'application déterminant det : (R™)™ — R est une application n-linéaire alternée. Rappe-
lons que det(Z1,...,Z,) mesure le volume “signé” du parallélépipede de c6tés donnés par les vecteurs
(Z1,...,2,), ce qui explique de maniére intuitivement claire & la fois la notion de multilinéarité et d’al-
ternance. Par ailleurs, la remarque précédente montre que toute autre n-forme alternée est un multiple
de celle-ci.

3.1.5 Algebre extérieure. Notons A*(E)(*) le R-espace vectoriel somme directe des A™(E)
pour m € N. On définit une opération binaire A : A™(E) @ A"(E) — A™1"(E) appelée «produit

extérieur » par:
1
¢A¢1:m0m+n(@'¢)~ (o)

L’opération A est alors associative et distributive et définit une structure d’algebre graduée «anti-
commutative» sur A*(E); on a la relation de commutation :

A= (,Ddeg(@o) deg(v)) VAP (00)

3.1.5-1. Exercice: Vérifier 'associativité, distributivité et anti-commutativité du produit extérieur
de formes alternées (cf. [Car] propositions 1.5.1 et 1.5.2, en page 185).

2 Noté également A\*(E*).
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3.1.5-1.1. Remarque: Le lecteur peut comprendre sans difficulté la raison de la division par I'entier
(m!n!) dans I'égalité (o) ; elle provient du fait que comme ¢ et 1) sont déja alternées de degrés respectifs
m et n, deux permutations 01,09 € & yqp, vérifiant oq([1,m]) = o2([1,m]) donneront deux formes
identiques (o) o1 - (p - ) = €(02) o2 - (p - ¥) lors de application de 'opérateur d’antisymétrisation
Omtn. C’est donc bien dans un but de correction de ces redondances que 'on divise par (m!n!). Plus
précisément, la relation d’équivalence ‘~,,,” sur &,, 1, définie par

01 ~m 02, siet seulement si, o1([1,m]) = o2([1,m])

produit des classes d’équivalence de cardinal (m!n!). En effet, pour chacune de ces classes, il existe
une et une seule permutation o € &,,4,, vérifiant

ol)<---<o(m) et om+1)<---<o(m+n) 1),

toute autre permutation de la classe s’en déduit par permutations des ensembles o ([1,m]) et o([m +
1, m+n)), ce qui explique le facteur (m! n!). Notons &,, ,, le sous-ensemble des permutations o € & 4,
vérifiant (1), nous aurions donc pu poser comme définition de produit extérieur, a la place de (o) :

(10/\’(/](613'"dm76m+17-~~aam+n) = Z 5(0) @(aa(l)a”'da(nl)) ’¢(du(m+l)a"-750'(7n+n))7
€6 m n

ce qui aurait donné exactement le méme résultat, avec I'avantage bien évident que ne devant pas di-
viser par (m!n!), la formule est valable sur des anneaux autres que Q, en particulier sur des corps de
caractéristique positive ; mais bien stir, la preuve de ’associativité du produit extérieur, sera alors plus
élaborée.

Les permutation de &,, , sont appelées «permutations de battage en tas de m et n cartes» pour
des raisons intuitivement claires.

3.1.5-2. Exercice: Montrer que dimg (A*(E)) = 24im=(E),

3.1.5-3. Exercice et terminologie: Les éléments du sous-espace A**(E) := @,, .y A*"(E) sont
appelés des «formes (alternées) paires». Montrer que A2?*(E) est le centre Z(A*(E)) de l'algebre
A*(E).

De manitre analogue, les formes du sous-espace A***1(E) = @
«formes (alternées) impaires ».

N AP TL(E) sont appelés

me

3.1.5-4. Exercice:

a) Monter qu'un élément u € A*(E) est nilpotent, si et seulement si, sa composante de degré zéro est
nulle.

b) Montrer que v € A*(E) est inversible, si et seulement si, sa composante de degré zéro est non
nulle.

¢) Montrer que A*(E) est un anneau local. Précisez son idéal maximal.

3.1.5-5. Exercice: Montrer que si ¢ est homogene de degré impair, alors ¢ A ¢ = 0. Que dire du
méme produit ¢ A ¢ lorsque ¢ est non-homogene et impaire?
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3.1.5-6. Exercice : Montrer que l'inclusion A*(E) C L£*(E) n’est pas en général une inclusion d’al-

gebres.
3.1.5-7. Exercice: Soit F un R-espace vectoriel de repere B = (€1,...,8,4) et repeére dual B* =
((€1)*,...,(€qa)*). A laide de 'exercice 3.1.4-1-d montrer que dans A™(E), on a pour chaque suite

ordonnée (i1 < -+ <'ip),ou 1< i <d:

@) A A @) = D (o) (@i,n) @)

oc€Gm,

ol &,,, dénote le groupe des permutations de ’ensemble {1,...,m} et £(o) désigne «la signature» de
la permutation o € &,,,. La famille {(€;,)* A--- A (€;,,)*} indexée par ensemble de toutes les suites
(i1 <+ <ipm) avec 1 <ig < d, est une base pour A™(E).

3.1.6 Images inverses des formes multilinéaires et des formes alternées. Soient F, F' deux

R-espaces vectoriels et f: E — F une application linéaire, on définit f*: L™(F) — L™(FE) par:

F @)@, Tm) = @(f(@1), -, f(@m)

On en déduit une application f*: L*(F) — L£*(E).

3.1.6-1. Exercice: Sous les hypotheses en cours,

a) Montrer que f* : L™(F) — L™(E) est R-linéaire et commute & 'action de &,,, en particulier,
elle commute a I’action de 'opérateur d’antisymétrisation a,,. Lorsque ¢ est alternée, montrer que
f*(¢) lest également.

b) Montrer Iégalité: f*(o AY) = f*(¢) A f*(¢), pour tous ¢, € A*(E).
c¢) Les applications f* : L*(F) — L*(E) et f* : A*(F) — A*(E) sont des homomorphismes de
R-algebres graduées.

3.1.6-2. Exercice: Soient E et F' des R-espaces vectoriels de reperes Bg = (€1,...,8qm)) et Bp =
(fl,...,fd(p)) respectivement. Notons B, = ((€1)*,..., (Eym))*) et By = ((fl)*7...7(fd(p))*) les
reperes duaux. Soit g : E — I une application linéaire de matrice ((g)) = (g;,;), relativement aux
reperes Bg et Bp.
a) Pour chaque 1 < k < d(F), on a:

g ((f)) = D (@)

1<i<d(E)

b) Pour chaque entier naturel r et chaque suite d’entiers (1 < j; < --- < j, < d(F)), on a:

-

g ((F) A A ()) =97 (F) A gt ()

_ * *
= > Gi1,in Ginsin " Ggmrir (€1)" Ao A (ei,)
1<i1, . ir<d(E)

= Z ( Z &(o) 9i1riq(1) Ji2iq(2) "'gjr,io«r))(eil)* AN (es,)"

1<i1 <-<ir<d(E) o€,

ou l'on voit apparaitre entre parentheses les «mineurs de rang r» de la matrice ((g)).
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¢) En particulier, si d(E) = d(F) =d, on a:

3.1.6-3. Exercice: Soit f : E — I une application linéaire entre deux R-espaces vectoriels de di-
mension finie. Montrer 1’équivalence des assertions suivantes :

a) f est un isomorphisme.
b) f*: A*(F) — A*(FE) est un isomorphisme d’algébres.
c) Il existe un entier naturel m > 0 tel que f* : A™(F) — A™(E) est un isomorphisme.

3.1.6-4. Exercice: Notons Vecg la catégorie des R-espaces vectoriels de dimension finie ou les mor-
phismes sont les applications R-linéaires et la composition de morphismes est la composition d’appli-
cations.

Notons AlgN(R) la catégorie des R-algebres graduées sur N dont les morphismes sont les R-homo-
morphismes graduées (de degré 0) d’algebres. Montrer que la correspondance qui associe & un espace
vectoriel E l'algebre graduée L£*(FE) (resp. A*(E)) et a 'application linéaire f : E — F ’application
f*: L5(F) = L5(E) (vesp. f*: A*(F) = A*(E)), est un foncteur additif contravariant ezact(*").

3.1.7 Non naturalité d’une dualité. Pour tout nombre naturel m < d = dimg(F), le produit
extérieur de formes alternées définit une application bilinéaire non dégénérée :

A:A™E)®AT™E) — AYE) ~R. (D(E))

On en déduit I'égalité dimg(A™(E)) = dimg(A? ™ (E)), mais ce qui est vraiment important &
souligner c’est le fait que toute identification “par dualité” entre A™(E) et (A%~ (E))* sera rela-
tive & un isomorphisme entre A%(E) et R autrement dit, relative 4 la donnée d’une forme
alternée de degré maximal non nulle; or, il n’existe aucun choix naturel ou canonique (en
dehors du cas E = R?) d’une telle forme alternée.

3.1.7-1. Exercice: Soient E et F' deux R-espaces vectoriels et f : E — F une application R-linéaire.
Montrer la commutativité du diagramme :

A™(F)x A" (F) —2— A™™(F)

N |-

A™(E)xA™(E) —2— A™(E)

3.2 Formes différentielles sur les espaces vectoriels

Commencgons cette section en rappelant que la notion de différentielle d’une application a un
sens sur la catégorie des ouverts des espaces vectoriels normés complets (les espaces de Banach).

21 Un chapitre ultérieur est destiné a rappeler les notions de la théorie de catégories sous-jacentes a cette ques-
tion.
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Lorsque 'on se restreint a la sous-catégorie des ouverts des espaces vectoriels de dimension finie,
le “calcul différentiel” y est indépendant des normes puisque dans ce cas toutes les normes sont
équivalentes. Il importe cependant de retenir que si la différentielle d’une application ne dépend pas
du “choix” d’une norme, elle dépend néanmoins du fait que les normes existent. Plus précisément,

soient F et F' deux R-espaces vectoriels de dimension finie, la définition et 1’étude de:
« la topologie de E et F';
« la différentiabilité d’une application f: U C E — F, pour U ouvert dans F;
« la définition de la différentielle df, € L(E, F') en chaque point @ € U ;
« la différentiabilité de I'application df : U — L(E, F);

se font a I’aide d’un choix de normes, mais les conclusions en sont indépendantes.

Une autre maniere de procéder dans le cas de dimension finie, consiste a se ramener, a 'aide
d’isomorphismes linéaires ¢ : E — R™ et v : FF — R™, aux mémes questions et a 'application
o foe ! entre les ouverts p(U) C R™ et (V) C R™. En effet, si 'on part d’espaces vecto-
riels normés E et F', la différentiabilité de f en un point @ € U, équivaut a la différentiabilité de

o fopen p(x);auquel cas, on a:

dfp(H) = v~ (d(w °foe™) (go(H))) , (+)

et ceci, quels que soient les isomorphismes ¢ et 1. Ceci suggere que 'on puisse faire abstraction
des normes sur E et F' dans une définition de la différentiabilité et différentielle d’une application
f:U C E — F basée sur Pégalité (x).

Cette deuxieme maniere d’introduire le calcul différentiel sur un espace vectoriel correspond tres

précisément au point de vue des variétés différentiables et c’est bien celle que nous allons privilégier.

Ces remarques préliminaires suffisent donc pour donner un sens intrinséque & l’ensemble C*°(U, V')
des «applications différentiables entre les ouverts U C E et V C F'», pour tous R-espaces vectoriels

de dimension finie E et F.

3.2-1. Exercice: Sous les hypotheses en cours et lorsque V' = F'| la somme point par point de deux
applications différentiables et le produit point par point d’une application différentiable par un scalaire
fixe, sont des fonctions différentiables. Ces opérations munissent ’ensemble C°° (U, F') d’une structure
de R-espace vectoriel.

3.2-2. Définition : Soient E' un R-espace vectoriel de dimension finie d, et U C E une partie ouverte.
Pour chaque entier naturel m, on note Q™(U) le R-espace vectoriel C*°(U, A™(E)) d'applications
différentiables de U a valeurs dans A™(F). On pose :

QU) =L e U) e - aQU).

Les éléments de Q™ (U) C Q*(U) sont appelés «les formes différentielles homogenes de degré m sur
U » et aussi «les m-formes différentielles sur U ».
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On munit Q*(U) d’une structure de R-algebre graduée anticommutative en définissant I’addition,
multiplication par un scalaire et produit extérieur des formes différentielles, point par point. On
pose donc pour le produit extérieur de deux formes différentielles w; et wy :

(w1 Awg)(x) := wi(x) Awa(x),

pour tout & € U. On laisse aux soins du lecteur de vérifier que w; A wy est une application diffé-
rentiable de U & valeurs dans I'espace vectoriel A*(E).

3.2.1 Formes différentielles & support compact.

3.2.1-1. Définition : Une forme différentielle w € Q*(U) étant une application de U C E a valeurs dans
un espace vectoriel, I'ensemble des zéros de w, i.e. I'ensemble des © € U tels que w(x) = 0, est bien
défini. Une forme différentielle w € Q*(U) sera dite «a support compact» lorsque I'adhérence de I'en-
semble des zéros de w, noté |w|, est compact. On note Q(U) I'ensemble de telles formes différentielles,
c'est un idéal gradué de Q*(U).

3.2.1-2. Exercice: Montrer que lorsque dimg(E) > 0 et U # &, les espaces vectoriels réels Q™ (U) et
Q™ (U) sont de dimension infinie, de méme, par ailleurs, que 'espace vectoriel quotient Q™ (U)/Q7(U).

3.2.1-3. Exercice: Expliquer pourquoi, lorsque dimg(FE) > 0 et U # @, I'idéal Q%(U) n’est pas un
anneau.

3.2.1-4. Exercice: On a Q°(U) = C>(U) et Q2(U) = C(U), et plus généralement :

QMU)=C*U)@r A™(E) et QFU)=CX(U)@r A™(E).

3.2.1-5. Remarque: Considérons ’espace vectoriel ¥ muni de sa structure standard de variété dif-
férentiable; le fibré tangent J(F) s’identifie alors & EXE. Le foncteur A™ qui fait correspondre
a un espace vectoriel I'espace des m-formes alternées fournit ensuite par le procédé décrit dans la
section 2.11.4 le fibré A™JT(E) qui sera également trivial et s’identifiera & la variété différentiable
ExA™(E). Par restriction des fibrés a I'ouvert U C E, on obtient les fibrés vectoriels A™JT(U) et le
fibré A*T(U) := ®men A™T(U). On a alors:

Q' (U) = DU A T(U)) = DU A*T(E)) et QLU) = To(Us A°T(U)) = Do (U3 A*T(E))

3.2.2 Image inverse d’une forme différentielle. Soient des ouverts U C E et V C F et une
application différentiable f : U — V. Rappelons que pour tout & € U la différentielle df, de f
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en x, est un élément de L(E, F) et que 'application & — df, de U & valeurs dans L(E, F') est
différentiable. Pour chaque w € 2™ (V'), on définit la forme différentielle f*(w) € Q™ (U) en posant :

Fr(w)(@) = (dfe)" (w(f (),

pour chaque x € U.

3.2.2-1. Exercice: Vérifier la différentiabilité de f*(w).

3.2.2-2. Exercice:

a) Montrer que f* : Q*(V) — Q*(U) est un homomorphisme de R-algebres graduées de degré 0.

b) Soient f: U = Vet g:V — W ouU, V et W sont des ouverts d’espaces vectoriels de dimension
finie. Montrer 1’égalité :

(gof) =f"oyg".

¢) Notons Ouv la catégorie dons les objets sont les parties ouvertes des R-espaces vectoriels de di-
mension finie et ou les morphismes sont les les applications différentiables. La correspondance qui
associe & un ouvert U l'algebre Q*(U) et & un morphisme f, le morphisme f*, définit un foncteur
contravariant de Ouv vers la catégorie des R-algebres graduées.

3.2.2-2.1. Remarque: On observera que la notion d’“image inverse d’une forme différentielle” n’est
autre que le résultat de composer les foncteurs

(variété) ~» A*T((variété)) et (fibré vectoriel) ~» (sections globales du fibré) .

La contravariance finale est alors reflet de la contravariance des foncteurs qui associent a un espace
vectoriel les espaces des formes alternées.

3.2.2-2.2. Remarque: On prendra garde du fait que si I'image inverse par une application f d’une
forme différentielle a support compact est bien une forme différentielle, elle ne sera pas nécessaire-
ment & support compact. (Une condition nécessaire et suffisante pour cela est que f soit propre.)

3.2.2-3. Exercice: Soient U et V deux ouverts de R? et soit ¢ : U — V une application différen-
tiable. Les formes différentielles de degré d sur V sont de la forme fdxy A--- Adwy, ot f € QO(U) et
olt {dz1,...,drq} désigne la base duale de la base canonique de R%. A T’aide du résultat de I'exercice
3.1.6-2-c, prouver ’égalité :

¢ (fdwy A~ Adzg) :(foqﬁ)det(gf;) dzy A - Adag.

0¢;
oz ;

«jacobien de f», on le notera également J(f).

La matrice (

) est connue sous le nom de «matrice jacobienne» et son déterminant: det (%), le
J

3.2.3 Différentielle d’une forme différentielle. Soit U un ouvert du R-espace vectoriel E de
dimension finie et w € Q™(U); Papplication w : U — A™(E) est différentiable et dw : U —
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L(E,A™(E)) C L™T(E) l'est également. On pose alors

A ()() 3= 1) (©

pour tout @ € U.

3.2.3-1. Exercice: Soit w € Q™ (U), prouver 1'égalité :

m o~

dy (W)(@) (R0, By ) =D (= 1) dwg(Bi)(hos -, B i) (A)

=0

ou le terme sous le chapeau est a omettre.

3.2.3-1.1. Remarque: On observera que I’égalité (A) est l'explicitation de I'antisymétrisation d’une
(m + 1)-forme linéaire de L£(E, A™(E)) a l'aide des permutations de battage de &1, (voir la re-
marque 3.1.5-1.1). L’expression (A) peut donc étre utilisée dans la définition de la différentielle d’une
forme différentielle lorsque la caractéristique du corps de base est positive (en géométrie algébrique
par exemple).

3.2.3-2. Exercice et terminologie: Soient w; € Q™ (U) et wy € Q™2(U).
a) Montrer que d,,, (w1) € Q™ THU) et que dy,, (w1) € Q71 FH(U) lorsque wy € Q7 (U).

b) Montrer que dinytmy (W1 A we) = dimy (W1) Aws + (=1)™ wy A dpmy (we); on dit alors que d, :
Q*(U) — Q*(U) est une «antidérivation ».

c) Montrer, & l’aide de (A) et de la symétrie de la différentielle seconde, 'égalité (d,,, +10dm, ) (w1) = 0;
on dit alors que (2*(U), d,) est une «algebre différentielle graduée ».

3.2.3-3. Exercice: Soit U un ouvert de R? et notons x; : U — R 'application qui associe au d-uplet
(a1,-..,aq) sa i-itme coordonnée a;. L’application x; est alors un élément de Q°(U). Montrer que
do(z;) coincide tautologiquement avec la différentielle dx; de I'application x;. Ceci justifie donc que
l’on confonde souvent les notations do(z;) et dz; ; convention que nous adopterons dans ce cours.

a) Montrer que {dz,...,dz,} est une base de Q*(U) en tant que Q°(U)-module.

b) Généraliser (a) en montrant que pour chaque k € N, la famille {dx;, A--- Adz;, }i<...cip, OU 1 <
i; < d, est une base de Q*(U) en tant que Q°(U)-module.

3.2.3-4. Proposition: Soit f : U — V une application différentiable entre deux ouverts d’espaces

vectoriels. Soit f*: Q™(V) — Q™(U) le morphisme image inverse. Alors :

f*odm:dmof*

Démonstration: La démonstration releve d’une simple vérification & partir des définitions. Pour chaque
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x € U et chaque w € Q™(V), on a:

F dm(W)(®) = (dfe)" (dm (w)(f(2)))
= (dfz)*(% M(dwf(m))) = n%am((dfz)*(dwf@)))
= 10 (d(f*(W)z) = dm (f* (w))(2)

3.2.4 Complexe de de Rham, cohomologie de de Rham et fonctorialité. Les remarques
du paragraphe précédent montrent que, pour tout ouvert U d’un espace vectoriel de dimension
finie n, le diagramme :

dy dy

0 — QU(U) -2 Q') Az on-l(y L r(U) - 0

R

0— QUU) % Ql(U) & s () b r(U) — 0

(&

ou les fleches verticales désignent les inclusions canoniques, est un morphisme de complexes diffé-
rentiels gradués.

3.2.4-1. Définition : Soit U un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie n. On appelle «complexe
des formes différentielles (resp. a supports compacts) sur U » et aussi «complexe de de Rham (resp. a
supports compacts) sur U », le complexe différentiel gradué (Q*(U), d.) (resp. (2:5(U),d.)).

3.2.4-2. Définitions et remarques:

a) Le noyau de d, : Q*(U) — Q*(U) est noté Z*(U). Les éléments de Z*(U) sont appelés des «cocycles
sur U » et comme d, est un morphisme gradué compatible au produit extérieur, Z*(U) est une sous-
algébre graduée (avec identité multiplicative) de Q*(U), ses éléments de degré m sont alors appelés
des «m-cocycles».

b) L'image de d. : Q*(U) — Q*(U) est notée B*(U). L'annulation de d, o d, montre I'inclusion
B*(U) C Z*(U), et B*(U) est un idéal homogene de Z*(U), ses éléments sont appelés des «cobords
sur U » et un élément de degré m est dit «un m-cobord ».

c¢) D’apres ce qui précede le quotient :

_ %)
- B(U)

Hpp(U) :

est une R-algebre graduée anticommutative ; elle est appelée «I'algebre de cohomologie de de Rham
de U»
d) De maniére entierement analogue on définit B%(U) C Z:(U) C Q:(U) et I'on pose

Hin (V) = 5o

que I'on appelle «I'algébre de cohomologie de de Rham a supports compacts de U ».

e) Deux formes différentielles sont dites «cohomologues» lorsque leur différence est un cobord. Les
formes différentielles cohomologues a un cocycle w sont également des cocycles et sont caractérisés
par le fait qu'il définissent la méme classe de cohomologie que w.
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3.2.4-3. Définition: Soit M une variété différentiable. On appelle «n-ieme nombre de Betti de M »
et on le note b, (M), la dimension, finie ou infinie, du R-espace vectoriel Hf}, (M).

3.2.4-4. Exercice: Soit U un ouvert d’un espace vectoriel de dimension d. On a Z4(U) = Q4(U) et
Z(U) = Q).

3.2.4-5. Exercice: Soit f : U — V une application différentiable entre deux ouverts d’espaces vec-
toriels de dimension finie.

a) Montrer que 'on a f*(B*(V)) C B*(U) et f*(Z*(V)) C Z*(U).
b) Déduire de la question précédente que le morphisme f* induit un homomorphisme d’algebres gra-
duées (de degré 0), noté encore f*, entre:

7 Hpr (V) — Hpg(U).

Fonctorialité

Notons Ouv la catégorie dons les objets sont les parties ouvertes des R-espaces vectoriels de di-
mension finie et ou les morphismes sont les les applications différentiables. La proposition 3.2.3-4
montre que la correspondance qui associe & un ouvert U 'algebre différentielle graduée (2*(U), d.)
(resp. l'algebre Hfj (U)) et & un morphisme f 'application f*, défini un foncteur contravariant de
Ouv vers la catégorie des R-algebres différentielles graduées (resp. des R-algebres graduées).

3.2.4-6. Remarque: La remarque 3.2.2-2.2 explique la raison pour laquelle la méme idée ne permet-
tra pas de définir un foncteur associant & U l'algebre différentielle graduée (Q(U), d..).

3.3 Intégration des formes différentielles de degré maximum sur les espaces vectoriels

Soit U une partie ouverte d’un R-espace vectoriel E de dimension d. Le but de cette section est
de donner un sens intrinseque, i.e. indépendant des choix des reperes de E, a 'intégrale d'une d-
forme différentielle & support compact sur U.

Le cas des ouverts de R?
Le fait que R? posséde une base canonique permet de faire un choix canonique d’un élément non
nul de A4(R?), a savoir dz; A --- Adzg et par conséquent d’avoir un isomorphisme canonique entre
QOU) et Q4(U) en associant & f € Q°(U) la d-forme différentielle w(%) = f(¥) dzy A -+ Adzg. La
forme différentielle w est a support compact, si et seulement si, f 'est.

On définit alors pour chaque w € QX(U) «l'intégrale de w = fdxy A --- A dxg», a laide de
I'intégrale de Riemann-Lebesgue, en posant :

[ [ [

o, dans P’expression de droite, on & «prolongé par zéro» ’application f & R? tout entier.
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3.3.1 Effet des changements de variables. Soient U et V deux ouverts de R?, puis ¢ : U — V
un difféomorphisme, et f € Q%(V) = C*(V). La formule de changement des variables pour I'inté-
grale de Riemann-Lebesgue établit 1’égalité :

[Z.[Zf(f)dxl...dxd:[Z.[Zf(qs(f))‘det(gf;)‘dml'~d$d (o)

et nous avons vu dans ’exercice 3.2.2-3 que la forme différentielle wy = fdxy A--- ANdzxy € Q‘ci(V)

est contrainte de vérifier :

09;
6xj

¢*(wv):¢*(fdx1/\~-/\dxd):(f0¢>)det( )d:vl/\~-~/\dxd.

En remplacant dans (¢), on aura une égalité:

/‘/WVZ/U¢*(WV)

indépendamment de la forme différentielle wy uniquement lorsque le jacobien de ¢ ne prend

pas de valeurs négatives.

3.3.1-1. Définition : On dira qu'un difféomorphisme ¢ entre deux ouverts de R? «préserve |'orientation »
ou bien qu'il est «orienté» lorsque son jacobien est de signe constant et positif.

3.3.2 Le cas des ouverts d’espaces vectoriels arbitraires. Soit F un R-espace vectoriel de
dimension d. Le fait qu’il n’existe a priori aucun repere particulier pour E nous empéche de donner
une définition de l'intégrale suivant le procédé choisi pour R%. L’idée alors est de nous ramener a
R? & I’aide d’isomorphismes d’espaces vectoriels pour y calculer Iintégrale ; il faudra alors vérifier
que ces intégrales donnent bien le méme nombre réel. Plus précisément, soit U un ouvert de E et

w € Q4U) ; chaque isomorphisme ¢ : E — R? permet calculer une intégrale :

/@ L,

mais le choix d’un autre isomorphisme 1 : E — R¢ donnera, d’apres la formule de changement de

variables du paragraphe précédent :

A ) = /w L),

ou le signe dépendra uniquement de la signature du déterminant du «difféomorphisme de transi-
tion»: 1ot : R — RY,

Cette remarque releve un point d’importance : L’intégration des formes différentielles dans le cas
de R est passé par le choix d'une forme différentielle non nulle de A% (R9), & savoir dz; A-- - Adzg,
mais en cherchant & donner un sens intrinseque aux intégrales sur un espace vectoriel arbitraire
E de dimension d, on s’apercoit que si le choix d'un élément non nul de A%(E) aurait suffit (on

demanderait alors que ¢ le transforme en dz; A - -+ A dxg), le simple fait de choisir I'une des deux
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composantes connexes de A?(E)\{0} et de demander & ¢ de transformer cette composante en la
composante connexe de A?(RY) contenant la forme dx; A - -- A dxg, suffit également.

3.3.2-1. Définition : Chaque composante connexe de A?(FE)\{0} est appelée «une orientation de E ».
Un espace vectoriel accompagné d’une orientation est un «un espace vectoriel orienté ».

Soient maintenant F, un espace vectoriel orienté de dimension d, et U une partie ouverte de F.
Choisissons arbitrairement une forme différentielle w, dans la composante connexe de A*(E)\{0}
associée a I'orientation. Pour chaque forme différentielle w € Q4(U), on définit son intégrale par la

o= / RIS

ol ¢ est un isomorphisme de E sur R? tel que (¢7!)*(wy) = Aday A -+ Adzg avec X € RY.

formule

Les contraintes dans cette définition font que les jacobiens des isomorphismes de transition
¢ = 1 o p~! seront toujours de signe positif, ceci non seulement indépendamment de ¢ et de v,
mais également indépendamment de la forme w, choisie dans l'orientation de E .

3.3.2-2. Remarque: une subtilité supplémentaire : La définition de I'intégrale sur R comporte
en fait deux choix arbitraires (bien que devenus canoniques). D’une part : l’orientation canonique de
R<, liée & son repere canonique qui privilégie la forme dx; A -+ A dxg; et d’autre part : la mesure du
volume du parallélépipede de cotés donnés par les vecteurs de la base canonique dont on demande
qu’il soit égale & 1 (choix sous-jacent & l'intégrale de Riemann-Lebesgue).

La subtilité apparait lorsque 1'on réalise que l'intégration sur un espace vectoriel quelconque (telle
que nous l'avons introduite) n’a fait intervenir que le probléme d’orientation et qu’aucun choix
supplémentaire n’a été nécessaire... La réponse a ce mystere se trouve tres précisément dans l'in-
terdépendance entre “la formule de changement de variables” et les morphismes “images inverses”. Ce
lien fait que 1’“image inverse” propage le choix de la mesure du parallélépipede de la base canonique
de R? & tout autre espace vectoriel, mais seulement au signe prés. Et c’est justement pour “détermi-
ner” ce dernier qu’il suffit de fixer une orientation sur l’espace vectoriel ; le caractere intrinseque de
I'intégrale est ainsi assuré.

3.3.2-3. Exercice: Montrer que dans la définition de P'intégrale sur QZ(U), ot U est un ouvert d'un
R-espace vectoriel orienté F, il suffit de prendre un difféomorphisme ¢ : U — V sur un ouvert V' C
R tel que le (¢71)* (wy) () = Adzy A--- Adwg avec A € R%, pour tout @ € U.

3.3.2-4. Exercice: Montrer que sous les hypotheses en cours, l'application fU : Q4U) — R est
R-linéaire.

3.3.3 Théoréme de Stokes faible. Le théoreme de Stokes que 'on pourra consulter dans [B-
T,A-M-R,Ber] concerne les variétés a bord (que nous n’allons pas introduire) et donne un résultat
plus précis que celui dont nous aurons besoin dans ce cours. Voici la version affaiblie de ce théoreme
que nous utiliserons :
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3.3.3-1. Proposition: Soit U un ouvert d’un espace vectoriel orienté FE. de dimension d. Pour
toute forme différentielle & support compact w € Q4~1(U), on a:

/Udd—l(w) =0

En particulier, I'intégration sur U induit une forme linéaire :

/ H (U) R
U

Démonstration: Comme les morphismes d’image inverse sont compatibles a la différentielle des formes
différentielles et transforment cobords en cobords, nous pourrons supposer £ = R?. On a l’équivalence
QIL(U) = € (U) @r AT H(R?) (cf. exercice 3.2.1-4) qui nous permet de nous limiter & vérifier 'assertion
pour une (d — 1)-forme différentielle de la forme w = fdxg A -+ Adzg, ot f est & support compact dans U.
On a:

of

dg_1(w) = a—xldxl/\d.rg/w--/\dmd,

oo oo a
/dd,l(w)z/---/ 8—fdx1/\dx2/\---/\dxd
U — o0 — oo 971

oo oo +oo
:// (/ ifdxl) dzs - A dg
coo oo N 011

ol le terme entre parentheses est la fonction nulle sur R4~! puisque f a été supposée de support compact. m

et alors

3.4 Formes différentielles et cohomologie de de Rham sur les variétés

Dans cette section nous allons montrer comment les considérations des paragraphes précédents
se généralisent au cadre des variétés différentiables. Nous aurons besoin, a la fois, de nous affran-
chir de 'hypothese des “ouverts d’un espace vectoriel”, et de recoller des structures algébriques de
fagon a généraliser le formalisme des formes différentielles et leur de intégration.

3.4-1. Définition: Soit M une variété différentiable de dimension d et d’atlas de définition A =
{(Uqa, 9a) tacu- On appelle «m-forme différentielle sur M » la donnée d'une famille w = {wq }aca de
m-formes différentielles sur R vérifiant «la condition de recollement» suivante :

[3.4-1.1. Condition de recollement pour les formes différentielles |: Pour chaque couple d'indices ., 3 €
2, tels que U, NUg # &, on a:

Wal g Uns) = D0 (W8l s (01s))

ol ¢, est I'application de transition pgo o *.

On note Q™ (M) I'ensemble des m-formes différentielles sur M.

3.4.1 Caractére intrinséque de Q*(M). Dans la définition que nous venons de donner, le
choix de l'atlas A intervient explicitement puisque la condition de recollement est “indexée” par
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les cartes de A. Notons provisoirement par Q™ (M) 4 'ensemble des formes différentielles obtenues
relativement & latlas A. Soit A’ un atlas de M compatible a A ; nous allons construire une bijection

canonique :
QT (M) 4= Q" (M)u

Soient w € Q™ (M) et (V,1)) une carte de coordonnées de A’. Notons alors wy, € Q*(R%) la
forme différentielle définie “point par point” de la maniere suivante: Pour chaque £ € R%, on
choisit une carte de coordonnées (Us, ¢o) de A telle que U, > ¥~!(x). L’application ¢ o ¢)~! est
alors définie sur un voisinage de x, ce qui nous conduit & poser :

wy =def (Pa 0P (wa)

sur le voisinage de & en question. Assurons-nous maintenant de 1'unicité locale de cette définition.
La méme procédure, a partir d’une autre carte (Uy, ¢o/) de A, nous emmenera a comparer

(Pa 09 ™) (wa) et (paroy™) (war),

ou, ce qui revient au méme, a comparer :

wa et (Youg!) (pa oy (wa), (0)

or, (Yo 1) (par 0 1) = (0ur 0 p1)*(*) et la condition de recollement relative a A nous assure
que les formes différentielles () coincident sur un voisinage de ¢ o ¢~!(zx).

Notre définition “point par point” de w,y est donc bien indépendante du choix de cartes de A

(elle est donc intrinseque relativement & 1), de plus la “cohérence locale” de différentes définitions
garantit également la différentiabilité de wy,.

. o . : .

Ceci étant si A" = {(Vj3,v5)}pen, nous avons la famille {wy, }se dont nous devons vérifier
la condition de recollement pour nous assurer qu’elle représente bien une forme différentielle de
Q™(M) 4. Cela se fait, de maniere élémentaire mais laborieuse, en suivant les procédures des para-
graphes précédents. Nous laissons au soins du lecteur courageux de mener a bien cette vérification.

Nous aurons ainsi défini une application canonique :
Oua: Q" (M)g — Q" (M) u -

On vérifie alors les identités O(A", A") 0o O(A, A) = O(A", A) et O(A, A) = id, qui prouvent le
caractere intrinseque de Q*(M).

3.4.1-1. Définition : Soit M une variété de dimension d et d'atlas complet A = {(Uq, ¥a)}aeca, pour
W = {Wa taeu € Q™(M), la forme différentielle w, € Q™(RY) est appelée «le représentant de w dans
la carte (Uy, ©q) ».

3.4.1-2. Remarque: Les paragraphes précédents donnent les détails de la construction du fibré
A*T (M) des formes alternées sur la variété M. Nous aurions donc fort bien pu lintroduire tres

2 Nous utiliserons la notation f = g pour indiquer que f et g coincident sur un voisinage d’un point sous-entendu
dans par contexte.
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rapidement par la méme idée de la remarque 3.2.1-5, mais nous verrons que les précisions supplémen-
taires données dans les descriptions locales explicites des formes différentielles, nous seront de toutes
facons indispensables pour introduire et bien comprendre le concept d’orientation d’une variété et sa
nécessité pour l'intégration.

3.4.2 Structure d’algebre différentielle graduée sur Q*(M). Les différentes opérations sur
les formes différentielles que nous avons introduites lorsque M est un ouvert d’un espace vecto-
riel trouvent leur pendant dans le cadre des variétés différentielles. Cela résulte du fait que les
morphismes “image inverse” respectent la structure d’algebre différentielle graduée des formes
différentielles.

Voici, a titre d’illustration, comment on procede pour définir la somme de deux formes différen-
tielles w,w’ € Q* (M), puis la différentielle d(w) :

Soit A un atlas de la structure différentiable de M indexé par un ensemble 2A. Par définition,
W = {Watacu et W = {W }aen sont des familles de formes différentielles sur R? vérifiant des
conditions de recollement. On considere alors la famille

(W) = {wa + W, tacu

et la compatibilité des “images inverses” vis-a-vis de I'addition montre que les conditions de re-
collement seront également satisfaites par w + w’, d’ou la définition de la somme de deux formes
différentielles.

De méme, la condition de recollement sur la famille {d(wq)}aen s’écrit :

d(wﬁ) = ¢E,o¢ (d(wa)) 9

pour tous «, 8 € A, et la relation de commutation de la proposition 3.2.3-4 montre que la famille
{d(wq)}aen définit bien une forme différentielle sur M, on la note d(w).

En procédant de la méme maniére pour toutes les autres opérations, on obtient la structure
de R-espace vectoriel des Q™ (M), puis la structure de R-algébre graduée anticommutative de
Q" (M) := Dpmen Q™ (M), et enfin, celle d’algebre différentielle graduée (Q*(M), d,).

3.4.3 Formes différentielles & support compact. Soit w € Q™ (M), on dit que z € M est un
«zéro de w» lorsque la condition d’annulation suivante est vérifiée :

II existe une carte (U, p) de M, telle que x € U et w,(p(x)) = 0.

La condition de recollement montre alors que si x est un zéro de w, la condition d’annulation sera
vérifiée par toute carte dont le domaine contient x. L’ensemble des zéros d’une forme différentielle
est donc intrinseque et son adhérence, notée |w|, est appelée «le support de w». On a:

3.4.3-1. Proposition: Le sous-ensemble Q:(M) C Q*(M) des formes différentielles & supports
compacts est une sous-algébre différentielle graduée de (0 (M), d..).
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3.4.3-2. Définition: Le complexe (*(M),d,) est appelé «le complexe de de Rham de M » et sa
cohomologie Hjy, (M), «I'algebre de cohomologie de de Rham de M ».

Le complexe (QF

“(M),d,) est appelé «le complexe de de Rham des formes différentielles a support

compact de M » et sa cohomologie HBR,C(M)’ «|'algebre de cohomologie de de Rham a supports
compacts de M ».

3.4.4 Image inverse des formes différentielles sur les variétés. Soit f : M — N un
morphisme de variétés différentiables et soit w € Q™(IN). Nous allons définir la forme différen-
tielle f*(w) € Q™ (M), «image réciproque par f de w». Il nous faudra pour cela choisir un atlas
A = {(Uqa, pa)}aeu de la structure différentiable de M et associer & chaque o € 2 une m-forme
différentielle sur R¥™)  puis, vérifier les conditions de recollement.

On procede alors suivant les mémes idées qui nous ont permis de montrer le caractere intrin-
seque de Q*(M). Pour chaque a € 2 et chaque point & € RUM) on choisit une carte (V1) de
N contenant le point f(p,'(x)). L’application ¢ o f o ¢ ' est alors définie et différentiable sur un
voisinage de & & valeurs dans R“™). On pose

@ 1= (o f o) (wy)

ol wy, dénote le représentant de w associé a la carte (V). Le caractere intrinseque de cette
définition résultera de comparer :

(o fop ) (wy) et (o fopr) (wy)

ou (V' ') est une autre carte de IN possible. Or, la condition de recollement sur N assure I’égalité
(locale) wy, = (1" 0 ™) * (wy), d’olt

Wofop ) (wy)=@ofop ) (W o™ (wy) = (¥ ofopy!) (wy)
ou les égalités sont a prendre au sens local.

La forme w, est donc bien définie et différentiable pour chaque o € 2. Reste maintenant a
vérifier la relation de recollement pour la famille {w, }aea ce que nous laissons en exercice pour le
lecteur courageux. On pose alors f*(w) = {wa }aen-

Une fois ce point fixé, on peut dégager un principe pratique de travail qui simplifie les vérifica-
tions (et surtout I’écriture). Il résulte d’observer que le choix des atlas est inessentiel pourvu que
l'on reste dans la méme classe d’atlas. Par exemple, si f : M — IN est un morphisme de variétés
et si A = {(Vo,0or) fver est un atlas de N, il est avantageux de prendre pour M un atlas
A ={(Uq, pa)}acu de telle sorte que le recouvrement {U, }qeq soit subordonné au recouvrement
ouvert {f 1 (V) }wea (cf. exercice 2.1-7). Les propositions suivantes peuvent, par un tel choix

d’atlas, étre aisément prouvées et sont laissées en exercice.

3.4.4-1. Proposition: Soit f : M — N un morphisme de variétés différentiables, le morphisme

image inverse
ffiQ(N) = Q(M),
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est un homomorphisme de R-algébres graduées (de degré 0). Il induit donc un homomorphisme de
R-algebres graduées
f*: Hppr(N) — Hpg(M).

3.4.4-2. Proposition: Soient f; : My — M et fo : My — M3 des morphismes de variétés
différentiables et soient f; : Q*(M;i1) — Q*(M;) les morphismes “image réciproque” induits.
Alors:

(oo fi)' =fiofs.

Fonctorialité du complexe de de Rham et de la cohomologie de de Rham des variétés.
La correspondance de la catégorie des variétés différentiables Diff vers la catégorie des R-algébres
différentielles graduées anticommutatives (resp. des R-algebres graduées anticommutatives) qui as-
socie & une variété différentiable le complexe de de Rham (Q*(M),d,) (resp. la cohomologie de de
Rham H}\p(M)), et & un morphisme de variétés, le morphisme image inverse, est fonctorielle et

contravariante.

§4. Orientabilité et intégration sur les variétés

Dans le but de généraliser l'intégration aux variétés différentiables nous aurons besoin des par-
titions de 'unité et de la notion d’orientation pour une variété. Nous commengons donc par un
rappel rapide de ces notions.

4.1 Partition de ’unité et variétés paracompactes

Sur un espace topologique X, on appelle «partition de I'unité» une famille {P, }nen de fonctions
continues P, : X — R (*), appelées des «fonctions de partition », telle que:

a) Pour tout « € X, il existe un voisinage V,, 3 @ tel que le sous-ensemble des indices o € A véri-
fiant po [y, # 0 est de cardinal fini (on dit que la famille des fonctions {4 }aca est «localement
finie »).

b) Lorsque la condition précédente est vérifiée 'expression ) .o Po représente une fonction con-
tinue X — R, , on demande alors que ) .o Po = 1x (fonction constante de valeur 1).

La notion de partition de 'unité dans la catégorie des variétés différentiables est la méme a ceci
pres que l'on exige aux applications de partition d’étre des morphismes (i.e. différentiables).

4.1-1. Définition : On dit qu'une variété M «admet des partitions de |'unité » lorsque pour tout ouvert

U C M et pour tout recouvrement ouvert U = {Ug}gey de U':

a) il existe une partition de I'unité {Pg}gen «subordonnée a U », i.e. telle que le support de Pg est
contenu dans Ug, pour tout 3 € ‘B.

% On note Ry I'ensemble des nombres réels ¢ non négatifs i.e. tels que ¢ > 0.
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b) il existe une partition de 'unité {P, }aea, dont les supports des fonctions de partition sont compacts
et contenus dans les ouverts de U ; plus précisément, pour chaque o € 2, il existe § € B tel que
|palpha| C UB

On démontre alors le théoréme suivant (cf. [Ber] page 118):

4.1-2. Théoreme: Une variété séparée et séparable admet des partitions de 'unité.

l4.1—3. Avertissement ]: A partir de maintenant, nous supposerons les variétés séparées et séparables,
sauf mention explicite du contraire.

4.1-3. Exercice: Toute sous-variété de R?, ainsi que toute variété quotient séparée de R%, admet des
partitions de 'unité.

4.1-4. Exercice: Montrer que la droite réelle avec l'origine dédoublé de I'exemple 1.3-3 (variété non
séparée) admet des partitions de I'unité.

4.1-5. Lemme (et exercice): Soit M une variété différentiable admettant des partitions de I'unité.
Pour toute partie fermée K C M et toute famille d’ouverts U = {Ug }aen recouvrant K, i.e. telle
que Ugeq Uy 2 K, 1l existe une famille localement finie {P3}gcn de fonctions de partition a sup-
port compact telle que Zﬂe% Pg = 1 sur un voisinage de K, et telle que, pour chaque 3 € B, il
existe a(3) € A vérifiant |Pg| C Uy (p).

Lorsque K est une partie compacte de M, 'ensemble B sera de cardinal fini.

4.1-6. Définition: La famille de fonctions de partitions {Pg}gen du lemme précédent sera appelée
«une partition de I'unité de M d'un voisinage de K subordonnée au recouvrement U de K ».

4.2 Variétés orientées

Rappelons qu’un difféomorphisme entre deux ouverts de R¢ est dit “orienté” ou qu’il “conserve
Porientation”, si le signe de son jacobien est constant et positif (cf. définition 3.3.1-1).

4.2-1. Définition : Soit M une variété différentiable.

a) On dit qu'un atlas A pour M est «orienté» lorsque les applications de transition sont orientées.
b) On dit que la variété M est «orientable» si elle admet un atlas orienté.
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4.2-2. Définition: Lorsqu’une variété M est orientable on dit que deux atlas orientés de la structure
de M «définissent la méme orientation » si leur réunion est encore un atlas orienté.

On munit de cette maniére la famille d’atlas orientés de la structure de M d'une relation d'équiva-
lence. Chaque classe d'équivalence d'atlas orientés est appelée «une orientation de M ».

Une variété orientable munie d'une orientation est appelée «variété orientée ».

4.3 Intégration sur une variété orientée

Sur une variété orientable M de dimension d, le choix d’une orientation va nous permettre de
donner un sens intrinséque a l'intégrale d’'une forme différentielle de degré d et a support compact.

| seton —r,

sera alors une forme linéaire de QZ(M), i.e. appartient & Homg (Q4(M); R).

L’application, notée :

La définition de l'intégrale procede en deux étapes:

Int-1) Intégrale des d-formes différentielles & support compact contenu dans un domaine
de carte.
Soit (U, ¢) une carte de M et soit w € QZ4(U) de représentant dans la carte en question
de la forme: f(x1,...,24)dxy A+ Adxg. On pose alors:

/w—/ / flxy,...,zq)dxy ... day. (¢)

Cette définition associe & la forme différentielle w le nombre réel [ W qui dépend, a priori,
de la carte (U, ¢) choisie.

Soit maintenant (V1)) une deuxieme carte de M telle que |w| C V. Soit ¢ : (V) — ¢(U)
le difféomorphisme de transition (entre deux ouverts de R?), le représentant de w associé &
la carte (V) est, par définition, la forme différentielle

D¢

Lj

& (f(@) dzr A - A deg) = f(6(T)) det(a )da:l dzy,

de sorte que l'on aura, par la formule de changement de variables :

/_Z'/:f(f)d”l”'dﬂfdZ/_Z'/_Zf ‘dt(aj;>‘dx1---d$d

et donc la formule (¢) aura bien un sens indépendant de la carte dont le domaine contient

le support de w, si et seulement si, ’application de transition ¢ préserve 'orientation.

Nous voyons donc comment la donnée d’un atlas orienté permet de donner un sens intrin-
seque a l'intégrale d’'une forme différentielle & support compact “assez petit”. Nous avons

donc bien une forme R-linéaire intrinseque :

/M QUU) — R
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pour tout ouvert U, domaine de carte de M (*).

Int-2) Intégrale des d-formes différentielles & support compact arbitrairement grand.

Soit maintenant w € Q4(M). D’apres le lemme 4.1-5 appliqué au compact |w|, il existe
une partition de 'unité finie d’un voisinage de |w| subordonnée aux ouverts des cartes de
M ; notons-la P = {py,...,P.}. Nous considérons alors la décomposition :

T
w= E Pjw,
J=1

fre=2 e

ol les intégrales du terme de droite sont déterminées par le procédé ((1)) ci-dessus, puisque

et posons:

les formes différentielles concernées sont a supports compacts contenus dans des ouverts de
cartes de M.

Montrons que le nombre réel fp w est indépendant de la partition P. Si P’ = {p},..., 0L}
est une autre famille (finie) de fonctions de partition dont la somme est égale a 1 sur un

voisinage de |w|, on aura:
r r r r r roor
S [ o= [ n(Xane) =3 [ (L rne) =33 [ mow
j=1"M j=1"M k=1 j=17M " =1 k=1"M

ou la derniere égalité découle de la linéarité de I'intégration sur les formes a supports com-
pacts contenus dans un méme domaine de carte. Comme le dernier terme de droite est
symétrique en j et en k, nous aurons 1’égalité :

T 'r'
w = Piw = /pkw::/w.

Ces procédés permettent donc d’associer & toute forme différentielle w € QZ¢(M) un nombre
réel bien déterminé, on le note |, umw € R. La vérification du fait que I'application :

/M (Q4(M) —R

est R-linéaire est aisée et laissée aux soins du lecteur.

4.3-1. Remarque: Un changement d’orientation de M n’aura d’autre effet, lorsque M est connexe,
que d’inverser les signes des intégrales.

4.3-2. Remarque: Il est utile d’observer que ces considérations sur I'existence de 'intégration sur
les variétés différentiables peuvent étre condensées en un seul et unique diagramme de la maniere
suivante.

% T’aspect non trivial dans cette assertion vient du fait que des cartes différentes peuvent avoir le méme domaine
de définition.
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Soit A = {(Ua, Pa)tacy un atlas pour M. Pour deux ouverts U, C U,, notons 2 : Q4(U,) —
Q4(Uy) (et méme ¢, lorsque U, est M) Iapplication qui associe & une forme différentielle & sup-
port compact dans U, son prolongement par zéro dans U, ; notons aussi U, l'intersection U, N Uy.
Considérons alors le diagramme :

d ) d P d
D, 2 Wes) —— D, _, 0V —E— (M) — 0

apBet ¢ _
sf 0 ©

I'e
R
ou les opérateurs X et ¢ sont définis par linéarité a partir de leur action sur chaque composante des
sommes directes, par:

Y(wa) = ta(wa), pour tout w, € Q(Uy);

O(wap) = Lgﬂ(waﬁ) —15(wap), pour tout wag € Q¢ (Uqp) -
On a Y od =0, et la premiere ligne de (x) est un complexe (on aura reconnu 'extrémité de la suite
de Mayer-Vietoris (c¢f. section 5.1) pour les formes différentielles & support compact). Ce complexe est

exact, i.e. ¥ est surjective et ker(X) = im(d) (vous devriez démontrer entierement cette assertion au
moins une fois dans votre vie).

D’autre part, pour chaque a € 2, le groupe Q%(U,) est (par définition) 1’espace vectoriel réel des
d-formes différentielles (& support compact) définies sur I'ouvert ¢, (Uy) de R?. Toute forme différen-
tielle w € Q4(U,) se représente donc, de maniére canonique, sous la forme w :: f(Z)dzy A --- A dag,
ot f € C®(¢a(Uy)). Lapplication [ est alors Popérateur qui associe & w l'intégrale de Riemann-
Lebesgue de la fonction f.

Le probleme de l'existence d’une intégrale sur M s’exprime alors par 'interrogation suivante :

“Quelle condition doit satisfaire un atlas A pour que, dans le diagramme (x), I'opérateur ) fa s’an-
nule sur I'image de § 77

Et la réponse est: “L’atlas A doit étre orienté (i.e. les jacobiens des applications de transition doivent
étre tous positifs).”

4.4 L’intégration des classes de cohomologie & support compact

Supposons M orientée et admettant des partitions de I'unité. Pour tout w € Q4(M), cobord
d’une forme différentielle v également a support compact, on a:

/Mw/Mdy/M;d(pau)%:/Md(pay)o (o)

ol {P,} désigne une partition de 'unité finie & supports compacts d’un voisinage de |v| subordon-
née a atlas orienté de M, et ou la derniere égalité de (¢) résulte du théoreme de Stokes faible
pour les ouverts R? (cf. proposition 3.3.3-1). L’opérateur J[5, induit, par conséquent, un opérateur
linéaire sur la cohomologie de de Rham a support compact de degré d de M :

/ : Hjp (M) — R
M

4.5 Morphisme de dualité

Soit M une variété orientable de dimension d admettant des partitions de 1'unité. Pour chaque
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r € N, tel que r < d, 'application :

D(M), : " (M) — Homg (Q%" (M), R)

w — (l/r—>/ w/\l/)
M

est lindaire et bien définie. Lorsque w = d,_1 (i), on a (toujours par Stokes faible)
DM, (drs)) = [ drali) A
— [ sty = (0 [ pndas)
M M
— (1 D(

M)r—l (N) (dd—r(l’)) 5

il s’ensuit que lorsque les formes différentielles w et v sont toutes deuxr des cocycles, le nombre
D(M),(w)(v) ne dépend que des classes de cohomologie qu’elles définissent. L’application D(M ),
induit donc bien une application linéaire :

D(M), : Hpy (M) — Homg (H3:" (M);R) .

Le théoreme de dualité de Poincaré, que ’on démontrera ultérieurement, affirme précisément que

D(M), est un isomorphisme.

4.5.1 Naturalité du morphisme de dualité. Soient V C U deux parties ouvertes de la variété
orientée M et considérons-les munies de leur structure de variété orientée induite par M. Notons
Lg : V' — U linjection canonique. On dispose alors de deux morphismes d’algebres différentielles
graduées de formes différentielles.

. . * s 2 ’ . . N
Le premier: 'mage inverse ¢{,", appelé également dans le cas présent «la restriction de U & V », et
noté aussi p‘[f :

*

P r(U) s (V).
On a la relation p‘[,JV = p}fv o pg, pour tous ouverts W CV CU C M.
Le second : le«prolongement par zéro», noté L‘lf! :

W s (V) —— Q(U)

qui associe a une forme différentielle w a support compact sur V la forme différentielle o définie
par wl, = w et w(u) = 0, lorsque v € U\V. Ce morphisme respecte évidemment les struc-
tures d’algebres différentielles graduées et vérifie la relation LI[,]V! = Lg! ) LI‘,/V!, pour tous ouverts
WCVCcUCM.

On aura donc, par adjonction :
W, - Homg (Q(U); R) —— Hompg (Q%(V); R)

et donc L%,v = LK/,V o Lgﬁ pour tous ouverts W CV C U C M.

Le lemme qui suit releve alors d’une simple vérification.

4.5.1-1. Lemme: Soient V' C U des ouverts d’une variété orientée M de dimension d. Le dia-
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gramme des morphismes de dualité de Poincaré

D), .
Hpn(U) —2, Homg (HZ" (U); R)

\%
p\ql lbgz

. D(V), L,
Hpg(V) ——— HomR(H]CJlR,c(V);R)

est commutatif, quel que soit 0 < r < d.

4.6 Variété d’orientations d’une variété différentiable

Soit M une variété différentiable de dimension d et d’atlas complet A = {(Uy, o) }aca- Posons
comme dans la section sur les variétés abstraites (2.8.2), A(d) := H,eq R? et notons A(d), la
composante connexe de A(d) correspondant a 'indice a.

Soit R la relation d’équivalence dont le graphe est la réunion des graphes des applications de
transition entre les différentes cartes, i.e. si Uyp # @ la trace de Gr(R) sur la composante connexe
A(d)oxA(d)s est le graphe de I'application ¢s 4 : Pa(Uas) € R — 5(Uss) C R? définie par
®8.0 = P o y". Nous avons alors un isomorphisme canonique de variétés:

R M } & Ad)/R =+ M
Ta — @y (Ta)

Notons maintenant R, la relation dont le graphe est la réunion des parties “orientées” de graphes
des applications de transition ; plus précisément, une application de transition ¢g o : pa(Uag) —
©s(Upq) établit une bijection entre les composantes connexes de ¢qo(Uag) et celles de pg(Uga)
et sur chacune d’elles, le signe du jacobien sera constant. On appellera «composante orientée de
¢3,o» chaque restriction de ¢g, & une composante connexe de ¢, (Uyg) sur laquelle le signe de
son jacobien est positif. On définit R, comme la relation dont la restriction du graphe a ’ouvert
A(d)axA(d)g est la réunion des graphes de composantes orientées de ¢g o

La relation R, est une équivalence. En effet, la symétrie, réflexivité et transitivité proviennent
respectivement de ce que, pour tous a, 8 € 2, et sur chaque composante connexe de 'ouvert de
définition :

* @n,q = idga est orientée;

. s . : ) .

* @3, est orientée, si et seulement si, ¢q g l'est;

* si ¢y 3 et ¢, sont orientées, alors la composée ¢ o = ¢~ 3 © @3, €st encore orientée.

Enfin, Gr(R,) est une réunion de composantes connexes de Gr(R) et est, par conséquent, une

sous-variété de A(d)x.A(d) de dimension d. L’application du théoreme de Godement donne alors
une variété A(d)/Ro et un morphisme étale de variétés:

@ A(d)/Rer — A(d)/R = M.

4.6-1. Proposition : Sous les hypothéses en cours, la variété A(d) /R est canoniquement orientée
et ¥ est un revétement a deux feuillets de M.
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Démonstration: La construction de la variété A(d)/R., repose sur des données canoniquement attachées
a M, en particulier son atlas de définition est canonique et les morphismes de transition (ce sont ceux dont
les graphes constituent la relation R,,) sont orientés par construction. L’atlas de définition de la variété
A(d)/Ror est donc canonique et orienté.

Avant de démontrer la deuxieme partie de la proposition faisons quelques observations élémentaires sur les
espaces topologiques quotients.

Soit X un espace topologique muni d’une relation d’équivalence notée ‘~’. Soit £ : X — X une involution
~-compatible, i.e.
& =idx et &(x1) = &(z2) pour tous x; et xo vérifiant z1 ~ xo

L’application ¢ induit alors une involution = sur X /~, d’ol le sous-groupe G := {id,Z} C Homéom(X /~).
L’espace (X /~)/G est alors isomorphe & l'espace X /~¢, ol la relation ~¢ est définie par

Ty ~g Ty, sietseulement si, x ~xo ou z ~ &(z2)
en particulier, si 'on note & Uinvolution de X x X définie par & (z,y) := (2,£(y)), on a
Gr(Re¢) = RU&(R), (o)
et ’on prouve aisément alors que

= possede un point fixe, si et seulement si, R N &(R) # 2.

Appliquons ces remarques a Uespace A(d), la relation R, et I'involution £ : A(d) — A(d) définie de la ma-
niere suivante : Soit € : R — R? Iinvolution linéaire de R™ définie par e(xy, s, ..., 24) = (—21, 22, ...,Tq),
et définissons I'involution € de ’ensemble d’indices 2, en posant, pour toute carte (Uy, po) de A:

(Us(a)7 @e(a)) = (Uaa €0 Soa) .

On définit € = A(d) — A(d) par ses restrictions aux composantes connexes de A(d). La restriction de £ a
louvert A(d), sera, par définition, Papplication identique de A(d)o — A(d)e(a)- La compatibilité de & & Ry
se lit dans l'inclusion ({x€)(Ror) € Ror qui est immédiate puisque ¢g o = €0 @z (8),5(a) © €

La remarque fondamentale maintenant est que le graphe de R est partitionné en:
Gr(R) = Gr(Ror) H & (Gr(Ror))

dont on déduit que le groupe G = {id,ZE} opere sans point fize sur la variété A(d)/Ro, (et donc de fagon
proprement discontinue) et que la projection canonique ¥ : A(d)/Ror — A(d)/R est tres précisément la
projection quotient A(d)/Ror — (A(d)/Ror)/G = A(d)/R. L]

4.6-2. Définition: Soit M une variété différentiable de dimension d, et considérons le fibré vectoriel

de rang 1:
7 AT (M) - M. 1.

On appelle «variété d'orientation de M », et on la note Or(M), I'espace total du revétement associé a
la fibration AT (M)\oo(M) — M, ol oy désigne la section nulle du fibré (1).

4.6-3. Proposition: Les revétements m : Or(M) — M et ¥ : A(d)/Ro — M sont canonique-
ment isomorphes.

Démonstration: Reprenons les notations et objets des paragraphes précédents. Un atlas pour le fibré
AT (M) est donné par la collection {A(d)n xR} 4en ol les applications de transition sont de la forme :

(‘rv >‘) = (¢ﬁ,a(‘r)7 J(‘bﬁ,ﬂ)(x) >‘) .
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Il est alors naturel de considérer I'atlas de AT (M )\ oo (M) donné par la réunion des familles {A(d) xR7 }aen
et {A(d)a XR* } 4o olt Vinspection de I'application de transition de A(d)q xR% vers A(d)zxR% se voit, sur
la premiére coordonnée, comme la composante orientée de ¢g, o, tandis que la transition de A(d), xR% vers
A(d)g xRZ% est donnée, toujours au niveau des premicres coordonnées, par la composante non orientée de

(;b,ﬁ N
La famille de toutes les projections canoniques :

p1 i A(d)axRE = A(d)a et p1: A(d)aXRE = A(d)e(a) 5

définit alors un M-isomorphisme canonique de Or(M) vers A(d)/Ror. L]

4.6.1 Critéres d’orientabilité.

Proposition: Soit M une variété de dimension d. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) M est orientable.

b) Le revétement de M par sa variété d’orientations est trivial.

Si de plus M admet des partitions de I'unité :

c) Il existe une forme différentielle de degré d nulle part nulle.

Démonstration :

(a)=(b). Les cartes d’un atlas orienté pour M sont trivialement des cartes de l’atlas canonique de Or(M);
ceci définit un plongement canonique de M dans Or(M) qui est une section du revétement d’orien-
tations. Comme ce dernier est & deux feuillets, le revétement est trivial.

(b)=(a). Lorsque le revétement de la variété d’orientations est trivial, la variété M peut étre plongée dans
Or(M) par une immersion ouverte de sorte que M est difféomorphe & un ouvert de Or(M) qu 'on
munit de l'orientation induite.

(a)=(c). Soit {(Ug, p)}pen un atlas orienté de M, et considérons une partition de I'unité {p,}y € € de M
a supports compacts subordonnée & B = {Ug}ges. Pour chaque v € €, il existe donc S(y) € B tel
que || € Ug(y). La forme différentielle w, = 0, ¢% ) (dz1 A--+ Adzg) étant & support compact
dans ouvert Ug(4) se prolonge par zéro & M tout entier. On pose alors w = - Wy Cette forme est
nulle part nulle. En effet, soit (Ug,, ¢g,) une carte de I'atlas orienté de M telle que les fonctions de
partitions non identiquement nulles sur U soient en nombre fini, notons leur famille {0,,,..., 0., }.
Le représentant de w pour la carte (Ug,, g,) s’écrit alors:

”
Wgy = Z ¢Z*(’Yk),ﬁo (piu-,) J(¢’3(7k)ﬁo) dry N Ndrg,
k=1

ou plest la fonction de partition sur ©8(v) (Up(yy,)) ™t définie par p., o apg(lw). Comme les appli-
cations ¢g(,),s, sont orientées les coefficients de la somme sont des fonctions positives oli nulles et
comme les P, constituent une partition de I'unité de M, le représentant wg, est nulle part nul.

(¢)=>(b). La donnée d’une forme différentielle nulle part nulle détermine une section globale du fibré
AT (M)\oo(M) — M .

On en déduit une section globale du revétement & deux feuillets Or(M) — M ; ce revétement est
donc nécessairement trivial. (]

4.6.1-1. Exercice: Une variété (connexe et) simplement connexe est orientable. En particulier, les
espaces projectifs P, (C) et P, (H) sont orientables (voir exercice 2.10-4).
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4.6.1-2. Exercice: Soient M et IN deux variétés orientables. Montrer que la somme amalgamée
M + N est également orientable.

4.6.2 Variété d’orientations d’une variété quotient.

Proposition : Soit G un groupe agissant sur une variété connexe et orientée P de facon proprement

discontinue et sans point fixe. Notons M := P /G, alors:

a) L’ensemble G, C G des transformations orientées est un sous-groupe distingué de G d’indice
un ou deux.

b) La variété P/G., est toujours canoniquement orientée.

¢) Lorsque [G:Gy| = 2, le revétement P/Go — M = P /G est isomorphe au revétement d’orien-
tations de M. En particulier, si G posséde des transformations non orientées, le quotient M
n’est pas orientable.

Démonstration :

a) Résulte immédiatement du fait que le jacobien d’une composition est le produit des jacobiens et que le
jacobien de I'inverse est 'inverse du jacobien.

b) Le point de vue de variété abstraite pour P/G,, met en évidence le fait que le graphe de la relation R¢,,
ne comporte que des graphes d’applications orientées. Ceci permet de voir que le revétement de la variété
d’orientations de Rg,, est trivial et donc que Rg,, est orientée.

¢) Evident. L]

4.6.2-1. Exercice: Montrer que I'application antipodale ¥ — —¥ n’est pas orientable sur la sphere
S™, si et seulement si, n est un nombre pair strictement positif.

En conclure que 'espace projectif P, (R) n’est pas orientable, si et seulement si, n est pair stricte-
ment positif.

4.6.2-2. Exercice: En utilisant la description du ruban de Mobius M et de la bouteille de Klein
K comme quotients de R%. Montrer que ces variétés ne sont pas orientables et calculer leur variétés
d’orientations. (*%)

4.7 Cohomologie de de Rham de la base d’un revétement
4.7-1. Lemme: Soit f : M — N une submersion surjective de variétés différentiables. Le mor-
phisme image inverse :

[ (N) — QY(M)
est une injection. L’algébre différentielle graduée (0*(IN), d.) est donc isomorphe & une sous-algébre
différentielle graduée de (*(M), d.).

25 Rep. : le cylindre S' xR pour M et le tore S'xS! pour K.
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Lorsque le morphisme f est, en plus, propre la méme assertion concernant les formes différen-
tielles a support compacte est également vérifiée.

Démonstration: Comme f est submersive et surjective, il existe, pour chaque y € N donné, une carte (V, )
de N, vérifiant y € V, et une carte (U, ¢) de M, vérifiant f(U) = V, telles que

Bofopl: RIM = RUN) g RIM)—dN) _, Rd(N)

est la projection canonique. En particulier, il existe un morphisme o : V — U tel que f oo = idy. Si
maintenant w € Q*(IN) est telle que f*(w) = 0, on aura

wly =" (f (wly)) =" (f"(W)ly =0,

et comme le choix de y € IN est arbitraire, la forme w est identiquement nulle. u

Dans cette section nous nous intéresserons plus précisément aux revétements de variété différen-
tiable 7 : P — M. Lorsque P (et M) est connexe, on démontre que chaque élément du groupe
G := Iso(w), d'isomorphismes du revétement 7, est entierement déterminé par son action sur une
fibre m~1(myg). Cette derniere est d’autre part entierement déterminée par un élément du groupe
fondamental IT; (mg, M) dont on sait qu’il agit de maniere transitive sur la fibre 7= (my). Il s’ensuit
que G agit de facon proprement discontinue et sans point fixe sur P et que ses orbites coincident
avec les fibres de m. La donné d’un revétement de variétés est donc équivalent & la donnée d’une
variété munie d’une action d’un groupe proprement discontinue et sans points fixes; d’ou 'intérét
de la prochaine section.

4.7.1 Cohomologie de Rham d’une variété d’orbites discrétes. Soit M une variété diffé-
rentiable munie d’'une action d’un groupe G proprement discontinue et sans points fixes. Pour
chaque g € G, notons v, : M — M la transformation v, : m — g-m. On a v, € Difféom(M) et
une action “induite” de G sur Q*(M) par les isomorphismes 7, d’algebre différentielle graduée.

Notons v : M — M /G la submersion canonique; 1'égalité v = v o v, pour tout g € G, montre
que pour chaque w € Q*(M/G), la forme différentielle v*(w) est G-invariante, i.e. vérifie:

V' (w) = 7, (v*(w)) pour tout g € G,

en particulier v* : Q*(M/G) — Q*(M) est une injection a valeurs dans la sous-ensemble Q*(M )%

des formes différentielles de Q* (M) invariantes sous l’action de G. La compatibilité des morphismes
image inverse v, a la fois avec la graduation la différentielle et la structure d’algebre anticommu-
tative, montrent que (Q*(M)%,d,) est un sous-algebre différentielle graduée de (Q*(M), d.).

4.7.1-1. Proposition: Soit G un groupe agissant de maniére proprement discontinue et sans
points fixes sur un variété différentiable M. Notons v : M — M /G la submersion canonique, le

morphisme

v QN (MG — (M) C (M)

établit un isomorphisme d’algébres différentielles graduées entre Q*(M /G) et Q*(M)C.

Démonstration: D’apres les préliminaires qui précedent, seul nous reste a vérifier que toute forme G-
invariante w € Q™ (M)€ est de la forme v*(w) pour une certaine forme @ € Q™ (M /G).
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Nous avons déja signalé le fait que v est un revétement donc un morphisme étale. Soit U C M /G un ouvert
de carte ; comme U est contractile, la restriction de v & 'ouvert v~1(U) donne un fibré trivial, donc isomorphe
a UxG. Notons alors o, la section de v correspondante a la feuille indexée par g € G. On a 0g,.4, = Vg, ©0g,
et donc:

®

0—92‘91 (w) = U;l (7;2 (w)) ’

en particulier, si w € Q*(M)€ les formes o, (w) définissent une méme et unique forme différentielle sur I'ou-
vert U. Il s’ensuit que, en faisant varier 'ouvert U, ces formes se recollent en une forme différentielle globale
sur M /G que nous allons noter . La forme v*(w) peut maintenant étre étudiée localement (par rapport &
M). En reprenant le méme choix d’ouvert U, on aura sur la feuille Ux{g} 'égalité

v (@) = v (o (w‘Ux{g})) =Wy

d’olt v*(w) = w. n

4.7.1-2. Exercice: Soit f : R — C? Dapplication ¢ — exp(2nit). Montrer que c’est un revétement
isomorphe & v : R — R/Z, ou Z opere sur R par m -t := ¢t +m. En déduire que:
QUSH =C*®(R)Z et QYSY) =C®R)dt,
ott C*®(R)Z est I'espace vectoriel des fonctions différentiables sur R périodiques de période 1.
Calculer la cohomologie de de Rham de R, puis de S!. Observer que le morphisme :
V" Hip(S') = Hpr(R)”,
induit par l'inclusion d’algebres différentielles graduées v* : Q*(S') — Q*(R), n’est pas bijectif.

Généraliser 1'étude précédente au cas tu tore T? = S'x --- xSt = R?/Z% (cf. exercice 1.5.1-4-(2)).

4.7.2 Cohomologie des invariants et invariants de la cohomologie. Lorsque un groupe G
opeére linéairement sur chaque terme d’un complexe différentiel gradué (C*, d.) de fagon compatible
a la différentielle d,, son action transforme cocycle en cocycle et cobord en cobord, de sorte que si
X et Y sont deux m-cocycles cohomologues, i.e. vérifiant (X —Y) € d,,_1(C™!), on aura, pour
tout g € G:

(g X = g- Y) €g- dm—l(Cmil) = dm—l(g ' Cmil) = dm—l(cmil) s

d’olt une action “induite” de G sur la cohomologie h*(C*,d,). L’inclusion canonique de complexes
te 1 ((CH¥,d,) = (C*,d,) induit un morphisme en cohomologie :

h(1), : K*((CHY,d,) — h*(C*,d,),

dont I'image est contenue dans le sous-espace h™(C*, d,)€ des classes de cohomologie G-invariantes.
Nous obtenons ainsi un morphisme canonique entre la cohomologie des invariants et les invariants
de la cohomologie :

R(CE,d) M hr (e, d)@

Reprenons maintenant les données du paragraphe précédent : M une variété différentiable munie
d’une action proprement discontinue et sans points fixes par un groupe G, et soit v: M — M /G
la projection canonique. On a les morphismes d’algebre différentielle graduée :

C

(Q(M/G),d,) —2— (U(M)€,d.) —— (9" (M), d.),
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dont on déduit par passage a la cohomologie :

Hiy(M/G) —%— b

(@ (M)%, d.) —— 1™ (2" (M), d.)* —— Hpp(M)® —— Hpp(M).
L’exercice 4.7.1-2 montre que le morphisme central n’est pas nécessairement bijectif. Le lemme

suivant d’algebre homologique donne une condition simple permettant de I'assurer.

4.7.2-1. Lemme: Soit G un groupe fini agissant sur un complexe différentiel gradué (C*,d,)
de R-espaces vectoriels par des automorphismes de complexe différentiel gradué, i.e. pour chaque
m € Z et chaque g € G :

(g:C™ = C™) € Endr(C™) et dm(g-X) =g dn(X), pour tout X € C™.

Notons v, : ((C*)¢,d,) — (C*,d,) I'inclusion canonique du sous-complexe des cochaines G-inva-
riantes de (C*,d,). Alors, I'application induite en cohomologie :

h(e). : K*((C*)€,d.) — h*(C*,d.),

est injective et son image coincide avec ’espace des classes de cohomologie G-invariantes. L’appli-
cation :

W ((CHE d) s (h(C*,d.))©

est donc un isomorphisme:

Démonstration: Pour chaque m € Z, notons %,, : C" — C™ D'opérateur R-linéaire :

1
X € 0™ Tu(X) = 1 > g X.
Gl =
On vérifie aisément que ,, o dy, = dpp 0 Xy et 2, (X) € (C™)F, pour tout X € C™. La composée des
morphismes de complexes différentiels :

((C*)G,d*) # (C*,d*) 3

— = ((C")%.d.),
est alors I'identité et l'injectivité du morphisme:
Wt ((C7)%,d.) —=— (*(C*,d.))€ C (h*(C*,d.))
en découle.

Montrons la surjectivité de h(¢).. Soit X € C™ un cocycle tel que sa classe de cohomologie soit G-invariante.
Ceci signifie que l’on a, pour tout g € G:

X —g-X€dp_1(C™1);
en additionnant ces expressions suivant tous les g € G, on obtient :

G X =) g- X €dpa(C™7Y),

geG

soit, X — ¥, (X) € d,,(C™~1), ce qui montre que toute classe de cohomologie G-invariante de (C*,d,) peut
étre représentée par un cocycle G-invariante, ce qui termine la démonstration du lemme.

vement premiers.

4.7.2-2. Remarque: Dans I’énoncé du lemme précédent, le corps R peut étre remplacé par un corps
arbitraire k. Lorsque la caractéristique ¢ de k sera positive, il faudra exiger que ¢ et |G| soient relati-
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4.7.2-3. Corollaire: Soit M une variété différentiable munie d’une action proprement discontinue
et sans points fixes par un groupe fini G, et soit v : M — M /G la projection canonique. Les
morphismes d’algebres différentielles graduées :

Hijp(M/G) 2 (Hpp(M)® et Hpp (M/G) = (Hpp (M))©

sont des isomorphismes.

§5. Suites exactes de Mayer-Vietoris

Nous introduisons dans cette section un instrument simple mais puissant pour “relier” des in-
formations locales de nature cohomologique en une information globale pour une variété. L’idée
de départ vient de comprendre le lien entre les complexes des formes différentielles et leurs coho-
mologies, pour : deux ouverts, leur réunion et de leur intersection. Ce lien est précisé par les suites
exactes de Mayer-Vietoris dans les propositions 5.1-1, et 5.2.1-6.

Comme exemple d’application de ces techniques, nous proverons dans le chapitre suivant la
dualité de Poincaré pour les variétés compactes orientables et montrerons que les dimensions des
groupes de cohomologie pour une variété compacte sont finies.

5.1 Suites exactes courtes de Mayer-Vietoris

Pour tout couple d’ouverts Wy C W, d’une méme variété différentiable M, nous avons défini les
morphismes d’algebres différentielles graduées :

p% Q') — QF (W) “de restriction de Wy & Wy ;
LW L Qe (Wa) — Qe (W) “de prolongement par zéro de Wy a W;”.
Des morphismes de ces types interviennent dans la construction des deux suites courtes, dites «de

Mayer-Vietoris », associées a la donnée de deux ouverts arbitraires U; et U de M :
UUU, . UjUUs Uy

0= QUL Ul 20 o on ) @ 0N () U0 O (U1s) = 0
w ————— (P (W), Pp P (W) (MV (U1, U2))
(w1, wa) pUu(wl) _pgfz(“&)
_ o oot
0= Q(Un) —2 o o) @it S, 0f (U, uT,) — 0
wo— (Lglm(w) Lgle(w)) (MV,(Uy,05))
(w1, w2) g (wr) + 1Y (wa)

5.1-1. Proposition: Pour toute variété M et toute paire d’ouverts (U, Us), les suites MV (Uy, Us)
et MV, (Uy, Us) ci-dessus, sont toujours exactes a gauches, et sont exactes lorsque la variété M
admet des partitions de I'unité. De plus, les morphismes sont des homomorphismes de complexes
différentiels (de degré zéro).
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Démonstration: Le fait que les morphismes commutent aux différentielles découle aussitot du fait que
toute combinaison linéaire de morphismes de complexes est encore un morphisme de complexe. Prouvons
maintenant 1’exactitude des suites degré par degré, fixons donc un entier naturel m € N.

Exactitude a gauche des suites MV (Uy, Us) et MV, (U, Us).

Soit w € Q™(U; U U,) telle que pgiUUZ (w) = 0. Comme w est une section d'un fibré vectoriel au-dessus de
Uy UUs, il est clair que cette application sera nulle, si et seulement si, chaque restriction w|,, est nulle; ceci
explique l'injectivité de la fleche de gauche de MV (Uy, Us).

L’injectivité de la fleche gauche dans la suite MV, (Uy, Uz) est immédiate.

Soient w; € Q™ vérifiant la relation wl\Um = WZ‘UQ (1), la forme différentielle w € Q™ (U; U Us) définie
par w(z) = w;(z), si € U;, est bien définie & cause de la condition (), et comme la différentiabilité sur une
réunion d’ouverts équivaut & la différentiabilité des restrictions & chaque ouvert, la section w du fibré vectoriel
A™T(U; U Us) sera différentiable.

Soient w; € Q7 vérifiant Lgiu U2 (wr) = ng;U U2|(w2). Comme le prolongement par zéro ne change pas le
SR ) ) . U; .
support, on déduit que |w;| = |ws| C Uiz et donc |w;| C Uz ; mais alors w; = LUllzl(wl‘Ulg) et 'exactitude de

la suite MV, (U1, Us;) en son terme central suit.

Exactitude a droite. Supposons maintenant que la variété M admette des partitions de 1'unité, et soit

{p1, P2} une partition de 'unité de 'ouvert U; U Uy subordonnée au recouvrement {Uy, U}, i.e. |p;| C U;.
Soit w € Q™ (Uy2) et considérons, pour chaque ¢ = 1,2, la section du fibré A™J(U;) définie par:

wi(z) = Pi(z)w(z), sizeUp
! N 0, sinon.

Observons alors que lorsque z € U;\Us, il existe un voisinage V,, 3 z, tel que p2(y) = 0, pour tout y € V ;
en particulier, la forme wo sera identiquement nulle (donc différentiable) sur Uy \Us et we € Q™ (Uy). Par un
argument parfaitement symétrique, on aura w; € Q™ (Us), d’ou:

POty (w2) + PE2, (1) = Paly, w + Py, w = (Pr+ P2)| 0 =w.

Le couple (ws, —wi) est donc bien un relevement de w € Q™ (Uyz) dans Q™ (Uy) @ Q™ (Us) et la fleche de
droite de MV (Uy, Us) est surjective.
Lorsque w € Q.(U; UUs), on considere

wi(z) = pPi(z)w(z), sizel;
! B 0, sinon.

de sorte que le support de w; vérifie: |w;| C |;| N |w| C U; et est compact ; en particulier, w;|,, € QI*(U;), et

Lg:UUQ,(wi\U,) = w;. On a alors:
LaUU?!(wl‘Ul) + Lg§UU2!(W2\U2) —w Hwy =w
et la fleche de droite de MV:(Uh U2) est surjective. .

5.2 Suites exactes longues de Mayer-Vietoris
5.2.1 Rappel d’algébre homologique. Dans cette section, on désigne par A un anneau com-
mutatif (avec identité multiplicative). Le livre [Bouy] est une excellente référence pour ce qui suit.

Catégorie de A-modules Z-gradués

On appelle «A-module Z-gradué» toute famille A* = {A™},,cz de A-modules (on note souvent
A" = Bpmez A™). Un «morphisme de A-modules Z-gradués» est alors la donnée d’une famille d’ho-
momorphismes de A-modules f, = {f, : A7 = AP'};nez. Ces données constituent une catégorie
abélienne notée Mod” (A); son élément nul est noté 0 et est représenté par la famille dont chaque
élément est le A-module nul.
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85.2 ALBERTO ARABIA 85

Catégorie de A-modules différentiels Z-gradués

Les objets de cette catégorie, que nous noterons C*(.A), sont les couples A = (A*,d(A).), ol A* est
un A-module Z-gradué, et d(A), désigne une famille {d(A),, : A™ — A™"}, 7 de morphismes
de A-modules vérifiant I’égalité d(A),,+1 0 d(A),, = 0, pour tout m € Z.

La famille d(A), = {d(A)m }mez est appelée «la différentielle du A-module différentiel A». La
terminologie «complexe différentiel de A-modules» pour référer a un A-module différentiel Z-gradué
est aussi employée dans la littérature et sera également utilisée dans ce cours.

Un «morphisme» entre les complexes différentiels (A*, d(A).) et (B*,d(B).) est un morphisme
fi : A* — B* de A-modules Z-gradués, vérifiant les relation de commutation

d(B)m o fm = frms10d(A)m, pour tout m € Z.

5.2.1-1. Exercice et notations: Soit f, : A* — B* un morphisme de complexes différentiels entre
(A*,d(A),) et (B*,d(B).). Montrer que les sous-.A-modules gradués {ker(f,,) }mez et {coker(fm) }mez
sont stables par d(A), et d(B), respectivement, et munis de ces différentielles ce sont des complexes
différentiels notés (ker(f)*, d.) et (coker(f)*,d.).

Les complexes différentiels de A-modules et leurs morphismes, constituent une catégorie abé-

lienne.

Foncteur de cohomologie

De méme que nous 'avons fait dans le complexe des formes différentielles, on appelle «m-cocycle
d’un complexe différentiel A = (A* d.)», tout élément X de A™ vérifiant d,,(X) = 0; leur
ensemble est noté Z™(A*, d,) (en abrégé Z"™(A)) et, di a la linéarité de d., c’est un sous-A-
module de A™. Les éléments du sous-A-module B™(A*, d,) := d,,_1(A™ ') C A™ sont appelés
(en abrégé B™(A)) «les m-cobords de (A* d,)». La relation d,, o d,,,—1 = 0 montre alors que
B™"(A*,d.) C Z™(A*,d,), pour tout m € Z. On définit «la cohomologie de (A*,d.)» comme le
module Z-gradué de cohomologie de (A*,d,):

EBBm

meZ

et 'on vérifie que lorsque f, : (A}, d1+) — (A3, da,) est un morphisme de complexes différentiels,
on a, pour chaque m € Z:

fm(Z™ (A7, dyy)) © 27 (Ay, day) et fn(BT(ALdy)) © BT (A, da,)

de sorte que f. induit un morphisme A(f). de A-modules Z-gradués entre les cohomologies :

* A27d2* % *
h Al’dl @ 3m @ me A27d2 *> =h (A27d2,*)
X mod 3m(A’{,d1’*) — fm( ) mod B™ (A3, ds..)

le lemme suivant se démontre aisément.

5.2.1-2. Lemme: La correspondance qui associe & un complexe différentiel de A-modules (A*,d,)
le A-module gradué h*(A*,d.), et a chaque morphisme de complexes f, : (A}, di ) — (A5, dy ) le
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morphisme de A-modules gradués h(f)., est fonctorielle additive et covariante de la catégorie

des complexes différentiels C*(A) vers la catégorie de A-modules gradués Mod%(A).

Catégorie des suites exactes courtes de complexes différentiels

Les objets de cette catégorie sont les “suites” de complexes différentiels de A-modules de la forme :
X f(A). , (A). ¥
0— ( 17d1,*) — (A27d27*) g—> (A37d3,*) —0 (0*)

ou f(A). et g(A). sont des morphismes de complexes différentiels tels que, pour chaque m € Z la

suite :

0 A" F(A)m AT 9(4)

= A= 0 (om)
de A-modules est exacte.

Un «morphisme de suites exactes de complexes différentiels de A-modules» est la donnée d’un

triplet (a4, a2, 3 ) de morphismes de complexes:

A). . A), .
0 (AL dr,) L% (A5 dy) 22 (AL dy) — 0

al,*J/ az,*Jr Ozg,*l

0 (B, d) L2 (Bsdy) 2P (B:,dy) — 0

tel que les sous-diagrammes de ce diagramme sont tous commutatifs.

En appliquant le foncteur de cohomologie a (¢, ), on obtient, pour chaque m € Z, la suite de A-
modules :

BT (AT dy ) S W (A d,) SO A, dy) (0m)

5.2.1-3. Lemme: Pour tout m € Z, la suite (0o,,) est exacte et dépend fonctoriellement de la

catégorie des suites exactes de complexes différentiels de A-modules.

Démonstration : Soit w € 2™ (A%, dy,.) et supposons que g, (w) € B™ (A%, ds ). 1l existe alors u € AF~!
tel que gm(w) = d3 m—1(1), et comme g,,_1 est surjective il existe w’ € AT vérifiant g1 (w') = p. 11
s’ensuit que:

9m (d2,m71(w/) - w) =Gdm (d2,mfl(w/)) — gm(w) = dB,mfl(.u) —gm(w) =0

et par l'exactitude centrale de (o), il existe v € AT vérifiant :
fm() =w—dom-1(w'),

et comme f,, est injective et que w—ds ,,,—1(w’) est un m-cocycle, v I'est également et sa classe de cohomologie
v & comme image par h(f),, la classe de w — da ,—1(w’) qui est bien @.

Enfin la dépendance fonctorielle des suites (¢¢,,) est claire d’apres les développements des paragraphes
précédents. n

5.2.1-4. Remarque: La méthode de démonstration du lemme précédent qui consiste a poursuivre
dans un diagramme des éléments, leurs images, relevements et différentielles est connu sous le nom de
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«chasse aux diagrammes». La démonstration en question peut étre visualisée par :

! Gm—1

W' 1

/ 9m
f d? m—1 (w ) m
0= veAl' o1 o ocap, o gm(w) € Ag" — 0
:}:fh.m I dopm Id; m

S+ Gm+1

dl,m (V) ¢ 0 - 0

Le morphisme de liaison
Soit la suite exacte courte de complexes différentiels de A-modules:

f(A

= (Af,d1s) == (A dye) = (A5, ds) = 0. (£(A),9(A))

Le but de ce paragraphe est de définir fonctoriellement par rapport a la catégorie des suites
exactes de complexes différentiels, des familles de morphismes {c(f(A), g(A))m tmez, dits «de liai-
son» :

h(f)m h(g)m

h™ (A7) h™(A%) A (AY) -=-=2E=-EE > hm“(A”{) Drmy hm“(A*) 9m R (AY)

rendant la suite longue résultante exacte.

La définition la plus élémentaire procede par une chasse aux diagrammes sur une suite exacte
de complexes donnée (f(A), g(A)).

L’idée & la base est la suivante: Soit w € Z™(A3) (un représentant d’une classe de cohomologie
de h™(Aj%,d(As3),)); comme g, est surjective, il existe un relevement p € AJ* de w. On a alors
gm+1(d(1)) = d(gm () = d(w) = 0 et donc d(u) et 'image par U'injection f,,1; d’un unique élément
W' € A™T! dont la différentielle sera nulle puisque f,, 12(d(w')) = d(frmi1(W')) = d(d(n)) = 0.

=" w e Z™(Az) — 0

d<A2>ml d<A3>ml (D)
w/ c Zam+1(A1)= fm+ d(u)- Im+1 0

On aura remarqué que dans cette procédure le seul choix non canonique concerne le relevement
de w. Or, du a 'exactitude centrale de nos suites, tout autre choix différera de p par un élément de
la forme f(e). Mais alors l'injectivité de f,, 1 permet de voir que le cocycle de Z™*!(A;) obtenu
sera w' + d(g).

e A I b fe) — I wezm(Ay) 2 0
d(Az)ml d<A3>ml (D2)
wl‘i’d(f) | fm+1 d( )+d(f(€)) | Im+1 0

Ce procédé permet donc bien de définir un homomorphisme de A-modules :

Zm+1 (Al)

. orm+l .
Cm ° Z (Ag) — 7Bm+1(A1)

Montrons maintenant que ¢, est nul lorsque restreint & B™(Aj3). Supposons w = d(¢) =, alors la
surjectivité de g,, 1 permet de relever  en un élément 1) € AY*~! de sorte que w = fo,(dm_1(1))).
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Nous pouvons donc prendre p = d,,—1(¢)) dans le diagramme (D), auquel cas d,, (1) = 0 et W’ =
0.

On note alors ¢,,(f(A),g(A)) Papplication induite par ¢, en cohomologie; elle sera appelée

«morphisme de liaison des suites de cohomologie associées & (f(A), g(A))». La correspondance :

m * cm(f(A),9(A)) m
(F(A), g(A)) ~ (W™ (A5, d.) “2EE2E (47 d.) )
dépend fonctoriellement de la catégorie des suites exactes de complexes différentiels de A-modules.
Ceci signifie que si (o4, @24, a3.4) : (f(A),9(A)) = (f(B),g(B)) est un morphisme de suites

exactes, les diagrammes :

hm( * d) an(f(A) ( hm+1( 17d)

h(aii)ml/ h(a]>m+l|/

hm(Bg,d*) Cm(f(B)7g(B>) hm+1(B>1k7d*)

sont commutatifs, pour tout m € Z. C’est un fait que 'on vérifie aisément en remarquant que

toute chasse aux diagrammes liée & la suite (f(A),g(A)) se transforme & I’aide des morphismes

(o4, 94, 3.+) en une chasse aux diagrammes équivalente pour (f(B), g(B)).

5.2.1-5. Proposition et terminologie: La correspondance qui associe a une suite exacte courte
de complexes différentiels de A-modules (f(A),g(A)):

f(A

0 = (A7 dy) L5 (45, dy) L (A5, dy) 0. (2)
la suite longue :
hm(AY) h(f)m hm(A;) h(g)m hm( g) _Cif_(f_)»_gﬁé)_):n_) hm+1(A>{) R(f)m+ hm+1(A*) h(g)m+1 hm+1<A*)

(an)
dépend fonctoriellement des données de la catégorie des suites exactes de complexes de A-modules.
La suite (AA) est elle-méme une suite exacte; on 'appelle «la suite exacte longue de cohomologie

associée a la suite exacte courte (A)».

Démonstration: D’apres le lemme 5.2.1-3, il suffira de démontrer son exactitude au niveau des termes
concernés par le morphisme de liaison.

Exactitude en h™(A%). Reprenons le diagramme (D7) de la définition du morphisme de liaison et supposons
que w’ est un cobord, i.e. w’ = d({) pour un certain ¢ € A, L’élément u — f,,() est alors également un
relevement du cocycle w, mais c’est maintenant aussi un cocycle de A% de sorte que la classe de cohomologie
de w est I'image par h(g)m, de la classe de cohomologie de 1 — [ (€).

CeAT I [ () w € 2 (Ag) 5 0

d(Al)mJ/ d(AQ)m,J d(A3)7TLJ/

d(¢) = & d(p) [—df(C) = 0] —2= 5 0

Exactitude en h™11(A%). Elle est presque tautologique. En effet, soit w’ € Z™*+1(A;) un cocycle tel que
fm41(w’) est un cobord, i.e. fr41(w') = dm (1), pour un certain g € A%*. En posant w = ¢, (1), on retrouve
trés exactement la définition de laction du morphisme de liaison ¢(f, g).. et la relation entre les classes de
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cohomologie @' = ¢(f, g)m (©).
pr—2" w e 2M(Az) = 0
d(!‘b)ml d(As)ml
W' € ZHLAL) I () I g

5.2.1-6. Corollaire et terminologie: Pour toute variété M et toute paire d’ouverts (U, Us), les
suites courtes exactes de Mayer-Vietoris MV (U, Us) et MV, (U, Us) (*') donnent lieu aux«suites

exactes longues de Mayer-Vietoris» :

Cm—1 Cm

o U0V —— B0 © Hi(U)) —— H(Un)

CL’HSQI(UlUUQ)—>HB7§1(U1)@H§§1(U2)—> Hp (U) —

Cm—1

Hpg (U12)  ——— Hpg(U1) ® Hpg (U2) —— Hpg (U1 U Uz) C‘)

C(—> Hpd N (Un)  ——— HEdHU)) @ H H(Uy) ——— Hpd (U U Uy) —2

5.3 Compatibilité entre le morphisme de dualité et le morphisme de liaison

Rappelons la définition du morphisme de dualité donnée en 4.5 Pour toute variété orientable M

de dimension d admettant des partitions de I'unité, on pose, pour chaque r € N vérifiant r < d:
D(M), : Hpr(M) — Homg(Hpy" (M), R)

w e (1/'—>/ w/\y)
M

oulw et v désignent des représentants “forme différentielle” (des cocycles) de classes de cohomologie.

Ces morphismes interviennent dans les suites exactes longues de Mayer-Vietoris de la maniere

suivante :
— s Hpg(UUUy) ———— Hig(Uh) & Hpp(lh) ———— Hpg(Up) ———
DT(UluUz)l (1) m(m)l ® lDT(Ua) (IL,) DT(Uu)l (I1I,)
Cé C\z;—r—l

—— H{{ (U, UUy) ———— Hp' (Uh)" @ Hpg' (Uz)” ———— H{R" (Una)”

oll nous avons noté HBR)C(,)v := Homg (Hpp .(-),R), et, pour toute application linéaire f : Vi — V5
entre deux espaces vectorielles, on désigne par f* : V) — V;' application transposée de f, i.e.
f'(v) = vo f, pour tout v € Homg(V5, R).

% Voir page 82.
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Commutativité des sous-diagrammes (I,)
Soit w un cocycle de Q" (U U Us) et comparons les couples :

(Dr(Ul)(p&UUZ(w)),DT(UQ)(pg;UUZ(w))) ot (L&UUZI(DT(UlLJUz)(w))V,Lg}UUQ!(DT(UlLJUZ)(w))V>

pour tout couple (v1, 1) de cocycles de QI (Up) @ Q4" (Us), on a:

(DT(Ul)(pg;UUZ(w))(ul),DT(UQ)(,og;UUZ(w))(VQ)) = (/U ) /\Vl,/UZ P (w) AVQ)
et

(L&UUQI(DT(U1UU2)(W))V(V1),L&UU‘ZI(DT(U1UU2)(w))V(V2)) = (/UW/\LgiUUZ!(Vl),/I;WALg;UUQ!(VQ)>

1U U2 1UUs

ol les termes de droite de deux égalités précédentes coincident d’apres le lemme 4.5.1-1 et prouvent

la commutativité des diagrammes (I,.).

Commutativité des sous-diagrammes (II,)

Comme dans le cas précédent, soient des cocycles w; € Q" (U;) et comparons:

D, (Uso) (PY (1) — PL (wn)) et (Lg;ﬂ(pr(Ul)(wl))v — (DT(UQ)(WQ))V) :

Pour chaque v € Q7 (Uy2), on aura:

D1 V) (1) = 8 () ) = |

Pgiz(wl) ANV — / pgi (wg) A v
Uis

Uz
et

Lgiz!(pr(vl)(wl))v(y)—Lg;!(DT(UQ)(wQ))V(u):/U wl/\Lgiz!(u)—/Uwg/\Lgfz!(u)

ol nous retrouvons, a nouveau, égalité des termes de droite (loc. cit. 4.5.1-1), et donc commutativité

des diagrammes (I1,.).

Commutativité des sous-diagrammes (III,)

Ces sous-diagrammes sont les diagrammes :

Cr

Hig(Up) ———  H (UL VD)
DT(U.Z)l (I11,.) lDTH(U.UUﬁ
Hi (Un) — HE U v 0y)
Soit w un cocycle de Q7 (Uis), la définition de Papplication de liaison ¢, demande & exprimer w
comme la différence de la restriction & Ujs de deux formes différentielles w; € Q"(U;) (pas for-
cément cocycliques) ; les formes d(w;) et d(ws) se recollent en un cocycle de Q"+1(U; U Uy), c’est

le cocycle ¢.(w) que nous allons noter provisoirement : dw; Y dws. On a alors, pour tout cocycle
[AS Qgihﬂrl)(Ul U UQ) :

Dy (U UUs)(cr(w))(v) = /UuU- (dwy Y dws) Nv

On exprime alors v comme somme de deux formes différentielles 1, et 15 a support compacts
respectivement contenus dans U et Us (tel que procede la définition de application de liaison);
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on a alors

/ (dwy Yduws) ANv = / (dwi Y dwy) Ay + / (dwy Y dws) A1y
U,uUU, U,U U, U,uUU,

= dwl/\V1+/ dws A Vs
U1 Ul

Z, (*UTH/ wy Advy + (*1)”1/ wy A dvy
Uy U,

=3 (_1)r+1(/ w1 A diy +/ way A dVQ)
U12 U12
=y (—1)7‘+1/ (o.)l — OJQ) A\ dVl
Uz

= U [ = (1) e (D) 0)

ou les égalités se justifient par:
1) puisque v; a son support dans U ;
2) application du théoréme de Stokes;
3)
4)
)

5) puisque w = w; — w9 et par définition du morphisme de liaison sur les formes a support

les cocycles dv; sont a support dans Uys;

puisque dv; = —dvs sur Uys ;

compact.

Nous obtenons ainsi 1’égalité :

Dyj10cp = (_1)T+1C¢vif(r+1) oDy

Le morphisme de dualité vu comme morphisme de complexes
Les résultats des paragraphes précédents montrent que si dans la suite exacte longue de Mayer-
Vietoris & supports compacts, on modifie le signe de application de liaison ¢, par un facteur

(=1)47", le morphisme de dualité devient un morphisme de complexes.

§6. Lemmes de Poincaré

Nous allons travailler simultanément sur les catégories des variétés différentiables réelles et des
variétés analytiques réelles et complexes. Le mot «variété» désignera un objet de I'une ou 'autre
catégorie. De méme, on notera Q* le complexe des formes différentielles réelles (2, ou celui des
formes analytiques réelles Q;H(R) ou holomorphes (analytiques complexes) Q:nn(t[:) =}, et Hpr

leurs cohomologies. Enfin, K désignera le corps R ou C suivant le cas.

6-1. Lemme (de base): Soit M une variété et munissons Kx M de la structure de variété pro-

duit. Considérons pour chaque z € K, le morphisme (propre) :

M —“% 5 KxM
m i — (z,m).
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Le morphisme “image inverse” en cohomologie :
vyt Hyp (Kx M) —— Hpp(M) ,
et dans le cas réel différentiable :

LZ : HBR,(:(KXM) HBR,C(M)

)

sont indépendants de I’élément z € K.

Démonstration : Commengons par rappeler que la structure de variété de Kx M est donnée, par définition,
par latlas construit & partir de l'atlas complet A = {(U,, pa)}tacu de M, en prenant comme cartes les
paires (KxUy,idgx ¢y ), pour a € 2. Les morphismes de transition sont alors “scindés”, i.e. de la forme
idg % (pgopst). Ce scindage induit une décomposition canonique du complexe de de Rham Q*(Kx M). Pour
montrer cela, supposons M de dimension n, notons (x1,...,z,) les coordonnées d’un point T de K" et z
un élément de K. Considérons une forme w € Q"(Kx M) ; son représentant dans une carte (KxU,,idg X ¢4 )
s’écrit :

Wa = Z AL(2,2)dwsy A+ ANdxy, + { Z Bl(z,z)dws, A--- Ndzy,_, | Ndz, (1)

I=(i1<...<ir) J=(i1<...<ip_1)

ot AL, B € Q°(KxU,) et I,.J désignent des multi-indices (1 < iy < -+ < 4, < n), ott i; = 1,...,n. Cette
expression admet la forme condensée suivante :

wa = HAa(z) + Bal(z) Ndz, (2)

ol A(z) désigne le premier terme de (1) et peut étre interprété comme une famille d’éléments de Q" (¢q(Us))
paramétrée par z (et de maniere analogue pour B,(z)). De plus, si on fixe un point Ty € K", les corres-
pondances z — A(2)(Ty) € A"(K"?) et z — B(2)(Tp) € A"~1(K") sont respectivement différentiables ou
analytiques.

Ceci étant, soit (KxUg,idg X¢g) une autre carte ; le représentant wg sera contraint de satisfaire a I’égalité :
Wo = (idKX¢/3’a)*(W5) s
oll dg,0 = g 0,1t et, compte tenu du scindage du morphisme de transition, on aura:

Aa(z) = 05,0(As(2)) et Ba(z) = 05,0(Bs(2)).

On en tire les conséquences suivantes :

> Les familles { A, (2) }aca et {Ba(2) Adz}oeq définissent des éléments canoniques de Q7 (Kx M), respecti-
vement notés wy et wy,, et appelés «composante horizontale» et «composante verticale» de w. De méme,
la famille {B,(2)}aen définit une forme de Q"= 1(Kx M) et, enfin, pour chaque z € K fixé, les familles
{Ao(2)}aen et {Ba(2)}aea définissent des formes de Q7 (M) et Q"~1(M) respectivement.

On a donc une décomposition directe de Q* (Kx M) :
QO (KxM) = Q" (Kx M)y, & Q' (KxM), = Q" (KxM), @ Q1 (KxM), Adz,

(la forme dz étant 1'élément de Q' (Kx M) défini par la projection canonique Kx M — K, vue comme
élément de Q°(KxM)).

On observera que suite & la décomposition w = wy, @ wy, on aura la relation de supports: |w| = |wn| U
|wy |, et par conséquent, w est & support compact, si et seulement si, wy, et wy le sont.

Notons dps Popérateur qui associe & w € Q"(KxM) I'élément das(w) := d(w)n. L’inspection de dpy,
a l'aide de cartes, met en évidence les égalités suivantes pour w = w; + wy A dz, ou les w; désignent des
formes horizontales :

d(w) = dpr(w) + (fl)r%(w) Ndz =dpr(wr) + [dM(wg) + (fl)T%(wl)] Adz .
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On vérifie, toujours grace au scindage des application de transition, que 1'opérateur % a un sens en tant
qu’opérateur sur Q*(Kx M) (dérivation de degré 0) et que:

d(w) =0, sietseulement si, dy(wy) =0 et dp(ws)=(—1)"""2(w;) (3)

» Pour chaque z € K fixé, considérons le morphisme M <% KxM, défini par m — (z,m). Soit w €
Q" (KxM); on pose w = wy + wa dz, olt les w; sont des formes horizontales. On a alors: ¢%(w) = ¢*(w1).

La démonstration du lemme résultera alors de prouver que lorsque w est un cocycle, les formes ¢} (w1)
et ¢}, (w1) son cohomologues, quels que soient 2o, 21 € K.

Raisonnons dans un premier temps sur une carte (Uy, ¢o) de M avec le représentant de w, écrit sous
la forme (2): A(z) + B(z) A dz. Nous cherchons alors & comparer A, (z1)(Z) et A, (20)(Z), pour tout
T € pa(Uy). Or, pour chaque T € ¢(U,) fixe, application z — A, (z)(Z) est différentiable et & valeurs
dans lespace vectoriel de dimension finie A" (K™); par conséquent, si v : R — K est une application
différentiable telle que v(0) = z¢ et y(1) = z; (facile & construire), on aura pour w cocyclique :

A (22)(F) — Aal20)(7) = / 2 (A (y(t)(@)] dt = / [2 A (+(1))] (2)7' () dt

(7 [ dBaro)] (@) @ de = (-1)7a [ [ 60w dt} (@),

d’apres (3). Les théoremes classiques de différentiabilité ou analyticité par rapport & & lors d’une intégra-
tion sur un compact par rapport a la variable t indépendante des x;, peuvent étre appliqués pour conclure
que la forme fol B (7(t)) ' (t) dt est respectivement différentiable ou analytique suivant le contexte de
travail. Enfin, la méme analyse sur une carte (Ug, pg) aurait donné:

/0 B, (4(1) ' (1) dt = / 650 [Ba(v(D)] 7/ (1) dt = 6., [ / Bﬁ<w<t>>~/<t>dt]

Ces intégrales dans les images des cartes de M définissent donc une forme “globale” v, .1 € Q*(M)
telle que ¢ w — 1} W = d(V[z;,z0])-

On remarquera, pour terminer, que la forme v7., ., est & support compact lorsque w 'est. [

6.1 Lemme de Poincaré pour la cohomologie de de Rham ordinaire
6.1-1. Corollaire [Lemme d’homotopie]: Soit M une variété et munissons Kx M de la struc-
ture de variété produit. Considérons la suite de morphismes de variétés :

M —“ s KxM —" s M
m —— (z,m)

ou z € K est arbitraire, et notons h, : M — M, Iapplication composée hot,, i.e. h,(m) = h(z,m).

Le morphisme en cohomologie :

h

: Hpp (M) —— Hpp(M),

est alors indépendant de I’élément z € K.

Démonstration: Le morphisme k% est la composition ¢} o h* de deux morphismes indépendants de z € K.m

6.1-2. Corollaire [Lemme de Poincaré|: Soit M une variété et munissons KxM de la struc-
ture de variété produit. Le morphisme :

7 Hyjg (M) = Hjr(KxM),
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induit par la projection canonique 7 : Kx M — M | est un isomorphisme d’algebres.

En particulier, si m = K™ — {0} = K", on a:
K[0] = Hpp(K") —Z= Hpg(K™),

quel que soit m € N (7).

Démonstration: On a idas = 7o (g, ce qui entraine que ¢ o 7* = id et, par conséquent, que 7* est injectif.

D’autre part 19 o 7 est le morphisme de KxM donné par (z,m) — (0,m), et si nous considérons h :
KxKxM — KxM défini par (21,22, m) — (21 22,m); Papplication ¢ o 7 s’identifie & hg. Le lemme d’ho-
motopie justifie alors 1'égalité: (1o o m)* = h{ = hi(=idg,ar), €t 7 est donc également surjectif.

La deuxiéme partie de 'assertion résulte alors d’un simple argument inductif. u

6.2 Lemme de Poincaré pour la cohomologie de de Rham a supports compacts

Le lemme de Poincaré de la section précédente montre que le morphisme “image inverse”
™ ¢ Hjp(M) — Hpr(RxM), pour la projection canonique m : RxM — M, est un isomor-
phisme. Lorsque I'on cherche a étudier le lien établi par 7 entre Hpy (M) et Hpg (RxM), on
rencontre un premier obstacle: le morphisme 7 n’est pas propre et 'image inverse d’une forme
différentielle non nulle a support compact n’est jamais a support compact. Il existe néanmoins
un morphisme de complexes différentiels appelé “image directe”, et aussi “intégration sur les fi-
bres”, noté m, : Q} (Rx M) — Q71 (M), induisant un morphisme d’espaces vectoriels gradués :

Ty - HBR,C(RXM) - H]S_R}(‘(M)

qui est un isomorphisme. Ce résultat est connu sous le nom de «Lemme de Poincaré pour la
cohomologie de de Rham a supports compacts»; c’est le but de cette section de le prouver.

6.2.1 Intégration sur les fibres. Soit M une variété différentiable (réelle), considérons la va-
riété produit RxM et soit m : RxM — M la projection canonique. On note Qf (RxM) le
sous-ensemble de Q*(Rx M) des formes différentielles w telles que pour chaque m € M, il existe
un voisinage V,,, > m dans M et un compact K,,, C R de telle sorte que |w| NRxV,, C K, xV,,.
Les éléments de Q}, (Rx M) seront appelés «des formes différentielles de Rx M a support compact
le long des fibres».

On montre aisément alors que % (Rx M) est stable sous les opérations d’algebre différentielle
graduée de Q*(Rx M) et que par conséquent cet ensemble est une sous-algebre différentielle graduée
de Q*(RxM); sa cohomologie sera notée Hpy ., (RxM).

Nous avons montré dans les sections précédentes que toute forme différentielle w € Q™(Rx M)
admet une décomposition globale canonique sous la forme w = wy A dt + wy, ou les formes w; sont
horizontales et comme cette décomposition est liée a une décomposition vectorielle de 'espace des

» Rappelons que pour chaque r € Z et tout K-espace vectoriel W, la notation W{r| désigne, dans la catégorie
des K-espaces vectoriels gradués, I’espace vectoriel gradué €p,,., V™, ou V™ = {0} pour m +r # 0, et
V=" =W. On dit alors que W{r] est «concentré» en degré —r.
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formes alternées, les formes w; appartiennent également a Q., (Rx M ). On défini alors le morphisme
«image directe» ou d’«intégration sur les fibres» :

ot QP (RxM) —— Q™ (M)

o0
w1 A dt + wg1—— / wy (u, T) du
—00

ou le fait que ’on puisse se limiter a intégrer sur des compacts de R au voisinage de chaque & € M,
permet de voir que 7, (w) est bien une forme différentielle (de classe C*°) de M.

6.2.1-1. Lemme: Le morphisme “image directe” w, est un morphisme de complexes différentiels,
i.e.

Tmt1 0 dRXM),, = d(M) -1 0 Ty

pour tout m € Z.

Démonstration : Soit w = wy Adt+wqy € Q7 (Rx M), avec les w; horizontales. En gardant les notations des
sections précédentes, on a:

dm(w) = dM,mfl(le) Adt + (—1)T%(w2) Adt + dMYm(CUQ) 9

et donc: -

Tt o) (@) = [ daons )2 dut (1) [ 2 (wn) ) du

— oo —o0
ot la deuxiéme intégrale est nulle puisque ws est dans Q.,(RxM); en particulier et suite & la commutation
de la différentiation et de I'intégration sur des compacts:

oo

T o)) = [ das(en),7) du = ()

— 00 — 00

oo}

wi (u, T) du) —d(M)ypr (@) m

Soit maintenant § € C°(R) une fonction & support compact sur la droite réelle et notons:

5.t Q™(M) — QT (Rx M)
w ——wA (8(t)dt).

On observera que d,(2(M)) C QT (RxM). Le lemme suivant est alors immédiat puisque §(¢) dt
est un cocycle de (R).

6.2.1-2. Lemme: L’application §, est un morphisme de complexes différentiels de Q*(M) vers
QYR x M), de degré +1. Et de méme, par restriction, de QF (M) vers Q" (Rx M).

6.2.1-3. Proposition [Lemme de Poincaré pour la cohomologie & supports compacts]: Le
morphisme de complexes d’“intégration sur les fibres” induit un morphisme en cohomologie :

h(m)e : Hpg e (RXM) —— Hpp (M)
+00
w=wi Adt + wg — (E»—)/

—00

w1 (u, T) du)

qui est bijectif ; son inverse est réalisé par les morphismes h(d)., quel que soit § € C°(R) vérifiant
1= [*_6(u)du. En particulier, le morphisme h(d). est indépendant de la fonction § choisie.
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De maniére entiérement analogue, la restriction h(w), : Hjyp (RxM) — HJ: (M), est un iso-

morphisme d’inverse §,.

Démonstration: La composition 7, o J, est donnée par:

wi—s w A (8(t) dt) — (z — /+°°

—o0

w(Z) A d(u) du) =w

le passage en cohomologie montre donc bien I'injectivité de h(d).. Montrons maintenant que ce dernier mor-
phisme est également surjectif.

Pour ceci reprenons un élément w = wy A dt +wy € QF (RxM), ou les w; sont horizontales, et rappelons
que w est un cocycle, si et seulement si:

dy(w2) =0 et dy(wy) =—(-1)"2(w2),

en particulier, pour tout t € R:

wg(t,:f):/ %(wg)(u,f)du:—(q)rl dnt (1) (u, 7) du

—o0
t

:—(—1)TdM(/ wl(u,f)du) .

—o0

Etudions maintenant la forme différentielle de Q71 (Rx M) donnée par w(t,z) = —(—1)" fioo w1 (u, Z) du.
On voit bien que pour chaque T € M, il existe un voisinage Vz tel que w(t,5) = 0, pour t assez négatif et
pour tout § € Vz. De maniére analogue, la forme w est constante pour t assez positif, i.e il existe une forme
a € Q"71(M) telle que w(t,§) = 7*(a)(t,§) quels que soient ¢ € R assez positif et § € Vz. Ces quelques
remarques montrent que la forme différentielle :

t

&(t,7) = 44)?(/_10 w: (4, 7) du) - (/ 8(u) () du)

est bien un élément de Q7 (Rx M) dont la différentielle est :

d(@)(t, ) = 7(71)7'dM</_:O w1 (u, T) du) — (71)7'(,1)7-—1%(/t wi (u, T) du) Adt

— 00

,dM(/_; B(u) () du) — g(/t B(u) (%) du) A di

— 00
En développant et compte tenu du fait que « est cocyclique, on obtient :

d(@)(t,T) = wa(t, T) + wi(t, 7) A dt — a(Z) A (6(t) dt) = w(t, 7) — 6. (a)(t,T) .

On conclut que tout cocycle de Q2 (RxM) est bien cohomologue & un cocycle de 'image de d,, ce qui
prouve le surjectivité de h(d)..

On laisse aux soins du lecteur de vérifier que la méme démonstration prouve que h(7), établit également
un isomorphisme entre Hpyg (RxM) et HB%}IC(M). L]

6.2.1-4. Remarque: On prendra garde du fait que contrairement au morphisme “image inverse”,
Iintégration sur les fibres ne respecte pas le produit extérieur des formes différentiels et donc, n’éta-
blit pas de morphisme d’algebres en cohomologie, il s’agit uniquement d’un morphisme d’espaces
vectoriels gradués (homogene de degré —1).
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6.2.1-5. Corollaire: Pour tout m € N, I'itération des intégrations sur les fibrés donne un isomor-
phisme :
h(m)s : Hpg o(R™) — Hpg't(R”) = Hpp™ (R?) = R[-m] .

§7. Dualité de Poincaré et finitude des nombres de Betti

Comme annoncé précédemment, nous monterons dans ce chapitre comment utiliser les suites de
Mayer-Vietoris pour obtenir des conditions de finitude pour les dimensions des groupes de coho-
mologie de de Rham d’une variété (les nombres de Betti) ; et, lorsque la variété est compacte et
orientable, pour prouver que le morphisme de dualité donne une dualité parfaite entre les groupes
de cohomologie de de Rham de dimensions complémentaires.

On remarquera que ces deux derniers résultats sont immédiats, d’apres les lemmes de Poincaré,
pour R? (et donc pour tout domaine de carte d’une variété) bien que cette variété ne soit pas
compacte. L’idée des démonstrations de cette section consiste alors dans “le recollement” de pro-
priétés “locales” (celles des domaines de cartes) en des propriétés “globale” (celles de la variété).
On procede récursivement, a partir d’'une carte, en rajoutant de nouvelles cartes, mais de fagon
a ce que les intersections soient, elles aussi, des domaines de cartes. Les suites exactes longues de
Mayer-Vietoris vont permettre alors (modulo le “lemme des cing” pour la dualité de Poincaré) de
prouver les assertions en question pour la réunion des domaines cartes du type considéré. Une telle
démonstration sera donc valable pour toute variété admettant un recouvrement “fini” {U, }aen tel
que toute intersection finie:

Unias..co, i= U, MUy M-+ NUs,  olt oy €2,

soit difféomorphe & R%. Un tel recouvrement est appelé un «bon recouvrement » et les théoremes
de cette section seront valables pour les variétés admettant de bons recouvrements finis. En par-
ticulier, les espaces vectoriels, les variétés compactes, les fibrés vectoriels a base compacte, auront
des nombres de Betti finis. Dans le cas orientable, ces variétés vérifieront également le théoreme de
dualité de Poincaré qui affirme que le morphisme de dualité entre H{j (M) et Homg (HSEVTC(M ),R)
est un isomorphisme (*). Ce dernier théoréme sera ultérieurement généralisé a des variétés orien-
tables arbitraires, mais une telle généralisation sera impossible pour la dualité parfaite et pour la
finitude des nombres de Betti comme on s’en convainc aisément en considérant la variété “réunion

disjointe d’une infinité de copies de R?”. En effet, en posant M := ;e R?, on aura:
Hypg(M)=][R et Hpp (M)=EPR
ieN ieN
ou 'on a bien I'égalité :
Homg (Hf}g .(M)) = HomR<@ R, R) = H R = Hr(M)
ieN ieN

alors que le morphisme canonique de bidualité 3, ci-dessous, est connu pour ne pas étre bijectif

#D’olt une dualité parfaite entre Hjyz (M) et Hompg (Hgﬁfc(M ),R) puisque les nombres de Betti sont finis.
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dans ce cas:

| |
Pr - HomR(HomR(G}ieNR,R),R)

€N

7.1 Bons recouvrements

7.1-1. Définition: Soit M une variété différentiable de dimension d. Une famille d’ouverts {Us, }aen
est dite une «bonne famille d'ouverts» lorsque I'intersection de toute sous-famille finie et non vide est
soit vide, soit difféomorphe 3 R?.

On appelle «bon recouvrement pour M » toute bonne famille d’ouverts de M qui recouvre M.

7.1-2. Exemple: Dans la figure ci-dessous, la famille { Uy, Us } n’est pas bonne alors que {Ux, Usg, Uso }i
Pest.

Nous allons admettre le résultat suivant (cf. [B-T])

7.1-3. Proposition: Soit M une variété séparée et séparable. Pour tout recouvrement U =
{Ua}aca de M, il existe un bon recouvrement V = {Vz}gen de M subordonné & U, i.e. pour
chaque 3 € B, il existe a(f) € A tel que Vg C Uy(g).

7.2 Finitude des nombres de Betti
7.2-1. Théoréme: Soit M une variété différentiable admettant un bon recouvrement fini. Les
dimensions de ses groupes de cohomologie de de Rham de M sont finies, i.e. :

dimg (Hpp(M)) < oo et dimg(Hpg (M)) < o0,

pour tout 0 < r < d(M).
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Démonstration: Nous allons prouver les deux assertions, simultanément, pour les réunions des bonnes
familles d’ouverts finies et ceci par récurrence sur le cardinal des familles en question.

(M) ot les lemmes de

Lorsque la famille ne posséde qu’un unique ouvert, celui-ci est difféomorphe & R?
Poincaré justifient 1’assertion.

Supposons maintenant le théoreme démontré pour toute réunion de bonne famille d’ouverts possédant au
plus r-termes. Soit U = {Uy,...,U,, U1} une bonne famille d’ouverts de réunion notée U. La sous-famille
V ={Us,...,U,} est également bonne, de réunion notée V. Nous savons alors, par hypothese de récurrence,
que les dimensions des groupes de cohomologie de V sont tous finis. Remarquons maintenant que VNU,4; est
la réunion de la famille VM U,11 := {U; NU,41,...,U-NU,41} qui est également bonne d’apres le définition
de bonne famille. Comme V@MU, possede r-termes, les dimensions des groupes de cohomologie de V NU,.4
sont tous finis également d’apres I’hypothése de récurrence.

Ceci étant, 'inspection des suites longues de Mayer-Vietoris MV (V, U, 1) et MV,(V, U, 1) donne lieu aux

suites exactes: - . . .
Hiyg (VO Urs1) — Hpr(U) — Hpr(V) ® Hpr(Urt1)

H]%R,C(V) D H]%R,C(UT‘Fl) — H%R,C(U) — H]]i’l»{l,c(v n UT+1)

pour tout j € N. On en déduit la finitude des dimensions de H%R,C(U ) et HLg (U), pour tout j € N, et comme
M possede un bon recouvrement fini, le théoreme est démontré. n

7.3 Dualité de Poincaré
7.3-1. Théoréme: Soit M une variété orientable de dimension d admettant un bon recouvrement
fini. Les morphismes de dualité :

D, (M) : Hpyp (M) — Homg (H{;"(M,R))

sont bijectifs, pour tout 0 < r < d.

Démonstration : Nous allons montrer que ’assertion du théoréme est vraie pour tout ouvert de M réunion
d’une bonne famille finie d’ouverts de M.

Soit U un ouvert de M difféomorphe & R? muni de I'orientation induite par M. On a:

D, (U) : Hjyx(U) — Homg (HpR",(U),R)

o (oo [an)

et nous savons que Hp (U) = R[0] tandis que Hpyg (U) = R[—d]. L’assertion du théoréme pour U résultera
alors de montrer que Dy(U) # 0, ou encore que Do(U)(1) # 0. Or, Do(U)(1) = ([, : Hig (U) = R) est

bien une forme linéaire non nulle.

Comme dans la démonstration de la finitude des nombres de Betti, nous supposerons le théoreme démontré
pour toute réunion de bonne famille d’ouverts possédant au plus r-termes. Soit & = {Uy,...,U,,U,41} une
bonne famille d’ouverts de réunion notée U. La sous-famille V = {Uy,...,U,} étant également bonne, de
réunion notée V', nous savons, par hypotheése de récurrence, que les morphisme D,.(V') sont tous bijectifs, et
il en est de méme pour la famille VM U,.;1 et les morphisme D,.(V N U,41).

Ceci étant reprenons les morphismes des suites longues de Mayer-Vietoris étudiés dans la section 5.3 mais
pour les ouverts U, V et U,11

S HRU) ———— Hpa(V) © Hpp(Ues)) ———— Hpp(V A Upyy) — s
DT(U)J/ ‘DT(V)JE S2) EJ,DT(Ur+1) DT(VOUT+1)JE
Vv \
Cd—r Cd—r—1

— = Hpg (U) ———— Hp (V)" @ Hpg (Ura)” ———— Hpg (VN Urn) ————

La derniére remarque de la section 5.3 justifie alors 'application du lemme des cing qui affirme que les mor-
phismes D,.(U) sont bijectifs, pour tout r € N. La variété M étant elle-méme la réunion d’un bon recouvrement
fini, le théoreme est démontré. u
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7.3-2. Remarque: Le théoréme précédent montre que pour toute variété orientable M de dimension
d admettant un bon recouvrement fini, ’accouplement :

Hpyp (M) ® Hpg (M) —— R

(w, v) L /Mw/\l/

définit une dualité parfaite entre des espaces vectoriels de dimension finie. C’est le sens de 1’expression
“Dualité de Poincaré” qui est ainsi démontrée pour toute variété compacte et orientable.

7.3-3. Corollaire: Soit M une variété compacte et connexe de dimension d. Alors:
a) La variété M est orientable, si et seulement si, dimg (H, (M)) = 1.
b) La variété M est n’est pas orientable, si et seulement si, dimg (Hg, (M)) = 0.

c¢) La variété M est orientable, si et seulement si, elle vérifie la dualité de Poincaré.

Démonstration: Supposons la variété orientable. La dualité de Poincaré donne un isomorphisme entre
HY3p (M) et Hip (M) et comme M est connexe, on a bien dimg(Hgy(M)) = 1, ce qui prouve la partie
“seulement si” de (a) et la partie “si” de (b).

Supposons M non orientable et notons Or(M) sa variété d’orientations (cf. section 4.6). La variété Or(M)
est alors connexe, compacte et orientable de sorte que dimg (Hgg (Or(M))) = 1. On a d’autre part, le revé-
tement & deux feuillets 7 : Or(M) — M qui peut étre vu comme la projection canonique de Or(M) vers la
variété de ses {1, o }-orbites, ol o désigne I'involution de “changement de feuille”. On aura alors 1’équivalence
HEx (M) = HEz(Or(M))? (cf. corollaire 4.7.2-3) et comme I'involution o change l'orientation de Or(M),
son action sur He, (Or(M)) se voit comme la multiplication par le scalaire —1, de sorte que les o-invariants
de HEL(Or(M)) se réduisent & I’élément nul et donc HEg (M) = 0. Ceci termine la démonstration des
assertions (a) et (b), dont décole immédiatement (c). L]

7.3-4. Exercice: Soit K I'un des corps R, C, H. Préciser quelles sont les espaces projectifs P, (K)
pour lesquels la dualité de Poincaré sera vérifiée.

£ 8. Généralités sur les catégories
8.1 Catégories et foncteurs

Le concept de «catégorie» fut introduit dans les années 40 par Eilenberg et Mac Lane dans le
but de donner un sens précis a la notion de «naturalité». Les développements de cette théorie ont
introduit tout un langage commode et omniprésent dans les mathématiques actuelles qu’il convient
de maitriser sans pour autant en faire nécessairement un objet d’étude (au méme titre par ailleurs
que la théorie des ensembles). Une bonne partie de ces notes est destinée a résumer les concepts
et terminologies de base en théorie de catégories utiles aux applications a I’algebre homologique et

plus particulierement a la cohomologie de de Rham.
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8.1-1. Définition: Une «catégorie» € consiste en:

1) la donnée d'une classe Ob(€) d'«objets» (notés A, B,...) (*);

2) la donnée, pour chaque couple d'objets (A, B), d'un ensemble More (A, B) (ou simplement Mor(A, B))
dont on appelle les éléments les «morphismes de € de domaine A et codomaine B »;

3) la donnée, pour chaque triplet d'objets (A, B, C), d'une application «composition» (f,g) — go f
(noté également gf), de Mor(A, B)xMor(B, C) a valeurs dans Mor(A,C);

le tout astreint de satisfaire aux conditions suivantes:

C-a) (Non ambiguité des morphismes.) Les ensembles Mor(A, B) et Mor(C, D) sont disjoints lorsque
les couples (A, B) et (C, D) sont distincts.

C-b) (Associativité des compositions.) Pour f € Mor(A, B), g € Mor(B,C) et h € Mor(A,C), on a
h(gf) = (hg)f.

C-c) (Existence d'identités.) Pour chaque objet A, il existe un élément idy € Mor(A, A), appelé
«morphisme identité de A», tel que f oidg = f pour tout morphisme de f domaine A, et
id4 o g = g pour tout morphisme g de codomaine A.

8.1-2. Remarque et définitions:

e Pour tout objet A de €, le triplet (Mor(A, A),0,id4) est un monoide ; ses éléments inversibles
s’appellent les «automorphismes» de A ; ils constituent un groupe noté Aut(A).

e Un morphisme f € Mor(A, B) est dit un «isomorphisme », lorsque il existe g € Mor(B, A) tel
que go f =ida et fog=idp; on note Iso(A, B) 'ensemble de ces éléments.

8.1-3. Définition : Une catégorie €' est dite «sous-catégorie» d'une catégorie €, si et seulement si:
» tout objet ou morphisme de €' est également un objet ou morphisme de €;
» la “loi” de composition de morphismes dans €’ est la “restriction” de celle de €;
» pour tout objet A de €', le morphisme identité More (A, A) est celui de More(A, A).

La sous-catégorie € de € est dite «pleine» lorsque I'inclusion More (A, B) C More(A, B) est une
égalité.

8.1-4. Exemplesde catégories: Dans ce qui suit .4 désignera un anneau arbitraire. Les catégories

auxquelles nous serons le plus souvent confrontés dans ces notes sont les suivantes.

1) Catégorie des espaces topologiques. Notée Top, les objets sont les espaces topologiques, les
morphismes : les applications continues, et la loi de composition: la composition d’applications

(30).

2) Catégorie des variétés différentiables. Notée Diff, les objets sont les variétés différentiables
(réelles), et les morphismes: les applications différentiables.

» La notation A € Ob(€) est souvent utilisée pour exprimer le fait que A est un objet de la classe Ob(C).

% Dans bien d’exemples de catégories, les objets sont des ensembles et les morphismes des applications ensem-
blistes, dans ces cas, et lorsque aucune précision supplémentaire n’est donnée, on sous-entendra que la loi de
composition de la catégorie est la composition d’applications au sens ensembliste.
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3) Catégorie associée & un ensemble préordonné. Les catégories dont la classe d’objets est un
ensemble constituent ce que I'on appelle les «petites catégories», parmi celle-ci les plus simples
sont celles ol les ensembles non vides des morphismes sont des singletons. Soit € une telle
catégorie et notons R la relation sur I'ensemble Ob(€) définie par A R B, si et seulement si,
More (A, B) # @. Les conditions 8.1-1-C-b et 8.1-1-C-c sont alors équivalentes au fait que R est
une relation de préordre (i.e. réflexive et transitive) sur Ob(€). Tout ensemble préordonné (Z, <)
détermine donc, par cette méme remarque, une catégorie, nous parlerons alors de la catégorie
(Z,=).

Nous trouverons ce type de catégories essentiellement dans les deux situations suivantes:
a) dans les préfaisceaux : la catégories associée a I’ensemble des ouverts d’un espace topologique,
muni de l'ordre partiel d’inclusion ;

b) dans la définition des systeémes inductifs ou projectifs de modules.

4) Catégorie de A-modules. On note Mod(A) la catégorie dont les objets sont les A-modules,
et les morphismes : les homomorphismes de A-modules, i.e.

Mor(A, B) = Homy (A, B).

5) Catégorie de A-modules gradués. Soit A un monoide commutatif de «degrés» (p. ex. Z, N,
Z @ N...), on notera ModA(A) la catégorie dont les objets, appelés des A-modules A-gradués,
sont les familles A* = {A’},ca de A-modules, et les morphismes entre A* et B* sont les couples
fid] = ({fi}iea,d € A), o1 f; : A* — B¢ est un morphisme de A-modules pour chaque i € A
(on parle alors de «morphismes de degré d»). La composition des morphismes étant alors définie
degré par degré. L’ensemble des morphismes est donc naturellement un A-module gradué noté
Mor*(A*, B*). Dans ces notes nous serons essentiellement concernés par la sous-catégorie de
Mod? constituée des mémes objets et des morphismes de degré 0.

8.1-4-(5).1. Remarque: On trouve souvent dans la littérature comme définition de A-module gra-
dué, la donnée d’'un A-module A muni d’'une décomposition directe :

A =pa,
iea
ol chaque A’ est un sous-A-module de A. Un morphisme f : A — B de A-modules A-gradués
est alors un morphisme de A-modules qui respecte, & un décalage fixe pres, ces décompositions, i.e.
f(A%) C B**¢ pour tout i € A et un certain d € A.
Les deux points de vue sont bien évidemment équivalents.

6) Catégorie de A-modules bigradués. C’est un cas particulier du précédent ot 'on remplace
A par le produit de deux ensembles de degrés A; et As. Il est alors commode de noter les objets
par A** = {A%}; ca, i,en, et de maniere analogue pour les morphismes.

Dans le cas ot A; = Z, on appelle «degré total» de la composante A%/ de A** le nombre
entier ¢ + j.

7) Catégorie de complexes différentiels gradués. Notée C*(A), ses objets notés (A*,d,) sont
des A-modules Z-gradués A* = {A'},cz munis d’une famille {d(A);};cz (qu’on note par abus
{d;}icz) de morphismes de A-modules d(A); : A® — A vérifiant I'égalité :

d(A)iJrl 9] d(A)Z =0.
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Un tel objet est noté (A*,d,) et sera représenté par:

] di—s Ai_1 di—y Ai d; Ai+1 dis1

Un élément Mor((A*, d,), (B*,d.)) est la donnée d’'un morphisme de .A-modules gradués f, €
Mor(A*, B*) tel que le diagramme:

di di

) Al ULy dit1
l fi-1 i fi l fit1
o di B! di Bi d; Bitl di

est commutatif, i.e. on a d; o f; = f;11 o d;, pour tout i € Z.

8) Catégorie de A-algébres différentielles graduées. Notée Adg(A), un objet de cette catégo-
rie est défini par la donnée d’un complexe différentiel gradué de A-modules (A*, d,) ot A¥ =0
pour k < 0, et d’'une structure de A-algebre sur €, A vérifiant :

a) A'- A7 C A" pour tous i,j € Z;

b) Popérateur d := 3. d; définit sur €, ., A’ une «anti-dérivation», i.e.

jeN
dz-y) =dz) - y+ (-1 z-dy),

pour tous k € Z, x € AF et y € P, A"
Un morphisme dans Adg(.A) sera la donnée d’un morphisme f, de A-modules Z-gradués, tel

que Y., fi est compatible aux structures d’algebres associées au domaine et codomaine de f,.

9) Catégorie de bicomplexes différentiels gradués. Notée C**(A), ses objets notés (A**, da +, 0e «)
sont définis par la donnée d’'un A-module ZxZ-gradué A** et de deux familles {d; ;}i jez et
{0 ;}i.jez, de morphismes de A-modules: d; j : A — AW Tl et §; ; + AY — ATLI telles que:

a) pour chaque i, jo € Z fixés, (A"* d;, .) et (A>% 4, ;) sont des complexes différentiels gra-
dués;

b) pour tous i,j € Z, on a:

0ij+1 0 dij = dit1,5 0055,

La condition (b) est, & son tour, équivalente & chacune des conditions suivantes :

b;) Pour chaque iy € Z fixé, J;, . est un morphisme de complexes différentiels gradués de
(AW* d; ) vers (ADTL* d; 1),

by) Pour chaque jo € Z fixé, d. j,
(A0 5, ;) vers (A%IHL 6 it).

bs) les sous-diagrammes du diagramme suivant sont tous commutatifs :

est un morphisme de complexes différentiels gradués de

Ttim,j 1 T&‘,u,j T%l,ju
d

e SRS dit1,5-1 AL diy1,j At ditigv

Tlsi,j,l T&;)j T(si,,jJrl
d

P BT U B N T RS BT

T(si,—]‘j—l T(sif],j ’[51'71,]“

di 2
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Précisons maintenant les éléments de Mor((A®**,d, ), (B**,d,0)). Il s’agit des familles { f; ; }i jez,
ou fi;: A%l — B%J est un morphisme de A-modules pour chaque 4,j € Z, “commutant” aux

opérateurs d et §, i.e. rendant commutatifs tous les sous-diagrammes du diagramme suivant.

10) Catégorie opposée associée 4 une catégorie. Soit € une catégorie et posons Ob(CP) :=
Ob(€) et Morews (A, B) := More(B, A). On vérifie alors que les conditions caractérisant les ca-
tégories sont également vérifiées pour (Ob(€C°P), Morew ), cette catégorie, notée C°P est appelée

la «catégorie opposée a C».

Lorsque la catégorie € est celle associée a un ensemble préordonné, C°P est la catégorie associée
a la relation opposée.

8.2 Foncteurs et naturalité

8.2.1 Foncteurs covariants. Soient C; et €y deux catégories. Un «foncteur covariant» de €
vers Gy consiste en la donnée:

F-1) d’une correspondance A ~~ F(A) de Ob(€;) dans Ob(Cy);

F-2) et pour chaque couple d’objets (A, B) de €, d’une application f ~» F(f) de More, (A, B) a
valeurs dans More,(F(A), F(B)).

On demande a ces dernieres applications de satisfaire, en plus, aux conditions suivantes:
F-2a) si f o g est défini dans €y, alors F(f o g) = F(f) o F(g);
F-2b) F(ida) = idg(a).

8.2.2 Foncteurs contravariants. Soient C; et €y deux catégories. On appelle «foncteur contra-

variant» de €; vers €y tout foncteur covariant de €}° vers Cs.
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8.2.2-1. Remarque: Soient C;, €y et €3, trois catégories, et F1, F5 des foncteurs de €; vers €y et
de €, vers C3 respectivement. La composition des correspondances, notée Fy o F5, est un foncteur de
G, vers Cs.

8.2.3 Transformations naturelles entre foncteurs. Soient F et G deux foncteurs entre les
catégories € et D. Une «transformation naturelle» n de F vers G est une correspondance qui
associe a chaque objet A de € un morphisme 7(A) € Morp(F(A), G(A)), de telle sorte que pour
tout couple (A, B) d’objets de € et tout f € More(A, B), le diagramme suivant soit commutatif:

F(A) ", ga)

F(f)l lG(f) (V)

F(B) —5 G(B)

Lorsque chaque 7n(A) est un isomorphisme, on dit que 1 est un «isomorphisme naturel» de fonc-
teurs.

Composition de transformations naturelles. Soient F;, Fy et F3 trois foncteurs de € vers D.
Soient 191 : F1 — F9 et 130 Fy — F3 des transformations naturelles et notons 732 o 191 la corres-
pondance qui associe & chaque objet A de € le morphisme 732(A) o 121 (A). Cette correspondance
est une transformation naturelle de F; vers Fj.

8.2.4 Catégories de foncteurs et foncteurs induits et coinduits. Soit P une petite catégo-
rie. La classe Fonct(P, €), de tous les foncteurs covariants de P vers €, admet une structure de
catégorie en définissant Morge,c(p,¢) (F, G) comme I'ensemble de transformations naturelles de F
vers G, I'application “composition” étant alors la composition de transformations naturelles.

Question : En quoi le fait que P soit une petite catégorie est-il indispensable dans la construction
de Fonct(P,€)?

Foncteurs induits

Soit maintenant L un foncteur covariant de la catégorie D, vers la catégorie Ds. Fixons une petite
catégorie € et considérons les catégories Fonct(€, Dy) et Fonct(€, Dy). La composition d’un objet
F de Fonct(€C, D,) avec le foncteur L donne un objet L(F) := LoF de Fonct(C, Ds).

¥
i,
2

Observons d’autre part que si 7 est une transformation naturelle entre deux foncteurs F et G de

(™

€ vers Dy, le foncteur L préserve la commutativité des diagrammes (N) pour tout couple (A, B)
d’objets de €, i.e.:

n(A) Ln(A)

A F(A) ——— G(A) LFA) ———— LG(A)
(F,G) L
fi E— lF(f) G(f)l — JLF(ﬁ LG(f)J
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de sorte que la correspondance L(n) qui associe & tout couple d’objets (A, B) de € le couple de
morphismes (Ln(A),L#7(B)), est bien une transformation naturelle entre les foncteurs Lo F et
LoG. Il s’ensuit donc que la correspondance qui associe a un objet F de Fonct(€, D;) l'objet
L(F) de Fonct(€, D,), et & une transformation naturelle n la transformation naturelle L(7) est un
foncteur de Fonct(€,Dy) vers Fonct(€, Dy). On Pappellera, dans ces notes, «foncteur induit» et
sera noté, par abus, par le méme symbole L.

Foncteurs coinduits
Soient maintenant €; et Gy deux petites catégories et L un foncteur covariant de €; vers C,.
Pour toute catégorie D, la composition d'un foncteur F de Gy vers D avec L donne un foncteur

'L(F) :=FoL de € vers D.
€

/L(I?')
Ll \ D
i

G,

De méme, une application naturelle 7 entre deux objets Fy et Fy de Fonct(Cs, D) se compose
avec L pour donner lieu & une transformation naturelle 'L(n) := no L de "L(F;) vers "L(F5).
On vérifie alors que la correspondance 'L de Fonct(€y, D) vers Fonct(€q, D) est fonctorielle ; on
lappelle «foncteur coinduit» et on le note ' L.

Catégories de systemes inductifs et projectifs

Soit (Z, <) un ensemble muni d’un ordre partiel “<”. Soit € une catégorie; on appelle «systéme
inductif (resp. projectif) d’objets de € relatif & (Z, <) » tout foncteur covariant (resp. contravariant)
de la catégorie associée & (Z, x) vers C.

Dans le cas ot € = Mod(A), un systéme inductif de A-modules relatif & (Z,<) est donc la
donnée d’une famille {A;};,c7 de A-modules, et pour chaque couple i < j € Z d’un morphisme
fii+ A; = Aj de telle sorte que:

> fi; = ida,, pour tout i € T;

» pour tous ¢ <X j X k dans Z, fri = frjo fj

8.2.4-1. Exemple: Soit M une variété différentiable et pour x € M considérons I’ensemble V),
de tous les voisinages ouverts de x dans M, munissons V, de 'ordre partiel “2”. Le systeme qui
fait correspondre & U € V, I'espace QF(U) des k-formes différentielles sur U, et qui pour chaque
inclusion U D V, fait correspondre le morphisme de restriction de formes différentielles de QF(U)
vers QF(V), est inductif. Sa limite inductive (qu’'on définira précisément dans la section 8.4) est
connue sous le nom des «germes de k-formes différentielles de M au point x ».

8.2.5 Transformations naturelles vues comme foncteurs. Une transformation naturelle entre
foncteurs peut étre vue, elleeméme, comme un foncteur; 'idée sous-jacente résulte de 1’obser-
vation suivante. Etant donnée une catégorie D, on définit la catégorie D—D dont les objets
sont “les morphismes” de D, i.e. les “triplets” («, Ay, A1), ot @ € Mor(Ag, A1). Un élément de
Morp_»((«, Ao, A1), (8, By, B1)) est alors la donnée d’un couple de morphismes

(fo, f1) € Mor(Ay, By)xMor(Ay, By),
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tel que le diagramme suivant est commutatif:

Ao‘g——)Al

fol lfl (*)

BOL)Bl

On vérifie que les conditions caractéristiques des catégories sont bien vérifiées. (Vous devriez recon-
naitre une identification immédiate entre D—D et Fonct([0 — 1], D), ou [0 — 1] est la catégorie
associée a l’ensemble ordonné {0 < 1}.)

Soit maintenant F un foncteur de € vers D—D. Pour chaque objet A de €, notons Fy(A) et
F1(A) respectivement le domaine et codomaine du morphisme F(A) de D. Pour tout morphisme
f € More(A, B), notons Fo(f) et Fy(f) respectivement les composantes fy et f; de F(f) (reportez-
vous au diagramme (x)). On réalise alors que Fy et Fy sont des foncteurs de € vers D et que la
correspondance A ~» n(A) = F(A) est une transformation naturelle de Fy vers Fy.

Réciproquement, la donnée d’une transformation naturelle entre deux foncteurs Fy et F; de €
vers D, détermine par le procédé inverse un foncteur F de € vers D—D.

Il y a donc équivalence entre les notions de transformation naturelle de foncteurs vers une caté-
gorie D et celle de foncteur vers la catégorie D—D.

Il convient de souligner le fait que les considérations de cette section ne se limitent pas seulement
a la catégorie des morphismes d’une catégorie donnée. En effet, elles restent valables, mutatis mu-
tandis, pour les catégories de “diagrammes (d’une forme donnée) d’objets d’une catégorie”, auquel
cas le concept de “transformation naturelle” devient celui de “diagramme naturel”.

En topologie algébrique (par exemple), la plupart des diagrammes que vous rencontrerez sont

naturels; il en sera de méme dans ce cours.

8.2.5-1. Exemplesde foncteurs:

1) Complexe de de Rham. La correspondance qui associe & une variété différentiable M le com-
plexe Q*(M) des formes différentielles, et & une application différentiable f € Morpig(M, N),
le morphisme image réciproque de formes différentielles :

£ (N) = QF(M)

est un foncteur contravariant de la catégorie Diff vers la catégorie Adg(R) des R-algébres
différentielles graduées.

2) Complexe de cochaines singuliéres. Analogue au précédent mais défini de la catégorie Top
des espaces topologiques vers Adg(A), ot A peut étre un anneau commutatif arbitrairement
choisi. On note souvent S*(X; .A) l'algebre des cochaines singulieres de X & coefficients dans A.

3) Préfaisceau des formes différentielles sur une variété. Foncteur contravariant trés proche
du précédent, il est défini sur la catégorie associée a I’ensemble partiellement ordonné (Ouv (M), C
) des ouverts d’une variété M muni de la relation d’inclusion ensembliste. Le foncteur associe
a Pouvert U C M le complexe de de Rham Q*(U) ; le morphisme de Q*(U) — Q*(V) associé a
une inclusion d’ouverts V' C U étant la restriction de formes différentielles.

4) Copréfaisceau des formes différentielles & support compact sur une variété. Fonc-

teur covariant défini de Ouv(M) vers Adg(R); il associe & un ouvert U C M l’algébre dif-
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férentielle Q%(U) des formes différentielles définies sur U & support compact ; le morphisme de

Q5(V) — Q:(U) associé a une inclusion d’ouverts V' C U étant le prolongement par zéro.

5) Cohomologie des complexes différentiels gradués. Foncteur covariant défini de la caté-
gorie C*(A) des complexes de A-modules différentiels gradués, vers la catégorie des .A-modules

Z-gradués ; il associe au complexe (A*, d,) le module gradué {H*(A*,d.)}rez, oli:

ker(dy)

k * R
H*(A*,d,) = )

laction de ce foncteur sur un morphisme f, € Mor((A4*,d,), (B*,d.)) découle des inclusions
fr(ker(d(A)x)) C ker(d(B)y) et fi(im(d(A)x)) C im(d(B)),

induisant les morphismes :

ker(d(A)p)  H(p). _ ker(d(B))
im(d(A)kfl) im(d(B)kfl)

H*(A*,d(A),) = = H*(B",d(B).),

pour tout k € Z. La famille H(f). := {H"*(f)}xez est le morphisme associé & f, par le foncteur
de cohomologie.

8.2.5-1-(5).1. Exercice: Lorsque l'on considere, au départ, la catégorie des algébres différentielles gra-
duées, montrez que le foncteur de cohomologie aboutit naturellement dans la catégorie des algebres gra-
duées.

8.2.5-1-(5).2. Définition : Un complexe de .A-modules (A*, d.) est dit «exact», lorsque H*(A*,d.) =
0, pour tout k € Z.

8.2.5-1-(5).3. Définition: Un morphisme f, de la catégorie des complexes différentiels gradués est

dit un «quasi-isomorphisme», si et seulement si, H(f). est un isomorphisme.

6) Cohomologie de de Rham des variétés différentiables. Foncteur contravariant obtenu en

composant les foncteurs complexe-de-de Rham et cohomologie-de-complexes.

7) Cohomologie singuli¢re des espaces topologiques. Foncteur contravariant obtenu en com-

posant les foncteurs complexe-de-cochaines-singulieres et cohomologie-de-complexes.

8) Troncatures bétes de complexes. Foncteurs covariants de la catégorie C*(A) vers elle-méme

définis pour chaque k € Z de la maniére suivante :

« Pour tout complexe (A*,d(A),), on note (AS¥ d,) le complexe (B*,d(B),) ou

{Bi:Ai pour i < k,
B =0 autrement ;

puis d(B); = d(A);, pour tout i < k — 1, et d(B); = 0 sinon.
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« Pour tout complexe (A*,d(A).), on note (A>* d.) le complexe (C*,d(C),) ou

{CizAi pour i > k,
C'=0 autrement;

puis d(C); = d(A);, pour tout i > k, et d(C); = 0 sinon.
On peut représenter ces définitions par le diagramme :

di—2 dr-1

(AsF)  —— AF? A AF 0 — 0 —

JoW W ]

_ dj—: _ di— dy d di 42
(A*) Ak 2 k-2 Ak 1 k-1 Ak k Ak:+1 ktl Ak:+2 k+2

R

(A>k) 0 0 0 AR+ djt1 AR+ diy2

D’ou 'on conclut que: _ '
HI(ASF) = HI(A¥) pour tout j < k;

Ak
HR(ASF) = ()
HI(ASF) =0 pour tout j > k;
et
HIi(A>*) =0 pour tout j < k+1;
HM1(A>F) = ker(dg1);
HI(A>F) = HI(A¥) pour tout j > k + 1.

499

Ce type de troncature, qui a l'avantage de “préserver la simplicité” de termes, introduit en
revanche des cohomologies, autour du degré de troncature, parfois peux controlables vis-a-vis

des cohomologies du complexe initial.

Soit maintenant f, € Mor(A*, B*), le morphisme f<, € Mor(AS* B<F) est défini en préci-
sant que ses “composantes” aux degrés < k sont respectivement celles de f,, et toutes les autres
étant nulles. (Le morphisme fj est défini de maniere analogue.)

8.2.5-1-(8).4. Remarque: Nous avons indiqué dans le diagramme ci-dessus des morphismes (ver-
ticaux) canoniques de complexes gradués. Ils définissent de transformations naturelles: du foncteur
o ~ % vers le foncteur “identité”, et de ce dernier vers o ~ o< L’application des considérations de
la section 8.2.5 permettent, donc, de conclure que ces diagrammes sont “fonctoriels” de la catégorie
des complexes vers la catégorie des bicomplexes différentiels gradués. Ces diagrammes représentent
également des suites exactes courtes de complezes :

00— (AZMH d,) — 5 (A" d,) — (AF . d,) —— 0

d’ou des suites exactes longues de cohomologie ol le termes “litigieux” constituent des suites exactes
a quatre termes:

0 —— HF(A*) —— H*(AS*) —— H*(A>F) —— H*1(A*) —— 0

| | | |

kerd a kerd
0 Ok coker(dy_1) LN ker(dg41) slaa 2
imdy_,

oit dj, désigne le morphisme induit par dj sur coker(dg_1) := A*/im(dgx_1).
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9) Troncatures intelligentes de complexes. Foncteurs covariants de la catégorie C*(A) vers
elle-méme définis pour chaque k € Z de la maniére suivante :

« Pour tout complexe (A*,d(A),), on note (7="(A)*,d.) le complexe de termes
nF(A) = Al pour ¢ < k,
F(A)F = ker(dy),
R (A =0 pour k < ¢;

et de morphismes d; = d(A); pour tout i < k, et d; = 0 autrement.

« Pour tout complexe (A*,d(A).), on note (7_%(A)*, d.) le complexe de termes

kA =0 pour i < k,
Tk>k(A)k = lm(dk)7
ok(A) = A pour k < i;

et de morphismes d; = d(A); pour tout k < i, et d; = 0 autrement.

Comme dans le paragraphe précédent, représentons ces définitions sur un diagramme :

(r2k(A)) 0 0 — im(dy) —— ARHT Dy phe2 e

11 el s

(A") Ak-2 d—2 Akl di-1 Ak de_ gk+1 i1 AR+2 dig+2

I el T

(rsF(A)") AkR=2 Bz gkl Tl yer(dy) —— 0 0

D’ou 'on conclut que:
HI(rsFA*) = HI(A*) pour tout j < k;
Hi (Tlka*) =0 pour tout k < j;
et .
H](Tk>kA*) =0 pour tout j < k;
HI(17FA*) = HI(A*) pour tout k < j.
Ce type de troncature, “préserver la simplicité” des cohomologies, mais introduit des termes

nouveau dans les complexes.

8.2.5-1-(9).5. Remarque: Comme dans les troncatures bétes, nous avons indiqué dans le diagramme
précédent des morphismes de complexes (verticalement) naturels, d’ou les suites exactes courtes fonc-

torielles :
0 —— 7ok (A)" A* FA) —— 0.

8.2.5-1-(9).6. Exercice: Définissez le foncteur 7% en remplagant dans la définition de 7,5 (A)* le terme
de degré k par im(dy). Précisez le conoyau du morphisme de complexes “évident” 75F(A)* — A* et

refaites I’étude des cohomologies.

8.2.5-1-(9).7. Remarque: Il convient de souligner que la fonctorialité des troncatures garantit, non
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seulement le fait qu’appliquées ligne-a-ligne (& condition de garder fixe la limite de troncature) et/ou
colonne-a-colonne, & un bicomplexe différentiel gradué, on obtienne encore un bicomplexe différen-
tiel gradué; mais aussi que cela fournit des foncteurs de troncature de la catégorie des bicomplexes
différentiels graduées vers elle-méme.

8.3 Catégories abéliennes

Si ’on voulait résumer & outrance, on pourrait dire que les «catégories abéliennes» sont celles dis-
posant de suffisamment de structure supplémentaire pour y transposer, mutatis mutandis, I’énorme
majorité d’arguments d’algebre homologique que 'on peut faire dans les catégories de modules et
qui restent valables, quelle que soit la catégorie de modules choisie.

Une premiére question que 1’on doit se poser concerne la notion de “complexe” elle-méme. Que
faut-t-il demander & une catégorie € pour pouvoir introduire la catégorie des «complexes d’objets
de €». La réponse simple est: qu'’il existe un objet nul (le module nul dans les catégories de mo-
dule). On appelle «objet nul» dans une catégorie €, tout objet 0 tel que More(0, A) et More(A, 0)
soient des singletons pour tout objet A de €. Il s’en suit que deux objets nuls sont toujours iso-
morphes et, en composant A — 0 — B, qu'il existe un (unique) «morphisme nul», note 04 g,
dans chaque ensemble More(A, B). Maintenant, étant donnée une catégorie € possédant un objet
nul, on peut définir la catégorie C*(€) comme la sous-catégorie pleine de Fonct((Z, <), €) dont les
objets sont les systémes (Z, <)-inductifs dans lesquels la composition de deux fleches consécutives
donne la fleche nulle. Ceci étant, le foncteur constant z € Z ~~ 0 est trivialement un objet nul de la
catégorie C*(€), nous pouvons donc itérer la démarche ci-dessus pour construire la catégorie des
bicomplexes, puis des tri-complexes,. .. Remarquons que ces catégories de multicomplexes peuvent
également étre définies comme les sous-catégories pleines des catégories Fonct((Z", <), €), ou ‘<’
désigne 'ordre “lexicographique” des n-uples de nombres entiers, dont les objets sont les systemes
(Z", <)-inductifs dans lesquels la composition de deux fleches consécutives et de méme direction
donne la fleche nulle.

Mais, bien sur, la seule demande d’objets nuls est tres en-dessous de ce dont on a besoin pour
travailler (notamment pour tout ce qui concerne les homotopies cf. 8.3.5), et une premiére approxi-
mation est donnée par les catégories additives.

8.3-1. Définition : Une catégorie € est dite «additive» lorsque :

Ad-1) € posséde un objet nul.

Ad-2) Les ensembles More (A, B) possédent une structure (additive) de groupe abélien dont I'élément
neutre est le morphisme nul 04 p.

Ad-3) Distributivité des compositions: f(g1 + g2) = fo1 + fgo et (g1 + g2)h = g1h + g2h.

Ad-4) Dans € la somme directe d'un nombre fini d'objets est définie. Autrement dit, pour tout en-
semble fini d'objets {A1,..., A,}, il existe un objet A et des morphismes p; € More(A, A;)
et i; € More(A;, A), avec j =1,...,n, tels que

n
pjoij=ida;, proi;j=0a,a, sij#k , et Y ijop;=ida.
=1
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Ces conditions, évidentes dans les catégories de modules, sont héréditaires en ce sens que si €
est additive, les catégories C*(€) et CZ (catégorie d’objets Z-gradués de € et morphismes de degré
zéro pour simplifier), seront également additives. (Il en est évidemment de méme des catégories
Fonct(P, €), ou P désigne une petite catégorie.)

8.3.1 Foncteurs additifs entre catégories additives. Les foncteurs F “intéressants” entre
deux catégories additives seront ceux qui respectent I’additivité des morphismes, i.e. tels les que
les applications

F: (Mor(A, B); +;04,5) — (Mor(F(A),F(B)); +; 0p(a)F(5)) »

sont des homomorphismes de groupes. Dans ces cas, on dira que le foncteur F est «additif ».

8.3.1-1. Remarque et exercice: Un foncteur additif F entre deux catégories additives € et D in-
duit (au sens du paragraphe 8.2.4) un foncteur entre les catégories des multi-complexes d’objets de €
et D. Tous ces foncteurs sont additifs.

Plus généralement,

a) Si P est une petite catégorie, Fonct(P, €) et Fonct(P, D) sont des catégories additives et le foncteur
induit par F est additif.

b) Si F est un foncteur entre deux petites catégories P; et Po, le foncteur *F coinduit de Fonct(Ps, €)
vers Fonct(Pq, €), est additif.

8.3.2 Cohomologie et catégories abéliennes. Disposant de la catégorie de complexes d’une
catégorie additive, nous souhaiterions pouvoir parler de cohomologie. Pour ceci il nous faut des
conditions garantissant I’existence de noyau et conoyau d’un morphisme.

8.3.2-1. Définition : Soit € une catégorie additive et soit f € Mor(A, B).
» On appelle «<noyau» pour f la donnée a la fois d'un objet N et d'un morphisme n € Mor(IN, A)
tel que tout morphisme g de codomaine A vérifiant f o g = 0, se factorise par n, i.e. il existe un
unique h de codomaine IN tel que g = n o h. Soit graphiquement :

N—-aA-L_.B
N
\\
EN N 4 AB
AN
M

Le morphisme f € Mor(A, B) est dit «injectif » lorsque IN est un objet nul.
» On appelle «conoyau» pour f la donnée a /a fois d'un objet C et d'un morphisme ¢ € Mor(B, C)
tel que tout morphisme g de domaine B vérifiant go f = 0, se factorise par ¢, i.e. il existe un unique
h de domaine C tel que g = hoec.

Le morphisme f € Mor(A, B) est dit «surjectif » lorsque C est un objet nul.
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8.3.2-2. Remarque: Les conditions d’existence de noyaux et conoyaux ne suffisent pas dans une
catégorie additive, a elles toutes seules, a garantir qu'un morphisme a la fois injectif et surjectif est
un isomorphisme. Cette conclusion résultera de ’axiome 8.3.2-3-(2) des catégories abéliennes.

8.3.2-3. Définition: Une catégorie «abélienne» est une catégorie additive dans laquelle:

Ab-1) Tout morphisme posséde un noyau et un conoyau.

Ab-2) Pour tout morphisme f € Mor(A, B), il existe un objet I et une factorisation f = g o p avec
p € Mor(A, I) et ¢ € Mor(I, B) tels que dans le diagramme :

: e n est un noyau pour f;
%A B\'f e ¢ est un conoyau pour f;
N *l'l b l(/w c e p est un conoyau pour n;
— I —

® ¢ est un noyau pour c.

Les couples (p, I) et (I, q) sont appelés respectivement «image » et «coimage » pour le morphisme

1.

8.3.2-4. Exercice: Montrez que dans une catégorie abélienne les isomorphismes sont précisément les
morphismes a la fois injectifs et surjectifs.

8.3.2-5. Exercice: Montrez que si € est une catégorie additive (resp. abélienne) la catégorie opposée
C°P T'est également. (On dit que ces catégories sont autoduales.)

8.3.2-6. Exercice: Indiquez quelles catégories dans la liste 8.1-4 sont additives et possedent des
noyaux et conoyaux.

Lorsque des choix “canoniques” des noyaux et conoyaux existent pour tous les morphismes d’une
catégorie abélienne € (comme c’est le cas dans les catégories de modules), nous pouvons définir le
«foncteur de cohomologie»: H* : C(€) ~ CZ en posant :

HI (A*, d.) := coker(d;_; : AT o ker(di)) ,

ott d;_1 désigne le morphisme factorisant d;_; & travers ker(d;).

8.3.2-7. Remarque et exercice: Nous avons déja signalé que l'additivité était une propriété des
catégories héritée par les catégories des multi-complexes différentiels gradués d’objets. L’existence des
noyaux et conoyaux (et méme des choix canoniques de ces objets) U'est également. Ceci résulte de 1'ob-
servation, élémentaire en catégories de modules, que lors d’un morphisme de complexes différentiels
gradués, la différentielle induit une structure canonique de complexe différentiel gradué sur la suite
des noyaux et conoyaux calculés terme-a-terme; les objets ainsi construits, munis des morphismes
d’injection canonique et de projection canonique, sont alors des noyau et conoyau (canoniques) dans
la catégorie de complexes différentiels gradués.
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8.3.3 Exactitude des foncteurs additifs sur les catégories (de complexes) de modules. (")
Considérons un foncteur additif F entre deux catégories de complexes de modules € et D. Comme
F induit des foncteurs sur C*(€) et €% et que le foncteur cohomologie est bien défini, on obtient

un diagramme :
c'(e) —— C'(D)

v |

eZ F @Z

8.3.3-1. Définition : Le foncteur additif F est dit «exact» si le diagramme précédent est commutatif a

isomorphisme naturel pres, i.e. s'il existe un isomorphisme naturel reliant les foncteurs H*o F et F o H*.

8.3.3-2. Définition: Un complexe d'objets d’'une catégorie abélienne est dit «exact» si toutes ses co-

homologies sont nulles.

Un complexe exact de la forme --- -0 — A — B — C — 0--- est dit une «suite exacte courte».

8.3.3-3. Proposition: Les conditions suivantes sont équivalentes pour un foncteur additif F' entre

catégories abéliennes.
» F est exact.
» F transforme un complexe exact en un complexe exact.

» F transforme une suite exacte courte en une suite exacte courte.

Sa démonstration résulte des considérations suivantes que bien que nous exposions dans le cadre

d’une catégorie de modules, se transposent a toute catégorie abélienne.

Soit (A*,d,) un complexe de A-modules, et considérons pour chaque j € Z, le diagramme

commutatif suivant, ou les lignes et colonnes sont des complexes :

0 0 0
T 3 T
0 —» s kI B g0 P!
3;‘—1T Oéjl 3j+1T
dj-s ATl dj-1 A d; AT+ dji1 (D)
aj—l/[ ﬁjJ{ aj+lT
Ki-! 0P+ — B g gl
T 3 T
0 0 0

3 Toutes les considération de ce paragraphe sont valables pour les catégories abéliennes en général. Une difficulté
essentielle dans les catégories abéliennes vient du manque de la notion d’élément d’un objet fort commode
pour étudier le comportement des morphismes.
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8.3.3-4. Définition : Une suite “courte” de modules (la composition de deux morphismes successifs

étant nulle):
0— M — My — Mz —0,

est dite «exacte a gauche» lorsque sa cohomologie aux termes 1,2 est nulle, «exacte a droite» lorsque
c'est le cas aux termes 2, 3.

Ceci étant, on repere cing suites courtes dans le diagramme (1), deux horizontales et trois ver-
ticales. Nous allons introduire des morphismes naturels entre H* et H*(A*, d,)

Lorsque les suites courtes de (1) sont toutes exactes ¢ droite. On construit un morphisme fonctoriel
sur la catégorie des diagrammes de la forme (}) entre:

HI —— HI(A%,d,).

Voici comment : la surjectivité de g; permet de relever tout élément de H J. Soit h € H et posons
g;(k) = h. L’élément «; (k) est alors un cocycle car djoa;(k) = ajy10pj4108;00;(k) = 0, puisque
Bj o aj = 0. D’autre part si k" est un autre relevement de h, 'exactitude en K 7 de la suite exacte
courte horizontale garantit que la différence k — k' appartient & 'image de p;, et méme a 'image
de p; o B;_1, puisque [;_; est surjective. Il s’ensuit que I’élément «;(k — k') appartient a 'image de
ajop;ofj-1=d;_. Par conséquent, 1’élément que nous associions & h € H’ dans H7(A*) était
bien défini.

8.3.3-5. Exercice:
» Etudiez le probleme de la naturalité de cette construction.
» Faites le cas ou toutes les suites courtes sont exactes a gauche pour définir un morphisme naturel
Hi(A*) — HI.
» Montrez, pour terminer, que ces morphismes sont inverses I'un de I’autre lorsque toutes les suites
courtes sont eractes.

8.3.3-6. Exercice: Définissez les suites courtes de (i) de maniere a ce que K* = ker(d,), I* =

im(d._1) et H* = H*(A*,d,). Donnez la démonstration de la proposition 8.3.3-3.

8.3.3-7. Remarque et définitions: Un foncteur covariant F entre deux catégories abéliennes est
dit «exact & droite» lorsqu’il transforme toute suite exacte courte en une suite exacte & droite. Il est
dit «exact & gauche» s’il transforme toute suite exacte courte en une suite exacte a gauche.

Les remarques qui précedent montrent que pour tout foncteur F exact a droite, il existe une trans-

formation naturelle entre les foncteurs
FoH* — H*oF,

et vice-versa lorsque le foncteur est exact a gauche.

8.3.3-8. Exercice: Indiquez dans la liste des foncteurs 8.2.5-1, ceux qui sont additifs, puis exacts.
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8.3.3-9. Exercice: Le foncteur de cohomologie est un foncteur additif de C*(Mod(.A)) vers ModZ(A).
Est-il exact?

8.3.4 Exactitude des foncteurs additifs dans les catégories d’espaces vectoriels. Soit &
un corps abstrait et notons Vec(k) la catégorie des espaces vectoriels sur k, olt les morphismes sont
les applications k-linéaires.

8.3.4-1. Proposition: Un foncteur additif de Vec(k) vers une catégorie abélienne quelconque est
toujours exact.

Démonstration : Commencons par quelques rappels généraux. Soit A un anneau arbitraire. Une suite exacte
courte de A-modules:
0 AL B ,C 0,

est dite «scindée » s’il existe un morphisme de A-modules o : C — B tel que oog = id¢ ; un tel morphisme est
appelé une «section» de ¢. Dans ce cas, le morphisme b € B + b — o 0 ¢(b) est a valeurs dans im(p) et définit
donc un morphisme 7, : B — A vérifiant 7, o p = id4. Un tel morphisme est appelé une «rétraction» de p.
L’existence de rétractions et de sections sont des phénomenes équivalents, et lorsqu’ils ont lieu les morphismes
p+o:A®C - Bet, ®q: B— A® C sont inverses I'un de I'autre.

Ceci étant, démontrez qu’'un foncteur additif transforme toujours une suite exacte scindée en suite scindée
(donc exacte).

Or, dans la catégorie des espaces vectoriels, le théoreme d’existence de bases garantit que toute suite exacte
courte est scindée. Tout foncteur additif sur Vec(k) préservera, par conséquent, 'exactitude des suites exactes
courtes, et sera, d’apres 8.3.3-3, exact. ]

8.3.4-2. Remarque: Cette derniére proposition est également vraie si’on remplace Vec(k) par la ca-
tégorie VecA(k) d’espaces vectoriels A-gradués (morphismes de degré 0 pour simplifier). Par contre,
il faut bien prendre garde du fait qu’elle est fausse lorsque I'on remplace Vec(k) par la catégorie
C*(Vec(k)) des complexes d’espaces vectoriels. La raison étant que si toute suite exacte courte de
complexes admet un scindage en tant que suite exacte courte espaces vectoriels gradués, il n’existe pas
toujours de scindage commutant aux différentielles, i.e. de scindage dans la catégorie C*(Vec(k)).

8.3.4-2.1. Exercice: Voici un exemple illustrant cette difficulté: Pour tout k-espace vectoriel V', la
suite de complexes (verticaux) suivante est exacte dans la catégorie C*(Vec(k)) :

0 0 0 0 0
[

0 Vv YV 0 0
[l ]

0 0 14 Y5V 0
[

0 0 0 0 0

0 A* DPx B* ax C* 0

Montrez que pour peu que dimg (V) > 0, il n’existe pas de section o, pour le morphisme de complexes
Gx, commutant aux différentielles (fleches verticales).
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8.3.5 Homotopies. Revenons sur la notion de “suite courte de A-modules scindée” introduite
dans le paragraphe précédent. La donnée:

o—>A<—ﬁL~>B<—+~>C—>0,

se représente classiquement sous la forme suivante de diagramme :

0—2 a2 B . c—2 .0
/ | / | / | /
| I o/

idg | idg | ide |
1 1 1
0 0 A P B q C 0 0

000 +7m,0op=idya;

ou l'on constate les égalités:

pom,+ coq =idp;
goo + 000 =ide.

Ce type de données constitue ce que 'on appelle une homotopie.

8.3.5-1. Définition: Soient € une catégorie additive, et (A*,d(A),) et (B*,d(B).) deux complexes
d'objets de € (i.e. deux objets de C*(€)). On dit de deux morphismes de complexes f. et g, de
(A*,d(A).) vers (B*,d(B),) qu'ils sont «<homotopes», lorsqu'il existe une famille de morphismes
hj € More(Aj,B;_1), ol j € Z, telle que:
d(B)j,1 ohj+hjiio0 d(A)J = fj — 95, pour tout j € Z. (h)
On a donc un diagramme de la forme:
d(A)j-3

d(A),/f’Z d(A)7*1

Aj_g

Aj—l

L’un des intéréts le plus remarquables des homotopies vient du résultat suivant (vrai sur les
catégories abéliennes en général).

8.3.5-2. Proposition: Soient (A*,d.) et (B*,d,) deux complexes de A-modules. Deux morphismes
de complexes f, et g. (A*,d,) et (B*,d,) homotopes, induisent le méme morphisme en cohomologie,
i.e. les morphismes :

H(f).: H (A", d,) —» H*(B*,d,) et H(g): H(A",d.) — H"(B",d,),
sont identiques.
Démonstration: En effet, pour chaque j € Z, Pégalité (f — g); = d(B);j_1 o hj + hj41 o d(A); appli-

quée a un j-cocycle £ de (A*,d,) montre que (f — g);(£) est un j-cobord de (B*,d.); il s’ensuit que
0=H(f—-g);=H(f); — H(g); "
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8.3.5-3. Définition: Un complexe de modules est dit «<homotope a zéro» lorsque le morphisme “iden-
tité" est homotope au “morphisme nul”.

La cohomologie d’un complexe de modules homotope a zéro est donc nulle en tous degrés et
un tel complexe est nécessairement exact. L’équivalence entre “complexes homotopes a zéro” et
“complexes exacts” est fausse en générale, pourtant 'exemple du scindage d’une suite exacte
courte d’espaces vectoriels se généralise, dans un premier temps, de fagcon inductive & tout complexe
d’espaces vectoriels bornée a droite ou & gauche ; puis & un complexe arbitraire. La question (a) de
Pexercice suivant révele un phénomeéne d’extréme importance en catégories dérivées, la premiere
partie en rapport avec les objets injectifs et la seconde avec les objets projectifs. 1l s’avere que les
objets de Vec(k) sont précisément de ces deux types simultanément.

8.3.5-4. Exercice: Soit (V,d,) un complexe exact de k-espaces vectoriels.
a) Montrer que le deux complexes suivants sont homotopes & zéro:
0 ker(do) Vo Lsov By, By B
Ve hv, v, v S ker(dy) —— 0.
b) Reliez les homotopies de (a) en une homotopie pour (Vi,d.).

Revenons encore sur la notion d’homotopie en observant attentivement les catégories qui entrent
en jeu dans sa définition.

Les complexes (A*,d(A).) et (B*,d(B),) sont des objets de C*(€), et lorsque I'on oublie leurs
différentielles, A* et B* sont des objets de €%, auquel cas d(A) € Mor[é; (A", A*) et mutatis mutan-
dis pour B*. D’autre part, f. et g, définissent des éléments de 1\/[01r[g}Z(A*7 B*). On demande alors &
la famille {h;} cz seulement d’étre un morphisme h € Moré—zl](A*, B*). La condition d’homotopie

(h) est donc une condition dans la catégorie % donnée par :
hod(A)+d(B)oh=f—g. (h')

Soit maintenant F un foncteur additif de la catégorie € vers une catégorie D (additive). Nous
avons déja remarqué que ce foncteur induit deux autres foncteurs, également additifs, F : C*(€) ~
C* (@) et F : €% ~» DZ. Or, I additivité est précisément I'ingrédient nécessaire pour la conservation
de la relation d’homotopie (k'), i.e.:

Flhod(A)+d(B)oh]=F[f —g], soit Fhod(FA)+dFB)oFh=Ff—-Fg.

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant qui releve I'importance, a la fois de la notion d’ho-
motopie et des catégories et foncteurs additifs :

8.3.5-5. Lemme: Les foncteurs additifs définis sur une catégorie additive €, transforment des
morphismes homotopes de la catégorie C*(€) en des morphismes homotopes.

De tels foncteurs transforment, en particulier, des complexes homotopes a zéro en des complexes
homotopes a zéro.
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8.3.5-6. Remarque: La définition d’homotopie et le lemme précédent peuvent étre généralisés de
fagon évidente au contexte suivant. Soit F un foncteur additif entre deux catégories additives € et D.
Pour toute petite catégorie P, notons P° la sous-catégorie de P comportant les mémes objets mais
ne comportant aucun autre morphisme que les identités de P (la catégorie P° est donc équivalente
a Pensemble d’objets de ). Etant donné maintenant un complexe (A*, d.) d’objets de Fonct(P, €),
il suffira de demander des homotopies au niveau de chaque objet de P (la définition d’homotopie
a donc lieu dans la catégorie Fonct(P°, €)) pour pouvoir conclure que le complexe F(A*,d,) dans
C*(Fonct(P, D)) est lui aussi homotope & zéro.

Une maniere d’illustrer cette remarque est la suivante: Un complexe exact de multicomplexes d’es-
paces vectoriels est, d’apres l'exercice 8.3.5-4, scindé au niveau de chaque multidegré. L’application
d’un foncteur additif quelconque, induit & partir d’un foncteur additif de la catégorie Vec(k), trans-
formera le complexe en question en un complexe exact.

Réciproquement, si le complexe obtenu en appliquant un foncteur additif, n’est pas exact, cela
signifie nécessairement que ce foncteur ne dépend pas seulement des objets du multicomplexe, mais
fait intervenir également ses différentielles. Le foncteur qui associe a un complexe sa cohomologie est
I’exemple typique de cette situation, mais la la dépendance est claire.

Bien entendu, lorsque les catégories considérées sont abéliennes la notion d’homotopie donne
des conditions tres efficaces pour garantir la nullité des cohomologies non seulement d’un complexe

mais aussi des complexes obtenus en lui appliquant un foncteur additif arbitraire.

8.4 Limites
8.4.1 Systémes inductifs et projectifs.

8.4.1-1. Définition : Soient Ab une catégorie abélienne et J une petite catégorie (*). On appellera
«systeme inductif de Ab» (resp. «systeme projectif ») la donnée d'un foncteur covariant (resp. con-
travariant) F : 3 ~» Ab. On référera aux objets de J comme étant les «indices» du systeme inductif
(resp. projectif).

Plus généralement, on appellera «catégorie de systéemes inductifs de Ab indexés par la catégorie
J», la catégorie Fonct(J, Ab) des foncteurs covariants de J vers Ab. On notera cette catégorie de
préférence: Ind(J, Ab).

On définit mutatis mutandis la catégorie Prj(J,.Ab) de «systémes projectifs de Ab indexés par la
catégorie J ».

8.4.1-2. Remarque: Lorsque la catégorie J est la catégorie associée a un ensemble partiellement
ordonné (2, <) on retrouve les notions habituelles de systémes inductifs et projectifs (¢f. 8.2.4 page
105).

8.4.1-3. Exercice: Montrer que la catégorie des systemes inductifs de Ab (resp. projectifs) indexés
par la petite catégorie J est une catégorie abélienne.

32 Une définition ou Ab et J sont des catégories quelconques est bien entendu possible, mais une telle généralité
sera inutile pour ce cours.
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Systémes inductifs et projectifs constants

Pour tout objet M de Ab, le «foncteur constant Ips » qui fait correspondre a tout indice a € Ob(J)
I'objet M et a tout morphisme d’indices le morphisme idyys, définit & la fois un systéme inductif et
projectif. La correspondance qui associe M ~» Ky et qui fait correspondre & ¢ € Mor.ap (M7, Ms)
la transformation naturelle K, : o ~ (¢ : Kag, (o) — Kz, (a)) est alors un foncteur covariant
et une équivalence de catégories de Ab vers la sous-catégorie pleine de Ind(J; Ab) (resp. de
Prj(3; Ab)) des foncteurs constants. Dans la suite, nous noterons de maniere indistincte les objets
et morphismes de cette sous-catégorie et ceux de Ab; les notations ‘Kps’ et ‘K, seront donc
remplacées par ‘M’ et ‘¢’ lorsque le contexte ne pourra induire a confusion.

8.4.1-4. Définition : Pour tout systeme inductif F € Ob(Ind(J; Ab)), on appelle «limite» de F, la don-
née d'un objet lim(F) € Ob(Ab) et d'une transformation naturelle de foncteurs ©(F) : F ~~ Klin()
vérifiant la propriété universelle suivante :
o Pour tout objet N € Ob(Ab) et toute transformation naturelle ® : F ~~ Ky, il existe un, et un
seul, morphisme ¢ € Mor ap (lim(F), N) tel que ® = 0 O(F).

En dualisant, on obtient la notion de limite d'un systéme projectif :

Pour tout systeme projectif F € Ob(Prj(J;.Ab)), on appelle «limite» de F, la donnée d'un objet
(hﬂ(g) € Ob(Ab) et d'une transformation naturelle de foncteurs O(F) : .’K(H_m(?) ~» F vérifiant la
propriété universelle suivante :

o Pour tout objet N € Ob(Ab) et toute transformation naturelle ® : Ky ~ F, il existe un, et un

seul, morphisme ¢ € Mor.ap (N, (//—m(EF)) tel que ® = O(F) o .

Le lemme suivant est alors facile & prouver et est laissé en exercice.

8.4.1-5. Lemme: Un systéeme inductif de Ind(J; Ab) (resp. projectif de Prj(J; Ab)) admet au
plus une limite (& isomorphisme prés).

8.4.1-6. Définition: On dit qu'une catégorie abélienne Ab «possede des limites inductives» lorsque
quelle que soit la petite catégorie J, tout systeéme inductif de Ind(J; Ab) admet une limite.

De maniere analogue, on dit que la catégorie Ab «posséde des limites projectives» lorsque quelle
que soit la petite catégorie J, tout systéme projectif de Prj(J; Ab) admet une limite.

Enfin, on dira que Ab «posséde des limites» lorsqu’'elle possede, a la fois, des limites inductives et
projectives.

Etude générale de la limite inductive

Supposons que Ab possede des limites inductives. Soient F, G € Ob(Ind(J,.Ab)) deux systémes
inductifs et soit p : F ~» G une transformation naturelle. On a alors une transformation naturelle
composée :

4 [CI¢¢]
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d’ott une transformation naturelle canonique lim(u) : x]igl(g) > Kl@(g) rendant le diagramme
suivant commutatif : u
F —— G

@(?)l ) l o(9)
lim(F) 220, 1y (g)

8.4.1-7. Proposition: Soit Ab une catégorie de modules (plus généralement de multicomplexes

de modules).
a) La catégorie Ab admet des limites inductives.

b) Pour tout systéme inductif F € Ob(Ind(J;.Ab)), il existe un choix canonique pour lim(F) et
pour la transformation naturelle ©(F) : F ~ %1@(3‘).

¢) Pour toute transformation naturelle de systémes inductifs u : F ~» G, il existe un choix cano-
nique pour le morphisme lim(u) € Mor qp (lim(F), lim(G)).
d) La correspondance lim : Ind(J; Ab) ~~ Ab qui fait correspondre F ~ lim(F) et p ~» lim(u) est

fonctorielle additive et exacte a droite.

Démonstration: L’assertion (a) sera conséquence du fait que les catégories de modules (et plus générale-
ment les catégories de multicomplexes de modules) possedent des sommes directes de familles arbitrairement
indexées (cf. exercice 8.4.1-8 pour 1’équivalence). L’idée de la construction est la suivante.

Donnons nous une petite catégorie 3 d’ensemble d’objets (indices) noté A. Soit F € Ob(Ind(J, Mod(A))).
On considere le morphisme de A-modules :

D ( D sr(a)) — 1D D F(a) - coker(I(F)) — 0

(o,B)€AZ  OEMory(a,B) e
Tai,0 i (20, —F(0)(za)) € Fla) ® F(B)

et Lon vérifie que la correspondance a ~ (v(F)|g,, : Fla) — coker(I(F))) définit une transformation

naturelle © : F ~ Keoker(r1(5))-

Ceci étant, pour tout A-module M, la donnée d’une transformation naturelle = : F ~» Kp; équivaut a:

a) se donner une famille d’homomorphismes X = {1, : M, — M },ca
b) telle que pour tout 8 € 2 et tout § € Morg(a, 8), on a P, = g o F(0).

Or, la famille X' définit le morphisme »° o %0 : Docqg Mo — M, et 'on voit bien que les relations (b)

assurent que Y o Yo s’annule sur 'image de II(F). Il s’ensuit qu’il existe un unique homomorphisme de

ac
A-modules ¢ : coker(II(F)) — M tel que E = £ 0 ©. Les assertions (a) et (b) de la proposition sont ainsi

démontrées en posant :

’11 (F) = coker(I(F)) et O(F):= O (+)

—

On retiendra D'existence d’une surjection canonique (naturelle) :

@aem F(o) liny(%) ()

Pour (c), la donnée d’une transformation naturelle de systémes inductifs x4 : F — G, donne lieu & un
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diagramme de A-modules commutatif et canonique :

B ( B 7o) PFa)—L— @) -0

(a,8)€A2  O€Morg(a,B) ae

lzm(a) D lmw lim )
P ( D @) " P ) —C— 1m0

(@,B)€A?  O€Mory(a,B) acn
ol le morphisme hgr)n(u) est celui induit par les morphismes verticaux des deux premieéres colonnes.

La démonstration de I'additivité du foncteur lim est facile mais laborieuse a écrire; nous la laissons aux
soins du lecteur courageux. L’exactitude & droite est par contre plus intéressante.

On commence par remarquer que les correspondances de Ind(J; Ab) vers Ab:

g @B ( P F@) e ue X (X uw)

(a,B)€NA2  H€Morg(a,B) (a,B8)€A2  H€Morg(a,B)
Fw P Flo) et g~ Y p(a)
aed aed

sont fonctorielles additives et exactes.

Soit maintenant 0 — F — G — H — 0 une suite exacte de systémes inductifs. On a le diagramme :

0 0 0

B ( P F@) " P Fa) —T— @) -0

(a,ﬁ)e‘llz 6eMorg(a,3) acd

EB ( @ 9(04)) B/ N EB G(a) ) BN lim(G) — 0

(a,8)€A2  O€Morg(a,B) ac

D ( D H ) — 109 D () — s lim(3) - 0

(a,8)EA2  OEMorg () acl
0 0 0

ou les trois lignes et deux premieres colonnes sont exactes. La vérification de ’exactitude “a droite” de la
colonne de droite se fait alors aisément par une chasse aux diagrammes que nous laissons en exercice. u

8.4.1-8. Exercice: Soit 2 un ensemble non vide et notons (Pr(2l); C) I'ensemble des parties non
vides et finies de 2 muni de 'ordre partiel d’inclusion. Pour chaque o € 2, soit M, un objet d'une
catégorie abélienne Ab. Soit le systeme inductif F de Ind((A, €); Ab) défini par F(F) := P . p Ma,
pour chaque partie finie F' C 20 ; puis si ¢ : Fy < Fy est 'inclusion canonique, F(¢) : @aEFl M, —
D.c m, Mo désigne le morphisme d’inclusion canonique des sommes directes.

Montrer que si Ab admet des limites inductives la paire (lim(F), ©(F)) définit une somme directe
pour la famille { M, }ex-

Nous voyons donc que pour une catégorie abélienne, il y a équivalence entre les faits de posséder
des somme directes de familles arbitraires et le fait de posséder des limites inductives.
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Avertissement. Dans la suite de ce cours, a chaque fois que ’on considérera des catégo-
ries abéliennes abstraites, on supposera tacitement qu’elles possédent des limites.

Etude générale de la limite projective
Résulte de dualiser le cas des limites projectives.

Supposons que Ab possede des limites projectives. Soient F, G € Ob(Prj(J, Ab)) deux systemes
projectifs et soit u : F ~» G une transformation naturelle. On a alors une transformation naturelle

composée : o)
"
Xlim (F) rF »§
(_
d’ott une transformation naturelle canonique lim (u) : Kyjp, @ Kiim ©) rendant le diagramme
S — —

suivant commutatif: <11_m(u)

lim (F) ———— lim(9)

— —

o(F) l e(9)

8.4.1-9. Proposition: Soit Ab une catégorie de modules (plus généralement de multicomplexes
de modules).
a) La catégorie Ab admet des limites projectives.
b) Pour tout systéeme projectif F € Ob(Prj(J;.Ab)), il existe un choix canonique pour <11_m(5") et
pour la transformation naturelle O(F) : X jjp ) ~ F.
—

¢) Pour toute transformation naturelle de systémes projectifs p : F ~» G, il existe un choix cano-
nique pour le morphisme <]1_m(,u) € MOI'Ab(M(?), 11&(9))

d) La correspondance <11;111 : Prj(J; Ab) ~~ Ab qui fait correspondre F ~ <11;111(37) et p ~ (hﬂ(u)
est fonctorielle additive et exacte a gauche.

Indication: La démonstration est la méme que pour la proposition 8.4.1-7 a ceci pres que ’on doit renverser
les fleches pour les systemes projectifs et remplacer les sommes directes par des produits directs. n

8.4.2 Exactitude du foncteur limite inductive.

8.4.2-1. Définition : Une catégorie € est dite «filtrante» (*') lorsque les deux conditions suivantes sont

satisfaites:

a) Pour chaque paire (M, M) d'objets de €, il existe un objet IN tel que More(M;, N) # &.

b) Pour toute paire d'objets (M, IN) de € et tout couple (61, 62) de morphismes §; € More(M N), il
existe un objet I et un morphisme v € More (N, I) vérifiant v o 6; = v o 6,

8.4.2-2. Exercice: Montrer que la catégorie associée & un ensemble partiellement ordonné (2; <) est
filtrante, si et seulement si, pour tout couple d’éléments (a,b) € A? il existe un élément ¢ vérifiant
a<cetb<gec

3 On dira parfois «filtrante supérieurement » pour insister sur le sens de la filtration.
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8.4.2-3. Exercice: Soit € une catégorie filtrante. Soient M, IN; et Ny trois objets de €. Montrer
que pour chaque donnée de deux morphismes 6; € More(M, N;) il existe un objet I et de morphismes
wi € More(IN;, I) tels que lon ait gy 0 6y = pg o 5.

8.4.2-4. Lemme (technique): Soit € une catégorie filtrante. Soit A un ensemble fini de mor-
phismes de €. Notons B I'ensemble (fini) de domaines et codomaines des morphismes de A. Il
existe alors un objet I € Ob(@) et pour chaque P € B un morphisme np € More(P, I) tels que
Pon ait Tpom(g) = Tcodom(s) © 0, pour tout 6 € A.

Soit graphiquement :

ou les points désignent des objets de C, les traits a I'intérieur de la zone grisée désignent des mor-
phismes (ou des ensembles finis de morphismes), dans un sens ou lautre, et les traits menant a I
désignent des morphismes de € de codomaine I. Le lemme affirme ’existence des fleches menant
a I de telle sorte que tous les sous-diagrammes “triangulaires” de sommet I soient commutatifs.

Démonstration: Remarquons dans un premier temps que le probleme d’existence posé par ce lemme est
équivalent a celui ot ’on supposerait que A contient les morphismes identiques pour tous les objets de 3. Nous
allons admettre dans le suite cette hypothése et raisonnerons par induction sur le cardinal du sous-ensemble
A’ de A des morphismes non identiques.

Cardinal de A’ nul. Dans ce cas une itération facile, & 'aide uniquement de la condition (a) des catégories
filtrantes, suffit & prouver le lemme.

Cardinal de A’ strictement positif. On enléve un morphisme non identique 6y de A. Comme on a supposé
que les morphismes identiques des domaines et codomaines des morphismes de A sont dans A, I’ensemble B
n’est pas perturbé par le retrait de 6y. Nous pouvons supposer maintenant, par hypothese inductive, 1’exis-
tence d’un objet Iy et d’une famille de morphismes {7} € More(P, I2)}pcp satisfaisant les demandes du
lemme pour tout morphisme de A & 'exception pres (éventuelle) de 6. L’application du résultat de 'exercice
8.4.2-3 donne un objet I et une paire de morphismes A € More(Iz, I1) et £codom(sy) € More(Codom(fy), I1)
tels que:
&Codom(80) © 00 = X 0 THom(ap) -

Ceci étant, la famille de morphismes {np := Aonp € More(P, I1)}pep continue de satisfaire les demandes
du lemme pour tout morphisme de A & exception pres (éventuellement) de 6. Sur 'objet Codom(6y) nous
avons & présent deux morphismes de codomaine I, & savoir m¢, dom(6g) €t €codom(6,) ; 'application de la
condition (b) des catégories filtrantes, donne alors un objet I et un morphisme p € More (I3, I) vérifiant :

140 TCodom(6) = M © ECodom(6o)

On pose alors mp = i o wp, pour chaque P € B. La famille {np}pcp continue de satisfaire les demandes du
lemme pour tout morphisme de A\{6p}. Pour 6y, on a

7-[-(JDdorrx(G()) o 00 =po W’Codom(en) o 60 = Mo éCodom(Qo) o 00 = Mo Ao 7I-]gom(eo) = 7rDom(90) 3

ce qui prouve le lemme pour I’ensemble A. =
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Tlustration de la démonstration du lemme :

gCodom(Go )

({w;, = ol € More(P, I)} Pe@

8.4.2-5. Remarque: Le lemme technique précédent, dans le cas ou la catégorie € est la catégo-
rie associée a un ensemble partiellement ordonné, admet une démonstration quasiment immédiate.
L’exercice 8.4.2-2 montre que dans ce cas, il suffit que 'objet I majore tout élément de B.

8.4.2-6. Théoréme: Soient J une petite catégorie filtrante et Ab une catégorie de modules (plus
généralement de complexes de modules). Notons 2 ’ensemble d’objets de J (des indices).
a) Soit F un systéme inductif de Ind(J; Ab). Notons v(F) : @ cq F(a) = Um(F) la surjection
canonique (1) de la démonstration de la proposition 8.4.1-7.
1) Pour chaque w € lim(%F), il existe un indice 3 € A et un élément w € F(B) tels que
v(F)(w) = w.
2) Pour chaque élément w € @, .q F(a), notons w = Y=} z,, sa décomposition canonique
avec o, € F(a;). Un élément w = Y | x,, appartient au noyau de v(F), si et seulement
si, il existe § € A et des morphismes 01, ...,60, € Morg(ay, ), tels que:

i F(0,)(xa,) =0€ F(B).
i=1

b) Le foncteur lim : Ind(J; Ab) ~~ Ab est exact.

Démonstration :
a-1) Comme v(F) est surjective, il existe un relevement @, := .=7 2, de w. La propriété (a) des catégories
filtrantes donne un indice 3 et des morphismes d’indices 8; € Morg(a;, 3), pour ¢ = 1,...,r. L’élément
w; est alors équivalent, modulo 'image du morphisme II(F) (¢f. démonstration de la proposition 8.4.1-
7), & élément w =:= Y :_] F(0;)(xq,), et on a w € F(3).
a-2) Dire que w = Zij{ Zo, appartient au noyau de v(F) signifie qu’il existe des morphismes 61,...,05 et
des éléments Yypom(o,), pour ¢ = 1,...,s tels que:
Jj=s i=r
Z YDom(6;) — ?(ei)(yDom(eg‘)) = Z Loy - (*)
=1 i=1

L’application du lemme technique & la famille des morphismes A = {¢;} fournit alors un indice 3 et une
famille de morphismes d’indices de codomaine 8 qui, appliqués a chaque coordonnée des deux membres
de (), annule le membre de gauche et prouve ’assertion.

b) Compte tenu de lexactitude & droite établie dans la proposition 8.4.1-7, il suffira de montrer que si
w: F ~» G est une transformation naturelle de systémes inductifs telle que pour chaque o € Ob(J), le
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morphisme p(a) : F(a) — G(a) est injectif, alors lim(u) est nécessairement injectif. On considere alors le

diagramme commutatif : B ()
D Flo) —= D S
ac acl

v(F) JV@)

lim () Tl lim(S)
lim (»

ot les fleches verticales sont surjectives. Soit w un relevement dans @, .o F(a) d’un élément @ du noyau
de lim (1) ; son image par €D, <y #4(a) appartient alors au noyau de v(G). L’application de I'assertion (a) de
cette proposition permet alors de trouver un indice § et un représentant w’ de w dans F(S) dont 'image
dans G(f3) est nulle; mais comme 1(3) est supposée injective, w’ est nul et donc lim(s:) est nécessairement
injective. ]

8.4.3 Cohomologie d’une limite inductive de complexes. Dans cette section nous allons
nous intéresser aux systemes inductifs a valeurs dans la catégorie (abélienne) C*(Ab) des com-
plexes d’objets d’une catégorie abélienne Ab possédant des limites inductives (*'). Soit I une
(petite) catégorie, la catégorie Ind(J; C*(Ab)) des systémes inductifs indexés par J est alors abé-
lienne. Des arguments assez généraux et presque tautologiques montrent que ’on peut interpréter
Ind(J; C*(Ab)) comme la catégorie des complexes d’objets de Ind(J; Ab) ; autrement dit, un sys-
teéme inductif de complexes est (tautologiquement) un complexe de systémes inductifs. On a donc
une équivalence de catégories (abéliennes) :

Ind (J; C*(Ab)) = C* (Ind(J; Ab))

Soit maintenant F* € Ob(C* (Ind(ﬂ;flb))), pour chaque r € Z, on dispose alors du systeme
inductif A" (F*) qui associe a chaque a € Ob(J) le r-ieme objet de cohomologie du complexe F*(a)
d’objets de Ab. Lorsque la catégorie d’indices J est filtrante I'exactitude du foncteur lim donne
une équivalence canonique entre la r-ietme cohomologie du complexe limite inductive de F* et la
limite inductive du systéme h”(F*). Enoncons ce résultat en clair.

8.4.3-1. Théoréme: Soit Ab une catégorie abélienne possédant des limites inductives. Soit J une
petite catégorie filtrante. Pour tout systéme inductif F* € Ob(Ind(J; C*(Ab))) de complexes de
Ab et pour chaque r € %, il existe un isomorphisme canonique entre :

lim (h7(F)) = b (lim(F*))

En particulier, la limite inductive d’un systéme inductif et filtrant de complexes acycliques est
acyclique.

8.4.4 Commentaire sur ’exactitude de la limite projective. Contrairement & ce que I'on
pourrait penser, la limite projective comporte des subtilités qui font que I'on ne dispose pas de

3 On pourra se limiter au cas des catégories de modules ou des complexes de modules
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conditions aussi générales que pour la limite inductive garantissant son exactitude. Une condition
connue sous le nom de «condition de Mittag-Leffler» est souvent utilisée mais nous n’en aurons

pas besoin dans ce cours (cf. [Har] page 191).

§9. Cohomologie des bicomplexes de modules
9.1 Complexe simple associé a un bicomplexe
Soit € une catégorie de modules. Notons ¥ le foncteur de C**(€) vers C*(€) qui associe au
bicomplexe (A**,d, +,de ), le complexe (dit simple) (A*, D(A).) (noté aussi (A*, D,)), ou:
Al = @ AR pour chaque d € Z, (¢)
l+k=d
et ot Dy : A% — A% est défini, en chaque z € AY* tel que | + k = d, par:
Dy(x) = bx(2) ® (—1)!dyp(z) € ATHE @ AV (%)

Le diagramme suivant illustre 1'égalité D41 0 Dy = 0. Le couple (A*, D,) est donc un complexe

de modules.

AlTLE Al+m+1
CATEY AT
—(~1)'d
5 5 1
Y CLENNY. LAY LAt

(-1la (-1)d
:W:

Soit maintenant la donnée d’un morphisme de bicomplexes f, . : A** — B**. En conservant
son action sur chaque facteur direct de (¢), on obtient bien une application f, : A* — B* vérifiant
far10D(A)g = D(B)g 0 fq, pour chaque d € Z.

La correspondance ¥ : C**(€) ~» C*(€) ainsi définie est fonctorielle.

9.1-1. Exercice: Vérifiez que ¥ : C**(€) ~» C*(€) est un foncteur additif et ezact.

9.1-2. Remarque et exercice: Dans la définition de la différentielle du complexe simple associé, la
définition de la différentielle totale D n’est pas symétrique relativement aux lignes et colonnes, et nous
aurions tout aussi bien poser :

D&(;L) = (—1)’6(5[’]9(&) (&) dl’k(.’L') € x4l+l’lC &) Al’k+1 . (*/)

Montrer que l'isomorphisme de modules gradués ¢, : A* — A* qui fait correspondre & z € AbLF
I'élément (—1)%*x, définit un isomorphisme des complexes différentiels (A*, D,) et (A*, D).
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9.2 Cohomologies sur un bicomplexe

9.2.1 Cohomologies verticale et horizontale. Comme la catégorie des bicomplexes est égale-
ment une catégorie de complexes (de complexes de modules), i.e. C**(€) = C*(C*(€)), et ceci de
deux maniéres différentes, on dispose de deux foncteurs de cohomologie, notés respectivement :

H} : C** (@) ~ C*(CE) et H}:C* (@)~ (C*(@))Z,
(6-cohomologie) (d-cohomologie)

que 'on peut illustrer de la maniere suivante :

) )
I+1,k—1 I+1,k I+1,k+1 _
— A § —>AT — A R — _>Hé+1,k 1_>H§+1,k _)H(ls+1,k+1 N
cre)s | - Alf*I - AT”“ — Alf“ S| | - HYY - HYY - HUMY S| ecr(e?)
I-1,k—1 -1,k 1-1,k+1
Ly ALl Ly gl-lk g Al-LEHL — H; — H; - Hy " =
/l\
“ t t
T ll ) gllk=1  pglelk itk
_>Al+l,lc71_)Al+l,k_>Al+l,k+l_) dT dT dT
) ) )
C(€)> | » AWM 5 Abk 5 AbM | My 7 LU U e (C(@)?
) ) )
_>Al71,k71 _>Alfl,k _>Al71,k+l N 1-1,k—1 -1,k 1-1,k+1
1 H, H, H,
) ) )

9.2.1-1. Remarque: Deux autres foncteurs, dont on parlera ultérieurement, peuvent étre obtenus

en calculant une seconde fois des cohomologies, ce sont: Hs 4 := Hso Hq et Hy s := Hgyo0 Hs, tous les

deux & valeurs dans @Z*Z,

9.2.1-2. Définition: On appelle «cohomologie d'un bicomplexe (A**,d, .,d. .)» la cohomologie du
complexe simple associé: (A*, D(A).).

9.3 Quelques propositions d’algebre homologique a retenir

Nous allons nous intéresser dans cette section & la sous-catégorie pleine C*(€) de C**(€) des
bicomplexes (A**,d,J) «du premier quadrant», i.e. tels que AY* =0, si (I, k) ¢ NxN.

9.3-1. Proposition: Soit (A**,d,d) un bicomplexe de modules du premier quadrant. Supposons
que sa cohomologie horizontale (ou verticale) est nulle. Alors le complexe simple associé (A*, D)

est exact.

Démonstration : Supposons que la cohomologie horizontale est nulle (autre cas résultera de raisonnements
parfaitement analogues). Notons (A%1*, d, §) le sous-bicomplexe de (A**, d, §) obtenu en tronquant bétement
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la ligne d’indice 0. Nous avons alors une suite exacte courte de bicomplexes :

A** . d,0)
A)ly* Ao,* ( )y
0—— ( 7d> 6) — ( 7d7 6) (A>1’*,d, 5) 0 (00)
Soit graphiquement :
Tt 1 (PR S S
A30 5 A3 5 A32 A3 — A 5 A3 0 - 0 = 0 —
T2 0 Z 1 E 2 z 0 1; 1 Z 2 g g g
0 | A?0 = A>T 5 A22 5 | [ AP - A% 5 A% — — =10
T T T T T T T T T
ALO Ly AL Ly Al2 AL _y ALL y AL2 0O - 0 — 0 —
T T T T T T T
0 - 0 = 0 — A0O 5 AOT L, 202 AL = A% - A2

On remarque alors que le complexe simple associé au terme de droite s’identifie canoniquement au complexe
“ligne” (A%* dp .). L’application du foncteur exact ¥ & la suite (0o) fournit alors la suite exacte courte de
complexes :

0 —— B(A”M*d,§) — (A", D) — (A%, dp,.) —— 0, (5%)
dont on déduit (a laide de la suite exacte longue de cohomologie), les égalités:

H°(A*,D,) = 0;
H*(A*,D,) = H*(3(A”"*,d,0)); pour tout k > 1,

puisque le complexe simple $(AZ1* d, §) ne possede aucun terme en degrés < 0 (et donc sa cohomologie sera
nulle en de tels degrés), et que, par hypothese le complexe (A%*,d,) est exact.

Cela étant, les lignes de (A”1* d,§) sont des lignes du bicomplexe de départ et 'hypothese d’exactitude
horizontale pourra leur étre également appliquée. L’itération des raisonnements précédents est alors possible
(indéfiniment par ailleurs), pour prouver :

H"(A*,D,) =0, pour tout n < N ;
H*(A*,D,) = H*(S(A”N*,d,5)), pour tout k > N;

pour chaque N € N. Le complexe (A*, D, ) est donc bien exact en chacun de ses termes. [

9.3-2. Corollaire: Soient (A**,d,d) un bicomplexe du premier quadrant, et (B**,d(B),d(B)) le

bicomplexe du premier quadrant défini par:

Bl,k _ Al+1,k.
d(B)1r =dis15;
6(B)ik = 041,k 5

pour tout I,k € N. Notons (B*, D(B),) le complexe simple associé a (B**,d(B),(B)). Alors:

a) Les applications & : A%* — B¥ définissent un morphisme de complexes & . entre (A%*,dy )
et (B*, D(B),).

b) La cohomologie du bicomplexe (A**,d,d) est nulle, si et seulement si, le morphisme & . est un

quasi-isomorphisme.
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9.3-3. Remarque: Voici une illustration de cette assertion.

) T ) ) ) )
A3’0 N A3’1 _ A3’2 _ A3,0 - AS,I N A3’2 N
) ) 1) | T ) )
n A2,0 N A2’1 N A2,2 — A2,0 N A2’1 — A2‘2 N
) ) ) ) ) )
A0 5 AL, AL2Z A0 5 AL 5 A2
) T ) ) ) )
A0O 5 A0L _y A02 (A00 — A01 _, A02 )
exact — quasi-isomorphisme

Démonstration du corollaire 9.3-2:
a) Soit x € A%*. Alors g 1 (z) € A% = BY%F C B¥, ce qui montre que Jy . est bien défini & valeurs dans le
module gradué {B*},cz. D’autre part :

D(B)i(00,x(x)) = 6(B)o,r(d0,r(x)) + d(B)or(do,r(x))
= d1k(00,r(2)) = 0o,k+1(do,k (7))
b) Reprenons maintenant la suite exacte courte (%) pour les différentielles totales D’ :
0 —— ¥ (A", d,6) —— (A", D)) —— (A% dy,) —— 0. (")
Supposons la cohomologie du terme central de (') nulle. La suite exacte longue associée a (xx') donne

alors immédiatement I’isomorphisme de liaison H (.. ) :

H(50,x)

H*(A™ dy...) H"(5'(A71*,d,8)) = H*(B*, D'(B).),

ou I’équivalence de droite résulte du fait que le signe qui intervient dans la définition de D’(B) ne concerne
que les indices colonnes qui, eux, n’ont pas changé pour AZL* et B®*.

Ceci étant, 'isomorphisme des complexes de la remarque du 9.1-2 nous permet de faire aboutir la suite
d’équivalences ci-dessus sur H*(B*, D(B)..). On constate alors que leur composée est précisément le mor-
phisme en cohomologie associé au morphisme de complexes de (a).

La réciproque découle également de la suite exacte longue associée & (xx) et est laissée comme exercice.m

9.3-4. Proposition: Soit f, . : (A**,d,§) — (B**,d,d) un morphisme de bicomplexes tel que
le morphisme Hg(f)a . @ Hj(A**,d,6) — H3(B**,d,d) est un isomorphisme. Alors le morphisme
fe: (A*,D(A),) — (B*,D(B).) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration : La démonstration de ce résultat utilise des troncatures verticales. La fonctorialité des suites
exactes courtes (xx) donne dans ce cas:

0 —— £(A*?,d,5) — (A", D.) ——> (A"°,800) — 0

l £t l fa l fe0

0 —— X(B*?',d,0) — (B*,D,) — (B*%,84,0) —— 0

ol le troisieme morphisme est un quasi-isomorphisme. L’inspection du morphisme des suites exactes longues
associées, et I'application du “lemme des cing”, possible puisque les complexes de cohomologie sont bornés a
gauche, permet de conclure que f, est un quasi-isomorphisme, si et seulement si, fZ! I'est.

L’itération de cette procédure démontre, pour chaque N € N, que f, est un quasi-isomorphisme, si et
seulement si, fZV T’est. Il s’ensuit que si le bicomplexe (A®*) est borné a droite, i.e. s'il existe Ny € N tel
que A** = 0 pour tout k£ > Ny, et de méme pour B**, le morphisme fZN0 est trivialement un isomorphisme
(entre les objets nuls) et la proposition est démontrée.
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Dans le cas général, on montre que f, est un quasi-isomorphisme autour de chaque degré. Soit donc d € N
et appliquons le foncteur de troncature intelligente de a chaque ligne des bicomplexes (A®**) et (B**) en
le notant 7*<¢. On obtient alors

0 —— X(r*S4(A%*,d,8)) — (A", D,) —— S(r*7%(A%*,d,0)) —— 0
lz<f~<d<f>>* lf* l2<f">d(f))*
0 —— S(r*<4B**,d,§)) — (B*,D.) —— S(r*>%(B**,d,§)) — 0

Or, les complexes de la forme X(7*>¢(_)) n’ayant pas de cohomologie en degrés < d, on en conclut que f; est
un quasi-isomorphisme pour tout i < d, si et seulement si, il en est autant pour X(7*<¢(f));. On termine la
démonstration en remarquant que les cohomologies horizontales des complexes % (7*<%(_)) sont, soit nulles,
soit précisément celles des bicomplexes de départ. L’hypotheése concernant 1’action de f sur la cohomologie
des lignes est donc toujours vérifiée pour les complexes 7*<¢(_) qui se trouvent &tre, en plus, bornés & droite.
Notre conclusion du paragraphe précédent peut donc leur étre appliquée. [

9.3.1 Application a la génération de la suite exacte de Mayer-Vietoris. Soit M une va-
riété différentiable, pour chaque ouvert U C M, on note Q¥ (U) 'espace des k-formes différentiables

sur U. Les suites:
0 — QX (U, UT,) — QF(Uy) @ QF (Uy) —2— QF(Uy3) — 0 (MV3)

ou U et U; sont des ouverts, et ou Uys := Uy N Uy, sont a priori exactes a gauche. Dans le cas des
variétés différentiables, ’existence de partitions de 'unité garanti la surjectivité des morphismes
QF(Uy) @ QF (1) —9% 5 Qk(Uy,) et donc (MV3) est ezacte pour les variétés différentiables.

Cela étant rappelé, remplagons Us par Us U Uz dans (MV3) et appliquons Mayer-Vietoris ver-
ticalement pour fabriquer le bicomplexe a colonnes exactes.

0 0 0 0
1 T T T

0 0 0 @& QF(Uyp) —— QF(Uis)——0
1 1 1 T

0— QNULUU,UU;) — QF(Uh) @ QX (Uy) @ QF(Us) — QF(U) @ QF(U13) — 0
1 1 1 1

0— QUL U (ULUuly) = QX)) @ QFU,UUs) — Q¥UKLUUE) —0
1 T 1 T
0 0 0 0

La proposition 9.3-1 garanti alors que la cohomologie du bicomplexe est nulle et sa premiere ligne
sera, d’apres 9.3-2, quasi-isomorphe au complexe simple associé au bicomplexe obtenu en tronquant
cette ligne. Or, la premiere ligne étant exacte, on obtient la suite exacte de Mayer-Vietoris pour

trois ouverts :

0 — QXU UU,UU3) — QF(U) @QF (U) @ Q% (Us) — QF (U) @QF (U13) @ QF (Usz) — QF(Uras) — 0

(MV3)
Il est clair que nous pouvons recommencer maintenant en remplagant Us par une réunion de deux
autres ouverts. L’itération de ces idées permettrait de construire de proche en proche la suite exacte
de Mayer-Vietoris pour un nombre fini et arbitraire d’ouverts de la variété M.

9.3.1-1. Remarque: Il convient de souligner le fait que dans la construction itérative des suites de
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Mayer-Vietoris, ’exactitude de la suite courte intervient uniquement pour garantir celle des suites

longues. En fait, les ingrédients essentiels qui permettent d’itérer indéfiniment la construction sont :

a) Le morphisme de complexes canonique de la premiere ligne d’un bicomplexe dans le complexe
simple associé au bicomplexe tronqué de cette ligne (cf. 9.3-2).

b) La correspondance U ~~» QF(U) est fonctorielle et contravariante de la catégorie associée & I'en-
semble préordonné (Ouv(M ), C) vers une catégorie de groupes abéliens.

Comme (a) est toujours satisfaite, toute donnée astreinte a vérifier (b) donnera lieu automatique-
ment aux suites de Mayer-Vietoris.

§10. Cohomologie de Cech relative & un recouvrement dénombrable

10.1 Préfaisceaux de groupes abéliens

Soit Y un espace topologique et notons (Ouv(Y'), C) I’ensemble des ouverts de Y muni de 'ordre

partiel d’inclusion.

10.1-1. Définition: Dans ce cours, un «préfaisceau sur Y » sera la donnée d'un foncteur P contra-
variant de (Ouv(Y'),C) vers une catégorie de groupes abéliens et tel que P(&) = 0. On appellera
«morphisme de préfaisceaux» toute transformation naturelle entre préfaisceaux.

10.1-2. Remarque: Les préfaisceaux peuvent évidemment posséder des structures plus riches que
les groupes abéliens, par exemple: de complexe différentiel gradué, d’algebre, etc; en ce sens il se-
rait plus approprié de parler de catégories de préfaisceauxr qui seraient des catégories de la forme
Préf(Y; Ab) := Fonct((Ouv(Y),2), Ab), ol Ab désigne une catégorie abélienne. Signalons enfin
que la construction du complexe de Cech exigera que I'on dispose de produits et coproduits arbi-
traires dans la catégorie Ab, celle-ci n’étant pas automatique dans une catégorie additive (out seuls
les produits et coproduits finis sont dans leur axiomatique), leur existence sera alors sous-entendue.

Foncteur «sections au-dessus d’un ouvert »

Un ouvert U de Y constitue, a lui tout seul, une sous catégorie de Ouv(Y;C). On a donc un
foncteur coinduit de Préf(Y; Ab) ~» Fonct(U; Ab) = Ab, qui sera, en tant que tel, covariant et
exact ; on appelle «sections au-dessus de U » et on le note I'(U;_) : Préf(Y; Ab) ~ Ab. Lorsque
Ab est une catégorie de groupes abéliens, les éléments de T'(U; P) sont appelés «les sections de P

au-dessus de 'ouvert U ».

10.1.1 Images directe et inverse de préfaisceaux. Soit f : X — Y une application continue.
La correspondance f~' : Ouv(Y) — Ouv(X) est compatible aux inclusions d’ouverts () et la
composition d'un préfaisceau P sur X avec f~! définit un préfaisceau sur Y, noté f,P et appelé
le «préfaisceau image directe de P par f». Le préfaisceau f,P fait donc correspondre & 'ouvert
U CY lobjet P(f~1(U)).

3 Correspondance fonctorielle de (Ouv(Y'), D) vers (Ouv(X), D).
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On aura reconnu dans la correspondance P ~~ f,(P) le foncteur coinduit par f~1 : (Ouv(X), D)
~ (Ouv(Y), D); il s’agit donc d’un foncteur a la fois additif et exact.

Cas des applications ouvertes

Supposons maintenant l'application f : X — Y ouverte. L’application qui associe a chaque ou-
vert U C X Touvert f(U) C Y est fonctorielle de (Ouv(X), C) vers (Ouv(Y),C). On a donc un
foncteur coinduit, note f~!, de Préf(Y; Ab) vers Préf(X; Ab) qu'on appelle «image inverse»; il
est additif et exact. On a donc pour tout préfaisceau P sur Y et chaque ouvert U C X :

fIPU) = PfU)).

10.1.1-1. Notation: Lorsque X est une partie ouverte U de Y est que f est I'inclusion canonique de
U dans Y, il est classique de noter f~'P également par P|;;. Le préfaisceau P|;; est alors appelé «la

restriction de P a l'ouvert U ».

A remarquer, toujours dans le cas ou f est ouverte, I'existence d’un morhisme de préfaisceaux
sur Y

P— ffP (%)

qui sur chaque ouvert U C Y est réalisé par 'application de restriction P(U) — P(f f~1(U)). Le
morphisme (%) provient d’une transformation naturelle entre les foncteurs id et f, o f~! définis sur

la catégorie Préf(Y').

10.2 Complexe de Cech relatif & un recouvrement dénombrable

Soit U = {U;}ien un recouvrement dénombrable de Y, on note Ui..i, = U, N---NU;,. Le
diagramme suivant décrit la multiplicité d’injections canoniques dans la famille des intersections

finies d’ouverts de U.

Y HUZ‘O <<: H Uinil g H Uiﬂiliz

N 10<11 1<t <t

T

I | Uioiliﬂx I I Uioilizixi4

i19<i1<ip<i3 T i< <ip<iz<ig

T

qui fait référence au fait qu'un ouvert Ujyi,..;, est, a priori, contenu dans les p + 1 ouverts
U. ou 0 < k<p.

dyiriaeig-ip?

Soit maintenant P un préfaisceau sur Y.

10.2-1. Définition : On appelle groupe de «p-cochaines (ordonnées) de Cech relatives au recouvrement

U et a valeurs dans le préfaisceau P » le groupe:

CPW;P) =[] PWii,)-

g < <ip

Une p-cochaine de Cech a valeurs dans le préfaisceau P est donc un choix w d'un élément w;,..;, pour
chaque groupe P(Us...;,).
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Ceci étant, la fonctorialité de P fournira pour chaque inclusion Ui j,..;, € U, un mor-

ZOiIiZ'”%k‘”ip,
phisme de “restriction” que nous désignerons trés abusivement par p}. On définit alors I'«<opérateur
cobord » :

dy : CP(U; P) — CPTH(U;P),

en indiquant son action sur une p-cochaine w :

dp(w)i()"'ip+l = Z (_l)kpz(winw%kmipﬂ)'

k=0,...,p

On vérifie alors que dpy1 0 dp = 0.

10.2-2. Définition: Le complexe différentiel gradué (C*(U; P), d.) est «le complexe des cochaines de
Cech relatif au recouvrement I/ et 3 valeurs dans le préfaisceau P ». Sa cohomologie, notée H*(U; P)
est appelée «la cohomologie de Cech relativement au recouvrement I et 3 valeurs dans le préfaisceau
P .

10.2-3. Remarque: Un morphisme de préfaisceaux n : P; — Py donne pour chaque ouvert U C'Y
un morphisme n(U) : P1(U) — P2(U) qui commute aux restrictions. En posant, pour chaque p € N
et chaque composante P1(Us,...;,) de CP(U;P1)

np(wio.“ip) = n(Uighip)(wio...ip) S PQ(U'L'O.“ip) )
on obtient (canoniquement) un morphisme de complezes différentiels gradués :
e (C*(U; Pr), du) — (CT(U; P2), d)
induisant un morphisme en cohomologie de Cech :

H(n). : H*(U;P1) — H*(U;P2) .

10.3 Complexe de Cech-de Rham d’une variété différentiable

Soit U = {U;}ien un recouvrement dénombrable de une variété différentiable M. Le «complexe
de Cech-de Rham» relatif au recouvrement I de M est par définition le complexe de Cech relatif
au recouvrement U et & valeurs dans le préfaisceau d’algebres différentielles graduées U ~~ Q°*(U),
ou les morphismes de restriction sont donnés par les restrictions des formes différentielles; on le
note C*(U;Q*), c’est un bicomplexe différentiel gradué muni du morphisme (injectif) canonique
Q*(M) — C*(U;Q*) donnant lieu & un bicomplexe ol toutes les colonnes (indexées par ) sont
exactes d’aprés Pexactitude de la suite de Mayer-Vietoris pour une famille d’ouverts (cf. [B-T]
proposition 8.5 page 94).

La proposition 9.3-2 prouve alors

10.3-1. Théoréeme: La cohomologie du complexe de Cech-de Rham pour un recouvrement dé-
nombrable de la variété différentiable M est canoniquement isomorphe a la cohomologie de de

Rham de M, i.e.
Hjr(M) = H (U;Q°).
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Ceci étant, une ligne p € N du bicomplexe de Cech-de Rham est de la forme:

0— H QO(UiU,...,i,,)% H Ql(UiU,...,z'p)—> H QQ(UiO,..A,z'p)%"' (1)

< <ip g < <ip g < <ip

Un recouvrement U est dit «de Rham-acyclique » lorsque les cohomologies des complexes des formes
différentielles de toutes les intersections des ouverts de U sont concentrées en degré 0 (c’est le cas
pour les bons recouvrements). Dans un tel cas comme la cohomologie d’un produit de complexes
est également le produit de leurs cohomologies, nous pouvons augmenter les complexes () pour
en faire des complexes exacts, ce qui fait apparaitre naturellement les cochaines de Cech & valeurs

dans le préfaisceau U ~ HJ,(U):

0= CPUsHyg) = ] HbwWipiy) = ] QW)= ] @Wii) =

i< <ip << <<
L’application de la proposition 9.3-1 et de son corollaire, démontre :

10.3-2. Théoréme: Soit U un recouvrement de Rham-acyclique d’une variété différentiable M .

On a un isomorphisme canonique :

H*(U; HYR) = H (U; Q%) .

10.3-3. Exercice: Justifier les corollaires suivants.

10.3-4. Corollaire (I): Soit U un recouvrement de Rham-acyclique et dénombrable d’une variété

différentiable M. On a un isomorphisme canonique :

H*(U; Hpg) = Hpg (M) .

10.3-5. Corollaire (IT): La cohomologie de de Rham d’une variété différentiable admettant un

bon recouvrement fini est de dimension finie.

10.3-6. Exercice: Soit M une variété différentiable compacte et orientable. Prouver qu'un bon re-
couvrement pour M contient au moins dimg (M) + 1 ouverts.

10.3-7. Corollaire (III): Soient U, et Us deux recouvrements de Rham-acycliques et dénom-

brables d’une variété différentiable M. On a un isomorphisme canonique :
H* (Uy; H]%R,) = H*(Us; HI%R,) .

- 134 —



811 COURS SUR LA COHOMOLOGIE DE DE RHAM §11.1

La cohomologie de Cech du préfaisceau des fonctions localement constantes est indépendante du
recouvrement de Rham-acyclique et dénombrable choisi.

§11. Applications du complexe de Cech
11.1 Dualité de Poincaré revue par Cech
Soit M une variété différentiable de dimension m, compacte et orientée.

La correspondance: U ~» Q%(U), qui fait correspondre a une inclusion d’ouverts U; C U, appli-
cation de prolongement par zéro des formes différentielles a support compact : Q7 (Uy) — Q5(Us), est
un foncteur covariant vers la catégorie Adg(R). Si nous le composons avec foncteur contravariant
de “R-dualité”, e ~» Hompg(e, R), on obtient un préfaisceau P sur M :

U ~ P(U) := Homg (Q;(U),R) .

qui associe & 'ouvert U le «complexe différentiel gradué dual» de Q%(U). Rappelons brievement la
définition de ce nouvel objet de la catégorie des complexes.

11.1-1. Définition : Soit (A*,d,) un complexe différentiel gradué de A-modules. Pour chaque k € Z,

on note:
Hom ¥ ((A*,d.); A) == Hom 4 (A*; A).

(Hom_k représente donc le groupe des formes linéaires homogeénes de degrés —k du module gradué
{A*}.cz.) Nous obtenons de cette maniere le module gradué Hom* ((A*,d.); A) sur lequel on définit

D_; : Horrfk((A*7 d); A)  — Hom’k“((A*, d*);.A)
fr—— (1) fods

Autrement dit, D_j, = (—1)"**1 !, 1, et I'on vérifie que D> = 0. Le complexe
(Hom‘((A*7d*);A),D.) ,

est appelé le «complexe différentiel gradué dual de (A*,d,)».

Notons, pour chaque ouvert U C M, P¥(U) := Hom*~™ (Q:(U),R). La correspondance
U~ P(U),

définit alors un préfaisceau sur M a valeurs dans la catégorie des complexes différentiels gradués
positifs.

Nous allons définir maintenant un morphisme de préfaisceaux de complexes différentiels gradués
D, (pour dualité) entre Q° et P*. Nous aurons alors, pour chaque U C M :

QCU) 0 QU —2 5 QU) —2 5 ) I amU) -0
U ~ J,D.(U) Dy(U) erl(U) lDQ(U) JDm(U)
- _1ym-1t _1\ym—-2t t
PU) ;0 Q) S S il

S e l(U) 3 Q) - 2 QYU) =0
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ot QF(U) simplifie dans ce diagramme la notation Homg (QF(U), R).

Posons, pour chaque k € N et chaque w € QF(U):

D(U)(w) := (fl)k(u > /UI//\(JJ> .
On a
Dy (U) o dy(w) :(—l)k“(V»—)/Ul//\dk(w))
=(—1)F(—1)m* (1/ — /Udm_k_l(y) /\w)

:(_1)m—k—l tdmfkfl o Dk(U)
a cause de la formule de Stokes qui donne les égalités :
0= / dlv ANw) = / dv) ANw+ / (=)™ * 1y Ad(w) .
U U U
Par conséquent, D,(U) est bien un morphisme de complexes différentiels gradués.

Pour terminer la preuve de la naturalité de D, il reste seulement a vérifier la compatibilité de
toutes ces constructions avec les morphismes de restriction d’ouverts, mais cela est simple et laissé

aux soins du lecteur.

La transformation naturelle D, définit maintenant, pour chaque recouvrement ¢ de M donné,
un morphisme de complexes de Cech :

D..:CU; Q%) — C(U;P*),
qui devient, apres avoir calculé les d-cohomologies,
Hy(D..):C(U;H*) — C (U, H®).

Or, si nous prenons un bon recouvrement pour M, le morphisme Hy(D, ,) sera un isomorphisme
suite a la dualité de Poincaré sur les ouverts contractiles de R™, et comme les colonnes des bi-
complexes C*(U;Q*) et C*(U;P*) sont exactes lorsque elles sont augmentées respectivement par
Q°*(M) et Hom®* ™(Q5(M),R) (dans le second cas c¢’est une conséquence de l'exactitude des suites
de Mayer-Vietoris a support compact que 1'on dualise), ’application des propositions 9.3-2 et 9.3-4
implique que le morphisme

Dy (M) : Q¥ (M) — Homg (" *(M);R),

est un quasi-isomorphisme ; ce qu’affirme le théoreme de dualité de Poincaré 7.3-1.

11.2 Formule de Kiinneth

Soient M et F deux variétés différentiables et considérons la structure de variété produit sur
M xF. On a les deux les projections canoniques :

MxF 5 F

/|

M
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Soit U = {U;}ien un recouvrement ouvert dénombrable de M et notons p~'U = {p~'U;} le
recouvrement de M x F' “image inverse de {”. Nous allons nous intéresser au préfaisceau de com-
plexes différentiels gradués P*® sur M qui fait correspondre a un ouvert U C M le complexe:

U~ P*(U) = (V) @x Hpn(F))", D) .
ou l'on pose, pour chaque k € Z:

(0 (U) @r Hyg(F)) = @ Q%U) ©r Hhp(F);
a+b=k
Dy (Wl @2 = d, () @ 2l

L’exactitude des foncteurs e ~> ¢ ® H3: (F') implique alors que la cohomologie de P*(U) est préci-
sément (H]’SR(U) ® H]’SR(F)).. Enfin, les morphismes de restriction pour P*® sont ceux induits par
les morphismes de restriction du préfaisceau 2.

Notons p~1(Q)* le préfaisceau d’algebres différentielles graduées sur M défini par :
U~ p  (Q°(U) =0 (p”'(U)) = 2 (UxF),
avec les morphismes de restriction habituels.

Nous allons introduire maintenant une transformation naturelle 7, : P* — p~1(Q)*. Fixons pour
cela une famille F = {fj[*]} de cocycles de Q*(F) donnant une base pour la cohomologie de de
Rham de F. On pose alors pour chaque U C M et chaque k € Z:

(V) : P Q(U) @ Hz(F) ——  QF(UxF)
a+b=k
wld ® [f[b]] — (w[a]) ATt (g[b])
Une vérification aisée montre que 7, est bien un morphisme de complexes différentiels graduées qui
dépend fonctoriellement des ouverts de M.

La transformation 7, induit, par conséquent un morphisme de complexes de Cech :
Tee : € (U;P*) — €F (U;pil(Q)') ().
Son action en d-cohomologie est donnée par les morphismes:

Ha(re) : (Hpp(U) © Hpp(F))* 227 Hap (UXF),

dont on sait qu'ils sont des isomorphismes lorsque U est un ouvert difféomorphe & R4™M (lemme
de Poincaré). Nous en concluons que le morphisme de complexes de Cech (¢) induira un quasi-
isomorphisme des complexes simples associés aux bicomplexes de Cech lorsque U est un bon

recouvrement.

Or, l'exactitude de la suite de Mayer-Vietoris associée au recouvrement p~ ' permet d’augmen-
ter le bicomplexe €*(U;p~'(2*)) de la ligne p~'(Q*)(M) = Q*(M xF) pour avoir un bicomplexe
de colonnes exactes. Lorsque 'on veut en faire autant sur le bicomplexe C* (Z/{ ; 77') on remarque
que ses termes vérifient :

erUsPr) = > ( II (Qa(Uin~~ip)®H1%R,(F))> — ( 11 Qa(Um.»z‘p))@HSR(F)
a+b=k

atb=k \ ig<-<iy < <ip
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dans essentiellement deux cas:
« lorsque les espaces vectoriels HBR(F) sont tous de dimension finie;
« lorsque le recouvrement U est fini.
Dans ces cas, les colonnes du bicomplexe €C* (U ; 73') pourront étre augmentées, grace a l’exacti-

tude des produits tensoriels, par la ligne (Q*(M) ® Hng(F))'7 et 'application du corollaire 9.3-2,
permettra de conclure que le morphisme

To(M) : ('(M) ® Hjg(F))" — Q' (MxF),
est un quasi-isomorphisme. En passant aux cohomologies, le morphisme induit :
H(T(M)). : (Hpr(M) @ Hpp(F))" — Hpg(MxF),

sera un isomorphisme ; c’'est bien ce qu’affirme le théoreme de Kiinneth.

11.2-1. Exercice: Montrez que le morphisme H(7(M)). est p* A 7*; il est donc indépendant de la
famille de cocycles F choisie.

§12. Cohomologie de Cech des préfaisceaux
12.1 Complexe de cochaines singulieres de Cech relatives & un recouvrement

Dans le paragraphe 10.2 nous avons introduit le complexe de Cech & valeurs dans un préfaisceau,
pour un recouvrement dénombrable dont I’ensemble d’indices est muni d’un ordre total. Nous al-
lons expliquer dans cette section pourquoi ni la dénombrabilité ni 'ordre ne sont nécessaires. On
donnera alors une définition générale du complexe de Cech pour un recouvrement arbitraire.

12.1.1 Catégorie des recouvrements d’un espace topologique. Soit Y un espace topolo-
gique. Dans ces notes, on entendra par «recouvrement ouvert» (et méme “recouvrement” lorsque
aucune ambiguité ne sera & craindre), toute famille d’ouverts dont la réunion est 'espace Y tout

entier.

Soient U; = {Ua}aem et Uy = {UB}Be% deux recouvrements de Y. On dit que Uy «raffine» U,
lorsqu’il existe une application, appelée «raffinement », ¢ : B — 2, telle que Ugg) 2 Ug, pour tout
B € B. Lorsque de telles applications existent, elles constituent un ensemble noté Morg(y (U1, Us).
La relation “raffine” est clairement réflexive et transitive, et la composition de raffinements est en-
core un raffinement ; nous pouvons donc parler de «la catégorie des recouvrements de ’espace Y »,

elle sera notée Rec(Y).

12.1.1-1. Exercice: Soient Uy = {Uy }aea et Uz = {Us}ges deux recouvrements de Y. Notons

Uiz = {Ua,}(a,p)caxs »

la famille d’ouverts de la forme U, g = Uy NUp.
o Montrez que U2 est un recouvrement pour Y et que Morge(y) (Ui, Ui2) est non vide pour i = 1,2.

e Montrez que Rec(Y) n’est généralement pas une catégorie filtrante supérieurement.
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Recouvrements pointés
Soit U = {Ua}aem
meéme et que la condition U, > y est satisfaite pour tout y € Y, on dit que U est un «recouvrement

un recouvrement de Y. Lorsque I'ensemble d’indices 2 est ’ensemble Y lui-

pointé de Y ».
La sous-catégorie Rec.(Y) de Rec(Y) est celle o les objets sont les recouvrements pointés de Y

et ou Mormm(y)({Uy}yey, {Vy}er) et un singleton ou ’ensemble vide, suivant que I'application

identique id : Y soit un raffinement, ou non. Plus simplement :
Morgﬁa*(y)({Uy}yey, {Vy}er) # @, sietseulement si, Uy, DV, pour tout y € Y.

La catégorie PRec,(Y) est une petite catégorie équivalente & un ensemble partiellement ordonné
filtrant supérieurement, en effet :

12.1.1-2. Exercice: Soient U; = {Uy}ueY et Uy = {Vy}yey deux recouvrements de Y. Notons

Uz ={Uy, NV} ey,

Vérifiez. que U2 est un recouvrement pour Y et que Morgecy)(Us,U12) est non vide pour i = 1,2.

12.1.2 Différents types de cochaines de Cech relatives & un recouvrement. Nous allons
rappeler, puis comparer, trois définitions courantes de complexes de cochaines de Cech.

Fixons un préfaisceau P sur Y et un recouvrement U = {Ul}z <o de Y, munissons 2l d’un ordre
total noté ‘<’. On définit alors pour chaque p € N, trois groupes de p-cochaines de Cech relatives
a U et a valeurs dans P, respectivement appelées «ordonnées», «alternées» et «singulieres»:

CrU;P) — s P P) — 2 cPusP)

[[7wi.,) — {HP(U)} T—— [[PW)

1< <ip oeAlP

Précisons les notations: On désigne par A*r I’ensemble de toutes les applications du “p-simplexe
standard” A, = {0,...,p} & valeurs dans 2, et pour chaque o € A%», on note U(c) ouvert

Us(0)...0(p)- On a donc identification entre Hio,---,ipP(Um...z‘p) et [1ycons fp(u(a))' Notons Qlép
le sous-ensemble des application strictement croissantes A%» le groupe Hiu <<iy P(Uio,,,ip) (:’“),

s’identifie alors & Hoemi" P(U(0)).

12.1.2-1. Définition: Le groupe des «p-cochaines singulieres» relatives a un recouvrement i = {Uo‘}aem

et a valeurs dans un préfaisceau P, est le groupe:

crw;P) =] P(U())

oAl

% Déja introduit dans 10.2 pour (U, <) = (N, ).
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12.1.2-2. Définition : Le groupe des «p-cochaines ordonnées » relatives a un recouvrement U = {Ui}z‘em
dont I'ensemble d’indices est muni d'un ordre total et a valeurs dans un préfaisceau P, est le groupe:

CL(U;P) = Haew P(U(0))

Faisons agir le groupe &, des bijections de A, sur 2A%» par la formule :
v-o(k) =o(v(k)), pour tout k=0,...,p.

I1 en découle une action sur Him,,,,ip P(Uiomip) donnée par la formule :

(Y W)igynnsiy = Wi gy 5 pour tous v € Gpiq et w € Hio,...,ip P (Us...i,)-

12.1.2-3. Définition: Le groupe des «p-cochaines alternées » relatives a un recouvrement U = {Ua}aem
a valeurs dans un préfaisceau P, noté CP(U;P), est le sous-groupe des p-cochaines singulieres de

w € CP(U;P) vérifiant (*):
{7 ‘w=-¢(y)w, oue(y) désigne la signature de la permutation -.

ws =0, lorsque o € A*» n'est pas injective.

12.1.2-4. Remarque ‘: Une p-cochaine singuliere w € CP(U;P) est alternée, si et seulement si,

pour tous 0 < j < k < p,

{wio,.“,z’j ,,,,, ey = Wi yigseesig e sip )

. . . [ tha . : . : 4+ 1%
Les groupes des p-cochaines sont reliés par les homomorphismes @), et P,. Le premier est I'in-
clusion canonique des cochaines alternées dans les cochaines singuliéres et le second est défini de
la maniere suivante: Pour toute suite strictement croissante des entiers naturels iy < --- < i, et

chaque bijection o € &1, on pose:

Pp(w) = (o) wiy,...i, »

L (0)rrla(p) -

la p-cochaine ainsi obtenue est alors trivialement alternée.

12.1.2-4. Exercice: L’application P, : CL (U;P) — CE(U; P) est un isomorphisme.

12.1.3 Complexes de cochaines de Cech.

Cobord des cochaines singuliéres
Pour p € N et chaque i = 0,...,p, on appelle «i-eme opérateur face» de A, dans Ay, 'applica-

tion: ) o
J pour 7 < i;

L L) =
pid = 0 {j+1 pour 7 < j.

3 La seconde condition est uniquement nécessaire pour éviter des problémes de 2-torsion. En particulier, ’af-
firmation de 'exercice 12.1.2-4 aurait été fausse en toute généralité.
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Pour tout ensemble 2, on dispose alors d’applications (adjointes) :

D G p— A%»
K2

o l—)O’f; ::cTOf;
qui interviennent dans la définition du morphisme «cobord» des p-cochaines singulieres :
dy : CPU; P) — CPTH (U P),

dans ’égalité :

dp(w)s = Zk:(),__,,p(_l)kw“fz'f , pour tout o € A*w+1,

12.1.3-1. Exercice:
> Vérifiez 1'égalité suivante pour les morphismes face: fi,, o f] = ng ofit.
» En déduire 'égalité dp, 4, o d, = 0.

» Montrer que si w € CP(U;P) est alternée, il en est de méme de d,(w).

12.1.3-2. Définition:

» On appelle «complexe des cochaines singulieres de Cech relatives 3 un recouvrement I de Y est 3
valeurs dans un préfaisceau P », le complexe (C‘(U;P),d.). La cohomologie de ce complexe est
notée H*(U; P).

» On appelle «complexe des cochaines alternées de Cech relatives 3 un recouvrement U/ de Y est 2
valeurs dans un préfaisceau P », le complexe (C;(U;P),d.). La cohomologie de ce complexe est
notée HX(U;P).

12.1.3-3. Remarque et exercice ‘: Montrer que 'action de l'opérateur sur les p-cochaines ordonnées

défini en transportant d, & I’aide des isomorphismes P, est bien donnée par la formule :

p+1

k
dp(w)i07'<'vi])+1 = Z(_l) wio,...,i;,.“,i,”rl .

k=0

La cohomologie du complexe des cochaines ordonnées (C*((U, <);P),ds) est notée HZ (U; P).

On voit donc apparaitre dans ce formalisme les différents complexes de cochaines de Cech que
l'on rencontre dans la littérature sur le sujet. I1 découle clairement de I'exercice 12.1.3-3 que le
complexe des cochailnes ordonnées est isomorphe a celui des cochaines alternées. Le lecteur ob-
servera ’avantage du second par rapport au premier: 'ordre sur ’ensemble d’indices n’intervient
plus (*). Cet avantage est sensible lorsque I'on considére des morphismes de complexes de Cech
provenant de raffinements de recouvrements arbitraires ou l'introduction de relations d’ordre sur
les ensembles d’indices complique beaucoup leur analyse. Enfin, le fait qu’il existe des raffinements
non injectifs introduit un nouvel obstacle, mais il est réglé par le résultat suivant démontré dans
[Gody] (cf. 3.8 pages 58-59).

¥ Quel que soit 'ordre total de I’ensemble d’indices, les complexes de Cech obtenus sont canoniquement iso-
morphes.
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12.1.3-3. Proposition: Le morphisme de complexes Q. : C2(U; P) — C*(U;P) est une équiva-

lence d’homotopie.

’12.1.3-4. Remarque |: En particulier, les morphismes en cohomologie induits par les applications P, et

Q.

AL HE (U P) TS (U P)

HZ(U;P) —=
sont des isomorphismes canoniques. On comprend ainsi que pour les besoins de la cohomologie de Cech,

on pourra prendre indifféremment I'un ou lautre des complexes de Cech.

Dans la suite, on entendra par complexe des cochaines de Cech le complexe des cochaines sin-

gulieres. A remarquer l'existence d’'unaugmentation canonique :

0—PY) 2w

qui associe & une section w € P(Y) la 0-cochaine de Cech £(w) dont le coefficient sur 'ouvert
UyelU = {Ua}aem est donné par py;_(w).

12.1.3-4. Exercice: Vérifiez que le complexe de Cech augmenté est encore un complexe.

12.2 Fonctorialités des complexes de Cech relatifs aux recouvrements

Un complexe de Cech dépend de la donnée d’un recouvrement d’un espace topologique Y et
d’un préfaisceau P sur Y a valeurs dans une catégorie abélienne Ab, c’est-a-dire, de la donnée
d’objets des catégories Rec(Y") et Préf(Y; Ab).

12.2.1 Fonctorialité par rapport aux préfaisceaux. Fixons un recouvrement U de Y. Pour
chaque morphisme de préfaisceaux 7 : P; — P et chaque p € N, notons C,(U;7) le morphisme
de groupes abéliens de CP(U;P1) vers CP(U; Ps) défini par:

Cp(U;m)
I1 . P@U@) I1, . PU()

[Wolpeqsr —— [W (U(J)) (W‘T)] oeArp

La famille {C,(U;7)}pen définit alors un morphisme de compleres de Cech entre (C*(U;Py),d.)
et (C*(U;P2),d.). La correspondance C*(U,_), qui associe

P~ (C(U;P),de) et -~ Co(lsm),

est un foncteur additif et exact de la catégorie Préf(Y) vers la catégorie C*(Ab).

’12.2.1-1. Rappel ‘: Une suite courte de préfaisceaux sur Y a valeurs dans une catégorie Ab:

0 P ——— Py ——=— Ps 0,
est exacte, si et seulement si, la suite de C*(Ab):
0 — Py (U) — 9 pyv) 2D, py() 0,
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est exacte, pour chaque ouvert U C Y. Il s’ensuit que pour chaque recouvrement U = {Uy }oca de Y et
chaque o € A?», les suites::

0 —— Py (U(o)) 2L Py (o)) U2, P (o)) — 0,
sont exactes. En particulier, la suite:

0 C.(Z/{;Pl) C*®(U;m1) C*®*U;m)

(O (Z/l; 7)2)
est exacte dans la catégorie Ab? et donc la suite:

0 —— (C*U;Py),da) T (CoU;Py), d)

C*(U;Ps) — 0,

ST (U Ps), da) —— 0,

est exacte dans la catégorie C*(Ab).

12.2.1-1. Exercice: Vérifiez que la famille {C,(U; 7)},en définit bien un morphisme de complexes
de Cech entre (C*(U;P1),ds) et (C*(U;Ps),ds).

12.2.1-2. Exercice: Posons C_; (U, w) = w(Y). Montrez que la correspondance
P~ [0—P(Y) LGN C*(U;P)] et 7w~ Co(lUsm),

est un foncteur additif et ezact de Préf(Y) vers la catégorie Ab— C°S*(Ab) des complexes avec
augmentation.

12.2.2 Fonctorialité par rapport aux recouvrements. Fixons maintenant le préfaisceau P
sur Y & valeurs dans une catégorie abélienne Ab. La correspondance U ~» C*(U;P) associe a
chaque objet de Rec(Y') un objet de C*(Ab). Nous allons faire correspondre & chaque morphisme
de recouvrements un morphisme de complexes de sorte a ce que nous obtenions une correspondance
fonctorielle, notée C(_,P), de Rec(Y') vers C*(Ab).

Soient U, = {Ua}ae&)1 ety = {VB},@E‘B deux recouvrements de Y. Soit ¢ : B — 2( un raffinement
de U, par Uy. Pour chaque p € N, on a I’application

B 5 9Ar
o ——¢o(=¢oo0)

qui, compte tenu du fait que Uyg) 2 Vg pour tout 8 € B, vérifie
U (90) = Ugo) N NUsotp) 2 Vo) NN Vi) =: Ua(),

pour tout o € B2». Les morphismes de restriction du préfaisceau P interviennent alors pour définir
le morphisme C,(¢, P) : CP (Ui, P) — CP(Us, P) suivant la formule:

I1 .., Peh(m) —22 I L, Pth(o)

W [Ch(6,P)W), = (Y (Wl
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’12.2.2—1. Remarque et exercice ‘: Pour chaque p € N et P € Préf(Y; Ab), la correspondance U ~~
CP(U;P) et ¢ ~ C,(¢; P) est fonctorielle de Rec(Y) vers Ab.

12.2.2-1. Lemme: Soient U;,Us deux recouvrement de Y .

» Pour chaque ¢ € Moty (U, Us), la famille des morphismes :
Cp(e;P) : CP(Uh, P) — CP(Us; P), pour tout p € N |

est un morphisme de complexes de Cech.

» Pour tous ¢1,¢s € Morge(y)(Ui,Us), il existe une homotopie h(¢1, ¢2) entre morphismes de
complexes de Cech C4(¢1;P) et Co(¢ho; P). De plus, la correspondance (¢1, ¢2) ~ h(¢1, ¢o) est
naturelle par rapport aux ¢;.

Démonstration: La premicre assertion résulte d’une simple vérification d’écritures. Soit w € CP(Uy;P),
notons B I’ensemble d’indices du recouvrement Us et soit o € BAr+1. Alors

@(Co P, = X (DG Py = X D A [0

k=0,...,p+1 k=0,...,p+1

Uy (¢ 0 Uy (6o U (pafl)
[Cpr1(0;P)(dy w)]o’ = pu;gf) : [d w}(ﬁo' = puigf) ) Z (_l)k pbii(¢t7)p [w]¢crf,’§ ’

Pour ’assertion concernant ’homotopie, plutét que de retranscrire la démonstration classique, nous préfé-
rons donner une référence ; voir par exemple [B-T| (lemme 10.4.2 page 111). L]

Le foncteur C(_;P) de Rec(Y") vers C*(Ab) est donc bien défini. La propriété d’homotopie énon-
cée par le lemme précédent va nous permettre maintenant de donner une définition intrinseque,

i.e. indépendante des recouvrements, de la cohomologie de Cech d’un espace topologique Y.

12.3 Cohomologie de Cech d’un espace topologique

Vus les résultats de la section précédente, on est tenté de définir la cohomologie de Cech en pre-
nant la limite inductive des cohomologies relatives aux recouvrements. Cependant une obstruction
apparait tres rapidement : les recouvrements constituent une classe et non pas un ensemble, or les
limites inductives (comme bien d’autres opérations) n’ont de sens que lorsque l'on se restreint a
des familles d’objets. Plus précisément, lorsque des indices existent, ceux-ci doivent constituer un
ensemble ; les complexes de Cech associés & des recouvrements sont indexés par les recouvrements

eux-mémes, d’ou ’obstruction.

Petite catégorie des recouvrements tautologiques

Un recouvrement U = {Ua} sera appelé «tautologique» lorsque ’ensemble d’indices 2 est

une partie de Ouv(Y') et queale’g(;n a: U, = a, pour tout a € 2. Il y a bien évidemment équi-
valence entre la donnée d’un recouvrement tautologique et la donnée d’un élément de I’ensemble
Parties(Ouv(Y')) dont la réunion est Y tout entier. Notons JReciy; (YY) la sous-catégorie pleine de
Rec(Y) dont les objets sont les recouvrements tautologiques; c’est une petite catégorie, mais elle
n'est pas filtrante supérieurement en général bien que pour deux recouvrements arbitrairement

choisis, il existe toujours un troisieme qui les raffine.
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Remarquons maintenant que tout recouvrement U = {Ua}%i,1 détermine un recouvrement tau-
tologique. En effet, 'ensemble E(U) := {U,, | @ € A} est un élément bien défini de Parties(Ouv(Y))
et nous pouvons associer a U le recouvrement tautologique U’ = {U}yepw). Ceci étant, les re-
couvrements U et U’ se raffinent mutuellement. En effet, Papplication « — U, est un raffinement
de U' par U, et 'axiome du choix permet de construire des applications ¢ : E(U) — A telles
que Ugryy = V pour tout V' € E(U). En particulier, les cohomologies de Cech associées & ces

recouvrements sont canoniquement isomorphes d’apres le lemme 12.2.2-1.

Nous pouvons maintenant définir la cohomologie de Cech en remarquant que pour U;,Us €
Recrant (Y), tels que ¢ € Morgeey) (U, Uz) # @, ’homomorphisme H(¢), : H* (U, P) — H*(Us, P)
est indépendant de ¢. Ceci entraine comme conséquence le fait que le systeme

{H*U,P); H.(¢) | ¢ € Mor(U,V); V,U € Ob(Reciant(Y)) } (¢)

est un systeme inductif et filtrant supérieurement de la catégorie C*(Ab). Nous pouvons donc 1é-
gitimement définir «la cohomologie de Cech de Y & valeurs dans le préfaisceau P » par :

H*(Y;P) = limycon(oiecn(v)) H (U P)

12.3-1. Cohomologie de Cech d’une variété différentiable ‘: Sur une variété différentiable M, la

sous-catégorie de Rec, (M) de bons recouvrements pointés est cofinale. Notons R le préfaisceau constant
qui associe a tout ouvert U C M le corps des nombres réels et dans lequel les morphismes de restriction
sont donnés par idg. Les résultats de la section 10.3 (page 133) prouvent alors que la cohomologie de Cech
de M a valeurs dans le préfaisceau R, est canoniquement isomorphe a la cohomologie de de Rham :

H*(M;R) = Hpg (M)

12.4 Complexes de Cech d’un espace topologique

Dans le méme ordre d’idées du paragraphe précédent, nous pouvons chercher a définir le com-
plexe de Cech pour un espace topologique de maniére intrinseque. Mais pour cela la catégorie
Recrant (YY) ne peut nous étre d’utilité puisque le systeme des complexes qu’elle fournit n’est pas
filtrant (& cause de la multitude de morphismes reliant deux complexes donnés) ; c’est alors que
la catégorie des recouvrements pointés JRec,(Y) intervient. En effet, on prouve assez trivialement
que le systeme

{H*(U, P); H.(¢) \ 6 € Moty v) (U, V) ; V.U € Ob(Rec.(Y))}

est cofinal dans (o), de sorte que sa limite inductive calculera également la cohomologie de Cech.

Mais mieux encore, le systeme
{C* (U, P); Cu(0) ‘ € Moo, (v) (U, V) ; V.U € Ob(Rec.(Y))}

est, lui aussi filtrant supérieurement ; nous pouvons donc définir «le complexe de Cech de Y a
valeurs dans le préfaisceau P » par:

(C*(Y;P),da) = limyconore. (v)) (C*(U:;P),da)

On aura alors:

0(Y;P)=H"(C*(Y;P),d)

— 145 —



§12.5 ALBERTO ARABIA 812

Les augmentations ¢(P) : P(Y) — C°(U;P) passent également aux limites inductives induisant
une augmentation et un morphisme canoniques :

0—-PY)—=C(Y;P) et P(Y)—H(Y;P)

12.5 Fonctorialités du complexe et de la cohomologie de Cech
12.5.1 Fonctorialité par rapport aux préfaisceaux. Suite a nos remarques de la section

12.2.1, nous pouvons affirmer que le foncteur

C*(Y,_) : Préf(Y) ~ C*(Ab),

étant limite inductive de foncteurs exacts, est additif et exact ; en particulier, associée a toute suite

exacte courte de préfaisceaux sur Y :

0 P1 Po Ps 0,

on a une la suite exacte de complexes de Cech :

0— C(Y;P) — C(Y;Py) — C*(Y;P3) — 0

et une suite exacte longue de cohomologies de Cech :

— HYY;P)) — BYY; Py) — HY(Y; Ps3) ﬂ)

12.5.1-1. Remarque ‘: On a le méme type de dépendance fonctorielle pour les complexes de Cech aug-
mentés.

12.5.2 Fonctorialité par rapport a ’espace topologique. Soit maintenant f : X — Y une
application continue. L’application f~! : Ouv(Y) — Ouv(X) respecte I'ordre d’inclusion, les
intersections d’ouverts, et transforme tout recouvrement (resp. tautologique) de Y en un recou-
vrement (resp. tautologique) de X. On définit maintenant le foncteur f=1 : Rec.(Y) ~» Rec.(X)
de la maniere suivante. Pour chaque recouvrement pointé U = {UGC}L .y de Y, on pose fu =
{f " (Us()), } sex- De plus, nous avons remarqué que la donnée de ¢ € Morg, (Y) (U, Us) équi-
vaut au fait que pour chaque y € Y, ouvert de U indexé par y contient 'ouvert de Uy indexé par
ce méme élément ; il est immédiat alors de constater que cette condition sera également satisfaite
par les recouvrements pointés f~'U; et f~'U,. Ainsi définie, la correspondance f~! est fonctorielle

entre les catégories des recouvrements pointés.
Ceci étant, on a un morphisme canonique
C*U; £.P) — C°(fTU:P)
w—w

pour tout recouvrement pointé U de Y et tout préfaisceau P sur X (*).

% On note f,P et f~1P les préfaisceaux image directe et image inverse introduits dans la section 10.1.1, en
page 131.
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[12.5.2-1. Précision |: Le morphisme (#x) est défini de la maniére suivante: Posons U = {Uy}er et
f~u= {Vm}zex7 ot V,, = f~1(Uj(s)). Une p-cochaine w € C?(U; f.P) associe alors & chaque p+ 1-uplet
(Yo, .-, yp) € Y, un élément wy, ., € P(f71(Uyy,...y,))- Or, lorsque y; = f(x;), on a 'égalité

f_l(U?/Ow“’yp) = f_l<Uf(wo>) AN f_l (Uf(rp)) = on,wyp )

et la p-cochaine @ de CP(f~'U;P) qui associe au p + 1-uplet (zo, .. S xp) € X, Vélément wy 4o, fa, €
P(Vzg....,y,) €st bien définie.

Et lorsque U parcourt les objets de la petite catégorie Rec,(Y'), les recouvrements f~ U parcou-
rent une partie de Ob(Rec, (X)) (). On a donc une famille inductive de morphismes paramétrée

par la catégorie Rec.(Y):
C*(f7'U; P) — limyenee, (x) C*(V,P) = C*(X;P),

qui composée & la famille de morphismes (xx) (") donne lieu & un morphisme canonique :

C(Y; f,P) — C*(X;P) pour tout P € Préf(X), (o)

fonctoriel sur la catégorie des préfaisceau sur X. En passant aux cohomologies, on a donc

H(Y; f.P) — Hx*(X;P) pour tout P € Préf(X), (00)

Supposons maintenant f : X — Y ouverte. Nous avons montré dans la section 10.1.1, 'existence
d’un morphisme de préfaisceaux sur Y entre P — f,f P, et nous avons signalé dans le premier
paragraphe de cette section la fonctorialité du complexe de Cech vis-a-vis des préfaisceaux ; il en

découle I’existence de morphismes canoniques de complexes de Cech :
C* (Y3 P) — CY fuf ') — CU(X f'P),

(le deuxieme d’apres (¢)) donnant lieu aux morphismes analogues de (¢) et (¢0):

‘(Y;P) — CUX; f'P)

(¥ P) (X 1P pour tout P € Préf(Y). (00)
;P) — ;

e O

Si maintenant on fait parcourir & f les inclusions des ouverts de Y', nous obtenons un préfaisceau

sur Y (!); mais cela constitue le sujet de la section suivante.

12.6 Préfaisceau de complexes de Cech et faisceaux

Soit P un préfaisceau sur ’espace topologique Y. Nous venons de voir le caractere foncto-
riel des correspondances qui associent aux ouverts V' C Y, a la fois, les complexes avec aug-
mentation 0 — P(V) — C*(V;P|;,), les cohomologues de Cech H*(V;P|,,), et les morphismes
P(V) — H(V;P|y).

“ Lorsque X est une partie ouverte V de Y et que f est I'injection canonique, les recouvrements f~ 1 par-
courent, en fait, la totalité d’objets de Rec, (V).

1 Egalement paramétrée par Rec, (Y).
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Ce comportement fonctoriel se retrouve également, pour un recouvrement (non nécessairement

pointé) donné U et pour l'injection canonique j: V < Y, dans les morphismes
cC*Uu;P)—C° (U;j*(P\V)) — C*UNV;Ply),

ou UNV désigne le recouvrement j~ '/ dont les ouverts sont, par conséquent, les traces des ouverts
de U sur V.

Nous allons donc pouvoir «préfaisceautiser» la section précédente en définissant :

C*(U;P) :le préfaisceau V ~» C*(UNV;P|y,) ;
CV'(Y;”P) : le préfaisceau V ~~ C.(V5P‘V) :
ﬁk(Y;P) : le préfaisceau V ~~ I:Ik(V;P\V) ]

12.6-1. Remarque ‘:

» Pour chaque ouvert V' C Y, le foncteur Rec, (Y') ~» Rec, (V) qui fait correspondre U ~» UNV est “sur-
jectif” ; tout recouvrement pointé de V' de méme que tout raffinement dans fRec, (V') proviennent de
Rec, (Y). Il s’ensuit que la restriction du préfaisceau C*(Y'; P) & V, donne le préfaisceau C*(V;P|,,):

C*(Y;P)|y, =C*(V3Py).

» D’autre part, la catégorie Préf(Y'), étant abélienne, la notion de préfaisceau de cohomologie pour un
complexe de préfaisceaux est bien définie. Notons h*(P*,d,) le k-iétme préfaisceau de cohomologie d'un
complexe de préfaisceaux (P*®,d,), on a alors:

W (CH (Y5 P)) = HM(YP),
pour tout préfaisceau P et tout k € N (isomorphisme naturel).

» La naturalité de ces constructions par rapport & la donnée du préfaisceau P, donne des foncteurs dans
la catégorie Préf(Y") vers elle méme (ou celle de ses complexes). Notons-les :

CoUs;o), C(Y;0) et HU(Y;).
Les deux premiers sont ezacts et le dernier, appliqué & une suite exacte courte de préfaisceaux :
0—+P, — Py —P3s—0,
donne lieu a une suite exacte longue:
0 HO(Y;P)—=HO(Y;P) = HO(Y;P3)» HU (Y P H (Y P) = H (Y Py)— - -
En particulier, le foncteur H°(Y;_) est exact & gauche.

» A remarquer aussi que la naturalité de 'augmentation donne des morphismes de préfaisceaux cano-
niques :
0P U o p)
0P X cory; p)
P =L 30y P)

12.6-1. Définition : Un préfaisceau P sur Y est appelé «faisceau» lorsque le morphisme:

e(P)

P—=H(Y;P),

est un isomorphisme.

12.6-2. Proposition: Les assertions suivantes sont équivalentes pour un préfaisceau P sur'Y :

1) P est un faisceau;
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2) Pour tout ouvert V. C'Y et tout recouvrement V de V, la suite:

0—PV)—C'(V;P|,) = CV;Ply) .
est exacte.

’12.6—3. Remarque |: La lecture de la condition ((2)) en termes de sections de préfaisceaux permet de

retrouver la définition habituelle :

On dit qu’un préfaisceau P sur Y est un «faisceau», s’il satisfait aux deux conditions :

F-a) Unicité ou non trivialité locale. Une section o de P au-dessus d’un ouvert U C'Y est nulle, s’il
existe un recouvrement ouvert U = {Va}aem de U, tel que les restrictions U\Va soient toutes nulles.

F-b) Existence de recollements de sections. Pour toute famille d’ouverts U = {VQ}QEQl et toute

famille de sections {O’a € P(Va)} telle que pour tous a, 8 € U on ait

ael’
Ua‘UomUB = JB‘UaﬂUﬁ g

il existe une section o de P au-dessus de 'ouvert U =

2A.

wen Va, telle que U\Va = 0, pour tout o €

La condition (F-a) équivaut a l'injectivité de Paugmentation dans la suite de ((2)), et la condition (F-
b) équivaut a l'exactitude au niveau du terme central de la méme suite.

Démonstration de 12.6-2: [1 = 2] Soit P un faisceau et supposons I'application P(V) — C°(U;P|,,) non
injective pour un V' donné et un certain recouvrement (pointé) V de V. On vérifie alors que la sous-catégorie
des recouvrements pointés de V, qui raffinent V), est cofinale dans la catégorie fRec,. (V). Le passage a la limite
inductive suivant cette famille donne le morphisme P(V) — C°(V;P) dont le noyau restera nécessairement
non trivial, et le préfaisceau P ne s’injecte pas dans H(Y;P) ce qui est contradictoire. On est donc forcé
d’admettre que P(V) — C°(U; P|,,) est toujours injective.

Supposons maintenant que la suite de 2 ne soit pas exacte au terme milieu. On a alors un diagramme de
la forme
0—PV) =2 cow;pl,) 22 il
’ lim lim

0—P(V) =" cowspl,) 2 eV P

et comme P(V) = H(V;P|,,), la deuxitme ligne est exacte. Soit ¢ € kerdy(V)\ime(V), notons ¢ son image
dans CO(V;P|,,); elle appartient au noyau de do(V) et provient donc d'un certain ¢ € P(V). L’élément
5 =& —e(V)(C) est alors annulé par le morphisme vertical central de passage a la limite suivant les recouvre-
ments de V. Comme nous travaillons avec des recouvrements pointés et que S # 0, on aura 0 # 51, e V, pour
un certain v € V (V,, est alors I'ouvert de V indexé par v). Ceci étant, on vérifie aisément que la catégorie des
recouvrements W = {Ww}w cv vérifiant la relation W,, C V,, pour tout w € V,, est cofinale. 11 existe donc

un raffinement V' de V de cette forme dans lequel 'image de S est nulle. En particulier I’application
P(V,) = CO°V' NV, P\Vv)

annule &, et est donc non injective, ce qui est de nouveau contradictoire. La suite dans (2) est donc nécessai-
rement exacte lorsque P est un faisceau.

[2 = 1] L’exactitude des suites étant préservée par les limites inductives, la suite de préfaisceaux :
0—=P ——CY;P) —— C'(Y;P),

est exacte ; cela signifie trés précisément que P est un faisceau. u

12.7 Etude locale du préfaisceau des complexe de Cech

Chaque point y € Y détermine un foncteur «germe» de la catégorie Préf(Y'; Ab) vers la catégorie
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Ab. Pour tout préfaisceau P, on note P, le germe de P en y, on a:
Py = limys, PU),

ou U parcourt la catégorie des voisinages ouverts de y. De méme, si ¢ : P; — P, est un morphisme
de préfaisceaux, la limite inductive de la famille de morphismes ¢(U) : Py (U) — P2(U) suivant la
catégorie des voisinages de y est également définie, cette limite notée ¢, est appelée «le germe de
@ en y». Le foncteur ainsi obtenu est additif et exact.

Le résultat suivant joue un role fondamental en théorie de faisceaux. Dans ce contexte, on verra
que le préfaisceau de complexes de Cech augmentés associés & un faisceau F, est un complexe
de faisceaux. La proposition suivante affirme alors que ce complexe est une résolution canonique
(dans la catégorie des faisceaux) de F.

12.7-1. Théoréme: Soit P un préfaisceaux sur Y. Pour tout point y € Y, le complexe de germes
en y du préfaisceau des complexes de Cech augmentés :

0—P—=C(Y;P),
est exact.

Démonstration: (**) Fixons un point ¥ € Y. Nous devons prouver que le complexe :

G | 4 ¥ d - da,
0= Pry) — 2= CO(Y;P)(y) —2 CHY;P)(y) — 2 C2 (Y5 P)y) — 2 -+

est exact.

» Exactitude aux termes supérieurs. Soit E € Cvp(Y; P)(y)» tel que dpé = 0. Il existe alors un voisinage
V' 3 y et un représentant £ de £ dans Cp(V; P|y), tel que dy, &€ = 0. Comme d’autre part
CP (V5 P|y,) = limyenee, vy C* (Us Ply,)

il existe un recouvrement W = {W“}vev de V et un représentant w € C? (W; P\V) de &, vérifiant égale-
ment d, w = 0. Nous pouvons maintenant restreindre nos considérations au voisinage ouvert W, de y et
regarder le complexe de Cech restreint C* (W’; P\Wy), ou W :=WnW,. On remarquera une propriété
essentielle du recouvrement W', a savoir,

Wy est Pouvert de W indéxé par y, et W, O W,,, quel que soit w € W,,. (P)

L’image w’ de w dans ce nouveau complexe continue de représenter le germe 5 de départ et de vérifier
la relation d, w’ = 0.

Soit h(y) : C7 (W's Py, ) = CP~1 (W' Py, ) définie par:
[h(y)(y)]wl ,,,,, wp = Vy,wl ,,,,, wp S Wy N le [AREERD Wwp = le NN Wwp y

pour toute p-cochaine v € Hwewy P(Wy,), ou I'égalité de droite résulte de la propriété (P). On a alors
pour la cochaine w’:

[ @] = 3D )]
01 W 5o yWp k0 p 05+ s W5+ Wp (1)
= ]
k=0 p YW 3o s Wh sy Wp

42 Vous retrouverez cette démonstration dans le cadre de la théorie des faisceaux dans [Gods]; théoréme 5.2.1
page 206.
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Or, la condition de cocyclicité d,, w’, lue sur la coordonnée y, wy, . .., w,, donne:

0= [do'] = |'] = > W] - 2)
YW, ey Wp w0 whywp O YyW0 ey W s Wp
ce qui reporté dans (1) montre égalité d,_1 (h(y)(w’)) = w’.
On conclut ainsi que le germe de cocycle @ est le cobord du germe en y déterminé par le (p — 1)-cocycle
h(y)(w’).
> Injectivité de ¢(,). Les mémes choix de voisinages que dans le cas des termes supérieurs donnent, a la
place de 'égalité (2), I'égalité :

d’ou I'injectivité. n

12.7-2. Exercice: Indiquez quelles (1égeres) modifications doivent étre apportés aux arguments de
la démonstration précédente pour prouver I'exactitude au niveau des 0-cochaines.

12.7-3. Remarque ‘: Il importe de bien remarquer que dans la démonstration de 12.7-1, la définition de

Popérateur h(y) dépend aussi de la donnée du germe é . Les différents choix de voisinages intervenant dans
les arguments sont intimement liés & é ; en particulier, il n’existe pas, a priori, des choix universels, et il
n’y a pas d’homotopie pour le complexe de germes.

Lorsque I’espace Y est une variété différentiable, nous avons pourtant donné pour chaque re-
couvrement U donné, des homotopies du complexe augmenté 0 — QP — C*(U; QP), ou QF désigne le
faisceau des p-formes différentielles sur Y. Cela a été possible essentiellement pour deux raisons:

a) Y admet des partitions de 'unité dont les éléments appartiennent au faisceau des fonctions Q°(Y").
b) Les faisceau QP(Y) sont des Q°(Y)-modules.

A remarquer que (a) est une propriété trés spécifique des espaces paracompacts et n’a pas d’analogue
pour les variétés analytiques ou algébriques.

12.7.1 Préfaisceaux localement nuls.

12.7.1-1. Définition : Deux préfaisceaux P; et P, sur Y sont dits «localement isomorphes» lorsqu'il
existe un morphisme de préfaisceaux ¢ : P; — Ps dont les germes sont tous des isomorphismes, i.e. :

Oy Piy) = Pay) est bijectif pour tout y € Y.

Un tel morphisme de préfaisceau est alors appelé «un isomorphisme local de préfaisceau».

Un préfaisceau P est dit «localement nul» lorsque le morphisme 0 — P est un isomorphisme local,
i.e. lorsque tous les germes P, sont nuls.

12.7.1-2. Corollaire & 12.7-1: Soit P un préfaisceau sur Y .
1) Le morphisme canonique P — H°(Y'; P) est un isomorphisme local.
2) Les préfaisceaux H*(Y'; P) sont localement nuls pour k > 1.

Le résultat d’annulation suivant jouera un role important dans la suite:
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12.7.1-3. Lemme: Si P est un préfaisceau localement nul, on a ﬂO(Y;P) =0.

Démonstration : En effet, pour tout P, on a une injection canonique (et naturelle) H°(Y;P) < C°(Y; P).
Une section o au-dessus d’un ouvert U C'Y de C°(Y;P) est donnée par un élément de

CoUU;Ply,) = limyenee. () CO U Py,

de sorte que notre section sera représentée par une famille de sections {0, € P(Uy)}yecv, ou les U, consti-
tuent un recouvrement pointé de U. La nullité locale de P, permet alors d’associer a chaque y € U un ouvert
W, C U, tel que Oy‘wy = 0. La famille W = {Wy}y cu ©st alors un recouvrement pointé de U qui raffine U

et qui représente ¢ par 1’élément nul. Le préfaisceau CO(Y; P), et donc aussi HO(Y;P), est nul. =

12.7.2 Faisceau associé a un préfaisceau. Les résultats qui précedent montrent que la donnée
d’un préfaisceau P génére une suite a priori infinie de préfaisceaux localement isomorphes. Il s’agit

de la suite dont les premiers termes sont :

P — WY P) — HOUYH(Y; P) — HUYH (Y HO (V3 P)) — -

Nous allons voir que cette suite stationne (i.e. les isomorphismes locaux deviennent des isomor-

phismes de préfaisceaux) & partir du troisitme terme. Ceci signifie, en particulier, que:

HO(Y;HO(Y;P)) est un faisceau, pour tout préfaisceau P.

12.7.2-1. Proposition: Pour tout préfaisceau P sur'Y, on a:

1) Le préfaisceau HO(Y; H (Y;P)) est un faisceau.

2) Pour tout morphisme de préfaisceaux ¢ : P — F, ou F est un faisceau, il existe un unique mor-
phisme () : HO(Y;HO(Y;P)) — F, tel que p = h(p)ov(P), oiv(P) : P — HOUY; H(Y;P))
est le morphisme canonique donné par les augmentations.

3) Le morphisme canonique v(P) : P — H (Y ;H(Y;P)) est un isomorphisme local.

Démonstration :

» 1) Nous avons déja remarqué que I'augmentation (P) : P — H°(Y;P) est un isomorphisme local (cf.
12.7.1-2). Notons ker(e), im(¢), coker(e) respectivement les préfaisceaux noyau, image et conoyau de (P).
On a alors les deux suites exactes courtes suivante :

0 —ker(e) — P — im(e) —0
0 — im(e) — H°(Y;P) — coker(e) — 0

Or, le préfaisceaux ker() et coker(e), étant localement nuls, seront annulés par le foncteur #°(Y,_). On
obtient alors, grace a lexactitude & gauche de ce foncteur (voir remarque 12.6-1):

HO(Y;P) 5 HO(Y;im(e)) —=» HOY;HO(Y;P))
ot1 I'injection de préfaisceaux de gauche est un isomorphisme local. Le morphisme composé H o0Y;P) —

HO(Y;HO(Y;P)) est donc une injection de conoyau localement nul que I’application de H°(Y,_) trans-
formera en un isomorphisme. Le préfaisceau HO(Y;H°(Y;P)) est donc bien un faisceau.
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» 2) Soit maintenant ¢ : P — F un morphisme de préfaisceaux ot F est un faisceau. On notera 0 le
préfaisceau H (Y, Q) associé & un préfaisceau Q. L’application itérée du foncteur H°(Y,_) donne alors:

ot las morphismes de la deuxieme ligne sont des isomorphismes de préfaisceaux. La composition () :=
e(F)"' oe(F)~t o vérifie alors (2). Ceci étant, les morphismes horizontaux du diagramme précédent
étant des isomorphismes locaux, tout autre morphisme ¢’ satisfaisant aux conditions demandées, aura les
mémes germes que ¥ (P); leur différence définit alors un morphisme (¢¥(p) — ') : P — F dont les germes

sont nuls, mais F est un faisceau et (¢(p) — 1)) sera nécessairement nul. L]

12.7.2-2. Définition : Le faisceau H (Y ;H (Y;P)) sera appelé «faisceau associé 3 un préfaisceau
P»; on le notera P.

’12.7.2—3. Remarque et exercice |: La correspondance P ~~ P a valeurs dans la catégorie de pré-

faisceaux est (a priori) uniquement exacte & gauche. Montrez que pour toute suite exacte courte de
préfaisceaux :

0—-P,—Py—P3—0
on a une suite exacte:

0= P1— Py — Py — HUY;HO (Y P)) — HUY HO(Y Pa)),

le préfaisceau conoyau de Py — Ps est donc généralement localement nul mais pas forcément nul. Nous
verrons plus tard que la sous-catégorie pleine de Préf(Y") dont les objets sont les faisceauz, est abélienne ;
la suite . ~ ~

0— Py *)P2*>P3*>0,

y sera alors exacte et le foncteur P ~» P a valeurs dans la catégorie de faisceaux sera exact.

12.8 Théorémes d’annulation pour la cohomologie de Cech

Nous avons vu dans la section précédente (voir 12.7.1-3) que le foncteur H °(Y;_) annule les pré-
faisceaux localement nuls et une inspection de la démonstration de la proposition 12.7.2-1 montre
que sil en était de méme pour H (Y;_), le préfaisceau H°(Y'; P) aurait été un faisceau et donc la
cohomologie de Cech en degré zéro de P aurait été isomorphe & celle du faisceau associé P. Plus
généralement, si les foncteurs 7—Zk(Y;,), pour 0 < k < N, annulent les préfaisceaux localement
nuls alors:

HEY,P)=H"(Y,P), etdonc HF(Y,P)=H(Y,P), pour 0 < k < N.

Sur les espaces paracompacts on démontre, & ’aide des partitions de I'unité, le résultat suivant.

12.8-1. Théoréme: Soit Y un espace topologique séparé et paracompact. La cohomologie de Cech
d’un préfaisceau P localement nul, est nulle en tous degrés :

H*(Y;P) =0, pour tout k € N.

Démonstration: (Voir [Gods] théoréme 5.10.2 page 228, ou [Spa] théoréme 6.8.16 page 328.) n
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12.8-2. Remarque |: Vous avez sans doute observé que I'énoncé fait référence & la cohomologie de Cech

globale. En effet, le méme résultat pour le préfaisceau H * (Y'; P) aurait exigé l'existence de bases d’ouverts
paracompacts pour la topologie de Y. Or, la paracompacité d’un espace n’entraine pas forcément celle
de ses ouverts. Par contre, un espace métrique et séparable est toujours paracompact ; ses ouverts, étant
également métriques et séparables, seront donc paracompacts. Dans un tel cas le théoréme précédent est
vrai pour les préfaisceaux de cohomologie de Cech.

Vous devriez étre maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant

12.8-2. Théoreme:

1) Sur un espace séparé et paracompact Y, le morphisme canonique I:Ik(Y; P) — I:Ik(Y; 75) est un
isomorphisme, pour tout k € N.

2) Sur un espace métrique Y, le morphisme canonique H*(Y;P) — ﬁk(Y;ﬁ) est un isomor-

phisme de faisceaux, pour tout k € N.

§13. Cohomologie de faisceaux

Dans ce chapitre, on désignera par A un anneau commutatif avec identité multiplicative, et par
X un espace topologique arbitraire, i.e. un ensemble muni d’une topologie.

13.1 Catégorie abélienne des préfaisceaux de A-modules

Notons Préf 4(X) := Préf(X; Mod(A)) la catégorie dont les objets sont les préfaisceaux P sur
X “a valeurs” dans la catégorie des A-modules (& gauche) et tels que P(&) = 0. On appellera un
tel préfaisceaux «un préfaisceau de A-modules».

On retiendra que les morphismes de restriction d'un préfaisceau de A-modules sont des ho-
momorphismes de A-modules. De méme, les morphismes de la catégorie Préf 4(X) seront les
morphismes de préfaisceaux ¢ : P; — P, tels que, pour chaque ouvert U C X, l'application
o(U) : P1(U) = P2(U) est A-linéaire. Il convient, par ailleurs, de remarquer que 'application :

Morpy(P1, Py) —— [ Homa (Pi(U), Po(U))
Ucx
p ——— (U o(U))

est injective et réalise Morp,s(P1, P2) comme un sous-A-module de [, x Hom4(P1(U), P2(U)),
d’oll une structure canonique de groupe abélien sur l’ensemble de mor;)hismes en question. En
définissant le «préfaisceau nul» comme le préfaisceau constant qui fait correspondre a tout ouvert
de X le module nul, les axiomes Ad-1, Ad-2, Ad-3 des catégories additives (cf. page 110) sont
vérifiés.

Soit {Py,...,Ps} une famille finie de préfaisceaux de A-modules. La correspondance :

b r:v- FH PO,
1=1,...,s i=1,...,s
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est un préfaisceau de A-modules et iy, : Py, — B,_; _, Piet pr : D,y Pi — Py, définies par:

cs8

U~ inU):Pu(U) = @@ Pi(U), et U~p(U): P Pi(U) = Pe(U),

yeeesS yeeesS

o i (U) et pp(U) désignent respectivement 'injection et la projection canoniques des somme di-
rectes de modules, sont des morphismes de préfaisceaux qui font de I'objet @izl,_“7s P; une somme
directe dans la catégorie Préf 4(X). La catégorie Préf 4(X) est donc additive.

Un élément de la catégorie Préf 4 (X)) s’interpréte comme un foncteur contravariant de la petite
catégorie Ouv(X) associée & l’ensemble des ouverts de la topologie de X partiellement ordonné
par la relation d’inclusion d’ensembles, vers la catégorie Mod(A) des A-modules a gauche. Un
morphisme de préfaisceaux est alors une transformation naturelle entre de tels foncteurs. Ainsi
la catégorie Préf,(X) s’identifie a la catégorie des foncteurs contravariants de Ouv(X) vers
Mod(A). Ceci étant, la catégorie Mod(A) est abélienne et les propriétés universelles de «noyau »,
«conoyau», «image» et «coimage» dans Mod(A) montrent que pour tout morphisme de préfais-
ceaux ¢ : Py — Po, les correspondances qui associent a un ouvert U C X les modules:

U~ ker(p)(U), U~ coker(p)(U), U~ im(p)(U), U ~ coim(p)(U),

ou l’on pose par définition :

o ker(p)(U) = ker(p(U)) ; le module «noyau» de ¢(U);
sous-A-module de Py (U) dont on note x(U) : ker(p)(U) — P1(U) inclusion
canonique ;

o im(p)(U) :=im(p(U)); le module «image» de ¢(U);
A-module quotient de P;(U), canoniquement isomorphe & P;(U) /ker(¢(U)) ; no-
tons p(U) : P1(U) — im(p)(U) la projection canonique, “restriction” de ¢(U) a
son module image ;

o coker(p)(U) := coker(p(U)) ; le module «conoyau» de ¢(U);
A-module quotient de P2(U), canoniquement isomorphe & Po(U)/im(¢(U)) ; no-
tons R(U) : Pa(U) — coker(p)(U) la projection canonique;

o coim(p)(U) := coim(¢(U)) ; le module «coimage» de ¢(U);

sous-A-module de P, (U), canoniquement isomorphe au noyau de la projection
canonique P(U) — coker(¢(U)) ; notons ¢(U) : coim(p)(U) — Po(U) l'injection

canonique;

sont des préfaisceaux de A-modules. De méme, les correspondances :

U~ k() : kex(o)(U) = Pu(U), U~ &(U) : Po(U) — coker(o)(U),
U~ p(U): Pi(U) = im(p)(U), U~ q(U): coim(p)(U) = P2(U),

définissent des morphismes de préfaisceaux de A-modules et sont respectivement des «noyau»,
«conoyau», «image» et «coimage» de la catégorie Préf 4(X) qui est abélienne puisque le mor-
phisme canonique im(y) — coim(p) est (tautologiquement) un isomorphisme.

13.1-1. Exercice: Vérifier les assertions des paragraphes précédents.
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13.1-2. Exercice: Montrer qu’une suite courte de préfaisceaux :
0P, —=—Ps L}Pg*)07

est exacte, si et seulement si, la suite de A-modules:

a(U) B(U)

est exacte, quel que soit 'ouvert U C X.

13.1.1 Foncteurs “sections” et “germes” dans la catégorie des préfaisceaux.

e Foncteur “sections au-dessus d’un ouvert”

Soit U une partie ouverte de X, le foncteur «sections au-dessus de U », noté T'(U; _), est la correspon-
dance de Préf 4(X) vers Mod(A) qui associe & un préfaisceau P, le A-module I'(U; P) := P(U), et
a un morphisme de préfaisceaux ¢ : P; — Ps, le morphisme de A-modules @(U) : P1(U) — P2(U)
que l'on note également I'(U; ¢) := ¢(U). Cette correspondance est fonctorielle covariante addi-
tive et exacte de Préf 4(X) vers Mod(A) (cf. exercice 13.1-2).

e Foncteur “germes en un point”

Soit z € X, le systeme (V(x), C) des voisinages de x dans X, muni de l'ordre partiel d’inclusion
est un systeme filtrant inférieurement (™). Pour tout préfaisceau de A-modules P, le systeme de
A-modules {pY, : T(U;P) — I'(V;P)}, ot U D V sont des éléments de V(z) est alors inductif
filtrant et comme les foncteurs sections sont exacts et que la catégorie des A-modules possede des
limites, il en découle que la correspondance (_)(,):

P e Ob(PréfA(X)) ~> P(m = hﬂUGV(m) P(U)
@ € Morpyt, (x)(P1, P2) ~ 92y = limpyey() ¢(U),

est bien définie, fonctorielle covariante additive et exacte.

13.1.1-1. Exercice: Montrer que le foncteur “produit des foncteur germes” ], .x (D)) :

P € Ob(Préfa(X)) ~ [] P

zeX

© € Morpyst,(x)(P1, P2) ~ H P(z) >
zeX

est covariant additif et exact de la catégorie Préf 4(X) vers Mod(A).

Supposons & partir de maintenant que X # &. Montrer que la correspondance Q(X) = A et
Q(U) = 0, ou les morphismes de restrictions (strictes) sont tous nuls, est bien un préfaisceau.

A TPaide du préfaisceau Q montrer que le foncteur “produit des foncteur germes” n’est pas fidele,
i.e. que le morphisme défini par ce foncteur :

Morpeet x) (P, P2) — Homa( [T Prs [T Paco)
zeX zeX

II ¢

zeX

@t

peut ne pas étre injectif.

“ Rappelons qu’un ensemble partiellement ordonné (S, <) est dit «filtrant inférieurement » lorsque pour tous
s1,82 € S, il existe sz vérifiant sz < s1 et s3 < sa.
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13.1.1-2. Exercice: Montrer qu'un foncteur F entre deux catégories abéliennes €; et Gy qui est
additif, n’est pas fidele, s’il existe un objet non nul P de €; dont I'objet image F(P) est un objet nul
de eg.

Prouver la réciproque de la derniere assertion lorsque le foncteur F est en plus ezxact.

Refaire la derniére partie de I’exercice précédent en montrant que 'image par le foncteur “produit
de germes” de l'objet Q est bien un A-module nul.

13.2 Catégorie abélienne des faisceaux de A-modules

Rappelons que d’apres la proposition 12.6-2 et la remarque 12.6-3, on appelle «faisceau de A-
modules» tout objet F de Préf 4(X), tel que pour tout ouvert U C X et tout recouvrement ouvert
U ={Uy}aecu de U, la suite de A-modules:

Ua _ pUa
(HﬁpUa/s pUﬁa

Py Il
0 — F(U) =Lt [ 7wa) ) 11 7Was),

ac a,BeA
est exacte.

On note Fais4(X) la sous-catégorie pleine de Préf 4(X) dont les objets sont des faisceaux. On
appelle «morphisme de faisceaux» tout morphisme de préfaisceaux entre deux faisceaux.

13.2-1. Proposition:

a) la catégorie Faisa(X) est additive.

b) Le préfaisceau noyau d’un morphisme de préfaisceaux ¢ : Fi — JFo, ou JFi et Fy sont des
faisceaux, est un faisceau. La catégorie des faisceaux posséde des noyaux.

Démonstration :

a) L’additivité de la catégorie Faisa(X) résulte d’une part de ce qu’elle est une sous-catégorie pleine de
Préf 4(X), ce qui signifie que Morga;s, (x) (F1, F2) = Morpres, (x)(F1, Fz), et donc les axiomes Ad-1, Ad-2
et Ad-3 sont automatiquement vérifiés. L’existence des sommes directes (finies) de faisceaux résulte de la
simple vérification que la somme directe préfaisceautique de faisceaux est un faisceau, ce qui est élémentaire.

b) Soit o une section de ker(y) localement nulle, comme nous avons une injection de préfaisceaux ker(¢)(U) —
F1(U) pour tout ouvert U C X, la section ¢ s’identifie canoniquement & une section du faisceau F; loca-
lement nulle, elle est donc nécessairement nulle. Soit maintenant U C X un ouvert et U = {U, }aeq un
recouvrement ouvert de U ; donnons-nous pour chaque a € 2, une section o, € I'(U,, ker(o)) et supposons

que Py (0a) = pgiﬁ (o) pour tous o, § € 2. L’injectivité de I'inclusion ker(y)(U) < F1(U) montre que
la famille de sections {04 }aea s'identifie & une famille de sections de F; qui se recolle en une section
o € F1(U). L'image 7 := (o) est trivialement la section nulle puisque localement nulle d’apres les égalités
©(04) =0 et comme Fy est un faisceau, il s’ensuit que o € ker(¢)(U). L]

13.2-2. Notation: Pour tout morphisme de faisceaux ¢ : F; — F2, on notera par k(p) : ker(¢) — F1
le morphisme «noyau». Il s’agit bien évidemment d'une notation superflue dans la mesure ou la dé-
monstration précédente montre que ker(¢) = ker(y); elle se justifiera dans les sections suivantes
par un besoin de cohérence notationnelle ou I'on notera coker(y) «le faisceau conoyau» qui sera, lui,
généralement différent du préfaisceau conoyau coker(¢y).
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13.2-3. Remarque: Contrairement aux préfaisceau noyau, le préfaisceau conoyau d’un morphisme
de faisceaux peut ne pas étre un faisceau. En effet, soit X = S! muni de la structure standard de
variété différentiable et notons Ry le faisceau des sections localement constantes définies sur les ou-
verts de X (vérifier que c’est bien un faisceau). Le faisceau Rx est naturellement un sous-faisceau
du faisceau Q% des fonctions de classe C* définies sur les ouverts de X . Le préfaisceau conoyau de
Iinjection canonique Rx < Q%, que nous noterons Q, est le préfaisceau des fonctions C> modulo les
fonctions localement constantes. D’autre part, le revétement universel exp (\/jl . ,) R—=>C,=X
n’admet pas de sections globales, mais admet des sections sur 'ouvert complémentaire d’un point de
X puisque un tel ouvert est simplement connexe (contractile en fait). Soient x1 # x5 € X et notons,
pour j = 1,2, U; = X\{z,} et 0; : U; — R une section de exp (\/jl ,), on a o; € I'(U;; Q%) ; no-
tons 7; la section de Q définie par ¢;. On vérifie aisément que sur I'ouvert intersection Ui, la section
01 — 09 est localement constante et son image 7 — 7o dans Q sera nulle. Supposons maintenant que
Q est un faisceau. Il existe alors une section globale 7 € I'(X; Q) recollant 71 et 72. Or, les sections
globales du préfaisceau quotient Q proviennent de sections globales de Q% de sorte qu'il existe une
section globale o € I'(X; Qg() et deux constantes cq, co € R telles que U\Ul =o01+c et U\Uz = 03+cCo.
Quitte a remplacer o par o — ¢1, nous pouvons supposer ¢; = 0 et donc o7 = g2 + ¢o sur Ujo, dont
on déduit exp (v/=1- c2) = 1. I s’ensuit que exp (v—1-o(z)) = z, quel que soit z € X, ce qui est
impossible. Le préfaisceau Q n’est donc pas un faisceau.

13.2.1 Le foncteur “faisceau associé”. Rappelons que nous avons montré dans 12.7.2-1 com-

ment associer fonctoriellement a tout préfaisceau de A-modules P, un morphisme de préfaisceaux

g N g . RN N . . 44 s .
vp: P — P, ot P est le «faisceau associé & P» et ot vp est un isomorphisme local ('), vérifiant
la propriété universelle suivante :

“Pour tout morphisme de préfaisceaux ¢ : P — G, ou G est un faisceau, il existe un et un seul
morphisme de faisceaux ¢ : P — G tel que ¢ = povp.”

13.2.1-1. Exercice: Notons Ay le préfaisceau “constant” qui associe a chaque ouvert non vide

U C X l'anneau A, et tel que les morphismes de restriction entre deux ouverts non vides est 1'iden-

tité. Notons Ax le préfaisceau des fonctions localement constantes définies sur les ouverts de X et

a valeurs dans A, les morphismes de restriction étant alors les restrictions des fonctions. Pour tout

U C X soit v(U) : Ax(U) — Ax(U) D'application qui associe & un élément a € A lapplication

constante de U dans A de valeur a.

a) Montrer que les morphismes v(U) définissent un morphisme de préfaisceaux v : Ay — Ax qui est
un isomorphisme local.

b) Montrer que Ax est un faisceau et que le morphisme v est le morphisme canonique entre le pré-
faisceaux A x et son faisceau associé Ax.

13.2.1-2. Lemme: Soit ¢ : F; — Fy un morphisme de faisceaux et notons coker(p) le faisceau
associé au préfaisceau conoyau coker(y), et soit v : coker(y) — coker(y) le morphisme canonique.
La composition des morphismes de préfaisceaux :

Py L\ coker () —— coker(¢p),

est un conoyau pour ¢ dans la catégorie des faisceaux.

4 Rappelons qu'un morphisme de préfaisceaux est dit un «isomorphisme local» lorsque les morphismes qu’il
induit sur les germes en un point sont des isomorphismes, et ceci quel que soit le point en considération. La
notation ¢ : P; —— P, indique que le morphisme de préfaisceaux ¢ est un isomorphisme local.
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Démonstration : Soit ¢ : P — G un morphisme de faisceaux tel que ¥ o = 0. On a la factorisation unique
de 1 dans la catégorie de préfaisceaux :

P N coker(¢p) —Y,gq,
dont on déduit d’apres la propriété universelle du faisceau associé, la factorisation unique de 1 :
P LN coker(p) —— coker(¢p) —Y5q.

Soit maintenant :

Po vor(e), coker(p) —2 G .

une autre factorisation de 9. On a donc ¥ = A o v o i&(p) = 1 o v o i&(y), et la propriété universelle de
i(p) dans la catégorie abélienne Préf 4(X) permet de conclure & I'égalité Ao v = dov: coker(p) — G, ol
la propriété universelle du faisceau associé & un préfaisceau exige que A = v. Le morphisme de faisceaux
v o &(p) : Po — coker(yp) est donc bien un conoyau dans la catégorie Faisg(X). L]

13.2.1-3. Notation: Le morphisme “conoyau dans la catégorie de faisceaux” vo&(p) : Py — coker(y)
du lemme précédent, sera noté &(y).

13.2.1-4. Proposition: La catégorie Faiss (X)) est abélienne.

a) Pour chaque x € X, le foncteur “germes en x”, (_)(y) : Faisa(X) ~» Mod(A), est additif et
exact.

b) Le foncteur “produit de foncteurs germes”, [],.x (1)) : Faisa(X) ~» Mod(A), est additif,
exact et fidéle.

¢) Un complexe de faisceaux (F*,d,) est acyclique, si et seulement si, le complexe de A-modules
(]—'*@), d*@)), est acyclique, quel que soit x € X.

d) Le foncteur “faisceau associé” (Z) : Préf 4(X) ~~ Faisa(X) est additif et exact.

Démonstration: Nous avons déja montré l'existence de noyaux et conoyaux dans Faiss(X), il ne nous
reste donc qu’a montrer que le morphisme canonique de l'image d’un morphisme dans sa coimage est un
isomorphisme.

Soit ¢ : F; — F2 un morphisme de faisceaux. Nous avons dans la catégorie des préfaisceaux :

0 — ker(y) ), Fi _re) im(¢) = coim(y) BN Fo SCIIN coker(p) — 0 (%)
ol p(yp) est un conoyau pour () et g(¢) est un noyau pour <(¢). Appliquons le foncteur “faisceau associé¢”
a la suite (x) , on obtient alors le diagramme commutatif de morphismes verticaux : les isomorphismes locaux
canoniques :

0 — ker(yp) BN SRIC2IN im(p) = coim(p) SR SRNLICOIN coker(p) — 0

L el Wl

0 — ker(p) —Z1 7y 290, im(p) = coim(p) —22 Fy —205 coker(p) — 0

ol nous avons seulement & vérifier que () est bien un noyau pour £(¢). Or, les morphismes verticaux étant
des isomorphismes locaux le morphisme §(¢) est localement injectif. Ceci signifie que si I'image par ¢(p) d’une
section de coim(¢p) est nulle, ses germes sont nuls et s’agissant d’une section d’un faisceau, la section est nulle.
Le morphisme ¢(¢) est donc bien injectif et £(p) o G(¢) = 0. Montrons pour terminer que le faisceau noyau de
i (¢) est bien 'image de (). Le fait que les morphismes verticaux soient des isomorphismes locaux assure que
pour chaque z € X le morphisme §(¢) () est un noyau pour £(yp)(,) de sorte que si o € I'(U; F3) est annulée
par A(¢), les germes o (,) proviennent tous de germes de sections de coim(¢). Il existe donc un recouvrement
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U = {Uq}aeu et des sections 7, € T'(Uy,; coim(yp)) dont les images par G(¢) sont les restrictions de o aux

ouverts U, . L’injectivité de G(¢) montre alors que la famille {7, }oeco vérifie les conditions de recollement et

comme coim(¢p) est un faisceau, il existe bien une section 7 € I'(U; coim(¢p)) recollant les 7, ; son image par

G(¢) est alors nécessairement la section o. La catégorie Fais4 (X)) est donc bien abélienne.

a) L’additivité des foncteurs “germes” sur la catégorie des faisceaux est conséquence de la méme propriété
sur la catégorie des préfaisceaux. Soit maintenant une suite exacte courte de la catégorie de faisceaux:

le morphisme ¢ est un noyau pour 1, et ¥ un conoyau pour ¢, dans la catégorie des faisceauz. Cette suite,
vue dans la catégorie des préfaisceaux, se factorise en:

0-F —2—F BLICOIN oker () <—;)> coker(p) = F3 — 0.

et comme, pour chaque x € X, le foncteur “germe en z” est exact sur la catégorie de préfaisceaux et que
v est un isomorphisme local, la suite de A-modules:

0— .7:1(1) L .7‘—2(1) L .7:3(1) -0,

est nécessairement exacte.

b) L’exactitude du foncteur “produit de germes” découle évidemment de l'exactitude de chaque foncteur
(2)(a)- La fidélité résulte immédiatement apres la remarque de I'exercice 13.1.1-2 puisque un faisceau est
nul, si et seulement si, tous ses germes sont nuls.

c) Une suite de faisceaux:
F—f s Py Y Fs, ()
est exacte, si et seulement si, le morphisme canonique im(¢) — ker(¢) est un isomorphisme de faisceaux.

Compte tenu des résultats déja prouvés, nous avons uniquement a montrer que si, pour chaque z € X,
le morphisme canonique im(p);) — ker(v)() est un isomorphisme, alors le morphisme de faisceaux
im(yp) — ker(v)) est un isomorphisme.

Soit plus généralement £ : G; — Go un morphisme de faisceaux tel que pour tout = € X, le morphisme
&(2) est un isomorphisme. Montrons que £ est un isomorphisme de faisceaux. Fixons une partie ouverte U
de X. Soit o € T'(U;Gy) une section telle que 0 = £(o) € I'(U; Gs). Alors, quel que soit u € U, on aura
0=2¢&(0)(w) = &w)(o)) et donc o(,y = 0, pour tout w € U ; comme Gy est un faisceau la nullité de o en
découle. Le morphisme &(U) est donc injectif. Soit maintenant 7 € I'(U; G2 ), la surjectivité des morphismes
&(u), pour tout u € U, permet de fixer un recouvrement U = {Us, }acu et des sections o, € T'(Uy; G1) telles
que {(Ua)(0a) = 7]y, pour tout a € A. L'injectivité des morphismes {(V') (vraie quel que soit V' C X))
montre que la famille {04 }aea vérifie la condition de recollement et comme G; est un faisceau, il existe
une section o € I'(U; G;) recollant les o,,. Les sections £(U)(0) et 7 de G2 au-dessus de U ont les mémes
germes ; le fait que Gy est un faisceau garantit alors que £(U) (o) = 7, et la surjectivité de £(U) est prouvée.

d) Soit une suite exacte de préfaisceau :
0P —2 P, — 2 3P0,

et appliquons-lui le foncteur “faisceau associé”, on obtient le diagramme commutatif de morphismes ver-
ticaux des isomorphismes locaux :

0— P L)’PQprg*)O
=) (E)l (E)l
0P —2 P, —2 5Py 50

L’exactitude des morphismes germes sur la catégorie des préfaisceaux montre que, pour chaque z € X, la
suite : _ _ “ _
0= Pix) —— Pagz) —— Pa@) — 0,

est exacte; la question (c) affirme alors que la suite de faisceaux :

0P —2 P, —Y Py 50,

est exacte dans la catégorie des faisceaux. u
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13.2.1-5. Corollaire: Soit M une variété différentiable n-dimensionnelle et notons, pour 0 <
r < n, Qy le faisceau des r-formes différentielles définies sur les ouverts de M. Le complexe de
faisceaux :

do dy dp-2 dn-1

g:)}v[ ...... g:an—l_>g:yM_>0

0— Ry — Q?\/f

ou Rps désigne le faisceau des fonctions localement constantes et € est I'injection canonique qui as-
socie a une fonction localement constante la fonction C* qu’elle définit, est exact dans la catégorie
des faisceaux de R-espaces vectoriels sur M .

Démonstration: D’apres la proposition précédente, il suffit de prouver l'exactitude du complexe des germes
des faisceaux en question. Soit donc € M et w un germe de r-forme différentielle en z tel que d, ;) (w) =
0e S:]""M“(Z). 11 existe alors un représentant local w de w que 1'on peut supposer défini sur un ouvert de carte
V contenant z, vérifiant d,.(w) = 0. Le lemme de Poincaré sur R™ prouve précisément qu'’il existe une forme
différentielle v € T(V, Q") telle que d,_1(v) = w et donc, telle que d,_1 (4 (V(»)) = . Par un raisonnement
parfaitement analogue, on démontre l'exactitude autour de Q?\/I(ﬁ). Comme ¢ est trivialement injective, la
démonstration du corollaire est terminée. u

13.2.1-6. Exercice: Soit {F, }aca une famille arbitraire de faisceaux de A-modules sur X. Rappe-
lons que la catégorie Mod(A) posséde des sommes et des produits directs pour des familles de modules
arbitrairement indexées. Faisons correspondre a chaque ouvert U C X les A-modules:

(P 7)) = (P rw) e (I]7)0):=(I] 7w)
ac ac?l ac? acl

et définissons pour V' C U, les morphismes de restriction A : (B ,cq Fa)(U) = (Baca Fa)(V)
et Py ([Taea Fa)U) = (ITacq Fa)(V) respectivement comme la somme et le produit directs
des morphismes de restriction (P)¥ : Fo(U) = Fo(V). Ces données définissent trivialement des
préfaisceaux de A-modules sur X notés respectivement @, oo Fa €t [],cq Fa- (*°)

a) Montrer que le préfaisceaux (Ha el fa) est toujours un faisceau.

b) Notons (@ F. )~ le faisceau associé au préfaisceau P, oy Fo- Montrer que le morphisme ca-

aed v o
u:@ﬁa%(@f(x)~ (%)

nonique de préfaisceaux :
acd ac

est toujours injectif.
¢) Fixons un élément x € X. Pour tout voisinage ouvert U C X de z, on dispose du morphisme

canonique de A-modules: S(Usz)
D 7. (1) == P (Fa)
Qe ae

donné par la somme directe d’applications “germes en x”. Montrer que ces morphismes sont com-
patibles aux applications de restriction entre des voisinages de x. En déduire une application cano-

nique:
(B 7o) "= B (Fo) -
acl ac
Montrer que I'application X(z,z) est toujours un isomorphisme.
d) Soit X = N muni de la topologie discrete.

1) Montrer que le foncteur qui associe & un faisceau F de A-modules sur N le A-module [, cny F(m),
est additif et défini une équivalence de catégories entre la catégorie Faisa(N) et la catégorie
Mod(A)Y des A-modules de la forme M = [1.cn Mo, oli chaque M, est un A-module et ol
les morphismes entre deux objets M = [], .y My et N =[] Ni sont les produits des
morphismes de A-modules ¢,, : M,, — N,,.

45 Lorsque {F,} est une famille de préfaisceaux sur X, les préfaisceaux @, o Fa et [[,cq Fo sont de maniere
naturelle une somme et un produit directs pour la famille {F,}, dans la catégorie Préf 4 (X).
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2) Soit M = {Ms =[T,nen Ma?m}aem une famille d’objets de Mod(A)YN. Montrer que les objets :
I (M) o I1 (I] Moo
meN  ae meN  ae

sont respectivement une somme et un produit directs dans Mod(A)N pour la famille M. La ca-
tégorie Fais 4 (N) possede donc des sommes et des produits directs pour des familles de faisceaux
arbitrairement indexées.

3) Pour chaque m € N, notons A(m) le faisceau sur N dont les germes en n # m sont nuls et
dont I'ensemble des germes en m est 'anneau A lui-méme. Montrer, a I'aide de la question
précédente que, dans Faisyg(N), la somme et le produit directs des faisceaux A(m) coincident
avec le “faisceau constant” Ay. En conclure que le morphisme canonique (%) n’est pas surjectif
en général.

Plus généralement, soit M la famille de faisceaux sur N correspondante a la famille d’objets de
Mod(A)" définie par: M = {I],,cy Ma,m }aca. Remarquer que le morphisme (x) correspond
alors a I'inclusion canonique de A-modules:

& (11 o) — 1 (D M)

acA  meN meN  ae

qui est bijective en toute généralité, si et seulement si, 2 est de cardinal fini.

e) Revenons aux donnés générales des premicres questions. Pour chaque ag € 2, posons

lag P Fag — (QEEBQ[ .7-"a>~ et Taq : (QEEBQ[ .7-"&)~—> Foo
et

lag P Fag — H Fo et WaO:H Fo — Fap
ace ae

les morphismes de faisceaux définis au niveaux des sections au-dessus des ouverts des préfaisceaux
somme et produit directs, respectivement comme les inclusions et projections associées a la somme
et le produit directs de A-modules.

Montrer alors que la catégorie Fais 4 (X) possede des sommes et produits directs pour des familles
de faisceaux arbitrairement indexées.

f) Déduire de la question précédente que la catégorie Fais4 (X) possede des limites pour des systémes
inductifs et projectifs arbitraires.
Indication : Utiliser le fait que dans une catégorie abélienne possédant des sommes et des produits
directs pour des familles d’objets arbitrairement indexées, les limites des systémes inductifs (resp.
projectifs) d’objets, sont obtenues comme conoyau (resp. noyau) d’un morphisme entre deux
sommes directes (resp. deux produits directs) (cf. exercice 8.4.1-8 en page 121 et sujets annexes).

(**)

13.2.1-7. Exercice: Plagons nous dans la catégorie Faisz(X) des faisceaux de groupes abéliens sur
X. On appelle «faisceaux d’anneaux sur X » la donnée d’un faisceau Ox de Faisz(X), tel que
pour tout ouvert U C X, le groupe commutatif (F(U; OX),O,—i-) est le groupe additif sous-jacent
A une structure d’anneau avec identité multiplicative (*7), et tel que les morphismes de restriction
pY :T(U;Ox) — I'(V; Ox) sont des homomorphismes d’anneaux (avec identité multiplicative), quels
que soient V. C U C X. On définit alors un «Ox-module» comme la donnée d’un faisceau M de

46 Vous pouvez également consulter les exercices 15 et 16 du chapitre I (page 55) de “Algebra” de S. Lang;
Addison-Wesley, sixieme édition (1974).

47 On remarquera que le groupe réduit & un élément: ({0},0,+) est bien un anneau avec identité.
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Faisz(X) et, pour chaque ouvert U C X, d’une structure de I'(U; Ox )-module sur I'(U; M) “compa-
tible” aux morphismes de restriction, i.e. tels que pour tous V' C U, le diagramme :

I(U; Ox)xD(U; M) 2 1(U; M)
P(Ox)gl lew% lpw)&
I(V; Ox)xT(V; M) Y0 r(v; m)

ou u(-) désigne le morphisme de multiplication des structures de modules, est commutatif.

Etant donnés deux @ x-modules M; et M, on dit qu'un morphisme de faisceaux ¢ : M; — M est
un «morphisme de O x-modules », si le morphisme I'(U; ¢) : I'(U; M1) — I'(U; M2) est un morphisme
de T'(U; Ox)-modules, quel que soit Pouvert U C X.

On note Mod(Ox) la catégorie dont les objets sont des Ox-modules et ot les morphismes sont les

morphismes de Ox-modules. Le foncteur “oubli” de la catégorie Mod(Ox) vers la catégorie Faisz(X)

qui fait correspondre a un Ox-module le faisceau de Z-modules sous-jacent est fidéle.

a) Soit ¢ : M; — My un morphisme de Ox-modules. Notons (ker(p), k) et (coker(y), &) respec-
tivement le noyau et conoyau de ¢ dans la catégorie abélienne Faisz(X). Montrer que ker(¢) et
coker(¢) sont naturellement des O x-modules ; puis que k et & sont des morphismes de O x-modules.

b) Déduire de la question précédente que (ker(y), k) et (coker(p), &) sont respectivement un noyau et
un conoyau pour ¢ dans la catégorie Mod(Ox).

¢) Montrer que Mod(Ox) est une catégorie abélienne. Elle posséde des sommes et des produits directs
pour des familles de Ox-modules arbitrairement indexées. De méme, les limites pour des systémes
inductifs et projectifs arbitraires existent.

d) Soit F un faisceau de Fais4 (X)) et notons Ax le faisceau associé au préfaisceau constant U ~» A.
Rappelons que les sections de A x s’identifient aux applications localement constantes définies sur
les ouverts de X et & valeurs dans A (cf. exercice 13.2.1-1).

Pour toute partie ouverte U C X, soient A € I'(U; Ax) et o € I'(U; F). Nous allons définir la

section A - 0.

1) Pour chaque recouvrement ouvert U = {V,}aea de U tel que les restrictions Aly,, sont cons-
tantes, de valeurs respectivement notées a, € A, montrer que la famille {a, 'O"Va}aem est une
famille de sections de F vérifiant la condition de recollement des sections. Il existe donc une, et
une seule, section 7(U) € I'(U; F) telle que 7(U)|,, = aa 0ol .

2) Montrer que les sections 7(U) € T'(U; F), obtenues par ce procédé, définissent une méme section
de F au-dessus de U indépendamment du recouvrement U/ vérifiant les conditions de la question
précédente ; elle sera notée \ - o.

3) Montrer que les opérations - : I'(U; A) @ I'(U; F) — I'(U; F) définissent une structure de Ax-
module sur F.

4) Montrer que cette maniere de faire correspondre & chaque F € Ob(Fais4 (X)) un A x-module,
définit une équivalence de catégories entre Fais4 (X)) et la catégorie Mod(Ax).

13.2.2 Foncteurs “sections” dans la catégorie des faisceaux. Une des différences fonda-
mentales entre les catégories abéliennes Préf 4 (X) et Faisa (X)) vient de ce que, compte tenu de la
différence avec la notion de conoyau, les foncteurs des sections au-dessus des ouverts, exacts sur la
catégorie Préf 4(X), ne sont plus qu’exacts & gauche en catégorie des faisceaux.

En effet, soit
0 F —25F -5 F-0

une suite exacte de faisceaux. Le morphisme ¢ est un noyau dans la catégorie des préfaisceauz

du morphisme v, par contre ¥ n’est pas nécessairement un conoyau pour ¢ dans la catégorie des
préfaisceaux. On a la suite de préfaisceaux :

0—F s F ) coker () Tz)> coker(p) = F3 = 0
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et pour tout ouvert U C X, on a:

0 - 0(U; 7)) 9 rw; 7) DL 1 coker ()~ D(U; coker(p)) = T(U; F3) — 0

#)
ot le morphisme I'(U;v) est injectif . En effet, soit o € T'(U;coker(y)) une section dont I'image
par I'(U;v) est nulle, notons 7 € I'(U; F2) un relevement de o (possible puisque T'(U; R(p)) est
surjective). Comme v est un isomorphisme local tous les germes de o sont nuls; ceci signifie que
T peut étre relevée localement en des sections de F; et comme ¢ est injectif et que Fi et Fy sont
des faisceaux, la section 7 est effectivement dans I'image de I'(U; ) et 0 = 0.

L’injectivité de I'(U; v) suffit alors a prouver, a partir de 'exactitude du foncteur I'(U; _) dans la
catégorie de préfaisceaux et par la suite (1), 'exactitude a gauche du foncteur I'(U; ) : Faisg (X)) ~
Mod(A). Enoncons ce résultat sous la forme de lemme.

13.2.2-1. Lemme: Pour tout ouvert U C X, le foncteur additif “sections au-dessus de U”

I(U;_) : Faisa(X) ~ Mod(A),
est exact a gauche.

13.2.2-2. Remarque: Reprenons ’exemple de la remarque 13.2-3 pour montrer que le foncteur “sec-
tions” n’est pas nécessairement exact dans la catégorie des faisceaux. Nous y considérions la variété
différentiable X = S' et avions montré que dans la suite exacte de préfaisceaux :

0— Ry L)Qg(ﬁ)coker(s) =0=0,

le préfaisceau Q n’est pas un faisceau. Le corollaire 13.2.1-5 montre, d’autre part, que la suite de

faisceaux :
do

0_>EX < Qg( Q}(_)07

est evacte. Il en découle un morphisme canonique v : coker(e) — Q3 factorisant dy en dy = v o &(e).
Ce morphisme est clairement un isomorphisme local et Q% s’identifie par conséquent au faisceau as-
socié a coker(g), et le morphisme v est nécessairement injectif mais pas forcément surjectif. Dans le
cas présent, la non surjectivité est donnée par la 1-forme différentielle globale sur le cercle unité notée
habituellement df dont on sait qu’elle n’est pas exacte malgré une notation des plus trompeuses.

13.3 Cohomologie des faisceaux

La derniére section 13.2.2 montre que pour toute suite exacte courte de la catégorie Faisa(X):
0 F 2 B2 Fy =0,
et pour chaque ouvert U C X, la suite de A-modules:
0 - T(U:F) 2 rw 7)) S T Fy),

est, en général, uniquement exacte a gauche.

Une problématique fondamentale dans le contexte des catégories abéliennes et des foncteurs
exacts a gauche est I'analyse fine du défaut d’exactitude; c’est le but de la «théorie des foncteurs
dérivées (& droite)» d’y apporter une réponse aussi générale que possible. Dans le cas qui nous
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intéressera dans ce cours, i.e. catégorie des faisceaux et foncteurs “sections au-dessus d’un ou-
vert” la théorie des foncteurs dérivées peut étre remarquablement simplifiée par le point de vue
de Godement et sa construction fonctorielle (et exacte) de ce que 'on appelle «les résolutions
flasques canoniques de Godement» que nous allons introduire dans les sections suivantes. Signa-
lons, pour terminer, que les foncteurs dérivés (& droite) des foncteurs de “sections au-dessus des
ouverts” constituent tres précisément ce que 1'on appelle également les «foncteurs de cohomologie
de faisceaux ».

13.3.1 L’idée de base des foncteurs dérivés (a droite). Plagons-nous dans le contexte gé-

néral ou l'on se donne un foncteur additif et exact a gauche entre deux catégories abéliennes

?:leeg.

Soit une suite exacte de Gy :
I LN SN N (%)

et supposons qu’il existe une suite exacte de complexes acycliques de C; dont la premiere
ligne est précisément la suite (x).

dl(fl)T dl(fz)T dl(]‘—s)T

0— 1/ 7, I; —0
dO(]:l)T do(Fz)T do(}‘z)T
0— T} s D —0

s(]—'l)T 5(]’2)1\

0 —F —>—F F3—0
T 1 T
0 0 0

Et supposons, en plus, que les suites de C; :
0->FIZ) — F(IT;) — F(IZ5) =0

sont exactes, quel que soit r € N.

Si nous appliquons maintenant le foncteur F au bicomplexe Z¢, on obtient la suite exacte de

I I

0 —F(T}) ——F(IL) ——— F(I) —0

| |

0 —F1) — FIL) — F(13) —0
-

complexes de Gy :

I I

0 —FI)) — F() F(I)) — 0
T ) )
0 0 0

d’oti la suite exacte longue de cohomologie :
= W(FD)) — 1 (FIZ) — W(FE)) — -
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et comme le foncteur F est supposé exact a gauche, on a ho(ﬁ'(Z;)) = F(F;), pour j = 1,2,3, ce

qui donne la suite exacte longue de Cs:

0 — F(Fy) b F(Fp) 2ubs F(F3) — hH(F(DD)) — W (F(L) — W (F(T)) — -+

olt 'on voit la suite exacte a gauche 0 — F(Fy) Tb F(F) Eh F(F;), prendre place dans une
suite exacte longue “de cohomologie”.

La théorie des foncteurs dérivés (a droite) donne des conditions suffisantes tres générales (i.e.
indépendantes du foncteur additif exact & gauche F considéré), pour garantir, a la fois, I'existence
des bicomplexes Z?, Pexactitude des suites “lignes”: 0 — F(I7) — F(I3) — F(IF) — 0, et
le caractere “intrinseque” des objets de cohomologie h"(F(Z3)). Cela se fait & I'aide de la notion
d’objets «injectif d’une catégorie abélienne » moyennant un certain nombre de résultats techniques.

En théorie de faisceaux de modules, et lorsque ’on s’intéresse aux foncteurs de sections au-dessus
d’ouverts, une construction canonique des bicomplexes 77, satisfaisant aux conditions requises et
due a Godement, se substitue tres avantageusement a la théorie générale. Cette construction est
connue sous le nom de «résolution flasque canonique de Godement »; nous abordons dans les sec-

tions suivantes sa description.

13.3.2 Faisceaux flasques.

13.3.2-1. Définition: Un faisceau de A-modules F est dit «flasque» lorsque les morphismes de res-
triction pg : F(U) — F(V) sont surjectifs, quels que soient les ouverts V' C U ; ou, ce qui revient au
méme, lorsque les morphismes de restriction px : F(X) — F (V') sont surjectifs, quel que soit V C X.

Existence des faisceaux flasques et foncteur C° de Godement
Soit G un faisceau de A-modules et posons, pour tout ouvert U C X,

@) = I[ G-
uelU
et, pour deux ouverts U 2 V, soit p% : C°(G)(U) — C°(G)(V) 'homomorphisme de A-modules qui
associe a la famille {0y € G(y) }uev la sous-famille {7, € G(,)}vev. Ces données font de C%(G) un
faisceau de A-modules (le vérifier) et comme les morphismes de restriction sont trivialement sur-
jectifs C°(G) est bien un faisceau flasque. Plus important encore, on a un morphisme canonique

de faisceaux:

06— cg)

défini sur un ouvert U C X par:

e(@)(U) : g(U) —— C*(9)(U)

g t— H U(u>
uelU

ou la fidélité du produit de germes montre que £(G) est un morphisme ingjectif dans la catégorie
Faisa (X).

— 166 —



§13 COURS SUR LA COHOMOLOGIE DE DE RHAM §13.3

Soit maintenant ¢ : G; — Gy un morphisme de faisceaux. Pour chaque ouvert U C X, on a le

diagramme commutatif:

0) 9 e0Gyw) = ] G 2 T ow

uwelU uelU
%(Wl lc”( )(U) l [Muev P

U—QCOQQ ng 9H<P<u)(0u)

uelU uelU
compatible aux morphismes de restriction d’ouverts. Le diagramme de morphismes de faisceaux:
0 g =9, C'(G1)
s&l C'(p)
0— Gy ——+ c“(g )

est donc commutatif.

13.3.2-2. Proposition: La correspondance définie sur la catégorie Faisa(X) qui associe a un

faisceau de A-modules G, le morphisme de faisceaux injectif :

e(9)
Ly

06 c(G)

est fonctorielle et exacte.

Démonstration: La fonctorialité de la correspondance résulte immédiatement des commentaires prélimi-
naires a la proposition. Pour I’exactitude, il convient tout d’abord d’en préciser le sens. Soit

056G —2—G, —2 Gy —0, ()

une suite exacte de faisceaux. On a par fonctorialité le diagramme commutatif:

0 0 0
{ 4 4

0— g1 % g2 # gg -0
E(Ql)J 5(92){ E(%)J

0 C(Gy) —L@ L, 00(g,) —EW_, 00(G,) 0

et 'exactitude dont il est question dans 1’énoncé de la proposition concerne ’exactitude de sa derniere ligne :

0— CO(gl) CO(AP) CO(g2) CO('QZ’) Co(gg) 50. (*)

Celle-ci résulte de 'exactitude des suites des sections de (*) au-dessus des ouverts U C X :

uev #(u Huev ¢(u
0— H G1(u) ey Tl H Ga(u) —uey T, H G3(u) — 0,

ueU ueU ueU

que l'on établit aisément a partir de 'exactitude des suites des germes:

Pz Pz
0 — Gi) @ Ga () @) G3@) — 0,

quel que soit z € X, résultant de I'exactitude de (}) (¢f. proposition 13.2.1-4-(c)). n
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13.3.2-3. Exercice: (Suite de l'exercice 13.2.1-7.) Soit Ox un faisceaux d’anneaux sur X.

a) Montrer que C°(Ox) est naturellement un faisceau d’anneaux et que le morphisme canonique e(Ox )
est alors un morphisme de faisceaux d’anneaux ; i.e. tel que pour tout ouvert U C X, le morphisme
I'(U;e(Ox)) est un homomorphisme d’anneaux avec identité multiplicative.

b) Soit M un Ox-module. Montrer que C°(M) est naturellement un C°(Ox)-module, et donc un
Ox-module via le morphisme de faisceaux d’anneaux £(Ox).

c) Le foncteur C° de Godement est défini sur la catégorie abélienne Mod(Ox) et y est additif et exact.

13.3.3 Trois résultats fondamentaux sur les faisceaux flasques.

13.3.3-1. Proposition: Pour toute suite exacte de faisceaux de A-modules:
» P
0>F —G — G —0,

ou F est un faisceau flasque, la suite de A-modules :

L(Usyp) D(U) F(

01U F) " rw.g) U;Gs) = 0,

est exacte, quel que soit 'ouvert U C X.

Démonstration: Nous savons déja que la suite des sections au-dessus de U est exacte a gauche (¢f. lemme
13.2.2-1) et nous devons uniquement vérifier la surjectivité du morphisme I'(U, ).

Soit ¢ € T'(U;G,). L'exactitude de la suite de faisceaux implique que les morphismes “germes” (g :
G1(a) = Ga(a) sont surjectifs, quel que soit x € X ; il existe donc un recouvrement ouvert U = {Uq }aca de
U et des sections 7, € I'(Uy; G1), vérifiant I’égalité :

w(Ua)(Toc) = U‘Uu )

pour tout « € 2. Toute la difficulté de la question vient de ce que la famille {7, }oea peut ne pas vérifier la
condition de recollement de sections.

Supposons que le recouvrement U posseéde uniquement deux éléments: U = {Uy, Uz }. Si nous considérons
la section “différence” Pgi ,(11) — pg?z (72), son image par I'(Ui2;v) est évidemment nulle. 11 existe alors une
section pis € I'(Ura; F) dont 'image par I'(Uja; ¢) est précisément cette différence. Maintenant, comme F
est flasque, la section pi5 se prolonge a une section ps € I'(Us, F); on a donc pg; (12) = p12. Les
sections 71 € I'(U1,G1) et 7o + I'(Usz; ) (u2) € I'(Us; G1) donnent toujours les sections U\Ul et U\Uz par les
morphismes I'(U;, ¥), mais maintenant elles vérifient en plus la condition de recollement puisque :

Pt (7) = P2, (72 + T(U239) (112)) = (P, (70) =PI, (7)) = PR2, (D(Uai 9) 12)
=T (Uz; ¢)(12) — P52, (T(U2; ) (2)) = 0

11 existe donc bien une section de Gy au-dessus de l'ouvert U qui releve la section o € I'(U; Gs) donnée. 1
importe de remarquer que dans ces raisonnements, on ne modifie que 'un des deux reléevements locaux 71, 7o
pour obtenir des relevements pouvant étre recollés.

Reprenons maintenant la situation générale ot I'on se donne une section arbitraire o € I'(U;Gz), et no-
tons L£(o) la famille des relevements locaux de o, i.e. la famille de tous les couples (V,7), ou V C U et
Ty € I'(V;Gy) vérifie I'(V;4)(7) = o,,. Munissons la famille £(c) de la relation d’ordre partiel ‘<’ définie
par: (Vi,m1) < (Va,72), si et seulement si, V4 C V5 et TQ\VI = 71. La famille £(o) est alors inductive. En effet,
soit {(Vg,7s)}pes un sous-ensemble totalement ordonné de (L(0), <) et posons W = Ugeap V3, les sections
75 vérifient trivialement la condition de recollement de sections, et comme G; est un faisceau, il existe une
section 7 € I'(W, G1) recollant les 75 ; son image par I'(W; 1) coincide localement avec ol,,, et comme Gy est
également un faisceau, on a I'(W;4)(7) = 0|,;,. Par le lemme de Zorn, il existe un élément maximal (W, 7y )
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dans (L(0),<). Supposons W C U et soit u € U\W ; fixons un relévement local 7y, de o sur un voisinage V,,
de u. Posons W' = W UYV,. Les considérations sur les recouvrements & deux ouverts du paragraphe précédent
s’appliquent, et la section 7y, peut étre modifiée pour vérifier la condition de recollement de sections avec
Tw. Or, ceci contredit la maximalité de (W, 7w ) ; ce qui signifie que nécessairement W = U et la proposition
est démontrée. [

13.3.3-2. Proposition: Soit r un entier naturel et considérons une suite exacte de faisceaux de
A-modules :
0O—-F —FrHh—FkR— —F —G=0,

ou les faisceaux JFi, Fs, F3, ..., Fr sont flasques. Le faisceau G est alors nécessairement flasque.

Démonstration: Par induction sur r. Lorsque r = 1 on a un isomorphisme entre F; et G et rien n’est a
démontrer.

Cas r = 2. Soit U C X un ouvert, on a le diagramme :

0 - I(X;F) 29 pix: 7)) T pix:g) s o

Py Py Py
0— T(U; 7)) 22 r; 7)) 2 r6) 0
La proposition 13.3.3-1 montre que les lignes dans ce diagramme sont exactes et comme P oI'(X;9)) =
L(U;9) o pi¥, et que T'(U;9) et p¥ sont toutes deux surjectives puisque F» est flasque, on conclut & la
surjectivité de pi : T(X;G) — I'(U;G) qui prouve la premiére assertion de la proposition.

Cas général. Supposons la proposition démontrée pour r — 1, la suite

0—>.7'—1 ]:2 fg R P 4 r—1 ]:r 9%07
peut étre scindée en deux suites exactes de faisceaux :
0
+
0— F1 Fo F3 ooy o Rlde3) coker(d,_p) — 0

X

&

3
—

o+ Q<+ M

ou k(d,) o k(d,—2) = d,._1 pour des raisons d’exactitude. L’hypothese de récurrence implique que le fais-
ceau coker(d,_o) est flasque et les hypotheses de la proposition pour r» = 2 sont alors satisfaites pour la
suite exacte verticale ; il en découle que G est flasque et la démonstration de la proposition est terminée.m

13.3.3-3. Proposition: Pour toute suite exacte de faisceaux flasques de A-modules :

0— F Fi Fo Fr

et tout ouvert U C X, la suite de A-modules :
0->T(U;FR) —INU; /) —TU;FR) — - —TU;F) — -
est exacte.
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Démonstration : Montrons I'exactitude de la suite des sections par induction sur le degré r € N.
Cas r = 0, 1. Résulte de 'exactitude & gauche du foncteur sections au-dessus de U.

Cas général. Supposons l'exactitude prouvée jusqu’au degré r — 1 avec r > 2, on a alors le scindage :
0

1
0 F F Fs oo leoy T Rlde3) coker(d,_p) — 0

K(dr)l

Fr
d
Fr+l
d
ou k(d,) o k(d,_2) = d,_; pour des raisons d’exactitude. La ligne est exacte et ne comporte que des fais-

ceaux flasques d’apres la proposition 13.3.3-2, nous pourrons donc lui appliquer I’hypothése de récurrence.
On obtient alors, suite a Papplication du foncteur I'(U; _), le diagramme :

— O

0->I(U;F) —T(U; F) —T(U; F3) — - —T(U; Fr-1) —>F(U;coker(dT_2)) -0

|

U; Fr)
i
L(U; Fria)
l
ot la ligne et la colonne sont exactes par hypotheése de récurrence. L’égalité I'(U; k(d,.)) oI'(U; & (dr—2)) =

I(U;d,—1) dit alors trés précisément que la cohomologie du complexe des sections au-dessus de U en
degré r est nulle. La démonstration de la proposition est ainsi achevée. [

13.3.4 Résolution flasque canonique de Godement.

13.3.4-1. Définition : Soit G un faisceaux de A-modules sur X . On appelle «résolution de G (a droite) »
la donnée d'un complexe de faisceaux:

do dy dyr

0@ gl My g

muni d'une augmentation € : G — GO (48) telle que le complexe augmenté:

dy dy d,

dry 0 .
. g cee

04)g €(9) gO gl

est exact.

13.3.4-2. Remarque: Le corollaire 13.2.1-5 montre que le complexe de faisceaux des formes diffé-
rentielles sur une variété différentiable X (possédant ou non des partitions de I'unité) constitue une
résolution du faisceaux des fonctions localement constantes Rx.

* Rappelons que le terme «augmentation» signifie dans le cas présent que dg o £(G) = 0, de sorte que la suite
“augmentée” : 0 — G =(9) G0 205 gt 2Ly ... est un complexe.
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Nous allons maintenant expliquer comment I’on construit des résolutions flasques canoniques a
'aide du foncteur C° de Godement pour chaque objet de Fais 4 (X). Soit G un faisceau de A-modules
et montrons, par récurrence sur r € N, I'existence d’une suite ezacte de faisceaux:

dr

0-g G g0 by g by e

ou les F7 sont tous flasques.

Cas r = 0. Il résulte de considérer le foncteur C° de Godement et de poser F° := C°(G) (cf.
13.3.2-2).

Cas r = 1. On a déja la suite exacte de faisceau: 0 — G ﬁ C°(G). Complétons-la en une suite
exacte de faisceaux en lui adjoignant le conoyau de £(G) et injectons celui-ci dans son faisceau

flasque de Godement :

£(e(9))

(coker(£(9)))

0 g e(9) CO(g) Lker(g(g)ys CO(M(E(Q))) .

Posons maintenant :

C'(G) = C"(coker(e(G))) | et | do(G) := e(coker(e(G))) 0 A(e(G))

Une analyse simple, a ’aide des germes si nécessaire, montre alors que la suite :

do(9)
=

0-¢ 9, 00) cl(g),

est exacte.
Cas général. Supposons avoir ainsi défini la suite exacte de faisceaux:

do(9) A dra(9)

cl(9)

0-¢ 9, 0g) cr(9),

On définit alors, tel que nous ’avons fait pour r = 1,

C"HG) == C"(coker(d,_1(G))) | et |d.(G) := e(coker(d, 1(G))) o &(dr_1(G))

La suite:
0—>gG
est alors exacte.

(9)

c’(9) clg),

Résumons dans une proposition le résultat complet sous-jacent a cette construction.

13.3.4-3. Théoréme: Il existe une et une seule correspondance fonctorielle associant a un fais-
ceau de A-modules G la résolution (C*(G),d.(G)) qui soit “compatible” au foncteur “faisceau
flasque associé de Godement”. Cette correspondance est en plus additive et exacte.

Démonstration: Soit ¢ : G; — G un morphisme de faisceaux. On a par définition méme de conoyaux, le
diagramme commutatif:

0= G~ 00(Gy) R coker(e(G)) SO 00(coker(£(G1))) = C1(G1)
wl Co(eo)l V(so)l c%w»l Jcl(sa)
0 — Go =92, 00(g,) —FE2D) o oker(e(Gy)) SEEEEWRN 00 (coker(c(Go))) = C2(G1)

ol nous avons noté v(y) le morphisme canonique naturel entre les conoyaux concernés. La propriété univer-
selle vérifiée par les conoyaux et le caractere fonctoriel de la correspondance C°, suffisent donc & prouver la
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fonctorialité et additivité de C!. En itérant indéfiniment ce procédé, on définit de méme les morphismes C” (i)
et ’on prouve la fonctorialité et additivité non seulement de chaque C", mais aussi de la correspondance qui
associe & un faisceau G la résolution (c*(g), d*(g)).

Considérons maintenant une suite exacte de faisceaux :
056G —25G,—25G3—0,
La fonctorialité de la résolution canonique de Godement donne lieu au bicomplexe :

d1(§1)T dl(g2)T dl(QS)T
(

ct ct
00—t G1) % Cl(g2) % Cl(gg) —0
do(G1) do(gz)T do(gs)T

0—CG) — @ 00(g,) — WL e0Gy) — 0

E(QI)T 6(92)1\ E(QS)T

00— G —_— G — Gz —0
T T T
0 0 0

ou l'exactitude énoncée dans le théoreme se réfere a l'exactitude de chaque ligne. Nous avons déja prouvé
I'exactitude du foncteur C° et nous allons montrer maintenant celle de chaque foncteur C™ en procédant in-
ductivement par rapport & r > 1. Supposons donc avoir prouvé I'exactitude de C°, C!,...,C"~! et considérons
le bicomplexe :

0 0 0
) T )
0 — coker(d,—2(G;)) ———— coker(d,—2(Gs)) ———— coker(d,_2(G3)) — 0
R(dr—2(G1)) R(dr—2(G2)) R(dr—2(93))
r—1 CT_I(‘P) r—1 Cr_l("«[’) r—1
00— C"(G1) —=— ("7 (G2) —— C"7(Gs) —0
dr—2(91) dy—2(G2) dr—2(93)
d1(G1) d1(G2) d1(93)
ct ct
0>  CY(G) —S¥ 0 cg) —SW . cYg)  —o
do(91) do(G2) do(93)
co ct
0>  C%G) @ —S¥ gy S L %g) o
e(G1) £(G2) €(G3)
0— G1 — G- L BN G, -0
) 0 )
0 0 0

ol les colonnes et toutes les lignes, sauf éventuellement celle concernant les conoyaux, sont exactes dans la
catégorie des faisceaux de A-modules. La suite des raisonnements peut se faire directement dans la catégorie
Fais4 (X)) puisqu’ils sont valables dans toute catégorie abélienne, le lecteur pourra, s’il le désire, se ramener
a une catégorie de modules en considérant les bicomplexes issus de ’application des foncteurs “germes”, puis
en revenant & la catégorie des faisceaux a 1’aide de la proposition 13.2.1-4-(c).

Nous allons utiliser la proposition 9.3-1 et son corollaire 9.3-2. L’exactitude des colonnes du bicomplexe
ci-dessus implique ’annulation de la cohomologie de son complexe simple associé. Par conséquent, la cohomo-
logie de la ligne des conoyaux est isomorphe a celle du bicomplexe obtenu en tronquant cette premiere ligne ;
or, dans ce nouveau bicomplexe les lignes sont exactes et donc sa cohomologie est nulle. La suite des conoyau
est donc exacte et I’application du foncteur exact C° & celle-ci, fournira la suite également exacte :

0— Cr(gl) C" () Cr(gQ) C" (1) Cr(gd) — 0’

ce qui termine la démonstration du théoreme. u
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13.3.4-4. Exercice: (Suite de ’exercice 13.3.2-3.) Montrer que si M est un Ox-module, les faisceaux
CP(M) sont des Ox-modules et que le complexe (C*(M),d.(M)) est un complexe de la catégorie
Mod(Ox).

En particulier, le théoréme 13.3.4-3 reste vrai si ’'on remplace la catégorie Fais4 (X)) par Mod(Ox).

13.3.5 Définition de la cohomologie des faisceaux.

13.3.5-1. Définition: Soit G un faisceau de A-modules et considérons sa résolution canonique flasque

de Godement
0 ¢ -9 (€7(9),d.(9)).

Pour chaque ouvert U C X, on a le complexe de A-modules (I'(U;C*(G)),I'(U; d.(G))) :

I'(Us;do(9))

0 — D(U;¢"(G)) LD, (et (gy) NI,

T'(U;d»(G))

L(U;C*Q)) (*)

On appelle «groupes de cohomologie de faisceaux de G sur U » les groupes de cohomologie du com-
plexe (x), ils sont notés H"(U;G), pour r € N. Lorsque U = X, les groupes en question sont appelés
«groupes de cohomologie de faisceaux de G» et sont notés indifféremment par H"(X;G) ou H"(G),

pour r € N.

13.3.5-2. Proposition: Soit U une partie ouverte de X.

a) Pour chaque r € N, la correspondance qui associe a un faisceau G € Fais4(X) son r-iéme groupe

de cohomologie sur U, est de nature fonctorielle et additive.
b) L’augmentation canonique £(G) : G — (C*(G),d.(G)) induit un isomorphisme canonique
['(U;e(9)) : T(U;G) —— H'(U;G).
c¢) Toute suite exacte courte de faisceaux de A-modules :
0— G 25 Gy 5 G5 — 0,
donne lieu a une «suite exacte longue de cohomologie de faisceaux » :
L'(Usp) L(U;)

0= T(W:6) WA rw:6) W (W G5) - B (U:6) Y 1w 6o) Y BV U Gy) - -

d) La correspondance qui associe a une suite exacte courte de faisceaux sa suite exacte longue de

cohomologie de faisceaux est de nature fonctorielle et additive.

Démonstration :

a) L’assertion résulte presque immédiatement de la nature fonctorielle et additive du foncteur “résolution
flasque canonique de Godement” et du foncteur de cohomologie en degré r sur la catégorie (également
abélienne) des complexes de A-modules.
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b) Soit G un faisceau de A-modules. L’augmentation de la résolution flasque canonique est, par définition, un
complexe exact de faisceaux:

0 —s g £(9) CO(g) do(9) Cl(g) d1(9) CQ(g) d2(9) s
et comme le foncteur I'(U; _) est exact a gauche, la suite de A-modules:

0 — I(U:g) L DU C0(9)) MR (U e () HEHEI (U3 e (G) KR

est exacte a gauche. L’assertion de la proposition résulte alors immédiatement.

¢) Soit une suite exacte courte de faisceaux de A-modules

0— G L4 G v Gs — 0.

Le caractere fonctoriel exact du foncteur “résolution flasque canonique de Godement” donne le bicomplexe
de lignes exactes de faisceaux flasques:

d4(G1) ds(G2) d4(Gs3)
c* c*
0 CYG) — S Leig) — S i) — o0
d3(G1) d3(G2) d3(Gs)

0—C3(G) — @ L e3(G,) — W 036, — 0
d2(G1) d2(G2) d2(G3)
0—C2(G) — 9 LG, — W 26 0
d1(G1) d1(G2) d1(9s)
0—CYG) — @ L e1(g) — W L e1gy) —0
do(G1) do(G2) do(Gs)

0—C(G) — @ L 00(G,) — LWL e0G) 0

T T t
0 0 0

et, suite & la proposition 13.3.3-1, Papplication du foncteur I'(U; _) donnera un bicomplexe de A-modules
ou les lignes sont des suites exactes courtes, i.e. une suite exacte courte de complexes. D’apres le
théoreme fondamental de ’algebre homologique, une suite exacte longue de cohomologie en résulte et, tel
que nous 'avons expliqué dans la section 13.3.1, exactitude & gauche du foncteur I'(U;_) intervient pour
terminer la démonstration de cette assertion.

d) Le caractere additif et fonctoriel de la correspondance en question découle immédiatement de la méme
propriété satisfaite par le foncteur exact des “résolutions canoniques de Godement”. La fin de la démons-
tration est alors conséquence de la fonctorialité et additivité de la correspondance, définie sur la catégorie
des suites exactes courtes d’une catégorie abélienne, donnant la suite exacte longue de cohomologie (cf.
5.2.1). [

13.3.6 Cohomologie de faisceaux et cohomologie des sections d’une résolution. Soit G
un faisceau de A-modules sur X et considérons une résolution arbitraire (g*,d*) de G, notons
€:Gg— (g*, d*) le morphisme d’augmentation. On a la suite exacte longue de faisceaux:

0—G € go dy gl d; g2 dy

En appliquant le foncteur “résolution flasque canonique de Godement”, on obtient le bicomplexe
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de faisceaux:

di(9) di(9°) di(g") di(9%)
1 1 1 1
0 — Cl(g) c (5) Cl(g(]) c (dD) Cl(gl) C (dl) Cl(gQ) c (dl)
do(9) do(G°) do(G") do(G%)
0 0 0 0
0 — C'(g) — 2 €"(¢") — ("(G") ——H C(GY) —— (8)
e(9) £(¢) e(g") (9%
0— ¢ —= 5 ¢ do G d ez 4
T T T T
0 0 0 0

Iexactitude des foncteurs C" assure que les lignes supérieures de ce bicomplexe sont des suites
exactes longues de faisceaux flasques. En appliquant le foncteur I'(U;_) et, suite a la proposition
13.3.3-3, on peut affirmer que le morphisme canonique entre le groupe de cohomologie de faisceaux
H"(U;G) et le groupe de cohomologie de méme degré du complexe simple associé au bicomplexe
I‘(U; C'(g*))7 est un isomorphisme.

En considérant maintenant le morphisme canonique entre le groupe h” (F(U ; g*)) et le groupe
de cohomologie en degré r du complexe simple associé au bicomplexe F(U ;C* (g*)), on déduit les

morphismes canoniques :
H" (U; g) = h" (F(U;C‘(g*))) — hr(F(U;Q*)) ()

pour chaque r € N. En inversant l'isomorphisme de gauche, on déduit les morphismes canoniques:

=, : W (D(U;GY)) — H"(U;G)

pour tout entier r > 0.

13.3.6-1. Théoreéme: Soit G un faisceau de A-modules et 0 — G = (g*7d*) une résolution de

faisceaux de G. Soit U une partie ouverte de X.

Pour que les morphismes canoniques :
2 h’“(F(U;g*)) — H"(U;G),

soient des isomorphismes, quel que soit r > 0, il suffit que les groupes de cohomologie de fais-
ceaux au-dessus de U pour chacun des faisceaux G* de la résolution soient nuls en degrés positifs,

ie.:

{HJ'(U7 G*) =0, pour cbaque} . {Er ch"(D(U;G%)) — H"(U;G), est}
k>0 et tout j >0

un isomorphisme pour tout r > 0

Démonstration: Dire que les groupes de cohomologie de faisceaux supérieurs sont nuls signifie tres exac-
tement que les colonnes supérieures du bicomplexe (B) restent exactes apres application du foncteur I'(U;_)
mais alors le morphisme de droite dans (¢) est un isomorphisme et le théoreme est démontré. u
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13.3.6-2. Remarque: Les exercices 13.2.1-7, 13.3.2-3 et 13.3.4-4, montrent que toutes les considéra-
tions de ce chapitre restent valables si 'on remplace la catégorie Fais 4 (X) par la catégorie Mod(Ox).

13.3.6-3. Remarque: La derniere proposition révele un phénomene d’extréme importance. Il montre
que les résolutions flasques peuvent étre contournées pour le calcul de la cohomologie de faisceaux.
C’est en particulier ce qui arrive avec la résolution du faisceau des fonctions localement constantes R x
par le complexe des faisceaux des formes différentielles sur une variété différentiable X (cf. corollaire
13.2.1-5) lorsque la variété X possede des partitions de 1'unité. La section suivante traitera de ce cas
en détail.

13.3.7 Faisceaux I'(U;_)-acycliques.

13.3.7-1. Définition : Soit U un ouvert de X . Un faisceau de A-modules G est dit «I'(U; _)-acyclique»

lorsque I'on a:
H"(U;G) =0, pour tout r > 0.

Un faisceau I'(U; _)-acyclique pour tout ouvert U C X sera dit «I-acyclique ».

13.3.7-2. Définition : Soit G un faisceau de A-modules. Une résolution 0 — G — (G*,d,) de G sera
dite «I'(U; _)-acyclique» (resp. «I'-acyclique») lorsque chacun des termes G" I'est.

13.3.7-3. Remarque: Le théoréme 13.3.6-1 dit par conséquent que les résolutions I'(U; _)-acycliques
d’un faisceau G calculent les groupes de cohomologie de faisceaux H*(U;G).

13.3.7-4. Proposition: Un faisceau fasque de Fais4(X) est ['-acyclique.

Démonstration: C’est une conséquence immédiate de la proposition 13.3.3-3 appliquée a la résolution ca-
nonique flasque de Godement d’un faisceau lui-méme flasque. n

13.3.7-5. Théoréme: Soit M une variété différentiable admettant des partitions de I'unité.
a) Le faisceau des r-formes différentielles Q4 est T-acyclique, quel que soit r > 0.

b) Le complexe de de Rham de M calcule la cohomologie de faisceaux du faisceau des fonctions

localement constantes Rpy.

¢) La cohomologie de de Rham d’une variété différentiable est un invariant topologique. Autre-
ment dit, deux variétés différentiables homéomorphes, mais pas forcément difféomorphes,
ont des groupes de cohomologie de de Rham isomorphes.
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Démonstration :

a) Fixons un entier 7 > 0 et considérons une suite exacte courte de faisceaux :
05— F-Y50-0. (%)

ou F est un QR/I-module.

Montrons alors que, quel que soit 'ouvert U C M, la suite:
0 - I(U;Q5) "2 r; 1) W r; 0) —

est exacte.

Nous allons procéder de maniére analogue a la démonstration de la proposition 13.3.3-1. Donnons-nous
une section o € I'(U; Q) et notons L(o) la famille d’ouverts V' C U sur lesquels il existe des relévements
de o, i.e. tels qu'il existe 7 € T'(V; F) vérifiant T'(V;4)(7v) = ol,,. Munissons L(o) de l'ordre partiel
d’inclusion ‘C’ (*°). L’ensemble partiellement ordonné (£(c), C) contient des voisinages ouverts de chaque
point de U et est inductif.

Il contient des voisinages ouverts de chaque point de U puisque o admet des relevements locaux, c’est
une conséquence directe de lexactitude & droite de (%) en catégorie de faisceaux de modules. Montrons
maintenant qu’il est également inductif. Soit {Vz}ges un sous-ensemble totalement ordonné de (L(o), Q)
et posons W = Ugesp Vp. La variété M ayant été supposée posséder des partitions de 'unité, soit {£s}gen
une partition de I'unité subordonnée au recouvrement ouvert U = {V3}gen de W. Maintenant, comme F
est un 0%;-module, pour toute section 75 € T'(Vs;F), la section ps7s € T'(Vj;F) est bien définie et se
prolonge (par zéro) en une section de I'(M;F). Posons alors 7 = 35 P 73, ot 75 € I'(V; F) est un
relevement de U\Vﬁ ; comme cette somme est localement finie, elle définit bien une section de I'(W; F). Ceci

étant, 'image de 7 par I'(W, ¢) donne une section de I'(W, Q) qui coincide avec o (on peut s’en convaincre
par une analyse locale ne rencontrant qu'un nombre fini de supports de fonctions partition). L’ouvert W
appartient donc a £(0), ce qui prouve que (£(0), C) est bien inductif.

Ceci étant, soient W un élément maximal de (L£(c0),C ) et 7 € I'(W;F) un relevement de o|,. Suppo-
sons W C U et soit u € U\W ; il existe alors un voisinage ouvert V,, de u et un relevement 7, € I'(V,,; F) de
U\Vu. La section différence § := T‘WﬁVu — Tu\WﬂVu appartient clairement au noyau de 1 et représente une
r-forme différentielle de I'ouvert W NV,,. L’existence de partitions de I'unité sur M intervient une nouvelle
fois pour garantir, telle que cela s’est fait dans la démonstration de ’exactitude de la suite courte de Mayer-
Vietoris (c¢f. proposition 5.1-1), I'existence de deux r-formes différentielles wy, € Q" (W) et w, € Q7 (V,,)
telles que leur différence sur W NV, est précisément la section §. Ceci signifie que les sections

T—ww €ETW;F) et 7y —wy, € T(Vy; F), (1)

vérifient la condition de recollement puisque leur différence sur W NV, est précisément

0 — (UJW‘WMVH _wu‘WOVu) =0.

Comme les sections () sont des relévements locaux de o, leur recollement définit un relévement de o au-
dessus de WUV, ce qui contredit la maximalité de W. L’ouvert maximal W doit donc étre nécessairement
égal a U.

*

Supposons maintenant que le faisceau F dans (*) est un faisceau flasque (°°). Le faisceau Q est alors

également flasque.

En effet, pour tout ouvert U C M, on a le diagramme commutatif :

0 — T(M; Q5,) "9 r(a; 7) "5 1 Q) —

p?}l p?fl p%l

0— ;25 "9 1w F) MU rw;Q) o

49 Remarquer la différence par rapport & 'ensemble (£(0), <) considéré dans la démonstration de la proposition
13.3.3-1.
50 On pourrait prendre F = C%(Q},) et ¢ Pinjection canonique £(Q},) ; puis Q le faisceau conoyau de £(Qp;).
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dont nous avons montré I’exactitude des lignes. En particulier, 'égalité pM o T'(M; ) = T'(U; %) o pM | o1
les morphismes du membre de droite sont tous deux surjectifs, entraine la surjectivité du morphisme de
restriction oM en derniere colonne. Le faisceau Q est donc bien flasque.

Sous les hypotheses en cours, appliquons le foncteur I'(U;_) & la suite exacte courte (x). On obtient la
suite exacte longue de cohomologie de faisceau (cf. proposition 13.3.5-2) :

0= N0 Q5,) "9 v F) " 1 ) — BY U 94,) Y v F) Y gy (v 0) —

ot les H*(U; F) et H*(U; Q) sont nuls pour tout k > 0, d’aprés la proposition 13.3.7-4 ; et comme d’autre
part T'(U; 1) est surjective, il s’ensuit que H*(U;Q4,) = 0, pour tout k > 0. Le faisceau Q}, est donc
I'(U;-)-acyclique et comme notre analyse est indépendante de l'ouvert U, le faisceau Q}, est I'-acyclique.

b) Découle du corollaire 13.2.1-5, du théoreme 13.3.6-1 et de (a).

c¢) La question précédente montre que la cohomologie du complexe de de Rham calcule la cohomologie de
faisceaux du faisceau Rjps. Ce faisceau ne fait intervenir dans sa définition que la topologie de M, il est
donc de nature topologique. En particulier, il est fixé par tout homéomorphisme de M. La définition des
groupes de cohomologie a procédé a l’aide de la résolution flasque canonique de Godement qui fait unique-
ment intervenir le faisceau Ry et la topologie de M ; les groupes de cohomologie H" (M ;R,s) dépendent
donc uniquement de la topologie de M. [

13.3.8 Acyclicité des Ll?w-modules. La démonstration du dernier théoreme (13.3.7-5) a mis

un évidence un phénomene qu’il convient d’isoler dans une proposition.

13.3.8-1. Proposition: Sur une variété différentiable M possédant des partitions de 'unité

tout QY ,-module est T-acyclique.

Démonstration: Elle suit les raisonnements de la partie préliminaire de la démonstration de 13.3.7-5, ou
'on remplacera systématiquement le faisceau Q4 par un Q%,-module. On remarquera que la seule propriété
de Qf, intervenant dans cette démonstration est ’exactitude a droite des suites de Mayer-Vietoris; or, cette
exactitude est partagée, plus généralement par tout Q%,-module comme le montre l'inspection de la démons-
tration de la proposition 5.1-1 (page 82). [

Ce résultat permettra de montrer 'existence d’isomorphismes canoniques entre les cohomologies
«singuliere », «simpliciale», «de de Rham» et «de Cech» et «de faisceaux» pour le faisceau des
fonctions localement constantes; pour une variété différentiable possédant des partitions de I'unité
(¢f. section 15.4, page 196).

§14. Hyper-cohomologie des complexes de faisceaux

Comme dans le chapitre précédent, on désignera par A un anneau commutatif avec identité
multiplicative ; par X un espace topologique arbitraire, i.e. un ensemble muni d’une topologie ; et
par Faisa(X) la catégorie (abélienne) des faisceaux de A-modules sur X.

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a la catégorie C* (Fais a(X )) dont les objets sont

les «faisceaux différentiels gradués», i.e. les complexes de faisceaux :

dm-—3 gmfl dm -1 g™ dm gm+1 dm+1 gm+2 drmy2
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et ou les morphismes sont les morphismes de complexes de faisceaux. Comme nous ’avons déja si-
gnalé, la catégorie C* (FaisA(X)) est abélienne puisque Fais4 (X)) Vest, et le foncteur de Fais4(X)
vers C* (Fais4 (X)) qui fait correspondre & un faisceau G le complexe de faisceaux, noté G[0], défini
par:

, our j =0; . d_; d_
gloy? ::{g p J i.e. 50 — G

0 sinon;

do dy

0 e

ou la différentielle est nulle, et qui fait correspondre au morphisme de faisceaux ¢ : G; — Go, le
morphisme de complexes ¢[0], défini par:

dy dy

. oo 0 G 0
0], == 14 Rour I =5 i.e. ol Lpl Ol
0 sinon; d_s 0 d G dy 0 dy
... 2

est un foncteur additif, exact et pleinement fidele.

14-1. Définition : Un complexe de faisceaux (G*, d.) sera dit «concentré en degré r» lorsque Gk =0,
pour tout k # r; dans un tel cas la différentielle du complexe est nécessairement nulle. Les objets de
I'image du foncteur (_)[0] sont donc tous les complexes de faisceaux concentrés en degré 0.

Pour chaque ouvert U C X, le foncteur des sections au-dessus de U, noté T'(U;_) et que nous
avons défini sur la catégorie Fais4 (X)) vers la catégorie Mod(A), s’étend de maniére évidente & un
foncteur additif:

[(U;_) : C* (Faisa(X)) ~ C* (Mod(A))
de sorte que le diagramme de foncteurs:

Fais (X) —2— C* (Faisa(X))

F<U;7)l l r(U;-)

Mod(4) —L C* (Mod(A))

est commutatif. Le foncteur I'(U;_) : C* (Faisa (X)) ~ C* (Mod(A)) est alors également exact &
gauche.

Dans le chapitre précédent nous avons introduit la cohomologie de faisceaux dans le but de
“mesurer” le défaut d’exactitude du foncteur I'(U;_) sur Fais4(X): la donnée d’une suite exacte
courte de faisceaux de A-modules:

0— G~ 6 -6 —0,
donne alors lieu a une «suite exacte longue de cohomologie de faisceaux»:
0= T(W:6) AW 6) "W (W Gy) - B (U 6) Y8 1 (1 6o) Y 5 (1 64) —

Le but de I’<hyper-cohomologie » peut étre motivé essentiellement par la méme interrogation. Etant
donnée une suite exacte courte de complexes de faisceaux de A-modules:

0—G 5g g —0,

Paction du foncteur I'(U; ) donne, a priori, seulement une suite exacte & gauche de complexes de

A-modules:
L(Useps) L(Usy.)

0 — I(U;G}) I(U; 92)—>F(U;Q§).
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I’hyper-cohomologie des complexes de faisceaux va alors donner lieu a une «suite exacte longue

d’hyper-cohomologie de complexes de faisceaux » :

(U;w’**)]H,

B9 g Y (U %)

<_> HOW; G ) o gy 20 o g

a'i

1 . 1 b,
. mwmy 0 ) 0, )

2 2(717- b
e 202wy 0 )

7‘2

UL

qui prolonge la définition de la cohomologie des faisceaux, i.e. lorsque les complexes de faisceaux

G; seront concentrés en degré 0, donc de la forme G = G;[0], on aura:

H"(U;G;[0]) = H"(U;G;), pour tout r € N.

Et lorsque GI' = 0, pour tout entier relatif r < 0 et pour ¢ = 1,2,3, la suite longue (%) sera

“tronquée” en degrés négatifs, i.e. de la forme:

H(Up,)
-

U .
0 — HOU;9) L 1O g5 H(U; %)

o w92 i i) ™0 i
< 2 o H(U3.) 2 *
H( ZH(U,(QZ)—>H(U;(£3)—>

avec, en plus:

JU

H(U:G;) = k" (L (U G)))

14-2. Remarque: On prendra soin, par contre, de bien remarquer que s’il existe des morphismes
canoniques :

hr( )MHTUQ pour tout r € Z,

ces morphismes n’ont en général, a priori, aucune raison d’étre des isomorphismes (c¢f. 14.2.1-4).

14.1 Définition de I’hyper-cohomologie d’un complexe de faisceaux de A-modules

Soit U une partie ouverte de I'espace topologique X. Pour tout complexe de faisceaux de A-

modules sur X :

[ gm_l dm-1 gm dm gm+1 A1 gm+2 A2 .

Papplication, terme a terme, du foncteur “résolution flasque canonique de Godement” donne le
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bicomplexe de colonnes exactes :

Ch(gm—l) dl(gm) dl(gmH) dl(gm+2)
C(dum o1y Cldm iy Cldm ity Cldmy m € (dm s
( ) Cl(g 1) (dm-1) Cl(g ) (dm) Cl(g +1) (dm+1) Cl(g +2) (dm+2)
du(gm,—l> do(gm) do(gm+1) do(gn1+2)
0 . 0 . O(d,, (d,, O (s
C(dm-2) CO(gmfl) C(dm-1) CO(gm) C(dm) CU(gm+1) C(dm+1) CO(gm+2) C(dm2)
E(gm—l) E(Qm) 8(gm+1) 6(gm+2)

dm—2 m—1 dim-1 m dm, m—+1 d'm+1 m—+2 d'm+2
—"= 5 g —s g" —= g — g — =
T T T T
0 0 0 0

On définit alors, pour chaque entier relatif r € Z, «I’hypercohomologie du complexe (G*,d.) en
degré r», et on la note H" (U; (G*,d.)) (et méme H"(U;G*) lorsque la différentielle d, est sous-
entendue), la cohomologie en degré r du complexe simple associé au bicomplexe de A-modules

(D(U;C*(GY))), ie.:

H" (U; G+, d*)) =h" (F(U;C'(g*))) pour chaque r € Z.

14.2 Propriétés élémentaires de I’hyper-cohomologie

La proposition suivante donne des propriétés de ’hyper-cohomologie qui sont conséquences im-
médiates de la définition ; nous laissons les démonstrations aux soins du lecteur.

14.2-1. Proposition: Soit U une partie ouverte de X et soit (G*,d.) un complexe de faisceaux
de A-modules sur X.

a) Pour chaque r € Z, la correspondance :
(G d.) ~ H"(U;(G",d.)),

est fonctorielle covariante et additive de la catégorie C*(Faisa (X)) vers la catégorie Mod(A).

b) Si les termes du complexe (G*,d.) sont nuls en degrés inférieurs ou égaux vy € Z, on a:

H" (U; (Q*,d*)) =0, pour tout r < 9.

c) Si le complexe (G*,d,) est concentré en degré 0, i.e. si G* = G[0], pour un certain G €
Ob(Faisa (X)), on a:

H" (U; (g*,d*)) =H"(U;G), pour tout r € N.

ou le terme de droite désigne le r-iéme groupe de cohomologie de faisceaux du faisceau G.

14.2-2. Proposition: Soit U une partie ouverte de X et soit (G*,d.) un complexe de faisceaux
de A-modules sur X.
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11 existe une correspondance canonique fonctorielle et additive associant a chaque suite exacte
de complexes de faisceaux de A-modules:

0— G 256 5 G;— 0,

une suite exacte longue d’hyper-cohomologie de complexes de faisceaux :

H*l(U:Lp*)H_l(U; (g;)H*I(U:ﬁM

= HTHU9) H\U;%)

0 “n 0 b,
(——+WW%D5ﬂﬂHWM@Eﬂﬂﬁmm%>

L; YU,
Q—QEMw%ﬂﬂﬁuﬂw%ﬂﬂimﬂw%>

JUU

:—> H*(U;%G}) M’HQ(U;(,Q;) M}H?(Uﬁgﬁ) I

Démonstration: La démonstration résulte de la définition méme de 1’hyper-cohomologie. L’application du
foncteur de résolution flasque canonique de Godement (exact), donne la suite exacte de bicomplexes de

faisceaux flasques: ce c®
0 — C*(gy) ——s eo(gy) — e (gs) — 0,

d’olu la suite exacte de bicomplexes de A-modules:

0 — T(U;C*(G7)) ~CCD, b e0(g)) D, s eo(G5)) — o0,

qui donnera lieu a une suite exacte courte de complexes simples associés; puis a la suite exacte longue de
cohomologie de ’énoncé de la proposition. n

14.2.1 Deux résultats d’algeébre homologique. Les deux propositions suivantes admettent
des démonstrations élémentaires, mais dans le but de familiariser le lecteur avec les techniques des
suites spectrales, nous avons préféré les démontrer a I’aide de ces dernieres. Ces assertions généra-
lisent la proposition 9.3-1 et son corollaire 9.3-2 au cas des bicomplexes du “demi-plan supérieur”.

14.2.1-1. Proposition: Soit (C**,d,d) un bicomplexe de modules du “demi-plan supérieur”, i.e.
tel que CY* = 0, pour tout | < 0. Supposons que sa cohomologie verticale est nulle. Alors le
complexe simple associé (C*, D,) est exact.

Démonstration: L’idée est celle classique qui consiste & filtrer le complexe simple (C*, D,) en posant :

N
Cp = D r=pC".

La filtration est évidemment réguliere et I’hypothese sur la cohomologie de colonnes dit que 'on a pour
les termes de la suite spectrale associée: IFY'? = 0, pour tous p,q € Z. L’annulation de la cohomologie du
complexe en question s’ensuit. n

14.2.1-2. Corollaire: Soient (A**,d, ) un bicomplexe du demi-plan supérieur et (B**,d(B),d(B))
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le bicomplexe du demi-plan supérieur défini par:

Blk — Al+lk.
d(B)ix = dis1,k;
S(B)ik = 0141,k

pour tout (I,k) € NxZ. Notons (B*, D(B),) le complexe simple associé a (B**,d(B),d(B)).
Alors :

a) Les applications &y : A%k 5 Bk définissent un morphisme de complexes ¢ . entre (AO’*, do.+)
et (B*, D(B),).

b) La cohomologie du bicomplexe (A**,d,d) est nulle, si et seulement si, le morphisme & . est un

quasi-isomorphisme.

Démonstration: La démonstration est rigoureusement la méme que celle du corollaire 9.3-2 moyennant la
généralisation 14.2.1-1 de la proposition 9.3-1. u

14.2.1-3. Remarque: Voici une illustration de ce dernier corollaire.

T T T il T T
N A3‘O N A3,1 - A3,2 — N AB,O N A3,1 N A3,2 N
T T T Y
v | = A0 5 A2 5 A%2 — AZ0 5 A1 5 A22
T T ) T T T
— AN — AL 5 AV2 - A0 5 AL 5 A2
T T T T T )
— A0 5 A0T 5 A02 (— A%0 5 A0%1 5 A02 )
exact — quasi-isomorphisme

Ces deux résultats interviennent dans la démonstration du théoréme suivant.

14.2.1-4. Théoréme: Soit U une partie ouverte de X et soit (G*,d,) un complexe de faisceaux
de A-modules sur X.

a) Il existe des morphismes canoniques :
=.(U;G"): hr(I‘(U; (g*,d*))) — H" (U; (g*,d*)) , pour chaquer € Z;

et lorsque G* = 0, pour tout k < 0, le morphisme Zy(U; G*) est un isomorphisme.

b) Les morphismes =,.(U;G*) sont des isomorphismes, quel que soit r € 7Z, lorsque chaque terme
G™ du complexe (G*,d.) est T'(U; _)-acyclique.

Démonstration :

a) La définition de I'hyper-cohomologie du complexe (G*,d,) passe par la résolution flasque canonique de

Godement : (6*)
(G*,d.) ———%(C*(¢")),

ou X désigne le foncteur “complexe simple associé”, le morphisme canonique =, (G*) est celui défini par le
morphisme de complexes €(G*).
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Supposons maintenant que G¥ = 0, pour tout &k < 0; on a le bicomplexe de faisceaux de colonnes

exactes :
d1(6%) d1(g") d1(9?%) d1(g%)
0 — ¢1(g%) —S1L, orghy S (g2 ) gy ),
do(G°) do(g') do(9?) do(G%)
0 — C0(g") —L, oo(gh) L), oo(gr) ), oo(gry ),
(6% £(g") £(9?) £(G%)
0 gO do gl dy g2 do g3 d3
T ) ) )
0 0 0 0

et hO(U;G*) = ker(I'(U;dy)) C I'(U;G°). D’autre part IH°(U;G*) est donné par l'ensemble des y €

'(U;C°(G%)) vérifiant les deux relations d’annulation :
y € ker(D(Usdo(G"))) ST(U:C°(G°)), et T(U;C°(do))(y) =0 €C(G");

or, Pexactitude & gauche de I'(U;_) donne 'isomorphisme de complexes :

0 ker(F(U; dQ(gO))) F(U?Co(do)) ker(F(U; do(gl))) F(U?Co(dl)) keI‘(F(U,do(QQ))) F(U?co(d2))

e(g")]— a(gl)‘— a(g2ﬂ—

0— F(U, g()) I'(Usdo) F(U,gl) I'(Usdy) F(U,gQ) '(Usds)

et ’application canonique Zo(U; G*) : h°T(U;G%) — IH®(U;G*) est bien bijective.

b) Lorsque chaque G™ est T'(U;_)-acyclique, les colonnes du bicomplexe C*(G*) augmentées de la ligne G*
restent exactes apreés application du foncteur I'(U;_) ; la cohomologie du complexe simple associé a ce
bicomplexe augmenté est donc nulle d’apres la proposition 14.2.1-1; son corollaire 14.2.1-2 entraine alors
lassertion (b). L]

14.3 Sous-catégorie de complexes de faisceaux de A-modules bornés a gauche

14.3-1. Définition: Un complexe de faisceaux de A-modules (G*, d.) est dit «borné a gauche» lorsque
il existe N € Z tel que G¥ = 0, pour tout k < N. On note C’s (Fais 4(X)) la sous-catégorie pleine de
C*(Fais4 (X)) dont les objets sont les complexes bornés a gauche. La catégorie C’ (Faiss (X)) est

abélienne.

14.3.1 Suites spectrales pour I’hyper-cohomologie de complexes de faisceaux bornées
4 gauche. Soit (G*,d,) un complexe de C (Faiss(X)), nous allons supposer dans la suite qu’il
s’agit d’'un complexe nul en degrés négatifs, cette hypothese de travail n’invalidera nullement la

généralité de nos arguments qui s’appliqueront a des complexes bornés quelconques.
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Les premiers termes de la résolution flasque canonique de Godement sont :

d,(G%) di(GY) d(G?) d(G%)
1 1 1(. L(d-
0 — C'(g") —E, or(gh) LU, o1 gr) L 1 gy
dy(G") do(G') do(G?) do(G*)
0 0 0(d, 0(d.
0 Co(go) C%(do) Co(g1) CY(d1) CO(gZ) C"(d) Co(gg) C"(ds)
(g% e(G" (6% (6%
0 do 1 d 2 dy 3 ds
0— G G g o, g b
) ) ) )
0 0 0 0

et lorsque nous lui appliquons le foncteur I'(U; ) nous sommes face a un bicomplexe du premier
quadrant (en général borné & gauche). Les filtrations “horizontale” et “verticale” sont donc toutes
deux régulieres. Il s’ensuit 'existence de deux suites spectrales convergeant vers la cohomologie

du complexe simple associé, i.e. vers I’hyper-cohomologie de (G*,d.).

e Filtration par les colonnes. Dans ce cas, déja considéré pour les complexes illimités, on obtient :

B = HPY(U; GP) = H(U;G")

et 'on déduit immédiatement que si les GP sont tous I'(U; _)-acycliques, on a IEY"? = 0, pour tout

qg>0,et ]Ef’o = GP, pour tout p € Z. En particulier, d; = d, sur ]Ei"(J = G* et alors:
EY? = h?(D(U;G*)); IE2? = 0, pour tout ¢ > 0; et d, = 0 pour tout r > 2,

il s’ensuit que h?(T'(U; G*)) = ]E’%D’0 = [EP et IERY = 0, pour tout ¢ > 0, d’ott un isomorphisme

canonique entre h*(T'(U; G*)) — H(U; G*) (cf. la démonstration de la proposition 14.2.1-4).

e Filtration par les lignes. Regardons maintenant les premiers termes de la suite spectrale as-
sociée a la filtration par les lignes. Le terme IET'? est donné par la cohomologie au terme r du

complexe :

Uier(dn)) - €PI(Usdg (Uier(dg))

Y rw;erg) -

U;CP(dy)) F(

0 = T(U;c?(6") U:CP(Gh) -

Rappelons maintenant dans le contexte de la théorie des faisceaux les développements de la sec-

tion 8.3.3, principalement pour ce qui est du diagramme en “serpent” (i) en page 113. On a le
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diagramme de faisceaux :

0 0 0
T \ T

079 — P 5 ka2 9940 7t
ﬁq—l T Qg J{ Bqﬂ T

dq-2 Gl dq-1 G1 dq Ggatl den e (D
Qg1 T ﬁq l Qg+l T
Kot 0 et Pt et gl

T A T
0 0 0

ou les suites a trois termes sont toutes exactes, et ou l'on désigne par Z" : le faisceau image de
dpm—1, puis par K™ : le faisceaux noyau de d,,, et enfin par H™, qu’on notera également H™(G*):
le faisceau de cohomologie en degré m du complexe (G*,d,).

Si nous appliquons maintenant au diagramme (1) le foncteur de Godement C? (resp. le foncteur
“résolution canonique flasque de Godement”), on obtient également un diagramme ol toutes les
suites a trois termes sont exactes, mais maintenant tous les faisceaux seront en plus flasques. En
particulier, I’application ultérieure du foncteur I'(U;_) préservera l'exactitude des suites a trois
termes, et par conséquent, et suite aux remarques de la section 8.3.3, on obtient un isomorphisme

canonique entre:

P (D(U;€CP(G))) — D(U;CP(HU(GY)))

Nous avons donc [EV'? = T'(U;CP(H?(G*))) et une analyse rapide montre que la différentielle
dy : EP? — IEPT™9 est précisément le morphisme T'(U; d,(H9)) provenant de la résolution flasque
canonique de Godement appliquée au faisceau H%(G*). En conclusion, on a:

57 = HY(U; ("))

ou le terme de droite désigne le p-ieme groupe de cohomologie de faisceaux de H%(G*). Le théoréme
14.4-1 qui débute la section suivante, connu sous le nom de «théoréme principal de la théorie de
faisceaux », se trouve ainsi démontré.

14.4 Théorémes fondamentaux de la cohomologie de faisceaux

14.4-1. Théoréme principal de la théorie de faisceaux (Leray): Soit U un ouvert de X. Pour
chaque complexe de faisceaux de A-modules (G*, d.) borné & gauche sur X, il existe une suite spec-
trale convergeant vers son hyper-cohomologie :

EY? = HP(U; HY(GY)) = HP™(U;G)

14.4-2. Corollaire 1: Soit U une partie ouverte de X. Soit ¢, : (Gf,d1,.) — (G3,ds,.) un quasi-
isomorphisme de complexes de faisceaux de A-modules (') bornés a gauche. Les morphismes

* Ceci signifie que les morphismes de faisceaux induits H9¢(p.) : HY(GT) — H2(G3) sont des isomorphismes,
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induits en hyper-cohomologie :
H"™(U; ) : H"(U; (G1, du ) — H"(U; (G5, da,)) ,

sont des tsomorphismes, pour tout r € Z.

Démonstration: Résulte immédiatement du fait que le morphisme de complexes ¢, induit un morphisme
des suites spectrales associées aux filtrations par les lignes des bicomplexes intervenant dans la définition
de I'hyper-cohomologie. Le morphisme reliant les termes IE)y = HP(U;H(G;)) est alors celui induit par
lisomorphisme H*(¢) : H*(Gf) — H*(G3) et est donc un isomorphisme. L’isomorphisme annoncé dans ce
corollaire est alors conséquence de la théorie générale des suites spectrales. u

14.4-3. Remarque: Ce corollaire est tres important dans la théorie de faisceaux. Il affirme que sur
la catégorie des complexes de faisceaux bornés a gauche, I’hyper-cohomologie est un invariant des
classes d’équivalences des complexes quasi-isomorphes. En particulier, I’hyper-cohomologie d’un com-
plexe de faisceaux borné a gauche et exact est nulle.

14.4-4. Définition: Soit (G*,d,) un complexe de faisceaux borné a gauche. On appelle «résolution
de (G*,d.)» la donnée d'un complexe de faisceaux borné a gauche (R*,d,) est d'un morphisme de
complexes de faisceaux: ¢, : (G*,d,) — (R*,d.) qui soit un quasi-isomorphisme.

La résolution est dite: «flasque», «I'(U;_)-acyclique», «I'-acyclique» si chacun des termes R™ I'est.

14.4-5. Remarque et exercice: Rappelons qu’on appelle «résolution d’un faisceau G» la donnée
d’un complexe de faisceaux (G*, d.) muni d’une augmentation 0 — G AN (G*, d.) tel que le complexe
augmenté est exact. Si nous considérons maintenant le point de vue de la catégorie C9 (Fais4 (X)), le
morphisme d’augmentation £(G) s’ “inteégre” dans un morphisme de complexes €(G), : G[0] — (G*, d.)
en posant €(G)o := &(G) et £(G), = 0, pour tout r > 0. Montrer que le morphisme £(G).. fait alors du
complexe (G*, d,) une résolution de G[0]. Imaginez I’énoncé réciproque et démontrez-le.

14.4-6. Corollaire 2: Soit U une partie ouverte de X . Soit ¢, : (G*,d.) — (R*, d.) une résolution
I(U;_)-acyclique de (G*,d,) dans la catégorie C’s (Faisa(X)). Les groupes d’hyper-cohomologie
de (G*,d.) sont alors canoniquement isomorphes aux groupes h?(T'(U; R*)).

Démonstration : Le corollaire 14.4-2 prouve déja que le morphisme:
H*(Use.) : H*(U;G*) - H*(U;R"),
est un isomorphisme canonique. Le théoreme 14.2.1-4 montre d’autre part que le morphisme canonique :

E.(U;RY) : " (T(U;RY)) — H*(U; R”),

quel que soit ¢ € Z. Le point de vue de “germes” peut étre également invoqué pour introduire cette notion :
on demande alors que les morphismes de complexes de A-modules @4y : (G (), d1,x(2)) = (G5 (2)s d2,x(x))
soient des quasi-isomorphismes, quel que soit x € X.
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est lui aussi un isomorphisme. L’assertion du corollaire résulte alors en considérant la composée :

(E.(U;R)) ™ o H*(Use,). .

14.4-7. Remarque: Les résultats cette derniére section ne peuvent étre étendus, en toute généralité,
a la catégorie de tous les complexes de faisceaux de A-modules. Une condition de finitude connue sous
le nom de «dimension cohomologique finie de X » et qui affirme qu’il existe un entier positif N (dé-
pendant uniquement de X) tel que pour tout faisceaux de A-modules G ses groupes de cohomologie
de faisceaux en degrés supérieurs a N sont nuls, suffit pour une telle extension.

Voici comment on procede lorsque une telle condition de finitude est présente. Soit :

. dm—2 ]:m—l dm—1 Fm dm JT_-m+1 dm+41 ]_-m+2 dm+42

‘o

un complexe acyclique de faisceaux flasques. Pour chaque m € Z et tout » € N, on a les suites
exactes de faisceaux:

_r dm—r _ Ao — 1 dm-— d
0 — ker(dp,_,)— Fm" 020, prorEloL 2y el Ly o m

(c’est une résolution flasque du faisceau ker(d,,—,)) qui donnent, d’aprés le théoréme 13.3.6-1, les
égalités:
B (DX F7) = HY (X ker(dm 1),
pour tout 7 € N. En particulier, pour peu que l’on prenne r > N, on aura h™(I'(X;F*)) = 0, et
comme ceci est indépendant de m € Z, le complexe de A-modules:
Xidm— _ Xidm— jdm Xidm
e p g ety B px oy B p g ety B

est exact.

Nous voyons ainsi que la généralisation de la proposition 13.3.3-3 au cas des complexes de faisceaux
flasques illimités est également vraie moyennant I’hypothese de finitude de la dimension cohomolo-
gique des ouverts de X. Ce résultat suffit alors pour démontrer le corollaires 14.4-2 et 14.4-6 sur la
catégorie C*(Faisa (X)) ; mais auparavant démontrons le résultat suivant d’algébre homologique.

14.4-7.1. Proposition : Soit un morphisme de complexes de A-modules

. Cl,anl Cl,nL Cl,nL+1 Cl,m+2

melT le[ Vm+1T Vm+2‘[ (*)

e CO,m—l SN CO,m SN CO,m+1 I CO,m+2 _

Le morphisme v, est un quasi-isomorphisme, si et seulement si, la cohomologie du complexe simple
associé au bicomplexe obtenu a partir du diagramme (%) en le complétant par des termes nuls, est
nulle.

Démonstration: En filtrant le bicomplexe en question par les lignes (filtration réguliere), i.e. en

posant :
*® L k,*
Cp = @ kzpC

on voit que v, est un quasi-isomorphisme, si et seulement si, les termes de la suite spectrale associée
vérifient :
EY? =0, pour tous p,q € Z.

D’autre part, comme le bicomplexe en question ne possede que deux lignes a priori non triviales, on
a:
d.-=0, pour tout r > 2,

de sorte que F%? = [E%:%, pour tous p,q € Z, et comme d’autre part la cohomologie du complexe en
question est nulle, si et seulement si, IE2:? = 0, pour tous p, ¢ € Z; le résultat en découle. n
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14.4-7.2. Corollaire 1: Soit U une partie ouverte de I’'espace topologique X, supposée de dimension
cohomologique finie.

Soit . 1 (GT,d1,«) = (G3,ds,+) un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux de A-modules.
Les morphismes induits en hyper-cohomologie :

H"(U; ) : H"(U; (91, d1.+)) — H"(U;(G3,ds,.)) ,

sont des isomorphismes, pour tout r € Z.

Démonstration : S’agissant d’un résultat non utilisé dans la suite de ce cours nous allons nous limiter
a en esquisser la démonstration.

Le morphisme C® (. ) entre les résolutions flasques canoniques C* (G5 ) et C*(G5) induit également un
quasi-isomorphisme entre les complexes simples associés aux bicomplexes des résolutions puisque ces
complexes simples sont quasi-isomorphes aux complexes qu’ils résolvent est que la relation de quasi-
isomorphie est transitive. En particulier, ce quasi-isomorphisme entre les deux complexes simples de
faisceaux flasques s’inteégre dans un bicomplexe comme nous ’avons fait dans la proposition 14.4-7.1
dont le complexe simple associé sera, d’apres cette méme proposition 14.4-7.1 et en raisonnant si besoin
en termes de germes, un complexe acyclique de faisceaux flasques. L’application du foncteur I'(U; )
a ce dernier complexe, donne un complexe acyclique de A-modules d’apres notre remarque prélimi-
naire ; mais alors en appliquant a nouveau la proposition 14.4-7.1, il s’ensuit bien que les morphismes
H"(U; ) sont des quasi-isomorphismes, ce qui termine la démonstration. [

14.4-7.3. Corollaire 2: Soit U une partie ouverte de X . Soit €, : (G*,d.) — (R*, d.) une résolution
I'(U;_)-acyclique de (G*,d.) dans la catégorie C*(Faisa(X)). Les groupes d’hyper-cohomologie de
(G*,d.) sont alors canoniquement isomorphes aux groupes h?(I'(U; R*)).

Démonstration: La preuve suit de pres celle du corollaire 14.4-6. ]

14.4-7.4. Remarque: Signalons pour terminer que les variétés différentiables admettant des parti-
tions de 'unité et les variétés algébriques sont de dimension cohomologique finie.

§15. Cohomologie de Cech de faisceaux

Comme dans les chapitres précédents, on désignera par A un anneau commutatif avec identité

multiplicative, et par X un espace topologique arbitraire, i.e. un ensemble muni d’une topologie.

15.1 Compléments sur les faisceaux flasques et les foncteurs C? de Godement

Les propositions de cette section relevent pour l'essentiel d’une simple vérification que nous

laissons aux soins du lecteur.

15.1.1 Foncteurs “image direct” et “image inverse” pour un plongement ouvert. Pour

chaque ouvert U C X, notons jy : U — X linclusion canonique; c’est un plongement ouvert
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(réciproquement, tout plongement ouvert est de cette forme 1a). On définit alors les foncteurs gy . :
“image directe de faisceaux” et jf]l “image inverse de faisceaux” :
JU ¢ Faisa(U) ~ Faisa(X) et ;' : Faisa(X) ~ Faisa(U).
Foncteur “image directe” pour un plongement ouvert
Pour F € Ob(Faiss(U)), on pose pour chaque ouvert V C X :
(gU;*(]—'))(V) =FWVnU).

Puis, lorsque 'on a deux ouverts W C V C X, on définit le morphisme de restriction :

Py s (ua(F)) (V) — (o (F)) (W),
comme étant le morphisme p(F)/ Y. Enfin, si ¢ : F; — F» est un morphisme de faisceaux de A-

modules sur U, on pose:
]U;*(QO) DU (F1) — gus(F2)

défini sur un ouvert V' C X par 'égalité T'(V; ju,.(¢)) = o(V N U).

15.1.1-1. Proposition: Soit F un faisceau de A-modules sur une partie ouverte U C X.
a) Le préfaisceau jy..(F) est un faisceau de A-modules sur X.

b) La correspondance définie dans les préliminaires de ce paragraphe :

Ju,s - Faisg(U) ~ Faisa(X)

est fonctorielle additive et exacte a gauche.

c) Si F est flasque, le faisceau jy..(F) P'est également.

Foncteur “image inverse” pour un plongement ouvert
Pour G € Ob(Faisa (X)), on pose pour chaque ouvert V.C U :

(05" (9) (V) = 3g(V).

Les morphismes de restriction sur g;}(g) sont alors ceux de G pour les ouverts contenus dans U.
De maniere analogue, si ¢ : G; — Gy est un morphisme de faisceaux de A-modules sur X, on
définit g, () par 'égalité: T'(V; 15" () = ¢(V), pour tout V C U.

15.1.1-2. Proposition: Soit G un faisceau de A-modules sur X. Pour toute partie ouverte U C
X :

a) Le préfaisceau j;;'(G) est un faisceau de A-modules sur U.

b) La correspondance définie dans le préliminaire de ce paragraphe :

Jg : Faisa(X) ~ Faisa (U)

est fonctorielle additive et exacte. (*)

%2 Le faisceaux jgl(g) est couramment appelé «la restriction de G a U » et on le note également G| ;. De méme,
le foncteur j[}l est appelé «le foncteur de restriction a 'ouvert U ».
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c) Si G est flasque, le faisceau 7, (G) I'est également.

d) Les foncteurs ]&1 commutent aux foncteurs C? de Godement ; i.e. pour tout G € Ob(Fais4 (X))
et tout p € N, on a un isomorphisme naturel j;;' (C?(G)) = C(5;'(9)).

15.1.1-3. Proposition: Soit G un faisceau de A-modules sur X. Pour toute partie ouverte U C
X:

a) Le foncteur composé gy, o 3" : Faisa(X) ~ Faisa(X) est additif et exact a gauche.

b) Pour toute partie ouverte V. C X, on a (yu,. o 75 )(G)(V) = G(V N U).

c) Si G est flasque, le faisceau (Ju, s o ]&1)(9) Pest également.

Produit de faisceaux flasques et foncteurs C? de Godement

15.1.1-4. Proposition: Soit {F,}aea une famille de faisceaux de A-modules sur X.

a) Si chaque F, est un faisceau flasque, le faisceau produit direct ] Fo Dest également.

ac

b) Pour chaque p € N, il existe un isomorphisme canonique naturel entre CP(HQGQI ]-'a) et

Haem (Cp (]:0‘))

Indication: Reportez-vous a I'exercice 13.2.1-6. [

15.2 Faisceau de p-cochaines de Cech d’un faisceau de A-modules relatives a un
recouvrement

Soit U = {Uq }aea un recouvrement ouvert de I’espace topologique X . Pour tout ouvert V C X,
on notera U MV = {Uy NV }pen le recouvrement ouvert de V' «restriction de U a V ».

Pour chaque préfaisceau de A-modules F, considérons la correspondance qui associe a ’ouvert
V C X le A-module des p-cochaines de Cech de V & valeurs dans F |y, et relatives au recouvrement
UMV, noté CPUM Vi Fly); il s’agit du A-module des “applications” w de AP 3 valeurs dans
les sections de F vérifiant :

wlay, ..., a4,) € f(Uaio---ai,, nv)

ou la notation Ua, ..., désigne comme d’habitude I'intersection Ua, N---N Uy, .

Lorsque W C V sont deux ouverts de X, on pose:
Py s CPUAV;Fy) — CPUMW; Fly)

w — ((o%, coy o) e w( g, aip)\U%ov__aime)

La donnée de la famille des A-modules CP(U @ V; F ly) et de la famille des morphismes (de A-
modules) pY;, constitue alors un préfaisceau de A-modules sur X que nous noterons CP(U; F).

15.2-1. Proposition: Soit F est un faisceau de A-modules sur X.

a) Pour chaque p € N, le préfaisceau cr (U; F) est un faisceau. En particulier, pour chaque ouvert
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UCX,ona:

D (U;CP(U; F)) = CP (Un Us Fy)

b) Lorsque F est un faisceau flasque, le faisceau CP(U; F) est flasque, quel que soit p € N.

Démonstration :

a) Considérons le foncteur composé ju . o j;' : Faisa(X) ~ Fais(X). C’est un foncteur additif et exact &
gauche, et, pour tout F € Ob(Faisa (X)) et tout ouvert VC X, on a:

(Vs (gus 095 ) (F)) = F(VNU).

En particulier, lorsque U = Uy, ...q,,, On aura:

FUagovay NV) = D(Vi (00 e 052, 0 )F)).

et par conséquent :
crUnViF )= [T TViOageaps 0900, )(F))

=T(Vi [T gy 03020, )(F))

QQ,...,ap

ot la deuxieéme égalité fait intervenir la notion de produit direct de faisceaux de A-modules (cf. exercice
13.2.1-6). On en déduit I'égalité:

CPUF) = ] Gtagapes ©T0ng.0))F)

Q.0

qui montre bien que le préfaisceaux des cochaines de Cech & valeurs dans le faisceau F et relatives au
recouvrement U est un produit direct, dans la catégorie des préfaisceaux, d’une famille de faisceaux, c’est
donc bien un faisceau (cf. exercice 13.2.1-6) .

b) Lorsque F est flasque, chaque faisceaux (Ju,,...q,« © j[}lo )(F) est flasque et donc leur produit l’est
ag-ap
également d’apres la proposition 15.1.1-4. =

15.3 Complexe de faisceaux des cochaines de Cech a valeurs dans un faisceau et re-
latives 4 un recouvrement ouvert

Soient U = {U, }aen un recouvrement ouvert de X et F un faisceau de A-modules sur X. La
section précédente a introduit, pour chaque p € N, le faisceau CP? (U, F) dont les sections sur un
ouvert U C X constituent le A-module des p-cochaines de Cech sur U, & valeurs dans le faisceaux
F|,; et relatives au recouvrement U @ U ; ce que nous avons noté C*(U @ U; F|;;).

Considérons maintenant, pour chaque ouvert U C X, le complexe de Cech ( C*(L{fmU; Flu)s 5(U)*).
Une vérification simple montre que, pour chaque r € N, la famille (indexée par les ouverts de X)
des différentielles §(U), : C"(U M U; Fly,), 6(U). — C™ UM U; F|;),6(U). définit un morphisme

de faisceaux de A-modules:

SU; F) :CT(U;F) — CTN U F) .

On a clairement 6,1 0 §, = 0, d’ou «le faisceau différentiel gradué des cochaines de Cech a
valeurs dans F et relatives au recouvrement U », noté (C*(U; F),5(U; F).).

On définit de maniere analogue le morphisme d’augmentation £(F) : F — CO(U; F) qui est un
morphisme de faisceaux de A-modules trivialement injectif.
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La proposition suivante est fondamentale.

15.3-1. Proposition: Pour tout faisceau F de A-modules sur X et tout recouvrement ouvert U
de X, le complexe des faisceaux de A-modules :

F)

0 F el S(UF)o

O F) 2, ¢y )

est exact.

Démonstration: Nous allons montrer ’exactitude au niveau des germes en chaque point x € X.

Soit z € X et posons U = {Uy}aeu. Pour chaque germe w de section de CP(U; F) en = vérifiant
dp(2)(w) = 0, notons w un représentant de w défini sur un voisinage ouvert V' de & que ’on peut supposer

suffisamment petit pour que §(V),(w) = 0. On a donc, pour tout (ag,...,qpt1) € P2,
IV )p(w) (o, ..., 0py1) = Z (=1 w(ag, -+, a5,- -, O‘P“)‘Uao...%ﬂmv =0,
§=0,...,p+1
en particulier :
W(al’""aP“)‘UaO,.,apHﬂV =— Z (*1)jw(a0"'"a;"'"O‘P“)‘U%,.,aﬁmv’ (%)

j=1,...,p+1

pour tout (ap,...,0p11) € APT2,
Or, comme w € CP(L{ MV, F|,,) et que V est un voisinage arbitrairement petit de € X, nous pouvons
choisir ag tel que Pon ait @ € V C Uy, (U MV est un recouvrement de V). Dans un tel cas, on aura:

Ung.orr. AV =Us,. nv. (1)

apt Lopig

Considérons alors la (p — 1)-cochaine v € CP~*(U @ V; F|,,) définie par:
viag,...,ap) ==w(ag,0,...,0p),
ou l'on remarquera que la définition a un sens puisque le domaine de définition de w(ag,a1,...,qp) est,
d’apres (1), le domaine naturel sur lequel la (p — 1)-cochaine v(ay, ..., a,) doit étre définie.
On a alors:

§(V)p-1(v)(on, ... apt1) = Z (*1)jw(a07-~-aa}---v%ﬂ)‘U@l,_

j=1,...,p+1

capg NV

ce qui, d’aprés (}) & nouveau, montre bien que w est un cobord.

On laisse aux soins du lecteur d’adapter la démonstration précédente pour vérifier I’exactitude en degré 0.
u

15.3-2. Remarque et définition: La proposition précédente montre que pour tout faisceaux F de
A-modules, le complexe des faisceaux de cochaines de Cech (C*(U;F)) muni de augmentation
e(F): F — (C*U; F),dU; F).), est une résolution du faisceau F, et ceci quel que soit le recou-
vrement U considéré. On appelle parfois cette résolution «la résolution de F par le recouvrement

(ouvert) U ».

15.3.1 Cohomologie de Cech de faisceaux relative & un recouvrement et cohomologie
de faisceaux. Dans la section 13.3.6 du chapitre précédent nous avons montré ’existence d’un
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morphisme canonique, noté =, entre la cohomologie des sections d’une résolution d’un faisceau F
de A-modules, et sa cohomologie de faisceaux. Le théoreme 13.3.6-1 donnait une condition garan-
tissant la bijectivité de 2 (lacyclicité des termes de la résolution). Dans le cas de la résolution par
un recouvrement, le morphisme Z relie la cohomologie de Cech de X a valeurs dans F relative au
recouvrement considéré, a la cohomologie de faisceaux sur X du faisceau F ; le théoreme suivant
donne une condition permettant de garantir la bijectivité de = dans ce cas.

15.3.1-1. Théoréme [Leray]: Soit F un faisceau de A-modules sur un espace topologique X.
Soit U = {Uq }aea un recouvrement ouvert de X et £(F) : F — (C*(U; F),d(U; F).) la résolution
de F par U. Le morphisme canonique reliant la cohomologie de Cech de F & sa cohomologie de

faisceaux :
= 0 (U F) — H (X F),

est un isomorphisme lorsque le faisceau F est I'(Uy,...q,,,-)-acyclique, pour tout p € N et tout

(..., 0p) € AP,

Démonstration: Considérons la résolution flasque canonique de Godement de F :

e(F) do(F) di(F) da (F)

0—F CoF) CHF) C*(F) R

et appliquons le foncteur résolution par U a chacun de ses termes. On obtient alors le bicomplexe de faisceaux
de A-modules de colonnes exactes (d’apres le théoréme 15.3-1):

) ) T )
0 — C*(U; F) —— C*(U;CO(F)) —— C*(U; CH(F)) — C*(U;C*(F)) — -+
) ) T )
0—C'U;F) —— C'U;C°(F)) —— C'(U;CH(F)) —— C (U;C*(F)) —
) ) T )
0—CoU; F) —— CO(U;C°(F)) —— CO(U;CH(F)) —— CO(U;C*(F)) —
) 0l T )
0o F — CF) — CHF) — C}F) -
) T T )
0 0 0 0

Comme les colonnes au-dessus des faisceaux flasques de Godement sont des résolutions flasques des fais-
ceaux CP(F), 'application du foncteur des sections globales: I'(X'; _) fournira des colonnes exactes. Il s’ensuit
que la cohomologie du bicomplexe I'(X; C*(U;C*(F))) est canoniquement isomorphe 4 la cohomologie de
faisceaux de F.

Considérons maintenant chaque ligne 0 — T'(X;C?(U; F)) — T'(X;CP(U;C*(F))). On a, par définition :

PP ie (7)) = JI TUagapiC(F))

et la cohomologie de ces lignes est précisément le produit des cohomologies de faisceaux: H*(Uay...a,; F)-
On voit donc bien que si F est T'(Usy...a,,-)-acyclique, pour tout p € N et tout (ag,...,q;,) € AP+ g
cohomologie des sections globales de la premiére colonne, i.e. la cohomologie de Cech de X & valeurs dans F
et relative a U, sera canoniquement isomorphe a la cohomologie du bicomplexe F(X C* Uu;cx (.7-")))7 ce qui
termine la démonstration du théoréeme. u

15.3.1-2. Définition : Un recouvrement ouvert U de X est dit «acyclique» pour le faisceau F lorsque
les conditions d’acyclicité énoncées par le théoreme précédent sont satisfaites.
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15.3.2 Cohomologie de Cech de faisceaux et cohomologie de faisceaux.

Préfaisceau de cohomologie de faisceaux associé a un faisceau
Soit F un faisceau de A-modules. Nous avons défini sa cohomologie de faisceaux au-dessus d’un
ouvert U € X comme la cohomologie du complexe de A-modules: I'(U; (C*(F),d(F).)), il en
découle pour toute paire emboitée d’ouverts V' C U, un morphisme de complexes «de restriction »
P T(U; (C*(F),d(F).)) = T(V; (C*(F),d(F).)) d’ott un morphisme de restriction de cohomo-
logie de faisceaux:

H* (%) : H*(U; F) = H*(V; F).
Pour chaque p € N, la correspondance U ~» HP(U; F), jointe aux morphismes H?(p¥) définit un
préfaisceau sur X que nous noterons HP(F).

Les considérations qui précedent s’appliquent également a 'augmentation € : F — (C*(]—' ), d(F ))
d’ott un morphisme canonique de préfaisceaux F — H’(F) qui est un isomorphisme en raison
de V'exactitude a gauche des foncteurs de sections au-dessus des ouverts.

15.3.2-1. Proposition: Soit F un faisceau de A-modules.
a) Le préfaisceau H°(F) est canoniquement isomorphe & F.

b) Pour chaque entier naturel positif p, le faisceau associé au préfaisceau HP(F) est le faisceau
nul.

Démonstration : L’assertion (a) est claire et (b) résulte de montrer que les germes des préfaisceaux H?(F)
sont nuls, ce qui est équivalent & I'exactitude, dans la catégorie de faisceaux, de la résolution canonique de
Godement. [

Reprenons maintenant les arguments de la démonstration du théoreme 15.3.1-1. Rappelons que
F désigne un faisceau de A-modules et que U est un recouvrement ouvert de X. Dans cette dé-
monstration, nous avons remarqué ’existence d’un isomorphisme canonique entre la cohomologie
du bicomplexe I'(X;C*(U;C*(F))) et la cohomologie de faisceaux de F. Si nous filtrons le bi-
complexe T'(X;C*(U;C*(F))) par ses lignes, on obtient une suite spectrale dont les termes IF;*
constituent précisément le complexe ce cochaines de Cech & valeurs dans le préfaisceau JH? (F) et

relatives au recouvrement U/, on a par conséquent :
EYY =[r (U; HU(F)),

et comme le bicomplexe est borné a gauche, cette suite spectrale converge vers la cohomologie du
bicomplexe, donc vers la cohomologie de faisceaux de F.

On vérifie également que si U’ est un raffinement de U/, le morphisme de raffinement entre les
différentes colonnes des bicomplexes T'(X;C*(U; C*(F))) et T(X;C*(U';C*(F))) est un morphisme
de bicomplexes et induit un isomorphisme (canonique) entre les termes IF5? des suites spec-
trales associées. En particulier, le passage & la limite inductive (suivant les recouvrements) des
morphismes au niveau des termes IFs donne lieu a une suite spectrale :

BP9 = TP (X; H9(F)) = HP"9(X; F)

le théoreme suivant se trouve ainsi démontré.
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15.3.2-2. Théoreme [Leray]: Soit F un faisceau de A-modules sur X.

a) Pour tout recouvrement U de X, il existe une suite spectrale convergeant vers la cohomologie
de faisceaux au-dessus de X de F :

EY =HP (U; HY(F)) = HPM(X F).
b) Il existe une suite spectrale convergeant vers la cohomologie de faisceaux au-dessus de X de F

EY? = HP (X;HIY(F)) = HM(X;F).

15.3.2-3. Corollaire: Soit X un espace topologique séparé et paracompact. La cohomologie de
Cech d’un faisceau F de A-modules est canoniquement isomorphe & la cohomologie de faisceatx
de F au-dessus de X.

Démonstration: Le théoréme d’annulation de la cohomologie de Cech pour les préfaisceaux localement
nuls (¢f. 12.8-1) appliqué aux préfaisceaux HP(F), pour p > 0 (¢f. 15.3.2-1) montre que les termes IE5"?
du théoreéme 15.3.2-2-(b) sont nuls pour tout ¢ > 0. Il s’ensuit un isomorphisme (degré par degré) entre
HP (X;HO(F)) et HP(X;F) et comme JF = HO(F) (d’apres 15.3.2-1), le corollaire résulte. L]

15.3.2-4. Corollaire: Sur une variété différentiable séparée et paracompacte, la cohomologie de
Cech et la cohomologie de faisceaux sont canoniquement isomorphes.

15.3.2-5. Remarque: Dans le cas d’une variété différentiable M la cohomologie de faisceaux du
faisceau constant Rp; sur un domaine de carte est concentrée en degré nul. Ceci signifie que tout
bon recouvrement U de M est acyclique pour le faisceau Ry et, suite au théoreme 15.3.1-1, que la
cohomologie de Cech de M & valeurs dans Ry, et relative & U est canoniquement isomorphe & la
cohomologie de faisceaux sur M de Rj; et ceci indépendamment du fait que M posséde ou non
des partitions de 'unité. Comme les bons recouvrements constituent une famille cofinale dans la
famille de tous les recouvrements tautologiques de M (¢f. section 12.3), on a:

H*(M;Ryy) = H* (M;Rypy)

Lorsque M possede des partitions de 'unité, I'isomorphisme ci-dessus est plus généralement vrai
pour n'importe quel faisceau de modules et pas uniquement pour Rps. D’autre part, le théoréeme
13.3.7-5 montre que la cohomologie du complexe des formes différentielles (globales) sur M calcule
la cohomologie de faisceaux de Rjs. Il en découle, dans ce cas, un isomorphisme canonique entre les
cohomologies de Cech du faisceau Ry, et la cohomologie de de Rham de M (pour sa définition naive).

Dans le cas ou M ne posséde pas de partitions de 'unité, seule ’hypercohomologie du complexe
des faisceaux des formes différentielles sur M sera, a priori, isomorphe a la cohomologie de faisceaux
de Rjs et donc a la cohomologie de Cech du faisceau Ry, relativement & un bon recouvrement de M.

15.4 Cohomologie singuliére d’une variété différentiable

Pour chaque p € N, notons A, I'enveloppe convexe des vecteurs de la base canonique de Rr+1
munie de la topologie induite ; on ’appelle «le p-simplexe standard ».
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Soit X un espace topologique et soit A un anneau. On notera S,(X;A) le A-module libre
ayant comme base les «p-simplexes singuliers de X », i.e. les applications continues o : A, = X.
On défini alors un morphisme «bord» 6(X), : Sp(X;A) = Sp—1(X; A), en posant, pour chaque
p-simplexe singulier o

0(X)plo)= > (=Droofy,

k=0,...,p

ou 1’,“71 : Ap_1 = A, est I'application «face» que nous avons déja définie dans 12.1.3, mais in-
terprétée maintenant comme application continue entre simplexes standard. On a 6,1 0 J, = 0,
d’ott «le complexe (S.(X),d.) des chaines singulieres a coefficients dans A». Le complexe dual
(S*(X;A),d(X).) := Homa ((Se(X; A),5(X).); A) est «le complexe de cochaines singulieres de
X a coefficients dans A». La cohomologie de ce dernier est «la cohomologie singuliere de X a

coefficients dans A ».

Lorsque I'on se donne deux parties ouvertes V' C U C X, tout p-simplexe singulier de V' est éga-
lement une application continue a valeurs dans U et définit donc un p-simplexe singulier de U. Nous
avons donc un morphisme canonique (et injectif) S,(V; A) — S,(U; A), pour chaque p € N. On
vérifie aisément que le bord d’une chaine singuliére sur V est également le bord de la méme chaine
vue dans U ; la famille de morphismes S,(V; A) — S,(U; A), pour p € N, défini donc un morphisme
de complexes (S.(V;A),6(V),) — (S«(U;A),8(U),). En dualisant on obtient un morphisme de
complexes de cochaines singulieres dit «de restriction» (S*(U; A),d(U).) — (S*(V; A),d(V).). La
correspondance :

(U X)~ (5(U; A),dU).)

jointe aux morphismes de restriction, définit un préfaisceau de complexes de A-modules sur X,
noté (ﬁ*X;A7d*)'

Ceci étant, une 0-chaine o sur une partie ouverte U est une somme formelle de points de U avec
des coefficients dans A, i.e. 0= " a;z;,ota, € Aetx; € Usona: Sy(U) =@,y A et donc

%

S'(U; 4) = Homa (D, 4s4) = [] 4:=T(UsC(Ax))

zeU

zelU

de sorte que le préfaisceau S%., est le faisceau flasque de Godement associé au faisceaux des
fonctions localement constantes Ax.

Une forme linéaire A € Homu (So(U; A); A) est un 0-cocycle lorsque 'on a A(61(c)) = 0 pour
toute 1-chaine singuliere. Or, come la forme linéaire A est déterminée par ses valeurs sur la base
des 0-simplexes singuliers {z}.cy, elle devra donc satisfaire a I’égalité :

AG1(0) = > ai [Aoi(Ey)) — (03(E))],

i=1,...,r

i=r

ou Y désigne une 1l-chaine singuliere ¥ = Zi:l a; 0;, et ou Ey et Ey désignent les sommets de
A;1. On vérifie alors que si deux points x,y € U se trouvent sur la méme composante connexe par
arcs de U et si 'on note v : A — U un chemin reliant = & y, on aura 6;(y) = y — « et donc le
cocycle A est contraint de vérifier A(xz) = A(y). Un O-cocycle sur U s’identifie donc & une fonction
constante sur chaque composante connexe par arcs de U. Supposons, a partir de maintenant que
X est localement connexe. Les 0-cocycles sur un ouvert U s’identifient alors aux fonctions loca-

lement constantes; on en déduit que le préfaisceau noyau du morphisme dy : QOX; a4 ﬁk; 4 est le
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faisceau Ax. Le complexe des préfaisceaux sur X des cochaines singuliéres a coefficients dans A

se trouve ainsi muni d’'une augmentation canonique :

0— Ax — (Skua.d.)

Pour chaque p € N, notons S%. , le faisceau associé au préfaisceau S%. ,. Le caractere fonctoriel
de l'opération de faisceautisation appliquée aux considérations des paragraphes précédents, donne

lieu au complexe de faisceaux (ﬁ}; A d*) et a augmentation :

0— éX é (é}Aag*)

15.4-1. Proposition: Soit X un espace topologique localement contractile (une variété topolo-
gique par exemple).

a) Le complexe de faisceaux (ﬁfx; A-d.) muni de I'augmentation £ est une résolution du faisceau
Ax.

b) Lorsque X est une variété différentiable admettant des partitions de l’unité, chaque fais-
ceau 8% p est I'-acyclique. En particulier, la cohomologie de faisceaux de Rx est canoniquement

isomorphe a la cohomologie du complexe des sections globales de (g};R, d*).

Démonstration :

a) Se démontre comme le corollaire 13.2.1-5 en faisant une étude au niveau des germes. Comme les germes des
faisceaux Qgﬁ 4 sont ceux des préfaisceaux ﬁgg; 4, un germe de p-cocycle en un point € X est représenté
par un p-cocycle de SP(U; A), ou U désigne un voisinage ouvert de x. Comme X est supposé localement
contractile, on peut prendre 'ouvert U contractile, la trivialité de la cohomologie singuliere des espaces
contractiles assure alors que le germe de cocycle en question est un germe de cobord.

b) D’apres la proposition 13.3.8-1, il suffira de munir les faisceaux QS’(;R d’une structure de Q%-module.

Le faisceau §§(;R. Nous avons déja remarqué que le faisceau g&;R est le faisceau flasque de Godement
C%(Rx). Les sections de ce faisceau au-dessus d’un ouvert U C X s’identifient aux applications de U &
valeurs dans R (sans aucune condition de continuité). D’autre part, C°(Rx) est un faisceau d’anneaux et
Vinclusion Q% C S% .z est alors un morphisme de faisceaux d’anneaux. En particulier, S est bien un
Q%-module.

Les faisceaux gl)’(;R, pour p > 0. La structure de Q%-module sera définie dans un premier temps sur le

préfaisceau §§(;R, le procédé de faisceautisation induira alors une structure de Q%-module sur §§(;R. Soit
f une fonction de classe C*° de X. Une p-cochaine singuliere est une forme linéaire A du R-espace vectoriel
Sp(U;R), elle est donc déterminée par les scalaires A(o) olt o est une application continue o : A, — X.
Notons Ejy le premier sommet de A, (par rapport a l'ordre naturel de la base canonique de RP*1); on
définit alors f - A comme la cochaine singuliere vérifiant :

(f - N(o) = f(o(Eo)) A),

et I'on vérifie aisément que ce procédé donne bien une structure de Q°(U)-module pour S?(U;R), pour
chaque ouvert U C X, qui est compatible aux morphismes de restriction d’ouverts. [

A partir de maintenant M désignera une variété différentiable. Nous avons montré dans 15.3.2-4
que lorsque M admet des partitions de l’unité la cohomologie de faisceaux sur M est canoni-
quement isomorphe & la cohomologie de Cech. Par conséquent, et suite & la proposition précédente,
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la cohomologie de Cech des faisceaux S% g sera nulle en degrés positifs. Le théoréme 12.8-2 montre

alors que la cohomologie de Cech des préfaisceaux ﬁﬁ/_,;R est également nulle en degrés positifs.

Soit ¢ un bon recouvrement pour M et considérons le bicomplexe de cochaines de Cech:

1) T T T

0 — C*(Us;Ry) — CQ(Z/{;SJ)\/I;R) — CQ(Z/{;E}V[;R) — CQ(Z/{;E%/I;R) — e
) T T T

0= C'(U;RyM) — C' (U Syyp) — C'Us Shyp) — C' U Shpm) = -
T T T T

0— CU(“?BM) — CU(U;E?VI:R) — CU(“?E}V[;R) — Co(wﬁ%\/l;k) —
) T T T
0 0 0 0

Chaque ligne est un produit de complexes (augmentés) de cochaines singulieres d’ouverts con-
tractiles de M, elle est donc exacte et la cohomologie du bicomplexe est nulle. En particulier, la
cohomologie de la premiére colonne est isomorphe & la cohomologie du bicomplexe (C*(U; Sur))-
Mais la cohomologie de la premieére colonne est indépendante du bon recouvrement U considéré,
c’est la cohomologie de faisceaux (et donc de Cech) de Ras (cf. 15.3.1-1, 15.3.2-4) et c’est égale-
ment la cohomologie de de Rham de M (¢f. 13.3.7-5). Nous pouvons par conséquent considérer la

limite des bicomplexes (C*(U; S}, ) suivant la catégorie des recouvrements pointés pour obtenir

le bicomplexe de cochaines de Cech de M :

) T 1) )

0 — C*(M;Shyp) — C*(M;Spp) — CH(M;S3p) — C*(M;S3m) = -
) ) ) )

0— Cl(M§§?\/[;R) — Cl(M§§}v1;R) — Cl(M?ﬁ%;]R) — CI(M5§?\/I;R) —
T T T T

0— CU(M§§?\4;R) E— CO(M§§}\4;R) — CU(M§§%VI;R) — CO(M;E%{I;R) —
) T 1) 1)
0 0 0 0

dont la cohomologie est canoniquement isomorphe & la cohomologie de faisceaux de Rps sur M.

En filtrant ce bicomplexe par les lignes, on obtient une suite spectrale vérifiant EV? = HP (S%R),
en particulier JEY"? = 0 pour tout p > 0. Les différentielles d,- de la suite spectrale seront alors nulles
pour tout r > 2 et I[Fy, = IE. Il s’ensuit que la cohomologie du bicomplexe, est canoniquement

isomorphe a la cohomologie du complexe défini par (E? " dy), i.e. le complexe:
0— HO(M§§?\/1;R) — H(](M;ﬁ}\/!;R) — HO(M;Q?W;R) — HO(M§§§\4;R) —
qui n’est autre que le complexe limite des complexes :
0— HO(U;Q?V‘,;R) — HO(UEE}V[;R) — Ho(u;ﬁ%\d;R) — ﬁo(uéﬁ%:k) —

ou U est un recouvrement ouvert de M.

Observons maintenant que pour chaque recouvrement i/ de M, on a un morphisme de complexes
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(lié aux augmentations des complexes de Cech) :

0— I:I()(u?ﬁ(l)\/[]R) — I:I()(u?ﬁ}\/[]R) — I:I()(u?ﬁ%\/[]R) — I:IO(M’E%/I]R) —
) ) ) ) (1)
0— S"M;R) — S'M;R) — S*(M;R) — S*(M;R) —

L’équivalence entre la cohomologie singuliere a coefficients dans R d’une variété différentiable
et sa cohomologie de de Rham découle du fait que les morphismes de complexes (1) sont des

quasi-isomorphismes. Plus généralement, on a:

15.4-2. Théoréme: Pour tout espace topologique X, tout recouvrement ouvert U de X, et tout

anneau A, le morphisme de complexes :

0— Ho(u7§())(,A) — Ho(uvﬁng) — Ho(uvﬁg(,A) — Ho(u’ﬁ?k,A) —
) ) ) )
0— S'(X;4) — SHX;A) — S(X;4) — SH(X;A) —

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration: Nous allons seulement esquisser 'idée de la démonstration ; le lecteur désireux de plus de
précisions pourra se reporter au chapitre 4 de [Spa], notamment le théoréme 4.4.14 (page 178).

Notons S,(U; A) le A-module libre admettant comme base 1’ensemble des p-simplexes singuliers o : A, —
X vérifiant o(A,) C U pour un certain U € Y. On a trivialement S,(U; A) C S,(X;A) et il est clair
que le bord d’une chaine singuliere o € S,(U; A) appartient & S,_1(U; A). On note alors (S, (U;A),d.) le
sous-complexe de (S.(X; A),d,) ainsi obtenu.

Posons (S*(U; A),d,) le complexe dual de (S, (U; A),d,). On a (en dualisant I'inclusion des complexes de
chaines) une surjection de complexes = : (S*(X; A),d.) — (S*(U; A),d.).

Remarque 1. Pour chaque p € N, le A-module S?(U; A) s’identifie canoniquement & H (U; Sk, 4) et, sous

cette identification, le morphisme de complexes Z s’identifie & (1).

En effet, posons U = {U, }aeu. Un élément de IZIO(Z/I;S_‘,’(;A) est une famille {\, }aca de formes linéaires

Ao € Homa(S,(Uy; A); A) telle que, pour toute paire d’indices (a, 8) € 22, les formes A, et Ag prennent les
mémes valeurs sur les simplexes singuliers de Uyg. Or, ceci équivaut tres précisément a se donner une forme
linéaire sur S,(U; A). L’identification des complexes est laissée aux soins du lecteur.

Remarque 2. Le fait que Z est un quasi-isomorphisme est conséquence du fait que 'inclusion de complexes
de chaines (S, (U; A),6.) C (S.(X;A),d.) est déja un quasi-isomorphisme (°*). Ceci résulte de ce que, pour
chaque p € N, tout simplexe singulier S,,(X; A) est homologue, dans (S, (X; A),d.), & une chaine singuliere
de S,(U; A). La vérification de cette derniere assertion passe par deux observations.

1) La division barycentrique des simplexes standard. (loc. cit. pages 123-124.) 1l s’agit de 'opération D
qui subdivise un p-simplexe standard en réunion de p-simplexes standard plus petits. Plutot que de donner
la définition précise, pour tout p, nous indiquons dans une illustration ’effet de ’opération en question sur

53 Le faits que les A-modules (S.(U; A),d.) et (S.(X;A),d.) solent libres et que les complexes soient bornés

a gauche, garantissent la validité de cette affirmation.
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les 1-simplexes et 2-simplexes.

Ay D(D(A))

La propriété de compacité de A, intervient alors pour assurer que pour tout recouvrement ouvert ¥V de A,
il existe un entier r (suffisamment grand) tel que chaque simplexe de D"(A,,) est contenu dans au moins
l'un des ouverts du recouvrement V), et ceci en raison du fait que le diametre des simplexes de D"(A,)
converge uniformément vers zéro lorsque r tend vers l'infini.

2) Les chaines singulieres définies par division barycentrique sont homologues au simplexe standard de départ.
Par exemple, dans le cas de Ay, on a:

AQND(AQ)Z:O'1+O'2+0'3+O'4+O'5+0'6,

en particulier, si f : Ay — X est une application continue, le simplexe singulier défini par f sera homologue
a la chaine singuliere Z;j foo;.

Reprenons maintenant I'inclusion de complexes de chaines: (S, (U; A),d.) C (S« (X;A),d.). Soit f: A, —
X un p-simplexe singulier de X et notons f~!(U) le recouvrement de A, obtenu et considérant les images
inverses par f des ouverts de Y. D’aprés la remarque (1) ci-dessus, il existe r € N assez grand tel que les
simplexes de la subdivision D"(A,) sont contenus dans des ouverts de f~*(U). La relation d’homologie rap-
pelée dans (2) nous dit alors que A, ~ ZDT(AP) o de sorte que f ~ ZDT<AP) f oo et bien évidemment
foo e S,(U; A) pour chaque o € D"(A,). Il s’ensuit que comme une chaine singuliére w de S,(X; A) est
une somme (finie) de simplexes singuliers, les homologies entre les simplexes de w et des chaines de S, (U; A)
donnent une homologie entre w et une chaine de S,(U; A). n

15.4-3. Corollaire : Soit M une variété différentiable admettant de partitions de I'unité. Il existe
des isomorphismes canoniques entre la cohomologie de de Rham de M , la cohomologie singuliére de
M & coefficients dans R, la cohomologie de Cech du faisceaux des fonctions localement constantes
Ras et la cohomologie de faisceaux de Ryy.

§16. Schémas affines et variétés algébriques affines

Le but de ce chapitre est 'introduction des concepts de schéma affine associé a un anneau com-
mutatif et de variété algébrique affine. 11 s’agira d’espaces topologiques annelés, i.e. des espaces
topologiques munis d’un faisceaux d’anneaux : leur faisceaux structural. Nous rappellerons les défi-
nitions classiques de maniere comparative, a la fois pour montrer leur différences, mais aussi leurs
similitudes en particulier dans le cas des algebres de type fini sur un corps algébriquement clos.
Enfin, nous introduirons la catégorie des (faisceaux de) modules quasi-cohérents et démontrerons
le théoreme d’acyclicité de Serre qui affirme qu'un module quasi-cohérent sur un schéma ncethérien
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affine ou sur une variété algébrique affine est acyclique pour le foncteur des sections globales sur

la catégorie des faisceaux de groupes abéliens.

16.1 Espaces topologiques noethériens

Un espace topologique Y est dit «ncethérien» lorsque toute suite décroissante de fermés est sta-
tionnaire, i.e. pour tout suite de fermés de Y : Z, D Zy, D Z32D --- D Z, O ---, il existe N € N
tel que Zy = Zn 1, pour tout h € N.

16.1-1. Remarque: De maniére duale : un espace topologique est ncethérien, si et seulement si, toute
suite croissante d’ouverts est stationnaire.

Tout sous-ensemble d’un espace ncethérien (muni de la topologie induite) est également noethérien.

16.1-2. Exercice et définition: Démontrer que sur un espace topologique ncethérien Y, de tout
recouvrement ouvert de Y, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Les espaces topologiques
vérifiant cette propriété sont appelés «quasi-compacts ».

Prouver que Y est ncethérien, si et seulement si, tout ouvert de Y est quasi-compact.

16.1-3. Définition: Un fermé Z C Y est dit «réductible» lorsqu'il est réunion d'un nombre fini de
fermés différents de Z lui-méme, i.e. s'il existe Z1,Zs,...,Z, C Z telsque Z = Z; UZyU---U Z,.
Le fermé Z est dit «irréductible» dans le cas contraire.

16.1-4. Remarque: L’adhérence d’un point est toujours un fermé irréductible. On retiendra dans la
définition 16.1-3 que ce qui est essentiel, c’est le fait que 'on s’y intéresse aux recouvrements fermés
«finis» ; autrement tout fermé est réunion des adhérences des points qu’il contient.

16.1-5. Exercice: Montrer qu’un fermé Z est irréductible, si et seulement si, une inclusion de la

forme:
ZCZyu---UZ,,

ou les Z; sont fermés, n’est possible que si Z est contenu dans au moins I'un des Z;.

16.1-6. Définition : On appelle «décomposition fermée (resp. irréductible)» d'un espace ncethérien Y,
toute famille finie {Z1, ..., Z,.} de fermés (resp. irréductibles) de Y telle que:

Y=Z,U---UZ,; et
Z; C Z;, sietseulementsi, i=j.
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16.1-7. Lemme (et définition): Tout espace topologique ncethérien Y admet une décomposi-
tion irréductible, et une seule a indexation preés. Les fermés irréductibles ainsi déterminés sont

appelés «les composantes irréductibles de Y ».

Démonstration :

» Existence de décompositions irréductibles. Commencons par observer que un fermé Z de Y, n’ad-
mettant pas de décomposition irréductible, est nécessairement réductible, mais aussi, que dans toute dé-
composition Z = Z,UZ,, ou Z1,Z> C Z,'un au moins des Z; n’admettra pas non plus de décomposition
irréductible (faute de quoi des décompositions irréductibles des Z; donneraient une telle décomposition
pour Z). Par conséquent, si Y =: Z, n’admettait pas de décomposition irréductible, I’application de
cette remarque permettrait de construire une suite infinie et strictement décroissante de fermés de Y
n’admettant pas de décompositions irréductibles :

Z0272,272:2 22,2

et ceci serait contraire & la noethérianité de Y.

» Unicité des décompositions irréductibles. Considérons maintenant deux décompositions irréduc-
tibles:
Y=ZU---UZ, e Y=2ZU---UZ,.

L’application de l'exercice 16.1-5 montre que Z; est contenu (apres réindexation) dans Z] ; mais aussi que

Z| C Z, pour un certain a = 1,...,7. Or, I'inclusion Z; C Z] C Z, n’est possible (dans une décompo-
sition) que si a = 1 et donc Z; = Z1. Un raisonnement inductif immédiat permet alors de conclure que
r =1’ et que les deux décompositions sont (& l'indexation pres) identiques. n

Espaces topologiques ncethériens irréductibles
Les assertions du lemme suivant sont vraies sur un espace topologique ncethérien irréductible Y.

16.1-8. Lemme (et exercice):
a) Deux ouverts non vides de Y ont toujours une intersection non triviale.
b) Un ouvert non vide de Y est partout dense.

¢) Y est un espace topologique connexe.

16.1-9. Exercice: Montrer qu'un espace topologique ncethérien est séparé, si et seulement si, c’est
un ensemble fini muni de la topologie discrete.

16.1.1 Dimension d’un espace topologique noethérien. Soit Y un espace topologique, ap-
pelons «longueur» d’une suite strictement décroissante de fermés Zy 2 Z; 2 --- 2 Z,., le nombre
r. On appelle «dimension topologique» de Y, et on note dimY’, la borne supérieure des longueurs
des suites strictement décroissantes de fermés irréductibles.

16.1.1-1. Exercice:
a) Soit {U;} un recouvrement ouvert fini de Y. Montrer que dimY = sup,{dimU; }.

b) Soit F un fermé de Y, montrer que dimF < dimY . Supposons Y irréductible de dimension finie.
Montrer que tout fermé différent de Y, est de dimension strictement plus petite que dimY .
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c) Soit Y = RN muni de la topologie dont les fermés sont les réunions finies de sous-espaces vectoriels
de dimension finie. Vérifiez que l'on a bien une topologie d’espace noethérien sur Y. Montrer que le
fermés irréductibles de Y sont les sous-espaces vectoriels ; puis que Y est de dimension topologique
infinie.

16.2 Spectres associés a un anneau commutatif arbitraire

54

Dans cette section nous associons & un anneau commutatif (avec identité multiplicative) (™), noté
A, deux espaces topologiques: Spec(A) et Spm(A). Les espaces associés & un anneau noethérien

seront noethériens.

16.2.1 Les espaces topologiques Spec(A) et Spm(A). Nous allons noter les idéaux d’un an-
neau A par des lettres gothiques majuscules. Pour des idéaux 2 et B, on notera A - B et A + B,

respectivement l'idéal “produit” et “somme” de 2A et ‘B.

16.2.1-1. Définition : On appelle «radical»(”) d'un idéal 2, noté Rad(2A), I'intersection des idéaux

maximaux de A contenant 2l :

Rad(2A) 1= () gpog P |ol M désigne un idéal maximal de A.

On appelle «radical de I'anneau A » le radical de I'idéal O.

On appelle «radical nilpotent» de 2, noté v/, I'ensemble (I'idéal) des éléments a € A pour lesquels
il existe m € N\{0} (dépendant de a), tel que a™ € 2. Le radical nilpotent d'un idéal est I'intersection

des idéaux premiers qui le contiennent ;

V= Nooa B ol P désigne un idéal premier de A.

On appelle «radical de nilpotence de I'anneau A», I'idéal v/0. Un anneau A est dit «réduit» lorsque
son radical de nilpotence est nul, i.e. lorsque A ne posséde pas d'élément nilpotent non nul.

Pour tout idéal 2, on a trivialement:
A C VA=A C Rad(A) = Rad(Rad(A))
Un idéal 21 sera dit «radical», resp. «nil-radical», lorsque 2 = Rad(2), resp. 2 = V2. (*) (7)

Rappelons les résultats élémentaires suivants dont la démonstration est laissée en exercice :

" Dans la suite, tous les anneaux considérés seront commutatifs et posséderont une identité multiplicative. Il
est important de ne pas exclure dans la définition d’anneau, ’anneau nul, i.e. 'anneau vérifiant 1 = 0!

% Appelé également «radical de Jacobson ».

% En particulier 'anneau A est un idéal radical (et nil-radical) puisque la famille des idéaux maximaux le con-
tenant est vide. On apprend en théorie des ensembles que l'intersection d’une famille vide de sous ensembles
d’un ensemble A donné, est ’ensemble A lui-méme.

5" Nous verrons que dans le cas des algebres de type fini sur un corps algébriquement clos, 'inclusion vl C Rad ()
est une égalité. Les notions d’idéal radical et de nil-radical y seront donc confondues.
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16.2.1-2. Lemme: Soit A un anneau commutatif arbitraire. Pour toute partie (vide ou non)

A C A, notons Viy(A) (resp. V,(A)) I'ensemble des idéaux maximaux (resp. premiers) qui contien-

nent A. Alors:

Z-1) Si A C B, alors Vy(A) D Va(B) et V,(A) D V,(B).

Z-2) Vi (0) (resp. V,(0)) est I'ensemble des idéaux maximaux (resp. premiers) de A, et I'on a
V.({1}) = 2.

Z-3) Va(A) = Vi ((4)) = Vi (Rad((4))) et V;(4) = V,((4)) =, (V(4)).

7-4) Vi(A - B) = V,(2A) U V.(B).

Z-5) Vi (3, 24;) =) Va (), o Y-, A; désigne la somme d’une famille arbitraire {2(;} d’idéaux.

ou V. désigne indifféremment V;, et Vj, et la notation (A) réfere a I'idéal de A engendré par A.

16.2.1-3. Remarque et définition: En particulier les parties V}, (A) constituent les fermés pour une
certaine topologie sur V; (0) ; ¢’est la «topologie spectrale (souvent appelée de Zariski) » de V;(0). (Mu-
tatis mutandis pour Vj,.)

L’inclusion ensembliste Vi, (0) C V,(0) sera alors un plongement d’espaces topologiques.

16.2.1-4. Définition : On appelle «spectre premier» ou plus simplement «spectre» (resp. «spectre maxi-
mal») d'un anneau commutatif A, I'ensemble V;(0) (resp. Viy(0)) de ses idéaux premiers (resp. maxi-
maux) ; on le notera Spec(A) (resp. Spm(A)) et sera muni de la topologie spectrale.

16.2.1-5. Exercice: Montrer que le spectre premier d’'un produit direct de deux anneaux est la
réunion disjointe de leurs spectres, i.e.: Spec(A;x As) = Spec(A;) Il Spec(As).

16.2.1-6. Définition : Soit A un anneau, on appelle «dimension de Krull» ou plus simplement «dimension »
de A, la dimension de Spec(A).

16.2.1-7. Remarque et exercice: Pour toute partie F' de Spec(A) (resp. Spm(A)), notons J(F')
I'idéal intersection des idéaux de A appartenant & F'; L'idéal Z(F') est donc nil-radical (resp. radical).
(On a Z(@) = A.) Notons aussi F' adhérence de F pour la topologie spectrale, et Vi =V, (resp.
Vin)-

Montrer que les correspondances :

{fermés de Spec(A)} —2— {idéaux nil-radicaux (resp. radicaux) de A}
{idéaux de A} Y {fermés de Spec(A)}
vérifient :
1) 3(F) est un idéal nil-radical (resp. radical), J(F) = J(F) et V,(J(F)) = F.

2) Vp(2) = V (VA) et I(V(2) = VA (resp. Vin(R) = Vi (Rad()) et I(Via(2)) =
Rad(A)).
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3) VioJoV, =V, et JoV, 0T = 7. En particulier, J établit une bijection entre les parties
fermées de Spec(A) (resp. Spm(A)) et les idéaux nil-radicaux (resp. radicaux) A.

16.2.2 Fermés irréductibles de Spec(A) et Spm(A). Toute partie fermée F de Spec(A) est
de la forme V;, (3(F)). Lorsque F = V,(B) UV, (¢), on a J(F) D /B - € D B - €. En particulier, si
J(F) est un idéal premier, J(F) D 9B, ou bien J(F) D €; et F est irréductible. Réciproquement,
si J(F) n’est pas premier, il existe a1, a2 € A\J(F) tels que ajay € J(F) et clairement pour tout
idéal premier 8 € F': ou bien B D (a;), ou bien P D (az). Par conséquent,

F = [FVy(a)] UF N Vy(a2)] = [V (3(F) + (a))] U [ (3(F) + (a)]

et nécessairement F 2 V; (J(F) + (a;)) car autrement a; € J(F). (Cette remarque est également
vraie dans le cas de Spm(A) et pour Vj,.)

Le lemme suivant est donc démontré:

16.2.2-1. Lemme: Soit A un anneau commutatif arbitraire.

1) La correspondance qui associe & un fermé F C Spec(A) (resp. Spm(A)), I'idéal J(F'), est bijec-

tive entre les fermés irréductibles et les idéaux premiers de A appartenant a I'image de J.

2) L’espace Spec(A) est irréductible, si et seulement si, son radical nilpotent /0 est premier; en

particulier, si et seulement si, 'anneau réduit Red(A) := A/+/0 est intégre

3) L’espace Spm(A) est irréductible, si et seulement si, son radical (de Jacobson) Rad(0) est pre-

mier.

16.2.2-2. Remarque et définition: La propriété ((1)) équivaut au fait que les fermés irréductibles
du spectre premier d’un anneau contiennent un point «générique», i.e. un point partout dense
dans le fermé en question. Pour tout z € Spec(A), le fermé T est irréductible et lapplication
Spec(A) — {fermés irréductibles} définie par & — T est une bijection. L’ensemble des points gé-
nériques d’un espace topologique est donné par 'intersection de ses ouverts non vides ; pour un fermé

d’un spectre premier d’un anneau, cette intersection contient au plus un élément.

16.2.2-3. Exercice: Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes pour un anneau commu-
tatif A:

a) A est noethérien;

b) les espaces Spec(A) et Spm(A) sont ncethériens.

16.2.2-4. Remarque: On prendra garde du fait que la noethérianité de Spm(A) n’entraine pas
celle de A. Le spectre maximal d’un anneau local, ncethérien ou non, est toujours réduit a un point.
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16.2.2-5. Exemples:
a) Lorsque A est un corps, on a Spec(A) = Spm(A) = {0}. Sa dimension est nulle.

b) Lorsque A = Z, l'espace Spec(Z) s’identifie & 'ensemble des nombres premiers plus 0. L’idéal
nul est partout dense dans Spec(Z) et comme tout autre idéal premier est maximal, Spm(Z) =
Spec(Z)\0. En particulier, dim(Z) = 1. (Cette remarque est également vraie pour tout domaine
principal.)

16.2.2-6. Exercice: Soit M une variété différentiable de classe C" compacte et de dimension d.
Posons A =C"(M).

1) Non Irréductibilité de Spec(A). Montrer que A n’est pas intégre, puis que son radical nilpotent
est 'idéal nul. En déduire que Spec(A) n’est pas irréductible.

2) Idéaux Maximaux. Tout point m € M détermine un homomorphisme surjectif d’anneaux
v(m) : A — R en posant v(m)(f) := f(m), pour tout f € A. L’ensemble des fonctions s’an-
nulant en m est donc un idéal maximal de A, noté 9, .

a) Soit 2 un idéal de A tel que, pour tout m € M, il existe f,, € 2 vérifiant f,,(m) # 0. Montrer
alors, a ’aide de fonctions plateaux de support arbitrairement petit, que pour tout m € M, il
existe g, € 2, positive ou nulle, et telle que g,,(m) > 0; puis, a l'aide de partitions de I'unité,
qu'il existe g € 2 nulle part nulle. Conclure que A = A.

b) En déduire que si I est un idéal maximal de A, il est de la forme 9,,, pour un certain m € M.
Ainsi, ensemble Spm(A) s’identifie naturellement & M.

3) Non Irréductibilité de Spm(A). Déduire de la question précédente que Rad(0) = 0 et donc que
Spm(A) n’est pas irréductible.

4) Idéaux Premiers. Soit P8 un idéal premier de A. Déduire des questions précédentes qu'il existe un
unique myg € M, tel que P C M,y,,. Puis, toujours a I'aide de fonctions plateaux, que B contient
I'idéal des fonctions dont le germe en m est nul. En particulier, si A(,,) désigne 'anneau des germes
de fonctions C” en m et si v,, : A — Ay est le morphisme canonique, conclure que *B est I'image
inverse d’un idéal premier de A(y,).

5) Non Noethérianité-I. Montrer que tout fermé irréductible de Spec(A) rencontre Spm(A) en un
unique point. En conclure que Spec(A) et Spm(A) ne sont pas noethériens. (Indication : Autrement,
ils seraient réunion d’un nombre fini de composantes irréductibles. . .)

6) Quasi-compacité. Montrer que Papplication ¢ : m — 9M,,, de la variété M vers I'espace Spec(A)
est continue. En déduire que Spec(A) et Spm(A) sont quasi-compacts.

7) Non Neethérianité-II. Pour tout f € A, notons Z(f) 'ensemble des points de M ou f s’annule.
Prouver I'égalité :

Z(f) = v~ (V(Z () NSpm(4)) .

Redémontrer alors que Spec(A) n’est pas un espace topologique noethérien en montrant qu’il existe
des suites strictement décroissantes de fermés, de longueur infinie.

8) Dimension. Pour chaque m € M, anneau C" (M), est intégre, local et isomorphe & C™(R%)(q).

a) Soit ¢ : R — R? lapplication t — (¢,0,...,0). Pour toute f € C"(R%), on a for € C"(R)
et si le germe de f en 0 est nul, il en est de méme pour la fonction f o, d’ou I'application
t(0y : C"(R%) 9y = C"(R) oy induite sur les anneaux des germes de fonction C”. Montrer que ¢(g)
est surjective et donc que Spec(C"(M)) est de dimension infinie, 8’il existe des suites infinies
strictement décroissantes d’idéaux premiers dans C"(R) ).

b) Soit D ’ensemble des parties de R constituées des points des suites de nombres réels positifs
convergeant vers 0. Pour S € D, on note PBs l'ensemble des fonctions f de C"(R) telles que
f7H0) N S est de cardinal infini.

» Montrer que pour tout S € D, ’ensemble Bg est un idéal premier de A.
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» Munissons D du préordre défini par S; <S>, si et seulement si, il existe un voisinage U de
0 €, tel que S;NU C S, NU. Montrer que:

PBs, €Ps,, sietseulement si, S;=85;.
» Montrer que pour tous S1, 82 € D, on a Pg, = Psg,, si et seulement si, S; et Sy définissent

le méme “germe d’ensemble” en 0.

» Notons Doy I'ensemble des germes en zéro des éléments de D. Muni de la relation induite
par <, on a un ensemble partiellement ordonné (D(gy; <). Construire une suite infinie stricte-
ment décroissante d’éléments de D g. En déduire que Spec(A) est de dimension infinie pour
A =C"(M)oureNetou M est une variété de classe C" de dimension supérieure ou égale
A un.

16.3 Spectres associés aux algebres de type fini sur un corps

16.3.1 Le cas des algébres de polynémes. Soit k un corps arbitraire, et considérons la k-
algebre A = k[X,...,X,] des polynémes & n variables, & coefficients dans k. L’espace Spec(A)
est neethérien et comme A est integre, Spec(A) est un espace irréductible.

Notons A, (k) le k-espace affine k™. Les éléments de l'algebre A définissent alors des fonc-
tions sur A, (k), i.e. des applications de A, (k) & valeurs dans k. En effet, pour tout polyndme
P e k[Xy,...,X,] et tout @ = (a1,...,an) € A,(k), on pose P(a) := P(ay,...,a,) € k. La cor-
respondance ainsi définie A — Fonctions(A, (k); k) est alors un homomorphisme d’anneaux (qui
est injectif, si et seulement si, le corps k est de cardinal infini).

Pour tout a € A, (k) le morphisme v(a) : A — k, défini par P — P(a), est un homomor-
phisme surjectif d’anneaux. Son noyau est donc un idéal mazimal 9, de A. Nous avons ainsi une

application injective :
Za: A, (k) — Spm(A)

a —— M,

Ensembles algébriques et topologie de Zariski sur A, (k)

16.3.1-1. Définition : Soit A un sous-ensemble de A = k[X7, ..., X,,]. On appelle «ensemble des zéros
de A» le sous-ensemble Z(A) de A, (k) constitué des points a tels que P(a) = 0 pour tout P € A.
On appelle «<ensemble algébrique» ol «fermé de Zariski» de A, (k) toute partie de la forme Z(A).

Le lemme 16.2.1-2 est vrai en remplagant V, par Z. En particulier, les ensembles algébriques de
A, (k) définissent les fermés d'une topologie sur A, (k), c'est sa «topologie de Zariski».

16.3.1-2. Lemme: L’application 4 : A, (k) — Spm(A) est un homéomorphisme sur son image.

Démonstration: En effet, on a tautologiquement =" (Vi (1)) = Z(A). L]

16.3.1-3. Remarque: Pour toute partie F' C A,,(k), notons Z(F') le sous-ensemble (idéal) de A =
k[X1,...,X,] des polynomes s’annulant en tout point a € F', soit :
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et Z(F) est trivialement un idéal radical (et nil-radical). On a Z(Z(F')) D F et Z(Z(F)) s’identifie &
I'adhérence F de F pour la topologie de Zariski de A,, (k).

Les correspondances :

{fermés de Zariski de A, (k)} —2— {idéaux radicaux de A}
{idéaux de A} —Z— {fermés de Zariski de A, (k)}

vérifient donc les propriétés suivantes :

1) 3(F) est un idéal radical (et nil-radical), J(F) = J(F) et Z(J(F)) = F.

2) Z(A) = Z(Rad(A)) = Z(VA) et I(Z(A)) = Rad () .

3) ZoJoZ =Z et JoZoJ =7. En particulier, J établit une bijection entre les parties
fermées de A, (k) et les idéaux de 'image de Z.

On prendra garde du fait qu’il est faux en général que I'image de Z soit I’ensemble des idéaux
radicaux de A. Lorsque A = R[X], I'idéal 2 = (X2 + 1) est maximal mais Z() = @ et donc A
n’appartient pas a I'image de Z.

Algebres de polynémes a coefficients dans un corps algébriquement clos

Lorsque le corps k de coefficients est algébriquement clos, des simplifications considérables de la
théorie ont lieu grace au “Théoreme des zéros de Hilbert” (le NullStellenSatz)(™). 1l affirme que,
pour tout idéal A € A = k[Xy,...,X,], on a:

Z((A) =g, sietseulement si, A=A
dont on déduit : Rad(A) = Z(Z(A)) = VA

Les propositions suivantes en découlent :

16.3.1-4. Proposition: Soit A = k[X1,...,X,], ot k est un corps algébriquement clos. L’appli-
cation 24 : A, (k) — Spm(A) est un homéomorphisme sur Spm(A).

Démonstration: D’apres le théoréeme des zéros de Hilbert, tout idéal propre de A possede au moins un zéro
dans A, (k), ceci signifie précisément qu’il est contenu dans un idéal maximal de la forme 91,. En particulier,
tout idéal maximal de A est de la forme Z4(a). L]

16.3.1-5. Théoréme: Soit A = k[X1,...,X,], ot k est un corps algébriquement clos. Alors :

a) Les applications :
{fermés de Spec(A)} —— {fermés de Spm(A)}

F, —— F, :=F,NSpm(A)
{ouverts de Spec(A)} —— {ouverts de Spm(A)}
Uy —— Un :=U, NSpm(A)
ot les indices p et m font référence respectivement aux spectres premier et maximal, sont

bijectives.

En particulier, pour tout ouvert U, C Spm(A), Iintersection des ouverts V de Spec(A)

% On pourra consulter [Ful] pages 2022, pour une démonstration trés simple des théorémes de Hilbert.
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vérifiant Uy, C V, est un ouvert de Spec(A), a savoir: I'ouvert U, ().
b) Spm(A) est partout dense dans Spec(A).

c) Les composantes irréductibles d’un fermé F de Spm(A) sont les “traces” des composantes
irréductibles de I'adhérence de F dans Spec(A)

d) dim(Spec(A)) = dim(Spm(A)).
e) Spm(A) est irréductible.

Démonstration :

a) La correspondance F' +— F N Spm(A) et clairement surjective. Soit maintenant F' une partie fermée de
Spec(A), on a F = V,(A) et F N Spm(A) est I'ensemble des idéaux mazimauz de A contenant 2. L’ad-
hérence de cet ensemble dans Spec(A) est 'ensemble des idéaux premiers de A contenant Rad(2l), soit,
d’apres le théoreme des zéros de Hilbert : Vp(\/ﬁ)7 et cet ensemble est précisément F'; la correspondance
F — F N Spm(A) admet donc un inverse & gauche ('adhérence dans Spec(A)), ce qui entraine son
injectivité.

L’assertion concernant les ouverts en découle par *

‘passage aux complémentaires”.
b) Immédiat d’apres (a).

c) 1l suffit de montrer que si F' est irréductible dans Spm(A), son adhérence F' dans Spec(A) I'est également.
Orsi F = Fy UF,, on aura F = (F; N Spm(A)) U (Fy N Spm(A)) et par exemple F = (F; N Spm(A)),
auquel cas F = F; d’apres (a).

d,e) Immédiats d’apres (c). L]

’16.3.1-6. Remarque sur le foncteur “image inverse de faisceaux” ‘: Soit f: Y — X une applica-

tion continue entre deux espaces topologiques. Notons Fais(Y) et Fais(X) les catégories (abéliennes) des
faisceaux de groupes abéliens sur Y et X respectivement.

Foncteur image inverse pour les catégories de faisceaux. Pour tout F € Ob(Fais(X)), la correspon-
dance: ~
U (ouvert de Y) ~ (f'F)(U) = limsncy F(V), (V ouvert de X),
est un préfaisceau sur Y mais n’est généralement pas un faisceau. On définit alors f~!(F) comme étant
“le faisceau associé” au préfaisceau f1F.
Il résulte immédiatement de cette définition que pour tout y € Y, on a un isomorphisme pour les

germes: (f71F) ) = F(ry)), et le foncteur f~1 : Fais(X) ~» Fais(Y') est additif et ezact.

Restriction de faisceaux. Dans le cas particulier ou Y est un sous-ensemble de X muni de la topologie
induite et que ¢ : Y < X est 'application canonique d’inclusion, on définit «la restriction d’un faisceau
F € Ob(Fais(X)) & Y » comme étant le faisceau ¢~ ' F, noté également F|y .

Signalons que le préfaisceau :
U (ouvert de Y) ~ (I7'F)(U) =limycy F(V), (V ouvert de X),

n’est pas non plus, en toute généralité, un faisceau. C’est cependant le cas dans bien de situations,
par exemple :

1) Lorsque Y admet une base de voisinages paracompacts (c¢f. [Gods] §3.3 page 151).

2) Dans le cas ot Y = Spm(A) C X = Spec(A) et A est une algebre de type fini sur un corps algébri-
quement clos.

% Cette remarque sera particulierement utile dans ’étude du foncteur de “restriction de faisceaux” (cf. encadré
16.3.1-6, page 210).
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Ot seule la situation ((2)) nous concerne directement dans ce chapitre. Elle est conséquence immédiate
de I'assertion (a) du théoréme 16.3.1-5, qui montre que pour tout faisceau F € Ob(Fais(Spec(A))) et tout
ouvert U € Spm(A), on a:
F(Up) = limy,cy F(V) = (7' F)(Un), soit, [(Un;i'F) =T(Up; F). (i
Ce qui entraine aussitot I’exactitude de la suite:
0— (7' F)(Un) = [] ' F) (Una) = [ C7'F) Uniis)
€7 4,j€T

pour tout ouvert Uy, de Spm(A) et tout recouvrement ouvert {Un,; }icy de Uy. Par conséquent, c =1 =771

Cohomologie de faisceaux de l'image inverse d’un faisceaux. Si nous composons maintenant le
foncteur image inverse avec le foncteur “image directe” f., (déja introduit dans ces notes et rappelé dans
lencadré 16.5-4 page 217), on obtient, pour tout F € Ob(Fais(X)), un morphisme de faisceaux :
‘F — f*f_l]:7
dont un déduit un morphisme canonique entre les cohomologies de faisceaux:
HY(X;F) — H*(Y; f7'F).

Ce morphisme n’est pas un isomorphisme en général, mais dans le cas particulier de spectres, on a:

16.3.1-6.1. Proposition: Soit A une algébre de type fini sur un corps algébriquement clos, notons
Y = Spm(A), X = Spec(A) et v : Y — X Ilinjection canonique. Alors, pour tout faisceau de groupes
abéliens F sur X, le morphisme canonique :

H(X;F) — H*(Y;07'F).

est un isomorphisme.

Démonstration: En effet, 'égalité I'(Un; ¢ ™'G) = T'(Uy; G), vérifiée pour tout G € Ob(Fais(X)) et tout
ouvert U, C Spm(A), entraine que la restriction d’un faisceau flasque sur X sera également flasque sur
Y, et comme d’autre part le foncteur ¢! est exact, la restriction d'une résolution flasque de F sur X
sera une résolution flasque de ¢t~ ! F sur Y.

L’égalité T'(Spm(A);~1G) = T'(Spec(A); G), vérifiée pour tout G € Ob(Fais(X)), termine la démons-
tration de cette proposition. [

Equivalence de catégories de faisceaux. Plagons-nous dans le cas ou A est une algebre de type fini sur
un corps algébriquement clos et Y = Spm(A) et X = Spec(A), notons ¢ : Y — X l’inclusion canonique.
Les remarques précédentes montrent le théoreme suivant :

16.3.1-6.1. Théoréme: Les foncteurs additifs :
L« : Fais(Spm(A)) ~ Fais(Spec(A)) et ™' : Fais(Spec(A)) ~ Fais(Spm(A)),

sont inverses 'un de I'autre, il établissent donc des équivalences de catégories.

Avertissement. On prendra garde du fait que la définition du foncteur “image inverse de faisceaux”,
valable pour les faisceaux de groupes abéliens, est inadaptée dans la catégorie d’espaces annelés. En effet,
si f:(Y;0y) = (X;0x) est un morphisme d’espaces annelés, et si M est un Ox-module, le faisceau
f~M n’a pas de structure canonique de Oy-module; on définit alors I'<image inverse du Ox-module
M » par:

ffM:=0Oy Qr-104 fﬁl./\/l .

Nous reviendrons sur cette notion ultérieurement.

Dimension de k[Xq,...,X,]
Nous avons déja remarqué dans les exemples 16.2.2-5 que dim(k) = 0 et dim(k[X]) = 1. On a plus

généralement :

- 211 —



§16.3 ALBERTO ARABIA 816

16.3.1-6. Proposition: Soit k un corps arbitraire, alors dim(k[Xy, ..., X,]) = n.

’16.3.1-7 . Rappel sur les anneaux de fractions-I |: Soit A un anneau commutatif arbitraire.

On appelle «systéme multiplicatif » tout ensemble S C A vérifiant: 1 € S, et st € S, pour tous s,t € S.
(Les complémentaires des idéaux premiers sont des exemples importants de systémes multiplicatifs.)
Soit S un systeme multiplicatif de A et considérons ’ensemble A x.S, muni de la relation d’équivalence :
(a,s) R (b,t), siet seulement si, il existe u € S tel que wu(at —bs) =0.
Notons S~ A I'ensemble des classes d’équivalence de Ax.S; et 2 ou a/s la classe d’équivalence du couple

(a, s). Les expressions suivantes définissent deux opérations binaires: une “addition (4)”, et une “multi-
plication (-)”, sur S7'A:

b ._ at+tbs. b._ ab.
SHYE A et Sepi= )
et (S71A, +,, %, %) est un anneau. Posons 0 := % et 1:= %, on a0 # 1, si et seulement si, 0 € S.

Les anneaux A et S~!A sont reliés par ’homomorphisme :

vs: A—— STTA

a —— 7

dont le noyau est la réunion des annulateurs dans A des éléments de S; en particulier: si A est integre
vg est injectif.

16.3.1-7.1. Lemme (et exercice): Soit A un anneau commutatif et S C A un systéme multiplicatif.
a) Montrer que 'anneau S™! A est caractérisé par la propriété universelle suivante :

“Pour tout anneau B et tout homomorphisme d’anneaux o : A — B, tel que: pour tout s € S, a(s)
est inversible dans B, il existe un, et un seul, homomorphisme d’anneaux o’ : S™'A — B vérifiant
a=a ovg.”

b) Soit {s1,...,s-} € A un ensemble fini, et notons S le systéme multiplicatif de A consistant en tous
les éléments de la forme s7** -+ - s™r, pour m; € N. Déduire de (16.3.1-7.1-a) que I’homomorphisme
déterminé par :

A[Xl,. ..,XT]/<51X1 — 17 .. -7ST'X7‘ — 1> e S_lA
[XZ} — ’

S
est un isomorphisme.
En déduire que si S admet un systéme fini de générateurs, 'anneau S~' A est une A-algébre de type
fini.
¢) Pour tout homomorphisme d’anneaux « : A — B notons «(S) le systéme multiplicatif image par

a de S. II existe alors un, et un seul, homomorphisme v, s : ST*A — «(S)™'B qui commute aux
morphismes vg et Vq(s)-

16.3.1-7.1. Exercice: Soient A un anneau commutatif, et S C T C A deux systémes multiplicatifs de

1) Montrer qu’il existe un, et un seul, homomorphisme d’anneaux vg 7 : S~*A — T~! A, tel que l'on ait:
vp =VsTOoVlgs.

2) Montrer que vg(T) est un systéme multiplicatif de 'anneau S~1A, et que Papplication canonique
T-'A — (vg(T))~}(S~'A) donnée par le lemme 16.3.1-7.1, est un isomorphisme d’anneaux.

3) Pour tout systéme multiplicatif S C A, notons S 'ensemble des ¢t € A pour lesquels il existe u € A et
s € S tels que stu € S; on a S 2 S. Montrer que le morphisme canonique vgg: S™'A — S™' A est
un isomorphisme d’anneaux.

Réciproquement, montrer que si T" est un systeme multiplicatif de A vérifiant : S C T' et le morphisme
canonique vg,r : ST'A — T~ A, est un isomorphisme, alors S C T C S.
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16.3.1-7.1. Définition : Soit 2 un idéal de A, on note S~ I'idéal de S~ A engendré par vs(2A). Les
éléments de S~ sont alors les fractions de la forme 2olacUetses.

16.3.1-7.1. Lemme: Le notations étant comme ci-dessus, on a:

1) Pour tout idéal B € S~ A, on a S~*(vg"(B)) = B, en particulier Spec(vs) est injective et S~ A est
ncethérien si A T'est.

2) Pour tout idéal A € A, on a ST = ST1 A, si et seulement si, AN S # @.

3) Lorsque B est un idéal premier de A disjoint de S, Iidéal S~ est premier dans S~ A et

v (STIP) =P.

4) L’application Spec(vg) : Spec(S~1A) — Spec(A) établit une bijection entre les idéaux premiers (resp.

maximaux) de ST' A et ceux de A disjoints de S.

En particulier, pour f € A, notons S(f) le systéme multiplicatif {1, f, f2,..., f",...}. L’anneau
S(f)~*A, noté généralement Ay, est tel que Spec(vg(s)) : Spec(Af) — SpecA est un homéomor-
phisme d’image : Pouvert D(f) complémentaire dans Spec(A) de V({f)).

5) Si A est réduit, ST A l'est également.

Démonstration :
1) L'inclusion S~'(vg'B) C B étant évidente; soit b = £ € B, I'élément & =
vs(A)NB et donc ¢ € vg(vg'B) et comme b= 12, on abien be S~ (vg V).

sa . N
15 appartient alors a

2) Si % =2 ¢ S, ilexiste t € S tel que 0 = t(s—a) = ts—ta, et ts € ANS. La réciproque est triviale.

3) En effet, supposons %% € STI(P). 1l existe alors p € P et u € S tels que %% = 2. Par conséquent

0 = v(uab — stp) et vuab € P, mais comme vu € P et que P est premier, on a a € P ou b € P et donc
2 e 5 1P ou b e SIP. L'idéal S~ est donc bien premier.

Les éléments de vg' (S™19) sont les z € A pour lesquels il existe a € A et s € S vérifiant £ = <.

Par conséquent, t(sx — a) = 0 pour un certain ¢t € S, et comme ts ¢ 3, on a nécessairement = € P et
vg ' (STIP) =B

4,5) Résultent immédiatement des assertions précédentes. u

La localisation des algebres de type fini sur un corps algébriquement clos
Lorsque I'anneau A est un quotient de k[X1,...,X,], le localisé Ay, étant canoniquement isomorphe a
lalgebre A[Y]/(fY — 1) (¢f. lemme 16.3.1-7.1 (b)), est également une algébre de type fini sur k.
Remarquons aussi que pour tout idéal maximal 9t € Ay, le corps résiduel de I’anneau local (A f)m’ que
nous noterons k(9M), est canoniquement isomorphe a k. On peut comprendre ceci par le fait que I'idéal
M “provient” d’un idéal maximal M, de k[X1,..., X,] et que I'isomorphisme canonique (A f)zm — k est
précisément I’évaluation en a € A, (k). L’ensemble de ces applications d’évaluation donne une application
canonique ¢ : Ay — ngAf k. On a alors:

16.3.1-7.1. Proposition: Sous les hypothéses ci-dessus :
a) Pour tout idéal A C Ay, on a Rad(2A) = VL.
b) Lorsque A est une algébre réduite I’application ¢ : Ay — Hchf E(9M) est injective.

Démonstration :
a) Le théoreme de zéros de Hilbert s’applique & Ay puisque c’est une k-algebre de type fini.

b) Le noyau de 1 est le radical (de Jacobson) de A. D’apres la question précédente, c’est le radical de
nilpotence de Ay, nul puisque A a été supposée réduite. u
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Démonstration de la proposition 16.3.1-6: Nous allons procéder par induction sur le nombre n de va-
riables. Pour n = 0, 1, le résultat a déja été justifié ; supposons-le démontré pour n — 1 variables.

Notons A lanneau k[X1, ..., X,]. La suite des idéaux premiers
<X17X27X37"'7Xn> 2 <X23X37~--7Xn> ;2 <X37-~-7Xn> ;2 2 <Xn> 2 0
étant de longueur n, on a dim(A) > n.

Supposons maintenant l’existence d’une suite strictement décroissante d’idéaux premiers de A de longueur
n+1:
Po 2P1 2 2PBn 2 Pnt1 =0; (%)
et telle que Py est l'idéal Mo := (X1q,..., Xn).

Pour chaque j = 1,...,n, notons A; := k[X] le sous-anneau de A des polynémes uniquement en la variable
X;. Les ensembles S; := A;\{0} sont alors des systemes multiplicatifs de A, et 'anneau S LA s’identifie
canoniquement a I’anneau des polynémes en Xq,...,X;,..., X, , a coeflicients dans le corps de fractions
k'(XJ) de k[X]],Ze R

STTA = k(X)X X X

En particulier, dim(S 7 1A) =n — 1 par hypothese de récurrence.
On remarque alors que si P; rencontre S;, on a nécessairement X; € By. En effet, soit
P(X;) = X7(1 - X;Q(X;)) € B,

et supposons que X,; & P; ; la primalité de B, impliquerait alors que 1+ X;Q(X;) € P1 € P > X, mais
ceci est impossible. Ceci étant, si B; rencontre S;, pour tout j = 1,...,n, on devrait avoir P; = Mo, et ce
serait contraire aux données initiales. Il existe donc jo tel que S, NPy = . Le rappel sur les anneaux de
fractions montre alors que ’on a une suite strictement décroissante d’idéaux premiers de Sj_OlA:

-1 -1 -1
S B2 28 B 2 55 Prg1 =0;
de longueur n, ce qui est impossible puisque S} L A est de dimension n — 1.

Les suites () ne peuvent donc pas exister avec Po = Mp.

Or, si k est un corps algébriquement clos, I'idéal 3y, que nous pouvons toujours supposer maximal, sera de
la forme (X; —a1,..., X, —a,) et Phomomorphisme d’anneaux A — A déterminé par X; — X, +a;, qui est
un automorphisme, transformera la suite (*) en une suite de méme longueur ot le premier terme sera I'idéal
Mo, et ceci nous emmene de nouveau a une contradiction. On conclut donc que lorsque & est algébriquement
clos, lanneau k[X7, ..., X,] est de dimension n.

Lorsque k n’est pas algébriquement clos, on considere une cloture algébrique k£ de k. L’extension d’anneaux

A:=k[X,,....,X;] C A:=k[X,,...,X]] est alors entiére et 'on démontre en théorie d’extension d’anneaux
que dans ce cas: pour tout idéal premier (resp. maximal) P C A, il existe un idéal premier (resp. maximal)
0 de A, tel que QN A =. Par conséquent, dim(A) < dimA = n, ce qui termine la démonstration. n

16.3.1-7. Remarque: La proposition 16.3.1-6 est un cas particulier du résultat qui affirme que si A
est un anneau necethérien, on a dim(A[X]) = dim(A) + 1. (Cf. [Mat] §14 page 83.)

16.3.2 Le cas des algébres de type fini sur un corps algébriquement clos. Soient k& un
corps algébriquement clos et B une k-algebre de type fini engendrée par des éléments by, ..., b,.
Le homomorphisme d’anneaux ¢ : A := k[Xy,...,X,] — B, déterminé par X; — b;, est

alors surjectif ; notons B son noyau. La surjectivité de ¢ entraine l'injectivité de 'application
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¢! : Parties(B) — Parties(A), en particulier on a le diagramme(") :

Spec(B) —=—— V,(B) C Spec(A)

1 d
(B) <

Spm(B) ——— V(B) C Spm(A)
Z(VB) ;2(%) C k"

qui montre que l'espace Spm(B) s’identifie (topologiquement) & lensemble algébrique V(98). La
proposition 16.3.1-4 et le théoreme 16.3.1-5 sont donc également vérifiées pour I’algebre B.

16.3.2-1. Remarque: On observera dans ce qui précede que le spectre d’une algebre de type fini B
sur un corps algébriquement clos s’identifie & un ensemble algébrique “plongé” dans un espace affine
k™ pour n suffisamment grand. L’espace topologique ainsi obtenu est indépendant du n > 0 mais aussi
du radical de B. En particulier I’application canonique Spec(Red(B) = B/\ﬂ) — Spec(B) est un
homéomorphisme (de méme pour Spm). Les constructions de cette section sont donc insuffisamment
riches pour distinguer les anneaux. La notion de “schéma affine” comblera ce défaut. (Cf. le théoreme
16.6.3-2)

16.4 Le foncteur “Spec” vers la catégorie d’espaces topologiques

16.4.1 Applications continues associées aux homomorphismes d’anneaux. Soit a: A —
B un homomorphisme d’anneaux. L’application a~! : Parties(B) — Parties(A) associe & tout
idéal (resp. premier) de B, un idéal (resp. premier) de A ; mais il est faux en général que I'image
inverse d'un idéal maximal soit également un idéal maximal ("). L’application o~ définit en tout
cas une application, notée Spec(«), de Spec(B) & valeurs dans Spec(A).

16.4.1-1. Lemme: L’application Spec(a) : Spec(B) — Spec(A) est continue.

Démonstration: Il suffira de montrer que I'image inverse par Spec(a) d’une partie fermée V; (A) de Spec(A)
est fermée dans Spec(B). Or, un idéal premier ¢ de B appartient & l'image inverse par Spec(w) de V;(4),
si et seulement si, a71(B) D A; et ceci équivaut a dire que P O a(A). Par conséquent, Spec(a)~1(V,(4)) =
Vo (a(A)).

Fonctorialité

La correspondance qui associe & un anneau A son spectre Spec(A) et & un homomorphisme d’an-
neaux o : A — B Dapplication Spec(a) : Spec(B) — Spec(A) est fonctorielle contravariante de la
catégorie des anneaux vers la catégorie des espaces topologiques.

De plus, tout fermé F C Spec(A) étant de la forme V,(2(), out 2 est un idéal de A, on a une
identification canonique entre I’espace topologique F' et Spec(A/2A). En effet, les idéaux premiers

% Les deux lignes supérieures ont lieu en toute généralité, elle reposent uniquement sur le fait que ¢ est surjectif.

% Un contre-exemple évident est donné par I'inclusion canonique Z C Q. L’image inverse d’un idéal maximal
est toujours maximal lorsque « est surjective et aussi lorsque A et B sont des k-algebres de type fini et que
« est un homomorphisme de k-algebres ; nous y reviendrons dans la section 16.4.2.
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de A contenant 2 sont les images réciproques par la projection canonique v : A — A/, des

idéaux premiers de A/ ; le plongement F < Spec(A) donné par Uinclusion, s’identifie alors a
Spec(v).

16.4.2 Le foncteur “Spm”. Le fait que 'image inverse par un homomorphisme d’anneaux d’un
idéal maximal puisse ne pas étre maximal, introduit un obstacle a la définition d’un foncteur de la
catégorie des anneaux vers la catégorie des espaces topologiques dont tous les points sont fermés.
Le but de cette section est de montrer que lorsque ’on se restreint aux catégories d’algebres sur
un corps algébriquement clos, cet obstacle disparait et le foncteur Spm existe, de méme qu’un

plongement naturel Spm C Spec.

Les foncteurs Spec et Spm sur la catégorie des k-algebres de type fini
Soit @ : A = k[Xy,...,X,] = B = k[Y3,...,Y,,] un homomorphisme de k-algebres o n et m
sont arbitraires. Notons P;(Y) := a(X;), pour i = 1,...,n. Pour tout idéal maximal 9%, € B, ou

b = (b1,...,b), Panneau quotient B/, s’identifie au corps k et la composée :
A—"5B— B/M, =k,

est surjective ; I'idéal a1 (9M,) est donc maximal dans A et s’identifie & un certain 9,. On vérifie
que a = (Pi(b),..., P,(b)) et lapplication Spec(a) : Spec(B) — Spec(A) se restreint en une
application de Spm(B) & valeurs dans Spm(A), qui, modulo les homéomorphismes Zp et Z4 de la

section 16.3.1, est donnée par @ : b +— a. On a donc:

B+—=— A

Specl l Spec

Spec(a)

Spec(B) ———— Spec(A), oun ‘P Specte)

o™ (P)

Spm(B) ——— > Spm(A), ou My Seeele) a l(My) = M.

- = o T-.

P ——2 k" o b= (b,...,bn) —2— (Py(b),...,P,(b)) =a

Lorsque, dans ce qui précéde, A et B sont des k-algebres de type fini, il existe des entiers
n,m € N, des surjections de k-algebres v : k[X1,...,X,] = A et p: k[Y1,...,Y] — B, et un
homomorphisme d’anneaux o' : k[X7,...,X,] = k[Y1,...,Y.], tels que les diagrammes suivants

sont commutatifs :

K[X1s o Xo] =2 B[Yi, .. Y] Spec(k[X1, ... Xn]) 2 Spec(k[Yi, . .., Yinl)

Vl l B SpeC(V)T c QT Spec(k)
A —*+ B Spec(A) Speele) Spec(B)

L’application Spec(a) : Spec(B) — Spec(A) est donc restriction de Spec(a) et par conséquent
Spec(a)(Spm(B)) C Spm(A). Le diagramme (D) est donc valable en toute généralité si 'on rem-

place k™ et k™ par les ensembles des zéros des idéaux noyaux de v et u respectivement.
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16.5 Catégorie des espaces (localement) annelés
16.5-1. Définitions:

a) Soit Y un espace topologique. Un faisceau A sur Y est dit «faisceau d'anneaux», si pour tout ouvert
U CY, le groupe A(U) est muni d'une structure d'anneau (avec identité multiplicative) ; de sorte
que les morphismes de restriction pY : A(U) — A(V), sont des homomorphismes d’anneaux.

b) Soient A et B deux faisceaux d'anneaux sur Y. On appelle «morphisme de faisceaux d'anneaux
de A vers B», la donnée d'un morphisme de faisceaux o : A — B tel que pour tout U € Y,

I'application o(U) : A(U) — B(U), est un homomorphisme d’anneaux.

16.5-2. Exercice: De maniére analogue, on peut définir la notion de «préfaisceau d’anneaux ».
a) Montrer que le faisceau associé & un préfaisceau d’anneau est un faisceau d’anneaux.

b) Montrer qu’un faisceau d’anneau (non nul) possede des sections globales non nulles.

16.5-3. Définitions:

a) On appelle «espace annelé», la donnée d'un couple (Y; Oy ) constitué d'un espace topologique Y
et d'un faisceau d’anneaux Oy sur Y, que I'on appelle «le faisceau structural de I'espace annelé».

b) On appelle «espace localement annelé», la donnée d'un espace annelé (Y'; Oy) tel que pour tout
y €Y, I'anneau (Oy)(y) des germes des sections de Oy en y, soit un anneau local.

c) Soient (X,0x) et (Y,Oy) deux espaces annelés. On appelle «morphisme d'espaces annelés de
(X,0Ox) a valeurs dans (Y, Oy)», la donnée d'un couple (f; ), ol f: X — Y est une applica-
tion continue et out f# : Oy — f.Ox est un morphisme de faisceaux d'anneaux.

d) Un morphisme d'espaces annelés (f; f7) entre deux espaces localement annelés: (X,Ox) et
(Y, Oy), est dit «localement annelé», lorsque les homomorphismes d'anneaux induits sur les germes
(Oy)(f(2)) = (Ox)(x) sont des homomorphismes locaux("), pour tout = € X.

16.5-4. Remarque et rappel: Pour toute application continue f : X — Y et tout faisceau F sur
X, on note f,F le préfaisceau sur Y «image directe par f», défini par: U ~» F(f~1(U)), pour tout
ouvert U C Y. Le préfaisceau f,F est un faisceau. De méme, si a : F — G est un morphisme de
faisceaux sur X, la correspondance qui associe

U~ a(f~H(U)): F(f7HU) = G(f 1)),

est un morphisme de faisceaux, noté f.a, de f.F vers f.G.

Notons Fais(X) la catégorie des faisceaux sur X. La correspondance f, : Fais(X) ~ Fais(Y'), qui
associe F ~ foF et a ~ f.a, est un foncteur additif de Fais(X) vers Fais(Y); elle transforme la
sous-catégorie de Fais(X') des faisceaux d’anneaux sur X (ou les morphismes sont les morphismes de
faisceaux d’anneaux), vers la sous-catégorie de Fais(Y") des faisceaux d’anneaux.

Soient (X, Ox) un espace annelé et f : X — Y une application continue. Le couple (Y; f.Ox) est
alors un espace annelé, et (f,idf, o, ) est un morphisme d’espaces annelés de (X;Ox) vers (Y; Oy).

62 Un homomorphisme d’anneaux o : A — B entre deux anneaux locaux est dit «local» lorsque a=!(Mp) =
Ma.
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Soient (X; Ox), (Y;Oy) et (Z;Og) trois espaces annelés et
(fif7): (X;0x) = (Y;0y) et (g:9%): (Y;Oy) = (Z;0z),

des morphismes d’espaces annelés. La composée go f : X — Z est continue et I’on a des morphisme

de faisceaux d’algebres:
g" 0z = g0y et f7:0y - f.Ox,

et comme g, : Fais(Y') ~ Fais(Z) est fonctorielle, I'image directe g.(f#) du morphisme d’anneaux
f#, est un morphisme d’anneaux g.(f%) : ¢.0y — ¢.f.Ox, ol g, o f. = (g o f).. On définit alors
la composée de (g; g7) par (f; f#) par:

(9:9%) o (f; f7) := (g o f;9.(f%) 0 g7)

16.5-5. Définition : Les espaces (localement) annelés et les morphismes (localement) annelés munis
de cette lois de composition, constituent la «catégorie des espaces (localement) annelés».

16.6 Schéma affine associé 4 un anneau commutatif

Soit A un anneau arbitraire et notons X = Spec(A). Nous allons munir I’espace topologique X
d’un faisceau d’anneaux Ox.

Ouverts principaux
La topologie spectrale admet une base d’ouverts qui jouera un role fondamental dans le dévelop-
pement de la théorie, c’est I’ensemble des «ouverts principaux ».

16.6-1. Définition: On appelle «ouvert principal» de Spec(A) le complémentaire d'un fermé de la
forme V;((a)), ol a désigne un élément arbitraire de A ; on note D(a) := V,({a))°.

16.6-2. Lemme: Soit A un anneau commutatif arbitraire.

1) L’ensemble des ouverts principaux de Spec(A) constitue une base pour la topologie spectrale
de Spec(A).

2) Lorsque A est ncethérien, tout ouvert est réunion finie d’ouverts principaux.

Démonstration :

1) En effet, soit U un ouvert de Spec(A) de complémentaire, le fermé F. On a F = V},(2) pour un certain
idéal A de A. Notons & = (f;)icr, alors V, (A) = ;c; Vo ({fi)) et U = U;c; D(fi)-

2) Lorsque A est neethérien, il existe un ensemble fini {ai,...,a,} d’éléments de A tel que:
2= <a17~"7a?“> = <a1>+"'+<a7‘>7
d'ou U = D(a;)U---UD(a,). L]
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16.6-3. Exercice:
a) Montrer que la famille des ouverts principaux est stable par intersection finie.
b) Monter que Uintersection des ouverts D(f) et D(g) est vide, si et seulement si, fg est nilpotent.

c¢) Monter que Spec(A) = D(f1)U---UD(f,), si et seulement si, 1 € (f1,..., fr).

16.6.1 Faisceau d’anneaux sur Spec(A). Nous allons définir maintenant la structure d’«espace
localement annelé» de X = Spec(A) ; le couple (X; Ox) sera alors appelé «le schéma affine associé
ér A ».

’16.6.1-1. Rappel sur les anneaux de fractions-II ‘: (Suite du rappel 16.3.1-7, page 212.)

Soit A un anneau commutatif arbitraire.

16.6.1-1.1. Définition et remarque: Lorsque le systeme multiplicatif S est le complémentaire d'un idéal pre-
mier B C A, I'anneau S™'A se note Ay ; il est appelé: «le localisé de A en B ». L'application canonique
vs: A — ST!A sera notée vy.

Le lemme 16.3.1-7.1 dans le rappel 16.3.1-7 (page 212), montre que Ay possede un unique idéal maximal,
3 savoir STH, il s'agit donc d'un anneau Jocal.

La localisation comme foncteur
Considérons un A-module M. Soit .S un systeme multiplicatif de A et définissons, comme dans le cas des
anneaux, la relation R, sur M xS par

(m,s) Rasr (n,t), siet seulement si, il existe u € S tel que u(tm —sn) =0.

La relation Ry est une équivalence et I’on note S~1M I’ensemble quotient et ™ oum/s la classe du couple
(m, s); tout élément de S™1M admet une représentation sous la forme 7. Les expressions analogues a
(1)(dans le rappel 16.3.1-7), munissent alors S~'M d’une structure de S~ A-module et P'application
v(M)s: M —— S™'M
m

mi— 1

notée également v(M )y lorsque S = A\P, est un morphisme de A-modules dont le noyau est donné par
I’ensemble des m € M dont annulateur dans A rencontre S.

Soit o : M7 — My un morphisme de A-modules. L’application axidg : M1 xS — My xS est compatible
aux relations Ry, et Rz, et induit une application S~ a: S71M; — S71M,. On a:

S*la(%) _ a(m) )

L’application S~!a est un morphisme de S~! A-modules et S~ (aof) = S~taoS~!3. La correspondance
M ~~» S7IM, a ~» St est donc un fonctorielle (et additive) de Mod(A) vers Mod(S—1A).

16.6.1-1.1. Exercice: Soient A un anneau commutatif, S C A un systéeme multiplicatif et M un
A-module. Chaque élément s € S définit un endomorphisme de A-module: p(s) € Endg (M), par
wu(s)(m) = sm; notons u(S) C Enda(M) l'ensemble de ces endomorphismes. Prouver les assertions
suivantes :

a) Si u(S) C Isoa(M), I'application canonique M — S™1M est bijective.

b) Tout S~ A-module N étant naturellement un A-module, on peut calculer S~'N. Déduire de la ques-
tion précédente que I'application canonique N — S™IA est bijective.

c) Si0e u(S),onaS™'M=0.
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16.6.1-1.1. Proposition:
1) Le foncteur S=1 : Mod(A) ~ Mod(S~'A) est exact.
2) L’application ST'A®4 M — S~™'M, définie par 2®m > 47 est un isomorphisme de S~ A-modules.

Démonstration :
1) Pour toute suite exacte de A-modules:

0— M, —2 s My 2

M3—>0, (*)

on doit montrer l'exactitude de la suite:
-1 sl g-1 5718 o1
0—>S "M =—* S5 "My —— S "M;—0.
Surjectivité de S~13. Evidente, puisque tout élément de S~'Ms est de la forme (™2), et comme
mg = (mz) pour un certain my € M, on a S™1A(12) = M3,
Exactitude en S=2M,. Soit =2 € ker(S~!43). On a alors @ = 0, de sorte qu’il existe u € S,
tel que 0 = uf(mz) = B(smaz), et comme (x) est exacte, on aura ums = a(my), pour un certain

my € M. Par conséquent, “52 € im(S~'a) et donc ™2 = L 412 ¢ im(S~1a).

Injectivité de S~ a. Lorsque 0 = S~ 1o (™) = @, il existe u € S tel que 0 = ua(mq) = a(smy),

et comme « est injective dans (x), on déduit que sm; = 0 et donc ™+ = 171 =0,

2) Tout élément de S~1M est de la forme =, et I'application S™'A ® M — S™'M est bien surjective.
D’autre part, le morphisme canonique vg : A — S™'A, vu comme morphisme de A-modules, donne
lieu, apres application du foncteur e ~ ¢ ® 4 M, & un morphisme (de A-modules) M — S7'A ®4 M
qui fait correspondre m — 1 ® m. La localisation par S, donne alors (cf. exercice 16.6.1-1.1 (b)) un
morphisme :

STIM —— ST'A®s M

o — lom

s

La composition de S™'A® M — S™'M avec S™'M — S~ A ®4 M, est alors 'identité sur S™1A ®
M, ce qui entraine I'injectivité de ST'A® M — S~ M. u

16.6.1-1. Lemme (technique et exercice): Soient A un anneau commutatif et 8 € Spec(A).
a) Montrer que s € B, si et seulement si, D(s) 3 ‘B.

b) Soit a € A tel que vy (a) = 0. Montrer qu’il existe un voisinage principal D(f) de B tel que,
pour tout Q € D(f), on a vg(a) =0.

c) Soit a € A tel que vp(a) est inversible dans As. Montrer qu’il existe un voisinage principal
D(f) de B tel que, pour tout Q € D(f), I'élément vq(a) € Aq est inversible.

Démonstration de (c): Soit vg(a) = £ inversible dans S~ A. 1l existe alors b € A et s € A\ tels que

1
2b = 2 et donc, u(ab— s) =0 (x), pour un certain u € S. La question (b) montre alors que sur le voisinage

W = D(u) N D(s) = D(su), la relation (x) continuera d’étre vérifiée avec us ¢ Q € W ; élément vq(a) sera
donc inversible dans Ag, pour tout Q € W. [

Espace étalé au-dessus de Spec(A)

Soit A un anneau commutatif arbitraire et notons X := Spec(A). Considérons ’ensemble €4 :=
Opex Ay et la projection ensembliste m : £ — X qui associe a chaque élément de Ay le point
P € X. Chaque élément a € A définit alors une section X(a) de 7 par X(a)(P) := vp(a).

16.6.1-2. Exercice: Montrer que la section X(a) est nulle, si et seulement si, a = 0.
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Nous sommes maintenant en mesure de définir le faisceau Ox. Pour tout ouvert U C X, on
note Ox (U): Pensemble des sections o de m au-dessus de U, telles que pour tout 9 € U, il existe
un voisinage ouvert P € Vig C U et des éléments a,b € A, olt vq(y) est inversible dans Ag, pour
tout O € Vi, tels que

5(Q) = va(a)

=) € Agq pour tout Q € Vip.

On remarquera maintenant que le fait que la famille de toutes les sections (locales) de 7 : &€ — X
constituent un faisceau, fait que notre définition des sections Ox (U), étant de nature locale, fait
automatiquement de la correspondance U ~ Ox (U) un faisceau.

Etant données deux sections arbitraires de 7 : £ — X, au-dessus d’un ouvert U C X, on définit
leur somme o + 7 et leur produit ¢ - 7, point par point, par:

(+7)B):=0(P)+7(B) € Ap et (o-7)(P) := o (P)7(P) € Ay,

pour tout P € U.

16.6.1-3. Lemme (et exercice):

a) Pour toutes 0,7 € Ox(U), les sections o + 7 et o - T appartiennent & Ox (U). En particulier,
Ox(U) est un anneau et Ox est un faisceau d’anneaux sur X.

b) Pour tout B € X, I'anneau des germes de sections (Ox )y s’identifie a anneau local Asy.

Démonstration de (b): Soit P8 € X. Pour tout voisinage ouvert U de P et toute section o € Ox(U),
I'élément o(P) appartient, par définition, & I'anneau Agq, d’olt une application bien définie, d’évaluation en
P: Ox(U) — Agp. Cette application étant clairement compatible aux opérations d’addition et produit, est
un homomorphisme d’anneaux, compatible également aux restrictions d’ouverts. La limite inductive de ces
applications :

p :limysy Ox(U) — Ag,

est donc canoniquement définie.

Injectivité de &g Comme la famille des voisinages ouverts de % est filtrante supérieurement, tout germe
de section de Ox dont I'image dans Ay est nulle, admettra une représentation de la forme <, ot a € A,

a

s ¢ B et { inversible dans Ayp. Lorsque ¢ = 0 € Agp, il existe u ¢ P tel que ua = 0. Alors vg (a) =0

sur le voisinage D(u) de ‘B et donc la restriction de ¢ & I'ouvert U N D(u) sera nulle. Le germe &y est

donc nul.

Surjectivité de &p. Les éléments de Ay sont de la forme £, ol s € *B; en particulier 7 est inversible dans

Ag. Or le lemme 16.6.1-1 (c) prouve bien 'existence d’'un voisinage ouvert W de P sur lequel { est
inversible en chaque Ag, pour tout Q € W, d’out la surjectivité de &y. =

16.6.1-4. Définition : Soit A un anneau commutatif arbitraire et X := Spec(A). L'espace topologique
localement annelé (X; Ox) est appelé «le schéma affine associé a A».

On appellera «schéma affine noethérien » tout schéma affine associé a un anneau ncethérien.

16.6.2 Sections du faisceau structural sur un schéma ncethérien. Dans toute cette section
A désignera un anneau neethérien et I'on notera X = Spec(A).
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Sections du faisceau structural au-dessus des ouverts principaux
Pour tout f € A, les idéaux premiers P € D(f) sont ceux vérifiant f ¢ PB. Chaque élément a/f™
de Aj définit alors une section &f(a/f™) € Ox(D(f)) par Q +— vq(a)/va(f)™. L’application:

ffAf%OX(D(f))a

ainsi définie est clairement un homomorphisme d’anneaux.

16.6.2-1. Proposition: Soit A un anneau noethérien et X = Spec(A).
a) Pour tout f € A, I'application canonique {; : Ay — Ox (D(f)) est un isomorphisme d’anneaux.
b) En particulier, I'(X; Ox) = A.

Démonstration :

a) Injectivité de &;. Soit a/f™ € Ay tel que pour tout P Z f, on ait a/f™ = 0 dans Agp. Notons
2 := Annuls(a) et supposons que 2 N S(f) = @, ot S(f) := {f*}ren. La famille F(f) des idéaux de
A qui ne rencontrent pas S(f) est inductive, il existe donc un idéal B mazimal dans la famille F(f)
contenant 2. On montre que B est premier; mais alors B € D(f) et a/f™ # 0 dans Ag. Ceci est
contradictoire et nécessairement 20 N S(f) # &, on a donc a/f™ =0 dans Ay.

a) Surjectivité de &;. Soit 0 € Ox(D(f)). Par définition, pour chaque P # f, il existe ap € A et sp &P
tels que:

o(Q) = valayp)/va(sy),
pour tout £ appartenant au voisinage D(f) N D(syp) de P. Comme X est un espace noethérien nous
pouvons recouvrir D(f) par un nombre fini des ouverts D(syg ), notons les {D(s1), D(s2),---,D(s,)}. La
condition de compatibilité pour chaque couple a;/s; € A, et a;/s; € A, se lit sur Uouvert D(s;s;) et,
suite & la question précédente, il existera des entiers n(i,j) € N, tels que l'on ait les égalités suivantes
dans A:
a;5;(si5;)" 9 = azs;(sis;)"9 | soit, (ais?(i,ﬁ)sy(i,j)ﬂ _ (ajs?“’j))s?(i’j)“,

Remarquons maintenant que ces égalités sont toujours valables si I’on remplace les entiers n(i, j) par un
seul et unique entier N € N suffisamment grand. Posons alors pour chaque i =1,...,7:

N

i

de sorte que A;/S; = a;/s; dans A,,, D(S;) = D(s;) et | A;S; = A;S; |pour tous i,j =1,...,7.
Ceci étant, la condition D(f) C D(s1) U D(s2) U---U D(s,), équivaut & f € \/(S1,...,S5,); il existe

donc un entier M € N et des éléments B; € A, tels que: ’ M =37 BiS;| Posons: |C =3"I_| B;A; |;

alors, pour chaque j=1,...,7, on a:

— . N+1
A; = a;s et S;:=s; ,

Cs; = zr:Bz'AiSj = zr:BiSiA]- =fMa;,

1=1 1=1

et ceci signifie tres précisément que la section de Ox (D(f)) définie par C/fM € A;, lorsque restreinte
a D(fs;), s’identifie & la section définie par a;/s;. Ce qui termine la démonstration de la question (a).

b) Comme X = D(1), on a bien Ox(X) = A. L]

16.6.2-2. Exercice: Soit A un anneau tel que Spec(A) possede deux composantes connexes: Cy et

Cs.
a) Justifiez, a aide de la proposition 16.6.2-1, le fait qu’il existe un élément e € A tel que:
va(e) =1, siQ ey
= 07

vg (e) autrement.
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b) Montrer qu'un tel élément est nécessairement idempotent, i.e., €2 = e. En déduire que A est

isomorphe au produit de deux anneaux (non triviaux). (Cf. exercice 16.2.1-5.)

16.6.3 Le foncteur “Spec” vers la catégorie d’espaces topologiques annelés. Pour faire
de la correspondance “Spec” un foncteur de la catégorie d’anneaux vers la catégorie d’espaces
annelés nous devons encore définir, pour tout homomorphisme d’anneaux o : A — B, le mor-
phisme d’espaces annelés Spec(a) : (Spec(B); Ogpee(s)) —+ (Spec(A); Ospec(a)). Dans la section
16.4.1 (page 215) nous avons défini Spec(a) : Spec(B) — Spec(A) et montré sa continuité dans le
lemme 16.4.1-1, il ne nous reste donc qu’a définir le morphisme de faisceaux

Spec(a)# : Ospec(a) — Spec(a)*(OSpec(B)) :

’16.6.3-1. Rappel sur les localisations-II1 ‘: (Suite des rappels 16.3.1-7, page 212 et 16.6.1-1, page
219.)
Soit @ : A — B un homomorphisme d’anneaux. Pour tout idéal premier R C B, notons S(R) := B\/A.
Onaa™'(S(R)) = S(a™(R)) et par conséquent a(S(a™(R))) € S(R); en particulier, le lemme 16.3.1-
7.1 montre que « induit un homomorphisme canonique :

QR @ Aa71(9q> — Bm

Soit U un ouvert de Spec(A), les sections de Ogpeq(a)(U) sont, par définition, les sections o de
€a (cf. 16.6.1 page 220), telles qu’en tout point P € U, il existe a,b € A, o vy (b) est inversible
dans Ay et 0(Q) = vq(a)/va(b), pour tout Q dans un voisinage de L.

D’autre part, les sections de Spec(a). (OSPQC( B>) au-dessus de U sont des sections de £p au-dessus
de Spec(a) H(U), et R € Spec(a)1(U), si et seulement si, o }(R) € U. Nous pouvons donc asso-
cier, a toute section o € Ogpec(a)(U), une section Spec(a)? (o) de £ au-dessus de Spec(a)H(U),
en posant, pour R € Spec(a)(U):

(Spec(a)#(a)) (R) = am (U(a_l(f}{))) € Bn

16.6.3-1. Exercice:

a) Montrer que pour tout o € Ogpec(a)(U), on a Spec(a)# (o) € Ospec(m) (Spec(a) ~H(U)). Puis, que le
couple (Spec(a), Spec(a)#) est un morphisme d’espaces localement annelés de (Spec(B); Ospec(B))
vers (Spec(A); OSpeC(A))'

b) Soient aw: A — B et 5: B — C deux homomorphismes d’anneaux. Prouver 1’égalité :

Spec(3). (Spec(a)*) o Spec(8)# = Spec(B o a)* .

Le foncteur “Spec” vers la catégorie d’espaces localement annelés

La correspondance “Spec” qui associe :

e 3 un anneau A, I'espace topologique localement annelé (Spec(A); Ospec( A>) ;
e 3 un homomorphisme d’anneaux a : A — B, le morphisme d’espaces d’es-
paces localement annelés: (Spec(a), Spec(a)®) ;
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est fonctorielle (contravariante) de la catégorie des anneaux vers la catégorie des espaces localement
annelés.

Le résultat suivant affirme que tout morphisme d’espace localement annelé de (Spec(B); Ospec( B))
vers (Spec(A); Ospec( A)) provient d’'un homomorphisme d’anneaux de A vers B (il ne sera pas uti-
lisé dans la suite).

16.6.3-2. Proposition: Le foncteur qui fait correspondre a un anneau commutatif le schéma affine

associé, est pleinement fidéle.

Démonstration : [Har] proposition 2.3 page 73. n

16.7 Variétés algébriques affines

Soit k un corps algébriquement clos, et notons A, (k) Uespace affine k™.

16.7-1. Définition : On appelle «hypersurface» de I'espace affine A,,(k), I'ensemble des zéros d'un po-
lynéme P € k[X1,...,X,], elle sera notée Z(P). Tout fermé de Zariski A,,(k) est alors intersection
d'un nombre fini d"hypersurfaces.

On appelle «ouvert principal» de A,,(k) le complémentaire d'une hypersurface Z(P), il sera noté
D(P). Les ouverts principaux constituent une base d'ouverts pour la topologie de Zariski de A, (k), et
de méme pour leurs traces sur un fermé de Zariski Z C A, (k).

16.7-2. Remarque et exercice: La notation des ouverts principaux est délibérément ambigué. En
effet, notons pour chaque f € A(Z), par D,(f) Pouvert principal de Spec(A(Z)) des idéaux pre-
miers ne contenant pas f. Prouver que, sous les hypotheses en cours, on a D,(f)NZ = D(f) = le
complémentaire de I'hypersurface Z(f) dans Z.

16.7.1 Fonctions régulieres sur Z C A, (k). Une «fonction réguliere» sur Z est toute ap-
plication définie sur Z et & valeurs dans k, obtenue en évaluant un polynéme de k[X, ..., X,]
aux différents points de Z. L’application de k[X7, ..., X,] — Appl(Z;k) ainsi définie est un ho-
momorphisme d’anneaux de noyau: idéal Z(Z) des polynomes s’annulant sur Z ; cet idéal est
toujours radical et 'anneau des «fonctions régulieres sur Z» s’identifie a la k-algebre réduite :
A(Z) =k[Xy,...,X,]/Z(2).

16.7.2 Le faisceau des fonctions réguliéres sur un un fermé de Zariski Z C A, (k). Pour
tout ouvert U C Z, notons Oz(U) I'ensemble des applications o : U — k telles que pour tout
x € U il existe un voisinage € V, C U et des polynomes P, Q € k[X, ..., X,] vérifiant Q(y) # 0

et o(y) = %, pour tout y € V.
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Les sections ainsi définies appartiennent a priori au faisceau de toutes les applications des ou-
verts de Z a valeurs dans k. La définition des sections de Oz(U) étant elle-méme de nature locale,
la correspondance U ~» Oz(U) est faisceautique. Le couple (Z;Oz) est donc un espace annelé.

16.7.2-1. Définition : L'espace annelé (Z; Oz) est appelé «variété algébrique affine».

16.7.3 Liens entre les variétés algébriques affines et les schémas affines. Gardons les no-
tations des sections précédentes et considérons le schéma affine associé a l'algebre A(Z) que nous
allons noter (X;Ox), ot X := Spec(A(Z)). Rappelons que I’application qui associe & chaque point
z € Z l'idéal maximal MM, € A(Z) est un homéomorphisme sur Spm(A(Z)). Dans ce qui suit nous
allons identifier Z au spectre maximal de A(Z) et considérer donc Z plongé (topologiquement)
dans X ; notons ¢ : Z — X ce plongement.

La notation U, désignera une partie ouverte de X et Uy := U, N Z. Nous avons déja montré
que Papplication U, — U est bijective entre les ouverts de X et ceux de Z (cf. 16.3.1-5 et, pour
ce qui suit, la remarque encadrée 16.3.1-6, page 210).

Etudions maintenant le lien entre les faisceaux d’anneaux: Oz et Ox|,. Soit U, une partie
ouverte de X. Une section 0 € Ox(U,) se représente, au voisinage d'un point z € Uy, (I'idéal
maximal M, € Spec(A(Z))), a l'aide de deux éléments p,q de A(Z) tels que le localisé de ¢ en
M, est inversible (1). Or, les éléments p, g ont des relevements polynomiaux P, Q € k[ X1, ..., X,]
et la condition (1) dit précisément que Q(z) # 0. L’évaluation de o sur un voisinage de z dans
Z, a donc un sens et définit une fonction réguliere (qui ne dépend pas des choix de p et ¢). Nous
avons donc bien une application :

F(U,) 1 Ox(Uy) = Oz(Un) = (1.02) (Uy) -

qui est un morphisme de faisceaux d’anneaux.

16.7.3-1. Théoréme: Le morphisme de faisceaux d’anneaux t* : Ox — 1.0z est un isomor-

phisme de faisceaux.

Démonstration : Pour tout f € A(Z) non nul, la composée des morphismes :
= . E(D
A(Z); = Ox(D(f)) “=225 04(D(f)

est injective. En effet, tout élément de ¢ € A(Z); admet une représentation sous la forme P/F™ d’un quo-
tient de polynoémes de k[X7,...,X,] (ot F est un représentant de f). Supposons que pour tout u € D(F),
on ait P(u)/F(u)™ = 0. Alors nécessairement P € Z(Z) C k[X1,...,X,] et ¢ =0.

11 s’ensuit, par passage aux germes, que (¥ est un morphisme injectif de faisceaux sur X.

Pour montrer la surjectivité de ¢# il suffira d’étudier ses germes en X, puisque ¢# est injective; et méme
seulement ses germes en Y grace aux équivalences de catégories

Fais(X) L::l Fais(Y'),

établies dans I’encadré 16.3.1-6 de la page 210. Or, sur un point fermé z € Z, la définition méme de fonction
réguliere montre que (Oz) ) = A(Z)m,, ce qui prouve bien (Ox)mn,) = (Oz)(2)- n
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16.7.3-2. Corollaire: Soient (Z,Oz) une variété affine et A(Z) son anneau de fonctions régu-

liéres.

a) Pour tout f € A(Z), Papplication canonique &{; : A(Z); — Oz(D(f)) est un isomorphisme
d’anneaux.

b) En particulier, I'(Z; Oz) = A(Z).

16.7.3-3. Exercice: Montrer que pour tout idéal premier B € Spec(A(Z)), le germe du faisceau
Ox en P s’identifie & 'aide de (¥, avec les sections globales de la restriction du faisceau Oz a la
sous-variété irréductible Z ().

Par restriction & Z du morphisme de faisceaux d’anneaux ¢#, on a aussi:

16.7.3-4. Corollaire: Le morphisme de faisceaux ¢ !(:#) : 171(Ox) — Oz est un isomor-

phisme de faisceaux

Le cas des algébres de type fini sur un corps algébriquement clos

Soit A une algebre de type fini sur un corps algébriquement clos k et réalisons-la comme quotient
d’une algebre de polynémes k[X7, ..., X,] par un certain idéal (pas forcément radical) J. Notons
A, (k) Pespace affine k™. Rappelons que la proposition 16.3.1-4 donne un homéomorphisme

Ea:Z(J)CA,(k)— Spm(A)

qui “réalise” le spectre maximal de A comme sous-ensemble algébrique de A, (k).

Notons Red(A) Ialgebre réduite A/+/0. Les analyses précédentes suffisent 4 montrer la propo-
sition suivante :

16.7.3-5. Proposition: Le faisceau des fonctions réguliéres sur Z(J) s’identifie canoniquement &
la restriction du faisceau structural du schéma affine associé & Red(A).

16.8 Catégorie des Ox-modules quasi-cohérents

A partir de cette section, tous les anneaux que nous considérerons seront noethériens. Soit donc
A un anneaux ncethérien et notons X = Spec(A) et Ox le faisceaux structural de X.

Catégories de A-modules et de O x-modules
Notons Mod(A) la catégorie des A-modules et Mody ¢ (A) la sous-catégorie (pleine) de Mod(A)
dont les objets sont les A-modules de type fini.

16.8-1. Définition: Un «Ox-module sur X » est la donnée d'un faisceau de groupes abéliens M sur X
et, pour chaque ouvert U C X, d'une structure de Ox (U)-module sur M(U). Ces structures doivent

&tre telles que les morphismes de restriction P(M)Y soient des morphismes de Ox (U)-modules.
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Soient M et N deux Ox-modules. Un morphisme de O x-modules ¢ : M — A est un morphisme
de faisceaux de groupes abéliens, tel que pour chaque ouvert U C X, le morphisme o(U) : M(U) —
N (U) est un morphisme de O x (U)-modules.

La composée de deux morphismes de O x-modules est un morphisme de O x-modules.

16.8-2. Remarque et définitions: La famille des O x-modules et des morphismes de O x-modules
constitue une catégorie abélienne, notée .#(Ox).

16.8-2.1. Définition: Un Ox-module M est dit «quasi-cohérent» s'il admet des présentations locales,
i.e. si pour tout z € X, il existe un voisinage U,, > z, des ensembles (d'indices) J et J et des morphismes
Vg, Uy de OX\UI—modules, tels que:

Hx Vg
@OX‘UI )®OX‘UE )M‘U,,, >0, (%)
€7 JEJ
est une suite exacte de faisceaux.

Le Ox-module M est dit «cohérent » lorsque les ensembles J et JJ sont finis. Dans ce cas, la présentation
(*) est dite «une présentation finie».

La sous catégorie pleine de .# (O x ) dont les objets sont les O x-modules quasi-cohérent, resp. cohérents,
est notée A .con(Ox), resp. A con(Ox). |l s'agit de catégories abéliennes.

On remarquera que ces définitions généralisent les notions de modules et de modules de type fini pour
les anneaux noethériens. Elles sont plus généralement valables pour tout espace annelé, en particulier
pour les variétés algébriques affines.

16.8-2. Equivalence de Catégories ‘: Le théoréeme 16.7.3-1, la proposition 16.7.3-4 et I’équivalence de
catégories de faisceaux entre Fais(Z) est Fais(Spec(A(Z))) (cf. encadré 16.3.1-6, page 210), montrent
que dans le cas d’une variété algébrique affine (Z;Oz) d’anneau de fonctions régulieres A(Z), les deux
foncteurs additifs induits par l'injection ¢ : Z — Spec(A(Z)), & savoir

Lyt /{(Oz) ~ M (OSpec(A(Z))) et oA (OSpeC(A(Z))) ~ ///(Oz),

sont des équivalences de catégories inverses I'un de 'autre !

Cette remarque nous permettra, dans ce qui suit, de négliger le point de vue des variétés affines.

Le foncteur de localisation
Soient V' C U deux ouverts de X = Spec(A) et notons p(A)Y : Ox(U) — Ox (V) le morphisme

d’anneaux de restriction, pour des ouverts V C U C X.
Pour tout A-module M, les correspondances :

UWOX(U ®AM

)
ET l P(A)Y ®idy
Vs Ox(V)@a M

définissent un préfaisceaux de O x-modules, noté O x @ M. On note M le faisceau associé a Ox Q@M ;

c’est un O x-module.
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16.8-2. Proposition: Soit M un A-module.

a) Pour tout B € Spec(A), I'application m — 5t de M vers le module (OX ® M)(;p), des germes
de Ox ® M en ‘B, induit un isomorphisme entre My et ((’)X ® M) (P)-

b) Pour tout f € A, on aF(D(f);M) =Ay®a M = M;y.

Démonstration :

a) Découle du fait que la limite inductive commute au produit tensoriel et que My = Ap ®4 M (cf. 16.6.1-
1.1).

b) La question précédente montre que les sections du faisceau associé au préfaisceau Ox ® M sont, localement
v(M)g (m)
v (b)
du rappel 16.6.1-1, et ot m € M, b € A et vy (b) est inversible dans Ay. A partir de 1, la démonstration

de l'assertion (a) de la proposition 16.6.2-1 s’adapte pour démontrer cette question. ]

au voisinage de chaque P € X, de la forme ,ou v(M)q : M — Mg est lapplication canonique

Soit maintenant ¢ : M — N un morphisme de A-modules. Pour tout ouvert U dans X, on note
(Ox®p)(U): Ox(U)®M — Ox(U) @ N le morphisme de Ox (U)-modules p(U) := idp, 1) ® ¢.
La correspondance U — (Ox ® )(U) est un morphisme de préfaisceaux de Ox @ M vers Ox @ N
noté Ox ® ¢ ; il induit un morphisme de Ox-modules noté ¢ : M — N.

16.8-3. Lemme: Soit A un anneau ncethérien et

0 — M, @ M, A

]\43—)07

une suite exacte de A-modules. La suite de O x-modules :

0—)]\21 = Mo b ]\7[3—>0, (**)

est exacte dans la catégories de Ox-modules.

Démonstration : Il suffit de regarder les suites de germes en chaque point de X, induites par (xx). La pro-
position 16.8-2 montre que 'opération de “passage aux germes” est équivalente & celle ezacte (cf. 16.6.1-1.1)
de localisation ; les suites des germes de (#*) sont donc toutes exactes et (x) est exacte dans la catégorie des
faisceaux. n

16.8-4. Proposition: Soir M un A-module. Le O x-module M est quasi-cohérent. Il est cohérent
lorsque M est un A-module de type fini.

Démonstration: L’exactitude du foncteur M ~~ ANI, prouvée dans le lemme 16.8-3, assure que pour toute

présentation d’'un A-module M :
pa pa M =0,
J J

la suite:

Di— @A 0
J J
sera exacte. Or, on a A=0 x par définition.

Lorsque le module M est de type fini, il admet des présentations finies puisque A est ncethérien. Par
conséquent M sera cohérent. [
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16.8-5. Remarque: On observera que les modules M possedent, en fait, des présentations globales.

La correspondance qui associe a tout A-module M le O x-module M , et a tout morphisme ¢, le
morphisme @, est un foncteur additif exact de la catégorie Mod(A) vers la catégorie A ¢ con(Ox).
Sa restriction a la sous-catégorie pleine Mod; ¢ (A) est “4 valeurs” dans . on(Ox).

16.8.1 Equivalence de catégories. Notons I'(X;_) : .#(Ox) ~» Mod(A), le foncteur «sections
globales ».

16.8.1-1. Théoréme: Soit A un anneau ncethérien et notons X := Spec(A). Les foncteurs

() :Mod(A) » M qeon(Ox) et T(X;_): Mqeon(Ox) ~> Mod(A),

sont inverses I'un de ’autre. En particulier, les foncteurs :

() ()
Mod(A) ﬁ M qcon(Ox) et Modir (A) ﬁ M eon(Ox) s

sont des équivalences de catégories.

Démonstration: Commengons par remarquer l'existence d’une transformation naturelle de foncteurs de
idpodca) vers I'(X; (). Elle provient de la définition méme de M comme faisceau engendré par le préfais-
ceau U ~ Ox(U) ®4 M ; l'application M — Ox ®4 M, donnée par m + 1 ® m, induit un morphisme de

A-modules de M — I'(X; M) naturel par rapport & M.

La proposition 16.8-2 montre alors que pour tout A-module M, le morphisme: M — T'(X; ]\~4)7 est un
isomorphisme.

De maniére analogue, pour tout O x-module M, on a un morphisme de Ox-modules Zp : T'(X; M) —
M, naturel par rapport a M. Nous allons montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme de faisceaux lorsque M est
quasi-cohérent. Ce pour quoi, il suffira d’étudier 'action de =, au niveaux des germes de chaque point P €
X.

Lorsque M est de la forme ]VL le morphisme (Za)(p) est bien un isomorphisme d’apres 16.8-2. Le cas
général résultera de montrer que tout Ox-module quasi-cohérent sur X = Spec(A), est bien de la forme M
pour un certain A-module M.

Soit M un Ox-module quasi-cohérent. Les présentations locales () de la remarque 16.8-2 (définition
16.8-2.1):

B Oxlv, === B Oxly, == My, —0,
i€J JEI

(@4)| = (@)

Comme 'anneau A est supposé ncethérien, les ouverts U, peuvent étre de la forme D(f;) pour une famille
finie {f1,..., fr} d’éléments de A. Remplagons les indices ‘z’ par ‘f;’. En posant M; = cokerpy, (D(f;)), on a
M‘Ufj = Mj et le Ox-module M est le recollement des faisceaux M; € M q.con(Ox;), ol X; = Spec(Ay, ).

s’écrivent également :

28 M), 0.

Ug Uy

On remarque, d’autre part, que le morphisme canonique du localisé vers les germes : I'(X; M)y — M g, est
un isomorphisme.

Le passage du “local” au “global” utilise le résultat suivant, dont la preuve sera donnée a la fin cette
g g
démonstration.
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16.8.1-2. Proposition: Soient A un anneau ncethérien, X = Spec(A), M un O x-module quasi-cohérent.

a) Pour tout f € A et toute section o € I'(D(f); M), il existe un entier naturel n € N tel que f"o se
prolonge en une section de M sur X.

b) Pour tout f € A et toute section o € I'(X; M) telle que la restriction de o a D(f) soit nulle, il existe
un entier naturel n € N tel que f"o = 0.

Ceci étant, pour chaque P € X, il existe f; tel que P € D(f;); on considere alors la factorisation du
morphisme canonique I'(X; M)p — Mg, du localisé des sections globales vers les germes des sections de
M en P € X, donné par:

I(X; M)p = (DX M) ) ) — F(D(fj);M\D(fj))% =5 My

La proposition 16.8.1-2 montre que cette composition est un isomorphisme.

Par conséquent, les morphismes (T'(X; M) N)(m) — Mqp) sont des isomorphismes, pour tout P € X et le

morphisme de faisceaux I'(X; M) — M est un isomorphisme de faisceaux. [

’16.8.1-3. Démonstration de la proposition 16.8.1-2 ‘: (Cf. aussi [EGA] théoréme 1.4.1 page 205.)

a) La quasi-cohérence de M et la noethérianité de A, permettent de recouvrir Spec(A) par un nombre
fini d’ouverts principaux D(sy),..., D(s,), tels que, pour chaque i = 1,...,r, la restriction de faisceau
de M & D(s;) est isomorphe en tant que Ox| D(S,_)—module a la restriction d’'un O x-module de la forme
M i, ou M; est un A-module. En particulier, on a:

F(D(Sl),M) = MgT = ASri ®a ]\/[Z,
mais aussi, pour tout h € A, le morphisme canonique:
L(D(si), M)n = T'(D(s:), M) XA, (As)n — T(D(hsi); M), (%)
est un isomorphisme d’apres la proposition 16.8-2.

Soit f € A et considérons une section o € T'(D(f); M). Pour chaque i = 1,...,r, la restriction

| p(ss,) @Ppartient au module des fractions en f de I'(D(s;); M), il existe donc m; € N, tel que f™io

se prolonge de D(fs;) & D(s;). On voit donc que, quitte & prendre m > sup,{m;}, la section f™o
admet, dans chaque D(s;) (séparément), un prolongement que nous noterons X; € I'(D(s;); M).
Ceci étant, lorsque 1'on regarde pour chaque couple 7,75 € {1,...,r}, la différence:
Ei‘D(sis_j) - Zj‘D(sisj) € F(D(Sisj)§M)» ()
et que 'on remarque:
> que la restriction de () & D(fs;s;) est nulle;
> et que I'(D(fs;85); M) =T(D(s;85); M) ¢, d’apres (x) ;

on conclut qu’il existe un entier m; ; € N, pour chaque couple 4,5 € {1,...,r}, vérifiant :

[ (Ei‘D(sisj) o EJ"D(Sij)) =0, le, fmJ Ei‘D(Sisj) = [ Ej‘D(Sisj) '

En prenant, M > sup, ;{m;;}, on voit donc bien que la famille {fMs; € T(D(s;);M)}iz1,....r de
sections locales du faisceau M, satisfait & la condition de recollement sur un recouvrement de Spec(A).
Notons ¥ la section globale déterminée par cette famille, on a: E\D(f) = fMAmg. ce quil fallait

démontrer.
b) Soit o € T'(X; M) telle que o, = 0, et reprenons les notations des arguments précédents.

En raisonnant en termes d’anneaux de fractions, on a aussitot le fait que si ¥; est une section de
I'(D(s;); M), de restriction nulle sur D(fs;), il existe une entier £ € N, tel que f*3; = 0. Dans le cas
particulier qui nous intéresse, nous aurons, pour chaque i = 1,...,r, un entier ¢; tel que f% ol D(si) = 0.
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Par conséquent, si N > sup,;{¢;}, on aura bien f¥No = 0, car ses restrictions sur les ouverts du recou-
vrement U = {D(s;)} sont toutes nulles.

16.9 Cohomologie de faisceaux des Ox-modules quasi-cohérents
16.9.1 Modules injectifs. Soit A un anneau commutatif (*) arbitraire et Mod(A) la catégorie

des A-modules.

Le foncteur Hom4 (e, M)

Etant donnés deux A-modules N et M ; considérons le groupe Hom 4 (IN, M) muni de sa structure
canonique de A-module. Pour tout morphisme de A-modules « : N7 — Na, notons Hom 4 (o, M)
le morphisme (de A-modules) de Hom (N, M) vers Hom (N7, M) dont Paction est définie
par Homu (o, M) : 8 — (o «. La correspondance qui associe: N ~» Homua(IN, M) et a ~
Hom 4 (c, M) est alors fonctorielle (contravariante et additive) de la catégorie Mod(A) vers elle-
méme, on la notera e ~> Hom 4 (e, M).

16.9.1-1. Lemme: Pour tout M € Ob(Mod(A)), le foncteur Homa(_, M) est exact a gauche.

Démonstration: Soit une suite exacte courte de A-modules
0%N1L>NQL>N3HO,

nous devons montrer que la suite :

Hom 4 (8,M)

0 — Homu (N3, M) 22402 g0 4 (N, M) 2omale?D

Homyu (Ny, M),
est exacte.

L’injectivité de Hom4 (83, M) résulte de la surjectivité de §; puis si ¢ : No — M est tel que p o v = 0,
Papplication ¢ induit une application de ¥ : N3 = coker(a) — M, telle que ¢ = 1) o § = Homyu (3, M)(¢)). m

16.9.1-2. Définition: Un A-module I est dit «injectif », si et seulement si, le foncteur Hom4(_, I) est
exact.

16.9.1-3. Exercice: Montrer qu'un A-module I est injectif, si et seulement si, pour tout injection
de A-modules o« : M — N et tout morphisme ¢ : M — I, il existe un morphisme ¢ : N — I, tel

que Yoo = .
M-—‘%*—-N

En particulier, si I est un A-module injectif et si 2 est un idéal de A (vu comme A-module), tout
morphisme de A-modules o : A — I se prolonge a A tout entier, i.e. il existe x, € I tel que
a(a) = az,, pour tout a € A.

8 Cette sous-section s’inspire des exposés de [Goda] et [Har]; 'hypotheése de commutativité pour les anneaux
n’est pas indispensable mais nous permet de simplifier notre exposition.
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16.9.1-4. Exercice: Soient 21 un idéal de A, et I un A-module tel que tout morphisme « : A — I
se prolonge & A tout entier.

a) Soient M = (m) un A-module cyclique, et N C M un sous-module. Montrer que tout morphisme
« : N — I admet un prolongement a M.

b) Soient M un A-module arbitraire, N C M un sous-module, et o : N — I un morphisme. Montrer
que la famille F des couples (L,ar), ou N C L C M, et ou oo, : L — I prolonge «, munie de
I’ordre partiel :

(L1,ar,) < (L2, ap,), sietseulementsi, L; C Ly et ap, = O‘L2‘L1 ,

est une famille inductive. Conclure, en utilisant (a) et le lemme de Zorn, que o admet des prolon-
gements globaux et donc que I est un A-module injectif.

16.9.1-5. Remarque et définition: Les deux derniers exercices montrent que sur un anneau com-
mutatif arbitraire, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

e Les morphismes de 2l — I, ou 2 désigne un idéal de A, se prolongent & A tout
entier.

{ e Un A-module I est injectif,

La deuxiéme condition donne un critére commode pour vérifier qu'un A-module est injectif. Dans la
suite nous y référerons par le nom de «critere d’injectivité par les idéaux de A ».

Lorsque A est un anneau intégre et principal, il y a équivalence donc entre :

e Un A-module I est injectif,
e al = I, pour tout a # 0.

Un A-module vérifiant la deuxiéme condition est dit «divisible».

Dans la catégorie des Z-modules, le corps des nombres rationnels Q, mais aussi Q/Z, sont divisibles,
donc, injectifs dans Mod(Z).

16.9.1-6. Lemme (et exercice):

a) Soit {I;};cy une famille arbitraire de A-modules injectifs. Prouver que le module produit de 1,
est un A-module injectif.

b) Montrer que si A est ncethérien, toute limite inductive de modules injectifs est un module
injectif. (Utiliser le critére par les idéaux de A.)

16.9.1-7. Lemme (et exercice): Pour tout A-module M, on appelle «facteur direct» tout sous-
A-module N tel qu’il existe un sous-A-module Q C M, vérifiant: N +Q =M et NNQ = 0.

a) Soit I un sous-module d’un A-module M. Montrer que si I est un A-module injectif, il est
facteur direct de M.

b) Montrer que tout facteur direct d’'un A-module injectif est lui-méme injectif.

Existence d’assez d’injectifs
La notion de module injectif & un sens pour toute catégorie abélienne. En effet, dans une telle
catégorie €, les ensembles More(Mi, M>) sont munis de structures de groupes abéliens, et donc
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tout objet M définit un foncteur (additif) e ~» More(e, M), de € vers Mod(Z) (dont l'action sur
les morphismes découle également des axiomes de catégories abéliennes). L’analogue du lemme
16.9.1-1 est alors vrai.

On appelle «objet injectif de la catégorie €» tout objet I, tel que le foncteur More(e, I) de €
vers Mod(Z) est ezact.

16.9.1-8. Définition : Soit € une catégorie abélienne. On dit que € «possede assez d'injectifs» lorsque,
pour tout objet M € Ob(C), il existe un objet injectif I(M) et un élément de More(M,I(M)) qui
soit un morphisme injectif.

16.9.1-9. Proposition: Soit A un anneau (commutatif) arbitraire (™) ; il existe un foncteur co-
variant additif et exact Z : Mod(A) ~» Mod(A), et une transformation naturelle = : id ~» Z tels
que:

a) Pour tout A-module M, le A-module Z(M) est injectif.
b) Pour tout A-module M, le morphisme Z(M) : M — Z(M) est injectif.

Démonstration: Tout A-module M étant naturellement un Z-module, on considéere Homy (M, Q/Z) muni
de la structure de A-module définie par (ag)(m) := ¢(am). Pour tout morphisme de A-modules @ : M; —
M le morphisme induit Homyz (M, Q/Z) — Homyz(M;,Q/Z), donné par ¥ — 1 o, est alors un morphisme
de A-modules. On a donc bien un foncteur additif de la catégorie Mod(A) vers elle méme, noté Homgz(—, Q/Z).

Rappelons que les applications:
Hom 4 (M ,Homz(N,Q/Z)) —=— Homz(M ®4 N,Q/Z)
« —  men— a(m)(n)
HOmZ(M XA Na @/Z) é HomA(M7 HOmz(N, Q/Z))
@ — m— (n—p(m®n))
sont des isomorphismes de A-modules, inverses I'un de 'autre.

Prouvons maintenant que Homgz (A, Q/Z) est un A-module injectif & I’aide du critére par les idéaux injectifs
de A de l'encadré 16.9.1-5 (page 232):

Pour tout idéal 2 C A, nous devons montrer que ’application :

Hom 4 (A, Homz (A, Q/Z)) —— Hom4 (A, Homz (A, Q/Z))
« — aly

est surjective. Or, les isomorphismes (%) donnent les équivalences:

Hom 4 (A, Homy (A, Q/Z)) — Hom 4 (U, Homy (A, Q/Z))

=| |=

Homz(A ®4 A,Q/Z) —— Homz(A®4 A,Q/Z)

;T T:

Homy(A,Q/Z) — Homy(2A,Q/Z)

% La démonstration que donnons s’adapte sans difficulté au cas des anneaux non commutatifs en introduisant
les catégories Mod-A et A-Mod des A-modules respectivement & gauche et a droite.
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ol la surjectivité de la derniere ligne résulte du fait que Q/Z est injectif dans la catégorie Mod(Z).

Ceci étant, soit R un A-module et considérons la surjection de A-modules

LR) =P A R0

1, —m

(%)

(On remarquera que la correspondance e ~ L(e) est fonctorielle, covariante, additive et exacte de Mod(A)
vers elle-méme.)

D’apres l'exactitude & gauche du foncteur Homy (e, Q/Z), on a une injection :

0 — Homy (R, Q/7) 222428, Homy, (L(R),Q/Z),

ot Homz(L(R),Q/Z) = Homz(Pr A,Q/Z) = [[pHomz(A,Q/Z), est un A-module injectif (cf. lemme
16.9.1-6).

Voici, pour terminer, la définition du foncteur Z: On pose, pour tout A-module M :

(E(M) ‘M - I(M)) = (M =D, 7(M) := Homg (L(HomZ(M,Q/Z)),Q/Z)>

ol le morphisme Z(M) est obtenu en composant Papplication canonique M — Homg (Homz(M,Q/Z),Q/Z)
qui associe m +— (@ — p(m)), & Iapplication (x*) pour R = Homy(M,Q/Z).

Le A-module Z(M) est bien injectif, et Z étant défini & l'aide de foncteurs additifs exacts, sera lui-méme
un foncteur additif (covariant) exact. Enfin, la transformation Z est naturelle et il ne reste qu’a vérifier
linjectivité des morphismes Z(M).

Soit M un A-module et m € M non nul. Nous devons montrer qu’il existe un morphisme ¢ : Homz (M, Q/Z)
tel que ¥(m) # 0 (ce qui concerne uniquement des structures de Z-modules). On observe alors que puisque
Annulz(m) = (r), pour un certain r € N*, I'application ¢, : (m) — Q/Z, qui associe m — £ € Q (mod Z), est
bien définie et est non nulle. Comme Q/Z est un Z-module injectif, 'application 1,, admet un prolongement
a M tout entier; ce qui termine la démonstration de la proposition. n

16.9.1-10. Corollaire: Soit A un anneau commutatif arbitraire.

Il existe un foncteur additif et exact Z* : Mod(A) ~ C*°(Mod(A)) et une augmentation (_) :
(0) = Z*(0) (naturelle), tels que, pour tout M € Ob(Mod(A)), le complexe :

e(M)

0 M M 7o) M,

Il (M) d(M)l

est exact. En particulier, tout A-module admet une résolution injective.

Démonstration: En effet, soit M =: My un A-module; la suite de morphismes :

0 — My <3 T(M) = 7°(M) 200, coker(e(My)) = My — 0
d(M)OJV
0 e(My) 71 v(e(My)) .
= My =555 I(M;) =:Z'(M) —— coker(e(M;)) =: My — 0
d(M)IJ/
0 (M) o v(e(M3)) _
— M, W I(MQ) =17 (M) _— COkeI‘(E(Mg)) =: M3 —0
d(M)zl

ou d(M); :=e(Mji1) ov(e(M;)), vérifie les propriétés du corollaire.

On laisse en exercice la preuve du fait que Z*® est exact. Une démarche simple consiste & montrer que la
correspondance M ~ coker(E(M)) fait partie d’un foncteur additif exact, ce qui découle du fait plus général
qui affirme que le conoyau (resp. noyau) d’une transformation naturelle entre deux foncteurs additifs exacts,
est également exact. u
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Supports et modules injectifs
Soient A un anneau commutatif arbitraire M un A-module. Tout élément m € M détermine une

section globale du O x-module quasi-cohérent M défini sur le spectre premier de A.

16.9.1-11. Définition: On appelle support d'un élément m d'un A-module, et on le note |m/|, I'en-
semble des idéaux premiers P de A, pour lesquels vp(m) € My est non nul, o vy : M — My
désigne le morphisme canonique de localisation.

Le support de m € M s'identifie donc aux support de la section globale qu'il détermine sur le
faisceaux M. On a:

|m| = V(Annuls(m))

16.9.1-12. Exercice: Soit A un anneau commutatif arbitraire et Z C Spec(A) un fermé de Zariski.

a) Montrer que ’ensemble des éléments d’un A-module M dont le support est contenu dans Z, est
un sous-A-module de M.

b) Montrer que pour tout morphisme de A-modules ao: M — N, on a |a(m)| C |m|, pour tout m €
M.

16.9.1-13. Définition et notation: Soit Z un fermé de Zariski dans Spec(A). Pour tout A module
M, on note I'z (M) le sous-module des éléments de M dont le support est contenu dans Z.

La correspondance M — I'z(M)) est fonctorielle additive, on I'appelle «sections a support dans Z ».

16.9.1-14. Proposition: Soient A un anneau commutatif noethérien, Z = V() C Spec(A) un
fermé de Zariski et M un A-module

a) m € T'z(M), si et seulement si, V(1) 2 V(Annula(m)), si et seulement si, A C /Annula(m).

En particulier, lorsque A est ncethérien :

m € Dy g (M), si et seulement si, A" C Annuly(m), pourr € N et r >0 (1)

b) Supposons A ncethérien et considérons le systéme projectif :
A A A
e gr g g T AL
oti les morphismes sont les projections canoniques. Le systéme

M — HomA(g,

M) — HomA(%,M) — = HomA<%7M> —
est alors inductif et le morphisme induit par passage a la limite :
limen HomA(%,M) .M

! — (1)

est un isomorphisme sur I'z(M).
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Démonstration :

a) Un élément m € M est a support dans Z, si et seulement si, A\P rencontre Annuly(m) pour tout P 2
20 ; condition tautologiquement équivalente a: si P O Annuly(m), alors P8 O 2. On a donc:

m € T'z(M), si et seulement si, V() D V(Annuls(m)), si et seulement si, A C \/Annuly(m).

Lorsque A est supposé en plus noethérien, l'inclusion A" C Annulg(m) sera satisfaite pour r € N
suffisamment grand.

b) Remarquons, pour commencer, que les idéaux premiers B du complémentaire de Z = V() sont ceux
vérifiant P 2 A, et donc aussi P 2 A", pour tout r € N*. Il s’ensuit que (QLA"')rp = 0 et également:
HomA(QTAT,M)m =0, pour tout P 2 A. Ainsi, pour chaque r € N* et tout ¢ € Homy (43, M), I'élément
(1) € M vérifiera |p(1)| C Z.

Réciproquement, la remarque pour les anneaux noethériens de la question précédente montre que pour

chaque m € I'z et tout r > 0, il existe un morphisme ¢,, : % — M vérifiant ¢,,,(1) = m, ce qui termine
la preuve de cette proposition. n

16.9.1-15. Exercice: Montrer que le foncteur des sections & support dans un fermé est exact a
gauche.

16.9.1-16. Proposition: Soient A un anneau commutatif et noethérien et Z C Spec(A) un fermé
de Zariski. Pour tout A-module injectif I :

a) le sous-module T'z(I) est injectif.

b) le sous-module T'z(I) admet des supplémentaires dans I ; ceux-ci sont tous des A-modules
injectifs.

Démonstration :

a) Nous allons appliquer le critere d’injectivité par les idéaux de A de encadré 16.9.1-5 (page 232). Posons
Z =V (). Soit B un idéal de A et ¢ : B — I un morphisme de A-modules. Pour chaque b € B, il existe,
d’apreés la proposition 16.9.1-14, un entier r(b) € N tel que A™® C Annul(¢(b)) et comme B est de type
fini, il existera r € N, suffisamment grand, vérifiant: 2" C Annula(p(B)). En particulier ¢(2A"8) = 0.

Le théoreme d’Artin-Rees (c¢f. [Mat] §11 page 67) affirme alors qu’il existe 7’ > r tel que A7 NB C ATB.
On en déduit une factorisation du morphisme ¢ en ¢’ ov:

©
. B maar N
B Ar' Ny~ A’ )I
gl gl v
A -
A _

et le morphisme ¢’ admet un prolongement en un morphisme 1 puisque I est injectif. Le morphisme 1)
composé a la projection canonique A — A/A" fournit alors un prolongement de ¢ dont I'image (celle de
1) est clairement dans I'z(I).

b) Résulte immédiatement de (a) et du lemme 16.9.1-7. L]

Localisation de modules injectifs
Supposons 'anneau A commutatif et noethérien.
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16.9.1-17. Proposition: Soit I un A-module injectif.
a) Pour tout systéme multiplicatif S de A, le morphisme canonique :
I 8771,
est surjectif.

b) Pour tout idéal premier I8 C A, le A-module Iy est injectif.

Démonstration :

a) Tout élément de S~'T étant de la forme 2 pour z € I et s €S, on cherche y € I tel que ¥ = 2, i.e., tel

qu'il existe t € S vérifiant :
tsy = tx. (%)

Considérons la suite :

Annuly(s) € Annuly(s?) € Annuly(s®) C - -
Comme A est supposé ncethérien, cette suite stationne; il existe donc r € N, tel que Annuls(s") =
Annula(s"t1). On considere alors Papplication de I'idéal (s)™! C A vers I, définie par ¢ : s"T1 — s"z.
L’application ¢ est bien définie puisque

Annuly(s™1) = Annuls(s”) € Annuls(s"x).

D’autre part, le fait que le module I est injectif entraine 'existence d’un prolongement ¢ : A — I de .
Notons y := (1), alors:

Or, cette égalité est précisément (x) pour t = s”.

b) Cette question résultera de montrer que le noyau du morphisme canonique v : I — Iy est un A-module
injectif (¢f. 16.9.1-7), ce pour quoi on appliquera le critere des idéaux.

On remarque pour cela que x € ker(my), si et seulement si, |z| Z P ; en particulier:

x € ker(vyp), siet seulement si, z € U rz(I). ()
PEZ

Soit maintenant ¢ : B — ker(vp) un morphisme de A-modules. Pour chaque b € B, I'équivalence (xx)
montre qu’il existe Z, tel que p(b) € I'z, (I). La ncethérianité de A entraine alors I'existence d’un nombre
fini de fermés de Zariski Z,..., Z,, tels que p(B) C Tz, (I)U--- Uz, (I). Par conséquent, en notant
Z =, Zi, on a p(B) CTz(I) et la proposition 16.9.1-16 assure I'existence d’un prolongement de ¢ a
A tout entier, & valeurs dans I'z(I) donc dans ker(vy). L]

16.9.1-18. Proposition: Soient A un anneau commutatif ncethérien, X = Spec(A) et I un A-
module injectif. Le faisceau de Ox-modules I est flasque.

Démonstration: Nous devons montrer que les morphismes I — I (U) sont surjectifs pour tout ouvert U C
Spec(A).

Pour les ouverts principaux. Soit f € A et U = D(f). La morphisme I — I(U) n’est autre que le
morphisme de localisation I — Iy dont la surjectivité est donnée par la la proposition 16.9.1-17.

Pour les ouverts arbitraires. Soit oy € I(U) et notons |og| son support dans U, i.e. 'ensemble des g € U
tels que (0¢)qp # 0; c’est un fermé de Zariski de U dont on notera Z, 'adhérence dans X. La proposition
16.9.1-16 donne une factorisation I = I'z,(I) ® Q et I'additivité du foncteur de localisation entraine alors
Végalité: I(U) =Tz, (I) (U)® Q(U). En particulier o9 € T'z,(I) (U).

Soient maintenant « € |og| et fo € A tels que x € D(f) C U. La restriction o D(fy) Provient

d'une section globale ¥y € I'z,(I) d’aprés la remarque précédente; notons o1 = o — Xo|,. Alors
lo1| € Z1 € Zo NV (f), ol Z; est Padhérence de Zariski de |o;| dans X.
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Les raisonnements du paragraphe précédent montrent alors que oy € I'z, (I )~(U ).

En itérant ce procédé, on obtient une suite de sections non nulles et équivalentes modulo les sections

globales :

o0 €Tz,(I) (U), 01Tz (I) (U), o2€TzI) (U), - ,o€lzI) (U),
OnaZy2Z12Zy2 27, et comme A est supposé ncethérien, cette suite stationne; mais ceci
n’est possible que si g; = 0 pour | > 0, ce qui termine la démonstration de la proposition. [

16.9.2 Acyclicité des modules quasi-cohérents.

16.9.2-1. Théoréme [d’acyclicité de Serre]: Soit (X;Ox) un schéma ncethérien affine ou
une variété algébrique affine. Tout O x-module quasi-cohérent M est acyclique pour le foncteur

de sections globales et la cohomologie de faisceaux sur X, i.e.:

HI(X,M)=0, pour toutj > 0.

Démonstration :

Dans le cas du schéma affine associé & un anneau ncethérien A. Soit M = M. D’aprés le corollaire

16.9.1-10, il existe une résolution injective de M :

0— M =50 %, 4,2 2, . (%)

et 'application du foncteur (exact) de localisation () donnera la résolution de faisceaux :

00— M=DM-570 %, 0 D, 2 d ()

dont la proposition 16.9.1-18 a montré que les I sont flasques. La résolution (**) est donc une résolution
acyclique pour le foncteur des sections globales sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X.
Il s’ensuit que:

HI (X, M) =1 (D(X,I*),d.),
et le théoréme résulte du fait que I'(X, o) inverse le foncteur (N) et nous ramene a calculer la cohomologie
de la suite exacte (x).

Dans le cas d’une variété algébrique affine. On se rameéne au cas précédent a l’aide ’équivalence de
catégories entre A g con(Ox) et M o con (OSpeC<A(X))) (cf. Vencadré 16.8-2, page 227). Ceci permet de
conclure que le Ox module quasi-cohérent M sur la variété affine est restriction (de faisceaux) d’un
module quasi-cohérent du schéma affine associé a ’anneau A(X) des fonctions régulieres sur X. On ap-
plique alors I’équivalence de catégories entre Fais(X) et Fais(Spec(A(X))), en particulier la proposition
16.3.1-6.1, qui montre que l'opération de restriction de Spec(A(X)) & X ne change pas la cohomologie
de faisceaux. u
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Index Terminologique

I-acyclique, 176, 187
I'(U; -)-acyclique, 176, 187
i-eme opérateur face, 140
m-~cocycle d’'un complexe différentiel A = (A*,d,),
84
m-cocycles, 61
m-forme alternée, 52
m-forme différentielle sur M, 65
n-ieme nombre de Betti de M, 62

p-cochaines (ordonnées) de Cech relatives
au recouvrement U et a valeurs dans le

préfaisceau P, 132
p-cochalnes alternées, 140
p-cochalnes ordonnées, 140
p-cochalnes singulieres, 139
p-simplexes singuliers de X, 197
B-morphisme, 38
B-morphisme de fibrés vectoriels, 45
A-module Z-gradué, 83
Ox-module sur X, 226
Ox-module, 162
R-saturée, 5
R-saturation d’une partie A C X, 5
a support compact, 58
abélienne, 112
action de G sur un espace topologique X, 9
action linéaire, 52
acyclique, 194
additif, 46, 111
additive, 110
admet des partitions de 'unité, 69
algebre différentielle graduée, 60
alternées, 139
anti-commutative, 53
anti-dérivation, 102
antidérivation, 60
application de recollement, 14
applications différentiables entre les ouverts

UCFEetVCF, 57

atlas m-dimensionnel (et de classe C*°) pour M,
17

atlas complet de la structure, 18
augmentation, 170
automorphismes, 100
bon recouvrement, 96
bon recouvrement pour M, 97
bonne famille d’ouverts, 97
bord, 197
borné a gauche, 184
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caractere, 52
carte de coordonnées locales, 17
catégorie, 99, 100
catégorie de systemes inductifs de Ab indexés par
la catégorie J, 118
catégorie des espaces (localement) annelés, 218
catégorie opposée a C, 103
catégories abéliennes, 110
champs de vecteurs (tangents) au-dessus de U, 47
chasse aux diagrammes, 86
cobord, 141
cobords sur U, 61
cocycles sur U, 61
cohérent, 227
cohomologie d’'un bicomplexe (A**, dq «, 06 ), 127
cohomologues, 61
coimage, 112, 155
complexe de de Rham (resp. & supports compacts)
sur U, 61
complexe de Cech-de Rham, 133

complexe des cochaines alternées de Cech relatives
a un recouvrement I/ de Y est a valeurs dans

un préfaisceau P, 141
complexe des cochaines singulieres de Cech
relatives a un recouvrement I/ de Y est a
valeurs dans un préfaisceau P, 141
complexe des formes différentielles (resp. &
supports compacts) sur U, 61
complexe différentiel de A-modules, 84
complexe différentiel gradué dual, 135
complexe différentiel gradué dual de (A*,d,), 135
complexes d’objets de €, 110
composition, 100
composante horizontale, 91
composante orientée de ¢34, 75
composante verticale, 91
concentré, 93
concentré en degré r, 179
condition de Mittag-Leffler, 126
conoyat, 111, 155
critere d’injectivité par les idéaux de A, 232
décomposition fermée (resp. irréductible), 202
définissent la méme orientation, 71
définissent la méme structure différentiable, 18
dérivé, 52
de de Rham, 178
de faisceaux, 178
de liaison, 86
de Mayer-Vietoris, 82
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de restriction,

de Rham-acyclique,
de transition,

de Cech,

degré total,

degrés,

195,

des formes différentielles de RxM a support

compact le long des fibres,
difféomorphisme de transition,
dimension,
dimension cohomologique finie de X,
dimension de Krull,
dimension topologique,
divisible,

du premier quadrant,

ensemble algébrique,
ensemble des zéros de A,
espace annelé,

espace des G-orbites,
espace euclidien,

espace localement annelé,
espace topologique quotient de X par R,
exact,

exact a droite,

exact a gauche,

exacte a droite,

exacte a gauche,

face,

facteur direct,

faisceau,

faisceau associé a P,

faisceau associé a un préfaisceau P,
faisceau d’anneaux,

faisceau de A-modules,

faisceaux d’anneaux sur X,
faisceaux différentiels gradués,
fermé de Zariski,

fermée,

fibré image inverse par f,

fibré vectoriel de base B et fibre F,
fibration,

fibration localement triviale,

217,

107,

148,

fibration localement triviale de fibre 'espace

topologique F',
fibration localement triviale de variétés,
filtrant inférieurement,
filtrante,
filtrante supérieurement,
finis,
flasque,
foncteur coinduit,

166,

197
134

17
178
101
101

93

63
205
188
205
203
232
127

208
208
217
10
12
219

113
114
114
114
114

197
232
149
158
153
217
157
162
178
208

38
43
37
37

37
37
156

foncteur constant Kpy, 119
foncteur contravariant, 103
foncteur covariant, 103
foncteur de cohomologie, 112
foncteur induit, 105
foncteurs de cohomologie de faisceaux, 165
fonction réguliere, 224
fonction sur M, 27
fonctions de partition, 69
fonctions réguliéres sur Z, 224
forme m-multilinéaire, 51
formes (alternées) impaires, 54
formes (alternées) paires, 54
générique, 206
germe, 149
germes de k-formes différentielles de M au point
x, 105
graphe de R, 4
groupe a un parametre, 33
groupe de Lie, 31
groupe de Lie G agit sur une variété différentiable
M, 32
groupe topologique, 31
groupes de cohomologie de faisceaux de G, 173
groupes de cohomologie de faisceaux de G sur U,
173
homogenes de degré m, 52
homotope a zéro, 117
homotopes, 116
hyper-cohomologie, 179
hypersurface, 224
image, 112, 155
image directe, 94
image directe par f, 217
image inverse, 132
image inverse du O x-module M, 211
image réciproque par f de w, 68
indices, 118
injectif, 111, 231
injectif d’une catégorie abélienne, 166
intégration sur les fibres, 94
irréductible, 202
isomorphisme, 100
isomorphisme local, 158
isomorphisme naturel, 104
jacobien de f, 59

I’algebre de cohomologie de de Rham & supports
compacts de U, 61
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I’algebre de cohomologie de de Rham a supports
compacts de M, 68

I’algebre de cohomologie de de Rham de U, 61

I’algebre de cohomologie de de Rham de M, 68

I'atlas de définition, 17
I’espace fibré au-dessus de B, 37
I’espace projectif réel de dimension n — 1, 11
I’espace total de la fibration, 37
I’hypercohomologie du complexe (G*,d.) en degré

r, 181
Iintégrale de w = fdxy A -+ Adxg, 62
Porbite de G passant par x, 10
la base de la fibration, 37
la catégorie des recouvrements de l'espace Y, 138
la cohomologie de (A*,d.), 84

la cohomologie de Cech de Y & valeurs dans le
préfaisceau P, 145

la cohomologie de Cech relativement au
recouvrement U et a valeurs dans le

préfaisceau P, 133
la cohomologie singuliere de X & coefficients dans
A, 197
la condition de recollement, 65
la différentielle du A-module différentiel A, 84
la résolution de F par le recouvrement (ouvert) U,
193
la relation d’équivalence engendrée par R, 4
la restriction d’un faisceau F € Ob(Fais(X)) a Y,
210
la restriction de U a V, 74
la restriction de G & U, 190
la restriction de P a I'ouvert U, 132
la restriction de la fibration = & B’, 38
la section nulle, 44
la signature, 55
la structure de variété induite par M, 29
la suite exacte longue de cohomologie associée a la
suite exacte courte (A), 87
le p-simplexe standard, 196
le complexe (S¢(X),de) des chaines singulieres &
coefficients dans A, 197
le complexe de cochaines singulieres de X a
coefficients dans A, 197
le complexe de de Rham de M, 68

le complexe de de Rham des formes différentielles
a support compact de M, 68
le complexe de Cech de Y & valeurs dans le
préfaisceau P, 145
le complexe des cochaines de Cech relatif
au recouvrement U et a valeurs dans le
préfaisceau P, 133
le faisceau conoyau, 157

le faisceau différentiel gradué des cochaines
de Cech a valeurs dans F et relatives au

recouvrement U, 192
le faisceau structural de I’espace annelé, 217
le fibré cotangent & M, 49
le fibré tangent de M, 47
le foncteur de restriction a 'ouvert U, 190
le germe de ¢ en y, 150
le localisé de A en B, 219
le rang du fibré, 43
le représentant de w dans la carte (Uy, @), 66
le revétement associé a la fibration (localement
triviale) r, 42
le revétement universel de M, 41
le schéma affine associé a A, 219, 221
le support de w, 67
Lemme de Poincaré pour la cohomologie de de
Rham & supports compacts, 93
les m~cobords de (A*,d.), 84
les m-formes différentielles sur U, 57
les composantes irréductibles de Y, 203
les formes différentielles homogenes de degré m
sur U, 57
les résolutions flasques canoniques de Godement,
165
les sections de P au-dessus de l'ouvert U, 131
librement, 33
limite, 119
local, 217
localement annelé, 217
localement finie, 69
localement isomorphes, 151
localement nul, 151
longueur, 203
méme structure fibrée vectorielle, 44
matrice jacobienne, 59
mineurs de rang r, 55
morphisme, 84
morphisme d’espaces annelés de (X, Ox) a valeurs
dans (Y, Oy), 217
morphisme de A-modules Z-gradués, 83
morphisme de Ox-modules, 163
morphisme de faisceaux, 157
morphisme de faisceaux d’anneaux de A vers B,
217
morphisme de fibrés vectoriels, 45
morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de B, 45
morphisme de fibrations 71 vers ma, 38
morphisme de fibrations au-dessus de B, 38
morphisme de liaison des suites de cohomologie
associées a (f(A),g(A)), 87
morphisme de préfaisceaux, 131
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morphisme de suites exactes de complexes

différentiels de A-modules, 85
morphisme de variétés, 25
morphisme identité de A, 100
morphisme nul, 110
morphismes, 28
morphismes de € de domaine A et codomaine B,

100
morphismes de degré d, 101
neethérien, 202
naturalité, 99
nil-radical, 204
noyau, 111, 155, 157
objet injectif de la catégorie €, 233
objet nul, 110
objets, 100
opérateur cobord, 133
opérateur d’antisymétrisation, 53
ordonnées, 139
orienté, 63, 70
orientable, 70
ouvert de trivialisation de la fibration, 37
ouvert principal, 218, 224
ouverte, 5
ouverts principaux, 218
partition de I'unité, 69
permutations de battage en tas de m et n cartes,

54
petites catégories, 101
pleine, 100
plus fine, 4
plus grossiere, 4
point fixe de ¢, 12
possede assez d’injectifs, 233
possede des limites, 119
possede des limites inductives, 119
possede des limites projectives, 119
préfaisceau d’anneaux, 217
préfaisceau image directe de P par f, 131
préfaisceau nul, 154
préfaisceau sur Y, 131
préfaisceautiser, 148
préserve 'orientation, 63
produit extérieur, 53
prolongé par zéro, 62
prolongement par zéro, 74
quasi-cohérent, 227
quasi-compacts, 202
quasi-isomorphisme, 107

réductible, 202
réduit, 204
résolution d’un faisceau G, 187
résolution de (G*,d..), 187
résolution de G (& droite), 170
résolution flasque canonique de Godement, 166
rétraction, 115
réunion disjointe de variétés, 36
radical, 204
radical de Jacobson, 204
radical de 'anneau A, 204
radical de nilpotence de I'anneau A, 204
radical nilpotent, 204
raffine, 138
raffinement, 138

rang d’un morphisme en un point, immersion,
submersion, morphisme étal, difféomorphisme,

etc., 26
recollement de X et Y par f, 13
recouvrement ouvert, 138
recouvrement pointé de Y, 139
restriction de U & V, 191
saturée, 5
schéma, affine noethérien, 221
scindée, 115
section, 115
section de T, 38
section globale, 38
section nulle, 44
sections a support dans Z, 235
sections a supports compacs, 45
sections au-dessus d’un ouvert, 131
sections au-dessus de U, 131, 156
sections globales, 229
simplement connexe, 40
simpliciale, 178
singuliere, 178
singulieres, 139
somme amalgamée, 35
sous-catégorie, 100
sous-groupe alterné, 52
sous-variété, 19, 21
sous-variété de M de dimension n, 29
sous-variété différentiable, 19
spectre, 205
spectre maximal, 205
spectre premier, 205
structure de variété fibrée vectorielle, 44
structure différentiable sur M, 18
subordonnée a U, 69
suite exacte courte, 113
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suite exacte longue d’hyper-cohomologie de

complexes de faisceaux, 180
suite exacte longue de cohomologie de faisceaux,
173, 179
suites exactes longues de Mayer-Vietoris, 88
support de f, 27
support de la section o, 45
surjectif, 111
systeéme inductif (resp. projectif) d’objets de €
relatif & (Z, x), 105
systeme inductif de Ab, 118
systeme multiplicatif, 212
systeme projectif, 118
systemes projectifs de Ab indexés par la catégorie
J, 118
tautologique, 144
théoréme principal de la théorie de faisceaux, 186
théorie des foncteurs dérivées (& droite), 164
topologie de Zariski, 208
topologie quotient, 5
topologie spectrale (souvent appelée de Zariski),
205
trace, 36
transformation naturelle, 104

trivialisable, 37
trivialisable au-dessus de Vj, 37
un m-cobord, 61
un espace vectoriel orienté, 64
un isomorphisme local de préfaisceau, 151
un préfaisceau de A-modules, 154
un relevement continu de 7, 40
un revétement, 40
une orientation de F, 64
une orientation de M, 71

une partition de 'unité de M d’un voisinage de
K subordonnée au recouvrement 4/ de K, 70

une présentation finie, 227
variété, 90
variété algébrique affine, 225
variété d’orientation de M, 76
variété différentiable de dimension m, 18
variété orientée, 71
variété produit, 30
variétés différentiables, 28
vecteurs tangents a M basés en x € M, 47
vecteurs tangents de M, 47
zéro de w, 67
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