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§1 COHOMOLOGIE DE DE RHAM DANS LA CATEGORIE DES SCHEMAS §1.1

§1. Formes différentielles relatives

1.1 Différentielles relatives sur une algébre

Soit R un anneau commutatif arbitraire. On désigne par Alg(R) la catégorie dont les ob-
jets sont les R-algeébres unitaires, associatives et commutatives et les morphismes sont les
morphismes de R-algebres qui conservent 1’élément neutre multiplicatif; on notera indiffé-
remment Homompg(A;, Az) et Moryy,(g) (A1, Az) U'ensemble de telles applications. Les objets
de Alg(R) sont des quotients des algeébres de polyndmes & coefficients dans R ; I'expression
« R-algébre» fera toujours allusion & une telle algebre plutét qu’a une algebre générale (cf.
2.1.5), sauf, bien évidemment, mention explicite du contraire.

1.1.1. Définition: Soient A une R-algébre et M un A-module. On appelle « R-dérivation de
A a valeurs dans M » la donnée d’un morphisme de R-modules D : A — M vérifiant |'égalité

de Leibniz:
D(ajaz) = a1 - D(az) 4+ as - D(ay) pour tous a1, as € A. (1)

En particulier, si 14 désigne I'identité multiplicative de A, on a D(r-14) = 0 pour tout r € R.

On note Derg(A; M) I'ensemble des R-dérivations de A a valeurs dans M. Il est immédiat de
constater que si Dy, Dy € Derg(A; M) alors Dy + a - Dy appartient également a Derg(A; M),
quel que soit a € A ; il en résulte une structure naturelle de A-module sur Derg(A; M).

1.1.2. Exercice: Soient A une R-algebre et M un A-module. On munit A @ M avec une structure
d’anneau en posant :
(a1,m1) - (a2, msa) := (ay az,ay - mg + as -my).

L’application p; : A® M — A qui associe (a,m) +— a est alors un morphisme d’anneau. Notons p, :
A @ M — M la projection canonique.

a) Pour chaque D € Derg(A; M) montrer que 'application ¢(D) : A — A @& M définie par a RSy

(a, D(a)) est un morphisme d’anneaux tel que

{plo(p(D) =idy,

p2op(D)(R-14)=0. (*)

b) Notons Homomg r(A, A @ M) l'ensemble des morphismes d’anneaux vérifiant les conditions (x)
ci-dessus.
Montrer que l'application ¢ : Derg(A; M) — Homomy g(A, A & M), définie dans la question
précédente, est bijective.

1.1.3. Remarques et notations:

a) Soit o : A — B un morphisme de R-algebres et soit M un B-module. Pour tout D € Derg(B; M),
Papplication a*(D) := D o « est une R-dérivation de A. La correspondance a* : Derg(B; M) —
Derg(A; M) est un morphisme de A-modules.
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Exercice. Soit 2 un idéal de A et notons, pour tout A-module IV, par N* le sous-module des
éléments n € N annulés par 2. Le A-module N* possede alors une structure naturelle de (A/20)-
module. Notons aussi Derg(A; M)®) I’ensemble des R-dérivations de A & valeurs dans M qui
s’annulent sur 2A.

1) Montrer que Derg(A; M)™) est un sous-A-module de Derg(A; M) et que I'on a:

DerR(A;M)<Ql> - DerR(A; M)Ql = DerR(A;Mﬂ) .

La structure de A-module de Derg(A; M)®) se factorise en une structure (A/2f)-module.

2) Notons v : A — A/2 la surjection canonique. Montrer, pour D € Derg(A; M)®) | qu'il existe
une et une seule dérivation D’ € Derg(A/2A; M*) telle que v*(D’) = D.

3) En déduire que la composée des morphismes canoniques
Derg(A/2; M¥) —“ Derg(A; M*) —2*= Derg(A; M)
olt 3: N¥ < N désigne 'inclusion canonique, est injective d’image Derg(A; M)(g).
Cet exercice démontre le lemme suivant.

Lemme: Lorsque « : A — B un morphisme surjectif de R-algébres et que M est un B-module, ’ap-
plication a* : Derg(B; M) — Derg(A; M) est injective et son image s’identifie au sous-A-module
de Derg(A; M) des dérivations nulles sur 'idéal ker(a).

b) Soit f : M — N un morphisme de A-modules. Pour toute dérivation D € Derg(A; M), la composée
f oD est clairement une R-dérivation de A a valeurs dans IN et sera notée, suivant le contexte, par
f«(D), D*(f) ou Derg(A, f). L’application définie sur la somme directe Derg(A; M )®Mora (M, N)
a valeurs dans Derg(A; IN) qui fait correspondre au couple (D, f) la dérivation foD est A-bilinéaire.

1.1.4. Définition: On appelle «<module des formes différentielles relatives de A sur R» la
donnée d'un couple (Q4/r,da/r). Ol Q4/r est un A-module et ol da/g : A — Q4 /g est une
R-dérivation, tel que pour tout A-module M ['application:
&
Mora(Qa/r, M) —2% Derg(A; M)

f —— dyr(f)
est bijective.

1.1.5. Proposition: Pour toute R-algébre A, il existe un module de formes différentielles
relatives sur R, de plus, ce module est unique & isomorphisme (canonique) prés.

Démonstration :
Existence — Considérons le A-module libre @,. 4 A - da, ol da est un symbole, notons J le
sous-A-module de @,. 4 A - da engendré par les éléments de la forme:

(Rl) d(a1 ag) —aj - dag —as - da1 3

(R2) d(a1 + a9) — day — das,
(R3) d(ra)—r-da, pour tousr € Reta € A;

} pour tous ay,as € A;
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et posons Q := (P,c4 A-da) /J. L’application d : A — Q définie par d(a) = da est alors
une R-dérivation. Montrons que le couple (2, d) est un module de formes différentielles rela-
tives de A sur R. En effet, soit D : A — M une R-dérivation ; le morphisme de A-modules
¢ : @uea A-da — M défini par ¢ : da — D(a) s’annule sur J et induit un morphisme de
A-modules f: Q — M qui vérifie, par construction, f.(d) = D. L’application canonique in-
duite par d entre Mora(Q2, M) — Derg(A; M) est donc surjective; son injectivité découle
d’observer que si f.(d) =0 on a f(da) = 0 pour tout a € A, et comme les éléments de la
forme da constituent un systeme de générateurs pour (2, ’égalité f = 0 s’ensuit.

Unicité — Elle découle de remarquer que si (,d;) et (Q2,dy) vérifient la condition de la dé-
finition 1.1.4, les foncteurs () ~» Mora(€4,—) et (=) ~» Mora(£22,_) sont canoniquement
isomorphes. [

1.2 Représentabilité de Derg(A,_)

1.2.1. Rappel sur le lemme de Yoneda. Soient € une catégorie et O € Ob(€); notons
Ens la catégorie des ensembles, et considérons le foncteur covariant More(O,_) : € ~~ Ens.
Soit maintenant F : € ~» Ens’ un foncteur covariant de € vers une sous-catégorie Ens’
de Ens. Un «morphisme de foncteurs» n : More(O,_) — F est la donnée, pour chaque
M € Ob(€) d’une application (M) : More(O, M) — F (M) de telle sorte que pour chaque
morphisme a € More(N, M) le diagramme :

N More(O,N) —" N, F(N)
al More((‘),a)l l]‘-(a)
M More(0, M) —" 2, F(m)

soit commutatif. En particulier, lorsque N = O, on a 1’égalité :

n(M)(a) = (M) o More(0, @) (o) = F(a)(n(0)(1o)) (%)

pour tous M € Ob(€) et a € More(O,M). La transformation naturelle n est donc en-
tierement déterminée par 1'élément o := n(0)(1lp) € F(O). Réciproquement, pour chaque
o € F(0), I'égalité n,(M)(a) := F(a)(0) (cf. (*)) définit une transformation naturelle de
More(O,_) vers F. L’application de F(O) vers Hom(More(O,_), F) qui associe o — 1, est
donc bijective.

1.2.2. Définition: Un foncteur covariant F : € ~» Ens est dit «représentable» lorsqu'il existe
un isomorphisme naturel de foncteurs 7 : More(O,_) = F pour un certain O € Ob(€) ; on dit
alors que le couple (F(O),n(0)(1p)) «représente» F.

1.2.3. Remarque: Tout foncteur d’ensembles n’est pas représentable. Pour qu’'un foncteur additif
F : Ab ~» Mod(Z), o Ab désigne une catégorie abélienne, soit représentable il faut qu’il soit exact &
droite.

La proposition suivante est une conséquence de ce qui précede (cf. [J] p. 39).
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1.2.4. Proposition (lemme d’Yoneda): Soit F : € ~» Ens un foncteur covariant.

a) Le foncteur F est représentable, si et seulement si, il existe @ € Ob(€) et un élément
o € F(O) tels que pour chaque M € Ob(€) et © € F(M) il existe un et un unique
a € More(O, M) vérifiant € = F(a)(0).

b) Lorsque F est représentable, deux couples (01,01) et (02,02) le représentent, si et seu-
lement si, il existe un isomorphisme = € More(O1,0y) tel que 0o = F(E)(01) (un tel
isomorphisme est alors unique).

Comme la correspondance Derg(A, ) qui associe & un A-module M le module Derg(A, M)
et & un morphisme de A-modules f : M; — M, le morphisme Dg(A, f) (¢f. 1.1.3-0b), est
fonctorielle covariante (et additive), les considérations précédentes s’appliquent et permettent
de reformuler la proposition 1.1.5 par le corollaire suivant.

1.2.5. Corollaire: Pour chaque R-algeébre A, le couple (04/r,d4/r) représente le foncteur
Dergr(A,_) : Mod(A) ~ Mod(A).

1.3 Premieére suite exacte a droite fondamentale

La démonstration de la proposition 1.1.5 fournit, pour chaque R-algebre A, un couple ca-
nonique (Q24/r,da/r) qui représente le foncteur Derg(A, ) ; de plus, pour tout morphisme
de R-algebres o : A — B T'application Q(a) : Qq/r — Qp/gr qui associe Q(a) : a; - day —
a(ay) - da(az) est bien définie. La correspondance € définie sur la catégorie Alg(R) des R-
algebres vers la catégorie Mod(R) des R-modules qui associe Q : A ~ Qu/p et a ~ Q(a)
est fonctorielle et covariante.

On vérifie aisément que pour tout morphisme de R-algebres a : A — B et pour tout
B-module M, le diagramme suivant est commutatif:

.
MorB(QB/R,M) <B?/R> Derg(B; M)

Sl(a)*l T Qa) * oﬁl (2)

d
Mor 4 (Qa/r, M) 2%, Derg(A; M)

1.3.1. Proposition: Soit « : A — B un morphisme surjectif de R-algébres.

a) La suite suivante est exacte.

0— A-dy/pker(a)) —— Qu/p —5 Qp/p — 0 (3)

b) L’application 8 : ker(a)/ker(a)* — Qu/p ®4 B donnée par T — da/p(z) ® 1 est un
morphisme de A-modules bien défini et la suite:

ker(a) /ker(a)? —2 Qu/p ©4 B —224 Qp i — 0 (4)

ot Qa) x 1g:a-da @b+ ba(a) - da(a), est exacte a droite.
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Démonstration :

a) La surjectivité de Q(«) résulte de ce que l'image par (a) du systeme de générateurs
canonique de 4, est le systéme de générateurs canonique de Qg /g.

L’assertion concernant le noyau de Q(a) résulte de remarquer dans un premier temps
inclusion évidente: d4,/g(ker(a)) C ker(2(a)) (f); on considere ensuite le A-module
M := Qu/p/A - dg/g(ker(a)). Pour tout = € ker(a) et tout a € A, I'égalité x - da =
d(xa) — a-dx montre que ker(a) - M = 0 de sorte que M posséde une structure naturelle
de B-module compatible a sa structure de A-module. Notons 7 : 4, — M la projection
canonique ; la composée mod 4, r définit une R-dérivation de A a valeurs dans M nulle sur
ker(a), elle se factorise donc & travers « et une dérivation de B & valeurs dans M d’apres
le lemme de 1.1.3-0a. Ceci signifie, grace a la commutativité du diagramme (2), que ap-
plication 7 se factorise & travers Q(a) et donc que ker(Q(a)) C ker(m) = A-dy/p(ker(a)),
ce qui joint & (}) termine la démonstration de ’assertion (0a).

b) La correspondance A : ker(a) — Q4/r ®4 B qui associe s dr ® 1, vérifie bien 1’éga-
lité A(zy) =2-dy®1+y-der®1=0; elle induit 'application 9 de 1’énoncé. D’autre
part, on a A(ax) =dar®1=a-dz®@1+2-da®1=a-dr®1 et 9 est un morphisme de
A-modules. On remarque alors que la suite (4) n’est autre que la suite (3) a laquelle on a
appliqué le foncteur exact a droite (_) ~ (=) ®4 B. "

1.3.2. Remarque: On prendra garde du fait que, dans ’énoncé de la proposition précédente, la sur-
jectivité de « est indispensable pour lexactitude des suites (3) et (4) en leur terme central. En effet,
soit k un corps de caractéristique 2 et soient A = B = k[X] et @ : A — B I’homomorphisme de
k-algébres déterminé par a(X) = X?; cette application est clairement injective. D’autre part, ’ap-
plication d : k[X] — k[X] définie par d(P(X)) = 9£(X) est une k-dérivation et toute k-dérivation
D : k[X] — M se factorise par (k[X],d) de sorte que ce couple est un module de formes différen-

. . N 2
tielles de k[X] relatives & k. On remarque alors que d(a(P(X))) = d(P(X?)) = 2£(X?) % =0.
Par conséquent, o*(d) = 0 et donc Q(a)* : Moryx)(k[X], k[X]) = Moryx)(k[X], k[X]) annule idyx,
autrement dit Q(a) = 0.

1.4 Constructions du module des formes différentielles relatives

Bien que la démonstration de la proposition 1.1.5 donne une construction canonique du mo-
dule des formes différentielles relatives, d’autres constructions sont souvent tres utiles. Nous
passons en revue dans cette section ces différentes constructions.

1.4.1. Quotients d’algébre de polynémes. Soit X un ensemble de «wariables» et posons

A := R[X] la R-algébre des polyndmes & coefficients dans R et variables dans X'. Soit M

un A-module, pour tous D € Derg(A; M) et P € R[X], ona D(P) =3 ., 92 D(X). On

pose:
Q:=@ycr A-dX, ot dX est un symbole;

{ d: R — Q, définie par d(P) :== Y . 92 dX .

Le morphisme de A-modules f : Q — M donné par f : dX — D(X) vérifie clairement 1’éga-
lité f.(d) = D. Enfin, si [’ : Q@ — M vérifie également 'égalité f.(d) = D, la différence
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(f =) est nulle sur les éléments dX et comme ils constituent une base pour Q, on a f = f’.
Le couple (€2, d) est donc bien un module de formes différentielles de A relatives & R.

Toute R-algebre A étant quotient d’une algebre de polynomes, soit 7 : R[X] - A une
présentation de A de noyau noté J. La proposition 1.3.1 permet de poser;

R[X]-dX
oy 5)

La dérivation dg /g : A — Q4 g étant alors la dérivation induite sur A par la dérivation sur
R[X] définie par () o dgjx)/r qui s’annule trivialement sur ker(m) (cf. lemme de 1.1.3-0a).

1.4.2. Exercice: Montrer 'égalité R[X]-d(T) = >, 0y R[X]d(fi), ot {fi}iem est un systeme de géné-
rateurs de l'idéal J considéré comme R-module. En déduire que si A est une R-algebre de présentation
finie, i.e. quotient d’une algebre de polynomes a coefficients dans R et a un nombre fini de variables
par idéal de type fini, alors le A-module Q4,r est de présentation finie.

1.4.3. Exercice: Montrer 'égalité R[X]-d(J) =T - Qgx)/r + d(J), d’ot:

Qrxy/R
J - Qppay/r + d(3J)

Qa/r =

1.4.4. Changement de base. Soient A et R’ deux R-algebres et posons A’ := R' ®r A
que 'on considére muni de la structure d’algebre produit tensoriel. On a le diagramme com-
mutatif :

R—*—— R
ﬁl ’ylidR/@l
[ .

ol a, 8 désignent les morphismes d’anneaux structuraux.

Soient M un A’-module et D € Derg/(A’; M). L’application D o § est une dérivation de
A a valeurs dans M qui vérifie D(6(r - a)) = D(1® B(r)a) = D(a(r) ® a) = r- D(6(a)) pour
tous 7 € R et a € A, on a donc une application canonique

Derg (A'; M) - Derg(A; M) (7)

1.4.5. Lemme: Soit M un A’-module. L’application canonique (7) est bijective.

Démonstration: Comme une R'-dérivation sur A’ est déterminée par I'image de 4, l'in-
jectivité de §* résulte. Soient D € Derg(A; M) et D' : A’ — M définie par D'(a’ ® b) :=
~(a') - D(b) ; on vérifie aisément que D’ € Derg (A’; M), et sa restriction & A coincide avec
D. n
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1.4.6. Comme conséquence de ce dernier lemme, nous avons un isomorphisme canonique na-

turel : 3
MOfR’@aA(QR’@@RA/R’, M) — MOI‘A(QA/R, M)

qui composé a l'isomorphisme Mor 4 (QA/R, M) = Morrg,pa (R’ ®r Qa/R; M), fournit un
isomorphisme canonique :

Qrepa/m = R ®rQa/r (8)

qui identifie dpg,a/r et idr ®dg/g-

Un cas particulier de changement de base est celui ou S C R est un systéeme multiplicatif
et ou R := S™'R. L’équivalence (8) se lit alors:

Qs1a/5r=5""Qur 9)

et ds-14/5-1R : S'A = S’IQA/R n’est autre que le morphisme induit par d4,r apres inver-
sion des éléments de S.

1.4.7. Produit tensoriel d’algebres. Généralisation naturelle du changement de base : soient
A; et Ay deux R-algebres et notons ¢ : A} — A; ®g Ay 'homomorphisme de R-algebres
qui fait correspondre a — a ® 14, (mutatis mutandis pour gs : Ay — A; ®gr As). Pour
tout (A; ®g As)-module M et toute R-dérivation D : Ay g As — M, les «restrictions »
d;i ;== Dog; : A; — M sont des R-dérivations. Réciproquement, lorsque 'on se donne
dy : Dergp(Ay1, M), on note Dy :=(d1 ®1) : A1 ®r Ay > M ®r A 2% M, ou 7, désigne le
produit défini par Paction (& gauche) Ay sur M. On a:

D1((a1 ® b1)(az ® bz)) = (1® by by) Dy(ay ag)

= (a1 ® by by) d1(az2) + (az ® by by) di(ay)

= (a1 ® by) Di(az ® by) + (a2 ® ba2) D1(a; ® by)
et Dy est une R-dérivation de A; ® g Ao a valeurs dans M dont la restriction a A; coincide
avec dy (mutatis mutandis pour dy € Derg(As, M)). L’application :

Derg(A1, M) & Derg(Ay, M) — Derg(A; ®g Ay, M)
(d1,dy) —— Dy + Dy

est donc injective. Elle est aussi surjective; en effet, pour tout D € Dergr(A; ®r Ag, M)

la différence D — Z(dy,dy) est nulle puisque c’est une R-dérivation de A; ®g Ay dont les
restrictions aux A; sont nulles.

On prendra garde du fait que E est en fait un isomorphisme de (A; ® g As)-modules lorsque
lon considere chaque Derg(A;, M) muni de la structure de (A} ®g As)-module induite par
celle de M.

1.4.8. Proposition: Soient A; et As deux R-algébres. Soit q; : A1 — Ay ®r As ’'homo-
morphisme défini par a — a ® 14, et notons:

Uq1) : A2 ®r N4, /r = (A1 @R A2) @4, Q4,/r — Qa,04,/R
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le morphisme de (A; g As)-modules induit (mutatis mutandis pour As).
L’application :

Qq1)o9g.
(A2 ®r QAI/R) @ (Al ®r QA;/R) % Qa,0p4,/R (10)

est un isomorphisme de (A1 ®g As)-modules.

Démonstration: La proposition découle de I’isomorphisme induit par =:
()
Hom, (Q24,/r, M) ® Homa, (Q24,/r, M) — Homa,e4,(4,0,4,/r, M)

modulo les équivalences HomA1®RA2((A1 ®r A2) @4, Qa,/r; M) = Homy,(Q4,/r, M). =

1.4.9. Algebres de fractions. Soient A une R-algebre et S C A un systéme multiplicatif.
Notons S~!'A ’anneau obtenu & partir de A en inversant les éléments de S. L’homomor-
phisme canonique d’anneaux vs(A) : A — S™1A qui associe a — ¢ munit S~'A d’une

1
structure de A-algebre (donc aussi de R-algebre).

Propriété fondamentale : Pour tout (S~'A)-module M et pour chaque D € Derg(A; M),
la correspondance D' : ¢ — % — %2(3) définit une R-dérivation D' : ST'A — M telle que

D = D'ovg(A) (1) ; de plus, D' est unique dans Derg(S™'A; M) a vérifier I'égalité (1).

La conséquence immédiate de cette remarque est que 'application :

Derg(S~1A; M) 22 Derg(A; M) (11)

est un isomorphisme de (S~!A)-modules. Par conséquent :

Qvs(A4)

Morg-14(Qs-14/r, M) Mor4(Q4/r, M)

I’est également et comme par ailleurs ’application :

vs(Qa/r)*

Morg-14(Q4/r ®a S A, M) Mora(Q24/r, M)

(12)
a —— aovg(QA/R))

est bijective, on déduit un isomorphisme de (S~!A)-modules canonique (et naturel par rap-
port & M):
MOI'S*lA(QS*IA/R, M) = MOrs—lA(QA/R XA SilA, M)

et nous pouvons poser

Qs14/r = Q4/r ®a S5'A (13)

La dérivation dg-14/g : ST1A — Qa/rR ®a S~1A est alors I'unique dérivation sur S~'A qui
prolonge la dérivation dy/p @ 1: A — Qy/p ®a STlA.

1.4.10. Exercice: Vérifier la propriété fondamentale énoncée dans la section précédente.

~10 -
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1.4.11. Exercice: Soit S un systeme multiplicatif de R. Montrer que Qg-15,5 = 0.

1.4.12. Sous-quotient d’un produit tensoriel d’algebres. Rappelons que dans la démons-
tration de 'existence des modules des formes différentielles de la proposition 1.1.5, on quo-
tiente le A-module libre @ ,. 4 A -da par le sous-module engendré par des éléments des trois
formes R1, R2 et R3. Or, le quotient par le sous-module engendré uniquement par les éléments
des formes R2 et R3 est précisément le A-module a gauche A ®p A.

Notons 7 : A ®gr A — (/g la surjection canonique de A-modules @ gauche définie par
m(a; ® ag) = ay - day. Le noyau de cette application, noté K, est engendré par les éléments de
la forme 1 ® ajas — a1 ® as — as ® a1 et on a la suite exacte de A-modules & gauche:

0—>ﬁ::A-<1®a1a2—a1®a2—a2®a1|ai€A)<A>A®RAL»QA/R—>O. (14)

Soit p: A®r A — A D'application produit p : a; ® as — ajas. Vue comme morphisme de
A-algebres, son noyau, noté J, est I'idéal a gauche (ou & droite) engendré par les éléments
de la forme 1 ® a —a® 1. On a la suite exacte de A-modules a gauche (et a droite) :

053=A-(1®a—a®l|ac A)—3 Aor A —L>A-0. (15)

En rassemblant les suites (14) et (15) en un seul diagramme, on a:
0

1
ﬁ::A-(l@alaQ—m@ag—ag@al|ai€A)

La

053 =A-(1Qa—a®1l|lacA)—ArA—L»A—-0 (16)
Qa/r
!
0

On remarque alors que la composée o 13 est surjective. En effet, comme les éléments a ® 1
s’écrivent également a-(1®1) et que 1®1 € K, le sous-module 7(J) contient tous les éléments
7(1 ® a) = da qui engendrent Q4 ,/g.

Montrons maintenant I’égalité ker(r o 13) = J*. Soit A : A — A ®p A lapplication
Ala)=a®1—-1®a€ ARRr A, pour tout a € A; on a

Aar)A(az) = a1aa ® 1 — a1 ® ag — ay ® ay + 1 ®@ arag, (17)

et Vinclusion J% C ker(m o t3) résulte immédiatement. D’autre part, et toujours par I’égalité
(17), R est engendré par les éléments de la forme A(a;)A(az) —1®ajas. Or, le noyau de moJ
est précisément le sous-module de K des éléments annulés par p et comme cette application

— 11 -
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est un morphisme d’algebres vérifiant p(A(a)) = 0, pour tout a € A, on a:
p (Zj aj - (Aaji)Aaj2) —1® aj,laj,2)> =0 <= > aja5a52=0

et donc ker(mo13) C J°.

Nous avons donc prouvé que le morphisme de A-modules a gauche 7 induit un isomor-
phisme de 3/32 sur QA/R. L’espace quotient 3/32 se retrouve ainsi, a priori, muni de deux
structures de A-module: celle que nous avons considérée jusqu’ici et celle induite par 1’idéal
J de A®Rr A, ce qui fait de 3/32 un (A®rA)/J £ A-module ; ces deux structures sont bien
évidemment les mémes. On remarquera, pour terminer, que 'application mo A : A — Q4 /g
coincide bien avec d4,r. Nous pouvons, par conséquent, poser :

J:=k cAQrRA— A
QA/R;:d er(p 7 L ) et dgp:=moA (18)

1.4.13. Algébres symétriques. Soit L un R-module et notons Si(L) la R-algébre symé-
trique de L. On rappelle que cette algebre est le quotient de I'algebre tensorielle :

Tr(L)=R®L® (L®rL)® (LRg LORL)®---

par Iidéal bilatere engendré par les éléments de la forme (m; ®mo—mo®@m, ). L’algebre S§ (L)
est alors une R-algebre naturellement graduée par le degré des tenseurs; on a SUR(L) =R,
Sr(L) = L et Si(L) est engendrée en tant que R-algébre par ses éléments de degré 1. Enfin,
Sir(L) est de type fini si et seulement si le R-module L est.

Lorsque 'on se donne un morphisme de R-modules « : Ly — Lo, application T(a), :
Tr(L1) = Txr(Ls) qui fait correspondre Iy ® - - &1, — a(ly) ® - - - a(l,) induit un morphisme
de R-algebres graduées de degré nul de Si(L1) — Sk(L2). La correspondance Sgi(—) de la
catégorie Mod(R) vers la catégorie Alg*(R) qui associe L ~» Si(L) et o ~» Sp(a). est un
foncteur covariant et pour toute R-algebre positivement graduée A*, 'application :

Mor () (Sk(L), A*) — Morg(L, A")
Qs — o

est naturelle par rapport aux données de L et A* et est bijective (le vérifier!); le fonc-
teur Sk(—) est donc adjoint & gauche du foncteur qui fait correspondre a une R -algebre
positivement graduée sa composante de degré 1 et mutatis mutandis pour les morphismes.

Soit M un Sg(L)-module. L’application :

Dera(Si(L), M) O(L,M) Morg (L, M) = Morg: 1) (Sk(L) ©r L, M) %)
D — D]

est bijective et naturelle par rapport aux données L et M. En effet, comme Si(L) est en-
gendrée, en tant que R-algebre, par ses éléments de degré 1, une R-dérivation est entierement
déterminée par son action sur Sk(L) = L, et ©(L, M) est injective. D’autre part, pour tout

— 12 —
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morphisme de R-modules o : L — M et pour chaque r € N\{0} la correspondance :
L'=La-oL 2%
(Uyosly) —— Y (b ®L® - ®l,) - a)
i=1
est r-linéaire symétrique et définit un morphisme de R-modules de Sk (L) vers M. La somme

D(a) =Y, D(a), est alors une R-dérivation de Si(L) & valeurs dans M, d’ou la surjectivité
de ©(L, M).

Comme conséquence de ces remarques on a la proposition suivante.
1.4.14. Proposition: Notons Sk (L) la R-algébre symétrique d’un R-module L.
a) Il existe une et une unique application D : Sg(L) — Si(L) ®r L nulle sur S%(L) et

vérifiant : .

Dlh® @)=Y (he Lo ol)ol,
i=1

pour tout r € N\{0} et tous l; € L.

b) Le couple (Sg(L) ®r L, D) représente le foncteur Derg(Sk(L),—). On peut donc poser :

1.4.15. Remarque: Lorsque L est un R-module libre on obtient une autre description du module des
différentielles relatives d’une algebre de polynomes (1.4).

1.5 Seconde suite exacte a droite fondamentale

Soit & : A — B un morphisme de R-algebres et considérons B munie également de la struc-
ture de A-algebre induite par «. Il est clair que chaque A-dérivation de B dans un B-module
M est automatiquement une R-dérivation, nous avons donc des applications canoniques
Dery(B; M) — Derg(B; M) et Qpr — Qp/a. 1l est par ailleurs évident d’apres la cons-
truction de Qp,  comme quotient de ,.p B-db que I'application canonique Qp,gr — g/
est surjective ; la proposition suivante donne une présentation de son noyau.

1.5.1. Proposition: Soit @ : A — B un morphisme de R-algébres. La suite de B-modules :

1pxQ(a
B@AQA/RB—H>QB/R—>QB/A—>O (20)

ou la fleche de droite est le morphisme canonique, est exacte.

Démonstration: Nous avons déja expliqué la surjectivité de la fleche de droite. D’autre
part chaque élément de la forme 1 ® da € B ®4 Q4/g s’annule sur (2,4 puisque dans
ce module on a da = a-dl = 0. La suite (20) est donc bien un complexe. Notons main-
tenant M := Qpg/r/im(1p x Q(a)) et soit £ : Qg/p — M la surjection canonique. La

~ 13—
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composée d := £ odpg/g est alors une dérivation de B a valeurs dans M qui vérifie d(a -b) =
afa)-db+b-da(a) = a-db+ (1 xQ())(da®b) = a-db et par conséquent d est une A-dérivation
de B a valeurs dans M. Il existe alors un morphisme de B-modules = : Q2,4 — M tel que
dans le diagramme :

B

dp/a
dp/r
1pxQ(a)

B®aQqyr —— Qp/r — Qpa—0

| A

M

ou ¢ désigne I"application canonique, on ait Zodp,r = {ods/g. Il s’ensuit que les dérivations
définies par Zoc et ¢ coincident et 'on a Zoc = . Ceci implique que ker(c) C im(1 x («))
et termine la démonstration de la proposition. [

1.5.2. Remarque: Soient S C R et T C A des systemes multiplicatifs avec v(S) CT,onv: R — A
désigne ’homomorphisme structural. La derniére proposition montre que le morphisme canonique
Qr-14/s-1r = Qp-14,p est un isomorphisme puisque Qp-15/,p = 0 (¢f. exercice 1.4.11). D’autre
part, nous on a Qp-14,p =i Qa/r®aT 1A (cf. formule (13)), d’ot, par conséquent, un isomorphisme
canonique :

QT—lA/S—lREQA/R®AT71A (21)

1.6 A propos de ’exactitude a gauche de la seconde suite fondamentale

Dans la suite (20) le morphisme 1p x Q(a) n’est pas en général injectif, méme lorsque « :
A — B est injective.

1.6.1. Exemple: Soient A :=TF,[X], B := A[Y]/(Y?—-X) et a: A — B ’'homomorphisme
(injectif) @+ a-1p. Ona Q4 /r, = AdX et 15 xQ(a) = 0 puisque, pour toute F,-dérivation
Dde B,ona0=D(Y?-X)=pYP DY) - D(X)=-D(X).

Le fait que cet exemple concerne la caractéristique positive n’est pas fortuit, en effet, en ca-
ractéristique nulle le phénomene d’inséparabilité sous-jacent dans ’exemple disparait et pour
les extensions de corps de caractéristique nulle on montrera dans la proposition 1.6.4 que
Papplication 1 x Q(«) est injective et donc que la suite (20) est scindée.

1.6.2. Une condition générale de scindage. Le lemme suivant donne une condition géné-
rale simple d’injectivité de 1p x Q(a) et de scindage de la seconde suite fondamentale. (cf.
la condition 4.3.8 en termes de lissité d’algebres (cf. 4.2.1).)

— 14 —
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Lemme: Soient R un anneau commutatif arbitraire et o : A — B un morphisme de R-
algebres. Dans la seconde suite fondamentale :
15%0
B ®a QA/R M QB/R — QB/A — 0
le morphisme 1p x Q(«) est injectif et scindé, si et seulement si, la dérivation ds, g «se pro-
longe & B », i.e. sil existe une R-dérivation dp : B — B @4 §24/g rendant le diagramme

suivant commutatif :

A —*%* -+ B
dA/kJ{ @ J{dB
1pxid

Qagrp —— B®aQar

Démonstration: Laissée en exercice. n

1.6.3. Le cas des algébres symétriques. Soient A une R-algebre, puis L un A-module et

a: A — S%(L) 'homomorphisme structural de lalgebre symétrique S% (L) (voir 1.4).
Lorsque L est de la forme A ®g M pour un certain R-module M (par exemple lorsque
L est libre), on a S% (L) = A ®pr Sr(M) et I'équivalence (1.4.8):
Qg 1)/r = (Sa(L) @4 Qa/r) @ (Sa(L) s ar) Q51011 /R) -

Le morphisme 1x€(a) : S3(L)®aQR4/r — (g, 1)/ r s'identifie alors a application z — (z,0)

qui est évidemment injective et admet une rétraction.

Ceci étant, montrons que lorsque la deuxieme suite fondamentale :
0 — SH(L) ®a Qa/r T Qg (1)/r T 5, (1)/a = Sa(L)®a L — 0

est scindée pour un certain A-module L, il en est de méme de la suite associée & S% (Lq)
pour tout facteur direct L; de L. En effet, soit L = L; ® Ly et notons ¢ : Ly — L et
7w : L — Ly respectivement l'injection et la projection canoniques. Ces applications induisent

des morphismes de A-algebres dont la composée est I'identité :

Sa(L1) = Sa(L) == Si(L)

| id 1

Il s’ensuit que la composée :

Q) Q(m)
Qs zy/r — Qsywy/r — syL)/r

| id T

est également l'identité. On considére alors le diagramme :

— 15—
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1xQ(ar)
Sa(L1) ®a Qajp ——— Qs (1) /R

L@idl i Q)

1xQ(a)
Sa(L) @4 Qa/r &= Qs )/r

w@idl l ()

1xQ(a)
Sa(L1) ®a Qap ——— Qg 1,)/r

ou l'on a noté oy : A — S%(Ly) 'homomorphisme structural, et ot la composée des mor-
phismes verticaux est I'identité. L’injectivité de 1 x Q(a;) en résulté immédiatement, et pour
toute rétraction p de 1xQ(a), application (7 xid)opof2(¢) est une rétraction de 1 x Q(aq).

Comme conséquence de ces remarques, nous pouvons affirmer que la deuxieme suite fon-
damentale :

0 — Su(L) ®aQa/r &= Qg 1)/r &= Q5;(1)/a = Sa(L) ©®a L =0

est exacte et scindée pour tout A-module projectif L.

1.6.4. Le cas des extensions de corps

Proposition: Soient L et K deux extensions d’un corps de caractéristique nulle k. Pour
toute injection ¢ : L — K de k-algébres, le morphisme 1 x Q(¢) est injectif et la seconde

suite fondamentale : L
KxXQ

0— K ®p Qi b Qe — Qg yp — 0 (22)

est scindée. En particulier, on a des décompositions de K-espaces vectoriels :

Qi = (K @p Qp i) ® Qe (23)

Démonstration: D’apres le lemme 1.6.2 il suffit de montrer que la dérivation dp ;. se pro-
longe & K. Notons F la famille des couples (A, d4) ot A est un sous-anneau de K contenant
Letouda: A— K®rQp est une k-dérivation qui prolonge dg /;, autrement dit, est telle

que le diagramme :
L — A

dL/kl ) ldA

Qpjp —— K ®Qr Qg

est commutatif. On munit F de lordre partiel défini par (Ai,d4,) < (Ag,da,) si et seule-

ment si A; C Aj et la restriction de d 4, & Ay coincide avec d4,. Comme la famille (F, <) est

clairement non vide et inductive, elle possede, d’apres le lemme de Zorn, un élément maxi-

mal (Aw,da ) ot Ay est nécessairement un sous-corps de K. Supposons K 2 A, et soit

x € K\ A ; deux cas peuvent se présenter a priori :

x est transcendant sur A.. Dans ce cas, la dérivation da_ se prolonge & Ay [x] (en
imposant & x la valeur 0 par exemple) ce qui est contraire a la maximalité de A, .

~16 —
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x est algébrique sur A,. Soit P,(X) € A, [X] le polyndme minimal de z ; on a 1’égalité
dans K :
Puz)=ay+arx+ayx®+---+a.2" =0,

avec a; € Ay . Pour toute dérivation D : Ay [r] — K ®f Qp/; qui prolonge d4, on doit

donc avoir :

- Tyt da,(a) = (Xigaia!) D(a)

et comme k est de caractéristique nulle 'élément Y. a;iz""! est non nul dans K (x
est séparable sur Ay ). Par conséquent, D(x) est uniquement déterminé par 1’égalité :

2o da, (ai)
D(z) = - Z{O a;ixi-!

et la formule D(Y ¢;2%) = Y a'dy _(¢;) + Y. ¢;ia" ! D(z) définit une k-dérivation de
Ao [z] qui prolonge d4__, mais ceci contredit, & nouveau, la maximalité de (A, da_ ).

c K®pg QL/k

La conclusion A,, = K s’impose et ceci termine la démonstration. [

Cette proposition et sa démonstration permettent de caractériser la dépendance linéaire
d’une famille finie de différentielles exactes dzy,...,dx, € Qg en termes de dépendance
algébrique de la famille {z1,...,z,.}.

1.6.5. Corollaire: Soit K une extension d’un corps k de caractéristique nulle.

a) Le noyau de dg , : K — Qg ), est I'ensemble d’éléments de K algébriques sur k.
b) K est une extension algébrique de k, si et seulement si Qg , = 0.

c) Soit {xy,...,x.} € K. Les différentielles dxi,---,dx, € Qg sont K-linéairement dé-

pendantes, si et seulement si, les éléments x1,...,x, sont algébriquement dépendants sur

k.

Démonstration : Pour chaque z € K on note k() le sous-corps de K engendré par k et x.

a) Dans la fin de la preuve de 1.6.4 nous avons montré que Qy,)/, = 0, si et seulement si,
x est algébrique sur k. L’assertion (a) découle alors de remarquer que pour chaque triplet
k C k(z) € K nous avons des inclusions Qy(y) /i € K ® Qpz) /i € Qi (1.6.4) qui sont
compatibles aux différentielles de sorte que:

r € K est algébrique sur k <= dj(y)/k(z) =0 <= dg/i(x) =0

b) Conséquence immédiate de (a).
¢) L’assertion (a) correspond au cas r = 1. Dans le cas général on remarque que dx, est nul
dans Qg /k(a,,....z, ,) €t la conclusion résulte une fois de plus de (a). [
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1.7 Limites inductives et projectives des modules de différentielles relatives

Limites inductives. Soit (A, <) un ensemble partiellement ordonné filtrant supérieurement
et soit 8 = {A;,¢;;: A; = A; | i,j € A,i < j} un systéme inductif d’homomorphismes de
R-algebres. Notons A := lim g A; la limite inductive de ce systeme. Pour tout A-module M
le foncteur Derg(_, M) transforme 8 en un systéme projectif:

DGI'R(AZ‘,M), ZEQ[
DQIR(S7M) = DerR(gpi,j,M) 'DerR( M) —>DerR(Ai,M),
i,jeA, =]
d’ott une application canonique Derg(limy A;, M) — lim o Derg(A;, M) qui est un isomor-
phisme puisque (2, <) est filtrant supérieurement (le vérifier!).

Dans le méme ordre d’idées, le foncteur Q_ g appliqué au systéeme 8 donne lieu & un sys-
teme inductif de R-modules:

0 QAi,R7 ZGQ[,
St Q. ;R Q4R = Qa,r, ,JEA I

d’ou une application canonique lim g Q4 /R = Qiny 4,/r dont la bijectivité est conséquence
lim o A;

de la remarque du paragraphe précédent. On a donc:

1.7.1. Proposition: Pour tout systeme inductif filtrant supérieurement d’homomorphismes
de R-algébres 8 = {A;, ¢, A; — Aj |i,j € 2A,i < j} Papplication canonique

lm)lm QA,-/R = Qliglm A;/R

est bijective. Autrement dit, le foncteur Q_ g : Alg(R) ~ Mod(R) commute avec la limite
de systemes inductifs filtrants supérieurement.

Limites projectives. Contrairement a la limite inductive, Q_r ne commute pas aux li-
mites projectives. Il existe certes une application Q@Ql A;,r — limg 4, g canonique, mais
elle peut ne pas étre bijective comme le montre ’exemple suivant dont la vérification de
certains détails est laissée aux soins du lecteur.

1.7.2. Exemple: Soit R un anneau commutatif arbitraire et notons ¢ : R[X] — RI[[X]]
Iinjection canonique de I’anneau des polyndomes dans I’anneau des séries formelles a une
indéterminée et a coefficients dans R.

L’application ()" : R[[X]] — R[[X]] dz qui associe & une série formelle Y ; a; X7 I'élément
(E ajj X7~ 1) dX est clairement un prolongement de la dérivation dg(x)/r de sorte que par
le lemme 1.6.2 la seconde suite fondamentale :

0 = R[[X]]dX 7= Qgjx)/r ¥ Qr(x))/R[x] — 0

est exacte et scindée.
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Pour chaque m € N, posons A,, := R[X]/(X™). On a
Q4,./r = RIX]/(X™,mX™ ") dX

et le systeme projectif défini par les surjections canoniques A,,.; — A,, induit un systéeme
projectif Q4 . /r — Qa4,,/r- On a des isomorphismes canoniques :

R[X]| =lim,, Ay, et R[X]|dX =lim, Q4 /r

et la limite projective des dérivations dg,, /g : Am — Qa, /g s'identifie (1) : R[[X]] —
R[[X]] dx.

Par conséquent, la commutation de §2_,r aux limites projectives se traduit dans cet exemple
dans la condition d’annulation Qgxj/r(x] = 0.

Supposons maintenant R de caractéristique nulle et de cardinal dénombrable (R = Q p.
ex.). Si Qgqx))/rx) était nul, on aurait Qg x))/r(x) = 0 par localisation, et le corps R((X))
serait algébrique sur R(X) d’aprés la corollaire 1.6.5. Le corps R((X)) serait donc de cardi-
nal dénombrable puisqu’il en est ainsi de R(X). Or, nous savons par ailleurs que R((X)) a
le cardinal du continu, d’out une contradiction.

(Les arguments du paragraphe précédents montrent également que le R[[X]]-module Qg xj/r|x]
n’est méme pas de type fini ou dénombrable.)

Avant de conclure cet exemple il est intéressant d’interpréter chaque terme de la décom-

position :
Qrx)/r = R[[X]]dX © Qr(x))/Rx)
induite par la dérivation (_)’ lorsque ’on prend en considération la topologie X-adique. Dans
ce cas, le module Qg(x))/rix) contient adhérence de zéro dans Qgjx)/r puisque de supplé-
mentaire R[[X]]dX séparé. Mais réciproquement, comme la différentielle d := dgx))/rix]
s’annule sur les polynomes, son action sur une série formelle o = >, ya; X ¢ ne dépend que
du germe a 'infini de la suite (a;);en et pour chaque m € N on a:
d(0) = d(X"0m) = mX™ 0 dX + X"d(0) € X™ - Qrx))/r

a; Xi—m,

ol nous avons noté o, ==Y ;-

Par conséquent, le module Qpgx)/rx) est 'adhérence de 0 € Qg x)/r pour la topologie
X-adique et R[[X]]dX s’identifié au module séparé associé Qg(x]/r-

2. Complexe de de Rham d’une algébre
p g

2.1 Catégorie d’algebres différentielles graduées

2.1.1. Rappels sur les foncteurs adjoints. Ce paragraphe fait suite au paragraphe sur la
représentabilité des foncteurs 1.2.1.
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Définition : Etant donnés deux foncteurs covariants £ : € ~ D et R : D ~ C, on dit que «L
est adjoint a gauche de R », ou de maniere équivalente, que «R est adjoint a droite de L », ou
encore que « (L, R) est une paire de foncteurs adjoints», lorsqu'il existe un isomorphisme ® de
bifoncteurs d’ensembles:

C? x D 3 (A, B) ~ Morp(L(A), B) — 2PV More(A, R(B))

2.1.2. Exercice: Etant données deux équivalences @1, @5 : Morp (L, idp) — More(ide, R), montrer
qu’il existe un unique automorphisme de foncteur A de £ (resp. £ de R) tel que

By(L) = (o)) (resp. By(L) = pobi())

En déduire que les adjoints & gauche (resp. a droite) d’un foncteur sont canoniquement isomorphes.

Morphismes d’adjonction. Avec les données précédentes, soit B = L(A). L’ensemble
Morp(L(A), L(A)) contient I’élément idz 4 et la correspondance

A e (eq,(A) A R/J(A)) — ®(A, £(A))(ida) € More(A, RL(A))

appelé «morphisme d’adjonction ». Le morphisme d’adjonction détermine I’isomorphisme
® par 'égalité:

est un morphisme de foncteurs

®(A, B)(a) = Mor(A, Ra)(ea(A)) , Va € Morp(L(A), B) ,

qui résulte de la commutativité des diagrammes (cf. 1.2.1)

Morn (£(A), £(A)) S, Mo (4, RL(A)) | idpia) — 22 p(4)

Mor(L(A),a)J{ ) J Mor(A,Ra) l P J
P(A,L(A))
Morp (E(A), B) —S@D " Morqp (A,R(B)) a ———5 P(A, B)(a)
Autrement dit, étant donné a : L(A) — B, on a R(«) : RL(A) — R(B) par fonctorialité
et alors ®(A, B)(a) = R(a) cep(A) :

€a(A) R

A RL(A) —2 s R(B)

‘—Q(A,B)((x) |

Les mémes raisonnements en prenant A = R(B) et idg(p) € More(R(B), R(B)) donnent
lieu au «morphisme d’adjonction »

€p : LR — idp

qui exprime lisomorphisme ®~! appliqué & 3 € More(A4,R(B)) par la composition de
L(B) € Morp(L(A), LR(B)) suivi de €} :
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) L0 rrgy 2P,

‘— (A,B)7(B) Q
On a, par conséquent, les factorisations du foncteur identité :

La proposition suivante résume les principales propriétés de I’adjonction

€

idR(i) iduq

2.1.3. Proposition: Soient deux foncteurs L : €~ D et R: D ~~ C.
a) Il y a équivalence entre
i) Il existe des morphismes de foncteurs € : ide — RL et € : LR — idp tels que:

idr() =R((2)) 0 e(R(-)) et idey=€(L()) o Le(-))-
ii) Le couple (L,R) est une paire de foncteurs adjoints.
b) L’adjoint & gauche (resp. a droite) d’un foncteur, lorsqu’il existe, est déterminé & isomor-
phisme canonique pres.

c) Le foncteur R : D ~» € admet un adjoint a4 gauche si et seulement si, pour chaque
A € Ob(@), Ie foncteur Mor(A, R(_)) : D — Ens est représentable.

d) Le foncteur £ : € ~» D admet un adjoint & droite si et seulement si, pour chaque
B € Ob(D), Ie foncteur Mor(L(_), B) : € — Ens est représentable .

2.1.4. Exercices:

a) Soient Ry : €1 ~ €z et Ry : €y ~ €3 deux foncteurs admettant des adjoints & gauche notés
respectivement £, et L£o. Montrer que £1 o Lo est adjoint & gauche de Ry o Ry

b) Montrer qu’'une équivalence de catégories admet des adjoints & droite et & gauche.

¢) Montrer que ’adjoint d’un foncteur additif entre catégories additives est additif.

d) Soit F un foncteur additif entre catégories abéliennes. Montrer que si F admet un adjoint & gauche
exact F transforme un objet injectif en objet injectif. Donner I’énoncé analogue pour que F préserve
les objets projectifs.

e) Soit R un anneau commutatif et soit M un R-module. Monter que les foncteurs de Mod(R) a
valeurs dans Mod(R)

N ~» Homg(M,N), N~ N®r M,
sont adjoints I'un de l'autre. Indiquer dans quel sens.

f) Soit B € Alg(A). Montrer que le foncteur B ® 4 (—) = Mod(A) ~» Mod(B) est adjoint & gauche du
foncteur d’inclusion de catégories Mod(B) C Mod(A).

g) Généralisation de 'exercice précédent a la théorie des faisceaux. Montrer que si p : A — B est
un morphisme de faisceaux d’anneaux sur un espace topologique X, le foncteur de Mod(.A) vers
Mod(B) qui associe & un A-module M le faisceau B ® 4 M engendré par le préfaisceau qui fait cor-
respondre a 'ouvert U le module B(U) ® 4wy M(U), est adjoint a gauche du foncteur d’inclusion
¢ : Mod(B) — Mod(A). Autrement dit, ’application naturelle :

Hompg (B ®4 M, N) — Hom 4 (M, t(N))
pour M € Mod(A) et N' € Mod(B), est bijective.
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h) Soit f:Y — X une application continue. Montrer que le foncteur «image inverse de faisceauzr de
groupes abéliens» f~1 : Mod(Zx) ~ Mod(Zy) est adjoint & gauche du foncteur «image directe de
faisceauz de groupes abéliens» fi : Mod(Zy) ~ Mod(Zx ). Autrement dit, pour tous F € Mod(Zx)
et G € Mod(Zy ), lapplication naturelle :

Hom(f~'F,G) — Hom(F, f.G)

est bijective. En déduire (cf. 0d) que f.G est injectif si G l'est.

i) Un morphisme (f, f#): (Y;Oy) — (X;Ox) d’espaces annelés est la donnée d’une application con-
tinue f : Y — X est d’un morphisme de faisceaux d’anneaux f# : Ox — f,Oy. On définit alors
f*: Mod(Ox) — Mod(Oy) comme le foncteur

M~ Oy @10, (fT'M).
Montrer que f* est adjoint a gauche de f,. Autrement dit, ’application naturelle :
Homoe, (f*M,N) — Home, (M, f.N),
pour M € Mod(Ox) et N' € Mod(Oy), est bijective.

j) Monter que le foncteur «faisceau associé» (Z) : Préf(X) ~~ Fais(X) est adjoint & gauche du foncteur
d’inclusion de catégories ¢ : Fais(X) C Préf(X).

2.1.5. Rappels sur les algébres associatives. Soit A un anneau commutatif.

A-Algebres. On rappelle (cf. [B1]-II1.§1) que 'expression « A -algébre » désigne la donnée d’un
A-module A et d’une application A-linéaire de A ®4 A dans A, appelée «multiplication »
notée d’ordinaire x1 ® xs — 1 - T9, ou simplement xy ® To — T1Z5.
L’algebre A est dite
o «associative », si x1(x2x3) = (z122)x3, pour tous x; € A;
o «unitaire», s’il existe 14 € A tel que 142 = 214 = x pour tout = € A;
o «commutative», si T1x9 = x9T1, pour tous x; € A;
o «Z-graduée» ou simplement «graduée», si A est munie d’'une décomposition en somme
directe de sous-A-modules A = @, ., A™, telle que A’ A9 C A pour tous 4,5 € Z.
On note A* une telle algebre. On dit que A* est «positivement graduée» lorsque A™ = 0
pour tout m < 0.

Mise en garde. Dans la suite toutes nos algebres seront unitaires et associatives et les mor-
phismes entre algebres « : A — B respecteront I’élément neutre multiplicatif, i.e. a(14) = 15,
pour cette raison nous n’introduirons pas de notation spécifique pour mettre en évidence ces
propriétés. Par contre, la commutativité, que nous avons fixée pour les anneaux dans le pa-
ragraphe 1.1, sera remplacé par d’autres propriétés mais seulement dans le cas des algebres
graduées ; par conséquent, la notation «Alg(A)» continuera de désigner la catégorie des A-
algebres unitaires associatives et commutatives, et l'expression «A-algebre» désignera un

objet de Alg(A).

Catégorie des A-Algébres graduées. C’est la catégorie, notée Algg,.(A) dont les objets
sont les A-algebres graduées unitaires associatives et les morphismes sont les morphismes de
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A-modules gradués de degré nul, notés a, : A — A5, qui sont également des morphismes de
A-algebres unitaires.

Algebre tensorielle d’un A-module. Pour M € Mod(A) et tout entier n > 1, on note
MS™, ou simplement M®™, le produit tensoriel sur A de n copies de M, i.e.

M%n ::M®A"'®AMH-
On pose M := A, M®! := M et I'on identifie M®™® 4 M®™ & M®™*" par I'intermédiaire
de I’application

Lm,n:($1®"'®xm)®(mm+1®"'®xm+n)H(xl®"'®$m®$m+1®"'®xm+n)'

La « A-algébre tensorielle de M » est, par définition, le A-module gradué
TaM =@, M"=AcMoM”P® - & M™" & (+)
muni de la multiplication

Zm,n bt TAM QTHyM = P (M®m 24 M@n) T M

m,n=0

L’algebre T% (M) munie de la graduation (x) est une A-algebre unitaire, positivement gra-
duée associative. On a T¥ (M) = M%*, pour tout k € N.

La proposition suivante rassemble des propriétés générales des algebres tensorielles, sa dé-
monstration est laissée en exercice (¢f. 1.2.1, 2.1.3-0c).

2.1.6. Proposition: Soit A un anneau commutatif.

a) Pour tout A-module M, I'algébre TyM € Alg, (A) est engendrée par ses éléments de
degrés < 1.

b) La correspondance T3 : Mod(A) ~ Alg,(A) qui associe a M &€ Mod(A) l'algebre
TH(M) et a o € Homy (M, N) le morphisme v, : Thy(M) — T%(N) défini par op = id 4,
g =a, ap(r1 Q- Qx,) = (ar1 ® - ® azy,), est fonctorielle covariante.

c) Si A est une A-algébre (générale) unitaire associative, ’application

Homom (T5 (M), A) 2254 Hom (M, A)
«@ —_ a\-l—l (M)

est bijective et naturelle par rapport a M et a A. Autrement dit, la A-algébre tensorielle
T (M) et I'inclusion M = T'(M) C T% (M) représentent le foncteur Hom(M,_) :
Alg(A) ~ Ens.

d) Le foncteur T7(-) : Mod(A) ~ Alg,,(A) est adjoint & gauche du foncteur de restriction
(-)' : Alg, (A) — Mod(A). Les morphismes d’adjonction étant I'inclusion M = T'(M) C
T (M) et le morphisme d’algébres canonique T3 (A) — A.
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2.1.7. Algébres symétriques, anticommutatives, alternées. Soient A un anneau com-
mutatif, M un A-module et T% (M) son algebre tensorielle sur A (2.1.5). On définit les

algebres .
SH(M) = TA(M)/<m1 ®mg —m2 ® m1>mi€M

AYM :=T4(M)/(mi @ my+ms ® m1>miEM
NaM :i=Ty(M)/(m@m),,

ol (F(m))menr désigne 'idéal bilatére de T engendré par la famille {F(m) | m € M}.
Ces algebres s’appellent respectivement «algébre symétrique du A-module M », «algébre an-
ticommutative du A-module M » et «algebre alternée du A-module M ».

2.1.8. Notation. L’opération de multiplication dans S% M sera notée par ‘-’, et dans A}y M
et Ay M par le méme symbole ‘A’.

2.1.9. Exercice

a) Soit A* = A% (M). Montrer que ag, ax, = (—1)***2ay,ax, pour tous k € Z et ay € A*. En particu-
lier, A%* est une A-algebre commutative et centrale dans A*.

b) Soit A* = A’ (M). Monter que x> = 0 pour tout = € A*, homogéne de degré impair.

2.1.10. Remarque: On a
mi®@ma + ma®@my = (my + ma2)R(my + ma) — mi®@my — ma®me

et alors
(m@m) g 2 (Mi@me +me®@my) 0 2 (2mem)

d’ou une surjection canonique d’algebres A% (M) — A’ (M) de noyau de 2-torsion.

La proposition suivante, analogue de 2.1.6, est laissée en exercice (cf. 1.2.1, 2.1.3-0c).

2.1.11. Proposition: Soient A un anneau commutatif et M un A-module. Notons (X (M), x)

respectivement 'une des algébres (S%(M),-), (A4Y(M),A), (ANx(M),A). On désignera par

Alg,, x(A) la sous-catégorie pleine de Alg,,(A) des algeébres respectivement abéliennes (sy-

métriques), anticommutatives, alternées. Alors

a) Pour tout A-module M, I'algébre X3 M € Alg,, x(A) est engendrée par ses éléments de
degrés < 1.

b) La correspondance X : Mod(A) ~ Alg, x(A) qui associe & M € Mod(A) I'algébre
X% (M) et & a« € Homu (M, N) le morphisme o, : X3 (M) — X% (N) défini par «g = ida,
g =, ap(T) X -+ X xy) = (axy X -+ X axy,), est fonctorielle covariante.

c) Si A* € Alg,, x(A) l'application

Mor g, (4) (X3 M, A") Hom 4 (M, A")
Oy f———— o

S(M,A)

est bijective et naturelle par rapport & M et a A*. Autrement dit, X’y (M) et I'I’égalité
M = X'(M) représentent le foncteur Hom4 (M, (-)') : Alg,,(A) ~ Ens.
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d) Le foncteur X (~) : Mod(A) ~ Alg, x(A) est adjoint & gauche du foncteur de res-
triction (_)' : Alg, x(A) — Mod(A). Les morphismes d’adjonction étant I'égalité M =
X'(M) et le morphisme d’algébres canonique X' (A') — A*.

Le résultat suivant est démontré dans [B;] (A III pp. 57, 69, 73, 78, 83).

2.1.12. Proposition: Soit A un anneau commutatif. Pour chaque A-module M , notons
T4h(M), SH(M), AY(M), et N'y(M) les algébres respectivement tensorielle, symétrique,
anticommutative et alternée du A-module M . Pour tout morphisme surjectif de A-modules
«a : My — M, les morphismes d’algébres graduées induits :

T(a)e: Ta(My) — Ty(Mz)  S(a). : Sy(Mi) — Sy(My)

Ala)s : Ay(My) —» AG(Mz)  Ala)s 0 Ny(My) - Ny (M)

sont tous surjectifs et leur noyau est engendré par 'idéal bilatére engendré par ker(a).

De plus, les morphismes :

Su(M;) ®4 Sy (M) — Sy (M, ® M) AL (M) ®a AY (M) = AL (M, & M)
Na(M1) @a Ny(My) = Na(Mi @ M)

induits par les injections canoniques M; C M & M sont tous des isomorphismes.

2.1.13. R-algebres différentielles graduées. Soit R un anneau commutatif. Une «algébre
différentielle graduée», « R-adg» en bref, est un couple (A*,d4.) o A* est une R-algebre
unitaire, graduée, associative et «anticommutative », i.e. tel que

Ty Ty = (fl)klhxkzzkl, pour tous k; € N et z;, € A*,

et olt dg. @ A* — A* est la «différentielle» d’'un complexe de R-modules, i.e. un endo-
morphisme de R-module gradué de degré 1 de carré nul, et c’est une dérivation d’algebre
anticommutative, i.e. telle que

dAOdA = 0;
da(zp ) = dg(zp) x + (1) 2 dy(x), pour tousk €N, zp, € A* et x € A*.

Catégorie des R-adg. Notée Adg(R), ses objets sont les R-adg et ses morphismes a :
(A*, D) — (B*,dp,.) sont les morphismes de R-algebres graduées a. : A* — B* qui sont
également des morphismes de complexes, i.e. tels que a1 0d4,; = dp; © ay.

2.1.14. Exercice: Soit (A*,d 4 .) une R-adg.

a) Montrer que le module des «cycles de (A*,da ) », i.e. Z*(A*,da ) = ker(da, ), est une sous-R-
algebre graduée de A*.

b) Montrer que le module des «bords de (A*,da ) », i.e. B*(A*,da ) =1im(d, ), est un idéal homo-
gene bilatere de Z*(A*,d4 ).

¢) En déduite une structure de R-algebre unitaire, positivement graduée, associative, et anticommuta-
tive sur la cohomologie H*(A*,d4 ) := Z*(A*,da,.)/B*(A*,da..).
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d) Donner un sens au «foncteur » de cohomologie H* : R-adg ~~ Alg,, (R)

2.1.15. R-algébres différentielles graduées alternées. On note Alt(R) la sous-catégorie
pleine de Adg(R) des «algébres alternées», i.e. des R-adg (A*,d4.) vérifiant la condition
d’«alternance » :

{x? =0, pout tout x € A* homogéne de degré impair.

2.1.16. Remarque et exercice: Lorsque 2 est inversible dans R, une R-adg A* et toujours alternée
(cf. 2.1.10). Par contre la réciproque n’est pas vraie en général ; elle I'est si A* est engendrée par A° et
par des éléments de degré impair, et que A° est centrale dans A*.

2.1.17. Exercice: Refaire 'exercice 2.1.14-(c) pour une R-adg alternée en remplagant “anticommu-
tative” par “alternée”.

2.1.18. Lemme

a) Pour toute R-adg (A*,d4.) 'idéal (bilatére) K* engendré par les éléments 2, ot = est ho-
mogene de degré impair, est homogene et est stable par la différentielle d 4 .. En particulier,
il existe une et une seule structure de R-adg sur le quotient A*/K*, notée (A*/K*,d4.),
telle que la surjection canonique A* — A*/K* est un morphisme de R-adg.

b) La correspondance (A*,da.) ~ (A*/K*,d4.) est fonctorielle adjointe a gauche du fonc-
teur d’inclusion de catégories Alt(R) C Adg(R).

Indication: En effet, si z € A>™*! on a d2? = d(x)x + (=1)*"*'zd(z) = 0. Par suite
d(az®b) = (da)x?b £ az*d(b) € T. "

2.1.19. Structure de R-adg alternée sur QE[X]/R. Soit Z un ensemble non vide «d’indices »

muni d’un ordre total ‘<’. Notons X la famille de variables {X; | i € T} et posons

Qray/r = Nap) (Qria/r)

Nous avons montré dans 1.4 que Qpgjy)/r est un R[X]-module libre de base I'ensemble
de symboles {dX; | i € I}, i.e. Qp)/r = @P,cr R[X]dX;, il s'ensuit que pour tout entier
naturel n > 1 on a:

NpaQripyr) = @ RIX]dX; A AdX;

i< <ip

2.1.20. Exercice: Montrer que /\;;[X1 X, st un R[X]-module libre de rang (™). En particulier,

7
n
n _ .
NRix, . x,) = 0 1 m <.
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Différentielle sur QE[X]/R. Pour tout entier positif n > 1 on pose

dn : N (Qryr) — Nt (Qrix)/R)
PdX;, A AdX;, — dgr(P) AdXs A+ AdX;

in

ot P € R[X] et dppy/r(P) = Y icr 5-dXi (cf 1.4).

2.1.21. Proposition: Le couple (g4 /g, d:) est une R[X]-adg.

Démonstration: d? = 0. En effet, notons @ = dX;, A---AdX;,, alors pour P € R[X]:

9P
(dns1 0 dyn) P = dleaX dX), N = ZZ@X@ ax e ndX e

o2p 9P
_ P onax 2T axondx
Z(axgaxkd eNAXy+ 55 x, P N Z)Aw

o2P 9°p
=2 (axg 0X,  9Xr an)Xm NdXp N =0,

d’aprés la commutation bien connue d’opérateurs différentiels : a%ai)(g = 6%(@ ng .

d, est une antidérivation. Notons maintenant @’ = dX,; A---AdX,, ,on a

]7717

dpin (P@) A (P'@)) = dipin (PP'w A@') = doy(PP ) A&’
=Pdy(P)NwAw' + Pdy(P)Nw AN’
= (do(P) Nw) A (P'@") + Pdo(P") Ao A’
=d,(Pw) A (P'@') + (-1)"(Pw) A dy(P'w").

2.1.22. Proposition: Soit A* une R-adg alternée, I’application
MorAdg(m((Q*[ ¥/ @), (A, day)) — Homompg (R[X], A")

induite par le foncteur «composante de degré 0 » est bijective. Autrement dit, (Q}[X]/R, d,)
et I'égalité R[X]| = QOR[X]/R, représentent le foncteur Homompg(R[X], (_)°).

Démonstration : Etant donné un homomorphisme de R-algébres ap : R[X] — A”, la compo-
sée d 4 p0ap est une R-dérivation. Il existe donc un et un unique morphisme de R[X]-algebres

ay : Qgx)/rR — A (1.1.4) rendant commutatif le diagramme

dp|
R[X] —5 Qpiay/n

|
le | [e5} (Q)

d 4

AO A,0 Al
L’adjonction 2.1.11-Oc établit que pour la structure de R[X]-algébre sur A" définie par
ap, il existe un et un unique prolongement du couple (ag, ) en un morphisme d’algebres
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graduées alternées o : Qj?[/”f] /R A*. Le morphisme a, est alors donné par la formule
on(PdXi, Ao NdXi) = ao(P) dao(Ys) A Adao(Ys,)

ou l'on a posé Y; = ap(X;), et la condition nécessaire et suffisante pour que «, soit un
morphisme de complexes équivaut & la commutativité du diagramme (D). ]

2.1.23. Structure de R-adg alternée de QZ/R. Etant donnée une R-algebre unitaire as-
sociative et commutative A, on pose:

Qjx/R = A4 Qa/r

Fixons une surjection de R-algebres 7 : R[X] - A. L’homomorphisme 7 munit Q% /R d’une

structure de R[X]-algebre graduée associative alternée unitaire. On a donc, d’apres 2.1.11-0d,

Mor i, (r(x)) (Qgix)/r> Ya/r) = Hompx (Qrix)/R, Qa/R) - (0)

On note alors

le morphisme le morphisme de R-adg correspondant a Q(7) : Qgx)/r — Qa/r dans 1'égalité
(0) (¢f. 1.3). On a

Tn(PdXy N+~ NdX;,)) =m(P)dr(X;) A ANdr(X;) .

in

2.1.24. Théoréme: Avec les données ci-dessus,
a) my : QE[X]/R — QZ/R est un morphisme d’algébres graduées surjectif dont le noyau,

ker(m,), est Iidéal bilatére engendré par (ker(mw) @ dker(m)) C Q%[X]/R @ Q}z[x]/R'

b) ker(m.) et c’est un sous-complexe de (g y /g d:) et Uy p = Qpyy p/ker(m,) admet
une et une seule différentielle d /g . telle que . : (QE[X]/R,d*) — (QQ/R,dA/Ry*) est un
morphisme de R-adg alternées.

¢) Pour toute R-adg alternée (B*,dp..) I'application
Mor pqg(r) ((QL/R, da.), (B, dg,*)) — Homompg(A, BY)

induite par le foncteur «composante de degré 0 » est bijective. Autrement dit, (Q}[X]/R, d)

et Iégalité A = QUA/R, représentent le foncteur Homompg(A, (_)°).

d) La différentielle d4 /g . définie dans Ob est indépendante de 7 : R[X] — A.

Démonstration
a) 7 est surjectif par définition, Q() est surjectif d’apres 1.3.1, et alors 7, est surjectif d’apres
2.1.12. On remarquera aussi que puisque A est quotient de R[X], I'application évidente
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/\}[ x| Qa/r — Naa /r est bijective. On décompose alors le morphisme 7. comme com-

position de 8. »
/\R QR X]/R e /\R QA/R —— A\a QA/R

| . I

ot a, = A(Q(m))s (2.1.12) et By = 7 et B; = id pour ¢ > 0. L’idéal ker(S,) est concentré
en degré 0 ou il s’identifie a ker(7), tandis que ker(a) est Iidéal engendré par ker(Q(m))
(2.1.12) donc par d(ker(w)) (1.3.1-0a).

b) Résulte de 1'égalité immédiate d(ker(w) @ dker(m)) = dker(r).

c) D’apres la proposition 2.1.22, 'homomorphisme 3 := aor : R[X] — B’ est la composante
de degré 0 d’un et un unique morphisme de R-adg alternées, notons-le 3, : (Q}}[ X)/R> d,) —
(B*, d57*).

d d
R[X] = R[X] —%— Qpayr —— Ly —
| | |
0 | |
A 8| B : B : Be
al . v
B — B dg,o B! dg,1 B2 dg,»

L’idéal ker(;) qui contient clairement ker(w), contient également dker(mw) puisqu’il est
aussi un sous-complexe de (g y) g, di). Par conséquent ker(f.) 2 ker(m,), d’apres (b),
et B, se factorise & travers m. : (gy) /g di) = (24,5, da,+) en un unique (car . est
surjective) morphisme de R-adg o : (QA/R, das) — (B, dgy).

d
X]/R ’ QR[X]/R—>2

N

A—>QAR=—’QAR2—’

SOl ] el

B

d) On aura remarqué que la définition de la différentielle d4 /g . dans (a) est telle que la com-
posante d4, g, coincide avec le morphisme canonique de A vers 24/g (cf. 1.4). Il s’ensuit
que si (2 /g, d1) et (g, do «) ont été définies & l'aide de surjections m; différentes, le
morphisme o, : (@ /g, d1,«) = (0 /g, d2,+) de la question (c) vérifie ag = ida, o1 = idg, ,
et donc o, = idqy . puisque le noyau de . est engendré par ker(ag) @ ker(an) = 0 (cf.
2.1.12 et 2.1.24-0a). [ |

2.2 Les foncteurs ‘complexe de de Rham’ et ‘cohomologie de de Rham’

La définition suivante est justifié par le théoreme 2.1.24.

2.2.1. Définition: Le foncteur «complexe de de Rham», noté (_) ~~ Q( )R de la catégorie
Alg(R) vers la catégorie Alt(R) des R-adg alternées (2.1.15) est le foncteur qui fait corres-
pondre
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* a une R-algebre A, le complexe (0 p, da;) (cf. 2.1.23)

da/r da/r,1 da/ra

d da/p:
00—+ A — QA/R e /\?4 QA/R —%2 /\?;1 QA/R —)A/RYA /\j QA/R —_—
ou la différentielle d4 /g, Vvérifie la formule:

dasryr(ao-dasr(ar) A~ Adasr(ar)) = dajr(a) Adasr(ar) A+ Ndajrlay)  (24)
pour tout 7 > 0.

¢ 3 a € Homompg(A, B), le morphisme de R-adg «, : (QZ/R’dA;*) — (Q*B/R’dB;*) vérifiant
ap = (.

2.2.2. Théoréeme

a) Le foncteur qui fait correspondre a une algébre différentielle graduée alternée (B*,dg) sa
composante homogéne de degré zéro B° et de méme pour les morphismes, est adjoint a
droite du foncteur «complexe de Rham» Qf | 5 : Alg(R) ~ Alt(R).

Autrement dit, 'application

0
MOI‘Alt(R)((QZ/mdA;*),(B*7d3,*)) —>(;) Homompg (A, B%)
est bijective.

b) Soient R/, A, B des R-algébres et soit S C A un systéme multiplicatif. On a des isomor-
phismes canoniques naturelles compatibles au différentielles :
() Qpopa/p =R ®rQY, p  (changement de base)
(il) Q514 = ST'A®4 g (localisation)
(iil) Qye,p = QY r Or Qg (produit fibré, produit tensoriel)

Démonstration: La premiere partie résulte immédiatement du théoreme 2.1.24. Les iso-
morphismes de la seconde partie résultent, par ’adjonction de (a), des isomorphismes donnés
dans le paragraphe 1.4.6, formules (8) et (9), et dans la proposition 1.4.8 formule (10). Voici a
titre d’exemple la preuve de la formule (iii) du complexe de de Rham d’un produit tensoriel :

Les morphismes canoniques 14 : A -+ A®g B et 1gp: A — A ®g B induisent par foncto-
rialité les morphismes de R-adg

LA - (QTA/R’dA;*) - (QZ®B/R7dA®B;*) LB - (Qz/RvdA;*) - (QZ@,@B/RadA@B;*)
d’oli un morphisme canonique t4 . ®tp x QZ/R®Q*B/R — Qj‘@B/R induisant une application
MorAlt(R)(Qit@B/Rv B*) — MOTAlt(R)(QZ/R by QE/R) B*) (0)

qui sera bijective pour toute R-adg alternée (B*,dp ) si et seulement si t4 . ® tp. est un
isomorphisme.
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Or, MorAlt(R)(QZ/R ®Q*B/R, B*) = MorAlt(R)(QZ/R,B*) X MorAlt(R>(QE,/R7 B*) et l'applica-
tion (¢) est bijectivement équivalente par d’adjonction (a), a Papplication

Homompg(A ®p B, B’) — Homompg(A, B”) x Homomg(B, B°)

également induite pat 14 et tp dont la bijectivité est bien connue. [

2.2.3. Définition : Pour toute R-algebre A, on appelle «cohomologie de de Rham de A sur R »,
et I'on note H}jp(A/R), I'anneau de cohomologie du complexe de de Rham (Q’A/R,dA:*).

2.3 Cohomologie de de Rham d’une algébre de polynémes

Soient R un anneau commutatif, X un ensemble (de variables) et R[X] I’algeébre des po-
lynomes a coefficients dans R et variables dans X'. On a Qgxj/r = @ xey RIX]dX et la
différentielle dgjy) g : R[X] — Qgjx)/r est donnée par:

1o}
dpixr(P) =Y 87(P> dX.
XeX

Munissons ’ensemble X' d’un ordre total ‘<’. Pour chaque k € N le R[X]-module Qi) r €St
libre, engendré par les éléments d Xy A --- AdX,_1 ou X; < X;,1. On définit h,. : QTR[X]/R —
Q}'{[j_,] /g comme I'homomorphisme de R[X]-modules qui fait correspondre :

r—1
dXo A NdXo 2 (<1 X dXg A AdXG A - A dX
=0

Cette application vérifie I'égalité h, (w1 Aws) = hy (w1) Awa + (—1)™ wy A by, (w2) pour tous w;
homogenes de degrés respectifs r; et tels que m + ro = 7. On en déduit la formule suivante :

(dr—l ohr.~+hpy0 dT)(P dXg N A dXT._l) = (TP + g(P)) dXo N NdX,_4 (*)

pour tout P € R[X] et olt on a noté ‘¢’ «'opérateur d’Euler », i.e.

OP
§(P):=hyody(P) =) Xo%
Xex
L’application ¢ : R[X] — R[X] est R-linéaire et pour chaque P € R[X], on a ¢N(P) =0
pour N > 0 (dépendant de P). Notons &, le prolongement linéaire de & a Qpx)/r- Végalité
(x) s’écrit alors:
(A1 0y + hpy 0 dr) () = (7 + &) (@)
pour tout w € Q];%[X]/R' L’application (x + &) = Q" — Q* est graduée de degré zéro et c’est
un morphisme de complexes, i.e. commute a la différentielle. On a aussi
(r+ XM Xy = (r+di+ - 4 do) (X X )

im

de sorte que la suite de complexes :
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* (+4&x) *

ot R[0] désigne le complexe concentré en degré zéro de composante en ce degré égale & R, est
exacte lorsque R contient le corps des rationnels. La proposition suivante en résulte par
la suite longue de cohomologie associée & (xx) et par le fait que (x 4 &,) induit le morphisme

nul en cohomologie.

2.3.1. Proposition: Soient R un anneau commutatif contenant le corps des nombres ra-
tionnels, X un ensemble (de variables) et R[X| I'algébre des polynémes a coefficients dans
R et variables dans X . La cohomologie de de Rham de R[X] relative & R est nulle en degrés

positifs et isomorphe a R en degré nul, i.e.

{ H3(RIX)/R) = R
H{,(R[X]/R) =0, pour toutr >0

2.3.2. Exercice: Montrer en toute généralité les équivalences suivantes :

Hpr(R[X]/R) = @, Annulg(m)
Hip(RIX]/R)=@,,cnR/(m+1)- R
Hiz(R[X]/R) =0, pour tout r > 1

ot Annulg(m) désigne l'idéal dans R des éléments de m-torsion.
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§3. Cohomologie de de Rham d’un schéma

3.1 Complexe et cohomologie de de Rham relatifs

Dans cette partie on “globalise” la notion de complexe de de Rham et de cohomologie de
de Rham d’une R-algebre a un schéma au-dessus d’un schéma de base donné S, i.e. a un
objet de la catégorie des S-schémas.

3.1.1. Remarques générales. Soit X un espace topologique arbitraire muni d’un faisceau
d’anneaux R et soit A un faisceau de R-algebres. Lorsque V' C U sont deux ouverts de X, le
foncteur complexe de de Rham fait correspondre au morphisme de restriction A(U) — A(V)
un morphisme d’algebres différentielles QQ(U) SR Qj“l(w JR(V) d’out un préfaisceau :

QZ/R U — QZ(U)/R(U)
de faisceau associé noté 7, et de germe QA(I>/R(m) en un point x € X.

Lorsque 'on se donne un S-schéma de morphisme structural f : X — S, le morphisme de
faisceaux d’anneaux f# : f~1(Og) — Ox fait de Ox une f~'(Og)-algebre et la construction
précédente s’applique.

3.1.2. Définitions: Soient S un schéma et X un S-schéma, notons f : X — S le morphisme
structural. On appelle «complexe de de Rham de X relatif 3 S », et I'on note Q}/S, le faisceaux
d’algebres différentielles graduées (alternées):

(:2}/5 = Q?ox/ffl(os)

La «cohomologie de de Rham de X relative a S », notée H{(X/S), est I'hypercohomologie
du complexe de faisceaux Q}/s- Pour chaque r € N, on a par conséquent:

Hpp(X/8) = IHT(X§:}/S)

3.1.3. Fonctorialité de la cohomologie de de Rham. Soit ¢ : X; — X5 un morphisme
de S-schémas de morphismes structuraux f; : X; — S. Le morphisme g7 : Ox, — g. ((’) Xl)
est un morphisme de f,'(Og)-algebres puisque fo o g = fi; il induit, par conséquent, un
morphisme canonique de faisceaux d’algebres différentielles de Q, g — g.(Q%, /) et donc

une application canonique en hypercoholomogie IH" (XQ ; Qx, / s) — H" (XQ ;95 (Qx, / S)) dont

la composée avec Iapplication canonique IH" (Xg ;g*(Q}I/S)) — H" (Xl ; Qfxl/s) donne un
morphisme d’anneaux gradués:

Hpr(g) : Hpr(X2/S) = Hpr(X1/S)

appelée «image inverse».
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La proposition suivante est laissée en exercice.

3.1.4. Proposition: La correspondance de la catégorie des S-schémas vers la catégorie d’an-
neaux gradués alternés qui fait correspondre & un S-schéma X I'anneau Hyp (X /S) et a un
morphisme de S-schémas g : X1 — X ’homomorphisme gradué «image inverse» H}p(g),
est fonctorielle et contravariante.

3.2 Quasi-cohérence du complexe de de Rham relatif

Soient R un anneau commutatif arbitraire et A une R-algebre, notons v : R — A
Ihomomorphisme structural r +— 7 - 14. Le schéma affine X := Spec(A) est considéré
muni de sa structure de schéma de base S := Spec(R) induite par v. Pour tout ouvert
U C X, le morphisme de restriction pg : A — Ox(U) induit un morphisme de A-algebres
QZ/R — Q;C/S(U) qui se prolonge, pour chaque r € N, en un morphisme de Ox (U)-modules
PU)r: Ox(U) @4 Qg = L ,5(U). Comme ces constructions sont naturelles par rapport
a U, on obtient un morphisme de faisceaux de Ox-modules

LUy g — Ux/s (©)
qui se voit au niveau des germes en chaque 3 € Spec(A) comme Papplication canonique :
Aq3 ®A QTA/R —> sz/Rufl(‘;}) .

Cette application est bijective d’apres le théoréme 2.2.2 et le morphisme (¢) est un iso-
morphisme de Ox-modules. Par conséquent, le Ox-module Q% /s est quasi-cohérent. Ces
remarques constituent ’essentiel de la démonstration du théoréme suivant.

3.2.1. Théoréme: Soit X un S-schéma de morphisme structural f: X — S.

a) Supposons les schémas X et S affines: X = Spec(A) et S = Spec(R). On considére la
structure de R-algébre sur A définie par le morphisme f. Alors:

1) On a des isomorphismes canoniques et naturelles pour tout r € N :
:TX/S = QZ&/R = /\BX Qa/r-

2) La cohomologie de de Rham de X relative a S est isomorphe a la cohomologie du
complexe de de Rham (Q’;‘/R, dA/R,*). Autrement dit, pour chaque r € N, I"application
canonique :

Hip(A/R) — H"(X;Q%s) = Hpp(X/S)

est bijective.

b) Pour chaque r € N, le Ox-module er/s est quasi-cohérent et il est cohérent lorsque X
est localement de présentation finie sur S.
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3.3 Propriétés élémentaires du complexe de de Rham relatif

3.3.1. Théoréme: Soient S un schéma et X un S-schéma.

a) Soit f:Y — X un plongement ouvert de S-schémas. Alors

Dy /s = (D% s) (restricion ouverte) (25)

b) Soit g : 8 — S un morphisme de schémas et notons g : S’ xg X — X le morphisme
induit sur le produit fibré. Alors

Qovex/s =7 (Q}/S) (changement de base) (26)

¢) Soit X' un S-schéma et notons p: X' xg X — X et p' : X' xg X — X' les projections
canoniques. Alors

Q},sz/s =p (Q}/S) ®Oy, v p* (Q}/S) (produit fibré) (27)

Démonstration: Ces propriétés se vérifient localement ou elles sont des corollaires de la
quasi-cohérence 3.2.1 et des leurs analogues dans le cas des algebres (cf. 2.2.2). [

Les propositions suivantes sont laissées en exercice.

3.3.2. Proposition: Soit f : X — Y un morphisme de schémas de base S. La suite cano-
nique de Ox-modules :
F(Qys) — Qx5 — Qx )y =0

est exacte.

3.3.3. Proposition: Soit 53 : Y — X une immersion de S-schémas. Soit T le faisceau
d’idéaux de définition de Y en tant que sous-schéma de X . La suite canonique de faisceaux
de Oy-modules :

/)T — 7" (2x/s) — Qy ;s = 0

est exacte.

§4. Schémas et algebres lisses

4.1 Rappels d’algebre locale

Dans cette section de rappels on désigne par A un anneau commutatif arbitraire (non né-
cessairement ncethérien) et pour tout idéal premier P de A, le corps résiduel de anneau
local Ay sera noté k() := Ap/PBAg.
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4.1.1. Lemme: Soient A un anneau commutatif arbitraire et ¢ : A" — A™ un morphisme
de A-modules. Supposons qu’il existe un idéal premier 3 de A tel que le morphisme induit :

KR K(R)"

est injectif. Alors, il existe un élément f € A tel que P € D(f) et tel que le morphisme
induit py : Ay — AY} est une injection admettant un inverse a gauche et coker(py) est un
A ¢-module projectif de type fini.

En particulier, pour tout Q € D(f) le morphisme pyq) : k(Q)" — k(Q)" est injectif.

Démonstration: On considere le diagramme commutatif:

Lz
AR Ay
pl 12 lq
re PRE) n
k(PB) = k(P

ol p et ¢ désignent les surjections induites par la surjection canonique Ay — k(). On fixe
alors une «rétraction» P de @iy, i-e. une application k(B )-linéaire p : k(P)" — k(P)" telle
que P o ) = id, ce qui est possible puisque @y est une injection de k(9 )-espaces vec-
toriels. L’application composée p o ¢ est alors une surjection de Agp-modules et comme sa
source est libre, elle admet un relévement en un morphisme de Ap-modules Py : Ay — Afy.
Mais alors P o @pp) = id et det(Pqp o o) = 1 mod (P Ag), en particulier det(Pyp o pyp) est
inversible dans I'anneau local Ay et = := Py o pp est un isomorphisme de Agy. Quitte a
remplacer Py par = lo Ps, nous pouvons supposer dans la suite que Py est une rétraction
de O -

Ceci étant, on observe que pour chaque vecteur e; de la base canonique de A%, on a des

éléments {s;1,...,si,r} n'appartenant pas & P tels que le vecteur Py (e;) de Ajy s'écrit:
Q1 Qg
(e = (22, %) :
p(ei) six Sir (%)

avec a;; € A. Notons maintenant g = Hf;l; sij;ona g &P et chaque s; ; est inversible
dans Ag. Le terme de droite de () a donc un sens sur Ay et permet de définir un relevement
Pg de Py, on obtient de cette maniere le diagramme commutatif:

r _Pg n _Po r
A, r Ay r Ay
| oL (#)
r PP n Pp r
Ay Ay — Ay
ou les applications verticales sont induites par I’'homomorphisme canonique vy 3 : Ay — Asp.

Notons [%i,;] la matrice de pgo¢p, relative & la base canonique de Ajy. Comme ppopy =id,
on a vyq(tii) =1 et vgyp(ti;) = 0 lorsque i # j. Il existe alors des éléments s} ; ¢ B tels
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que s} ;(ti; —1) = 0 et s} ;t;; = 0 lorsque i # j; en particulier 'élément f = s ([]s; ;)
vérifie f € B, le diagramme (xx) se factorise en:

(] P
Ay s Ay - Ay

Lo,

Pr Py
Ay — Af — Aj

L

r Pp n pqg T
Ap — Ay — Ay

et pyopy =id; de sorte que Py est une rétraction de ¢y . [

4.1.2. Lemme: Soit A un anneau arbitraire et considérons pour un A-module M les asser-
tions suivantes :
1) M est un A-module projectif.

2) Pour tout idéal premier f C A il existe f & B tel que My est un Ay-module
libre.

3) Pour tout idéal premier 3 C A le localisé My est un Ayp-module libre.

Alors
a) Lorsque M est de type fini, on a (1) = (2) = (3).
b) Lorsque M est de présentation finie, on a (1) < (2) < (3).

Démonstration :
a) Comme M est projectif de type fini, on a A = M @ N pour un certain n € N et un
certain A-module N.

Soit maintenant P un idéal premier de A et notons B := {my,...,m,} un ensemble
fini d’éléments de M tel que {1 ® my,...,1 ® m,} est une base de k() ®4 M, notons
(B) le sous-A-module de M engendré par B.

L’homomorphisme de A-modules ¢ : A” — M C A™ défini par ¢(e;) := m; sa-
tisfait, par construction, aux hypotheses du lemme 4.1.1, il existe donc g & B tel que
pg + Ay — Ay est injective. Il existe d’autre part, ¢’ ¢ P tel que (B)y = M, puisque le
Ag-module (M /(B))g est nul étant de type fini et de réduction a k(*P) nulle (Nakayama).
Comme (B) = im(¢p), on conclut que I'application ¢y : A} — A% est un isomorphisme sur
M lorsque f = gg'.

b) Pour toute surjection de A-modules a : N7 = Ny nous devons prouver que le morphisme
induit
Homa (M, «) : Homa (M, N7) — Homa (M, No)
est surjectif et ceci équivaut a ce que, pour tout idéal premier 8 C A, 'application induite :
HOIHA(M,NI) XA Aqg —>HOH1A(M,N2) XA Aqg (i)

est surjective. En effet, dans un tel cas les localisés du conoyau K de Hom4 (M, «) sont
tous nuls et comme ’application canonique K — H‘Bespec( a) K est injective la nullité de
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K en découle. Or, pour chaque N € Mod(A), on dispose de la transformation naturelle

canonique :
n(=) : Homa(—, N) ®4 Ay — Homu (—, N ®4 Ag)

qui relie deux foncteurs exacts & droite et est telle que (L) est un isomorphisme pour
tout L libre de rang fini. Il en découle que n(L) est bijectif pour tout L de présentation
finie. En particulier (1) est surjective, si et seulement si,

HOHIA(M,Nl XA Aqg) — HOI’IlA(M,Ng XA Acp)
est surjective, autrement dit, si et seulement si:
Hom 4, (M‘Bv Nl,‘ﬁ) — Homy,, (M‘l‘v NQ,‘B)

est surjective, puisque Hom4 (-, Ap @ (-)) et Hom4, (Ayp ® (-), Ap ®(-)) canoniquement
isomorphes. Ceci termine la démonstration de I'implication (3) = (1) car My est libre. m

4.1.3. Corollaire: Soient A un anneau commutatif arbitraire et ¢ : M — A" un mor-
phisme de A-modules ot M admet un systéme & r générateurs {my,...,m,} tel que, pour
tout idéal premier B C A, le systeme {1y @ @(ma),..., L) ® @(m,)} est libre dans
E(B)™. Alors M est un A-module libre de rang r et ¢ est une injection qui admet un
inverse & gauche (une rétraction).

Démonstration: Soit u: A" — M ’endomorphisme qui fait correspondre e; — m;. L’ap-
plication po u : A" — A™ vérifie les hypotheses du lemme 4.1.1 et par conséquent ¢ o p
est localement injectif, autrement dit, pour tout idéal premier P C A, ker(p o u)p = 0. 11
s’ensuit que ker(p o ) = 0 et donc u est bijective et ¢ est injective.

Le lemme 4.1.1 nous dit également que coker(y) est localement projectif puisque chaque g
admet une rétraction et la démonstration du lemme précédent montre aussi que «localement
projectif » et «projectif » sont des propriétés équivalentes, donc coker(p) est projectif et ¢

admet une rétraction. n

4.1.4. Corollaire: Soient A un anneau arbitraire et J 2> A" — M — 0 (1) une suite
exacte a droite de A-modules ou J est un A-module de type fini admettant un systéme de
générateurs a n — r éléments (r < n). Soit P un idéal premier de A tel que:

{dimk(qg) (kB)®J)=n—r et
1®0:k(P)J — k(P)™  est une injection.

Il existe alors f & B tel que Jy ~ A}"’”, My ~ A} et la suite: 0 — Jy 19 AY — My —0
induite par (1) est exacte et scindée.
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Démonstration: Soit {g,i1,...,gn} un systéme de générateurs de J et considérons la sur-
jection de A-modules ¢ : A" " — J définie par ¢(e;) = gri;. Alors la composée ¢ o
satisfait aux hypotheses du lemme 4.1.1 et par conséquent la suite :
0—>A;‘”MAZ—>MQ—>O 1)
est exacte et scindée pour un certain g € . Dans ce cas, M, est un Ajz-module de présenta-
tion finie et projectif (puisque facteur direct de A7) et I'on peut appliquer le lemme 4.1.2. 11
existe donc ¢’ ¢ P tel que My est un A,y -module libre. Posons f = gg¢’. En tensorisant la
suite () par Ay, elle reste scindée. On remarque pour terminer que comme ¢ est surjective
17 ® 1 l'est également et cette derniére établit un isomorphisme entre A’J}’T et J¢, d’autre
part My ~ A’ puisque dim ) (k(P) @ M) = r. "

Voici maintenant deux énoncés bien connus et conséquences faciles de ce qui précede.

4.1.5. Lemme: Sur un anneau local un module de type fini est projectif, si et seulement si,
il est libre.

4.1.6. Lemme: Sur un anneau ncethérien un module de type fini est projectif, si et seulement
si, il est localement libre.

4.2 Lissité dans les morphismes de schémas

4.2.1. Définition: Un morphisme de schémas f : X — S est dit «lisse au point x € X (de di-
mension relative 1) » s'il existe un voisinage ouvert U > x et une S-immersion 7: U — A% de U
dans un espace linéaire A% sur S, tel que les conditions suivantes sont satisfaites :

L-(a) Localement en y := j(x), le faisceau des idéaux de définition de 3(U), en tant que sous-
schéma de A%, est engendré par (n — r) sections g,i1,...,9n ; €t
L-(b) I'ensemble {dg;+1,...,dgn} est linéairement indépendant dans Q}&g/s ® k(y).

Le morphisme f: X — S est dit «/isse» lorsqu'il est lisse en chaque point de X, et il est dit
«étale» s'il est lisse et de dimension relative nulle en chaque point de X.

Soient R un anneau et A une R-algébre, on dira que «A est lisse (resp. étale)» lorsque
le morphisme de schémas Spec(A) — Spec(R) induit par I'homomorphisme (structural) d'an-
neaux R — A, r — r - 14, est lisse (resp. étale). Plus généralement, un morphisme d'anneaux
a: R — A sera dit «lisse» lorsque Spec(a) : Spec(B) — Spec(R) est un morphisme lisse.

4.2.2. Remarque: On observera le caractere local de cette définition qui fait que quels que soient les
sous-schémas ouverts V C X et U C S vérifiant y € V et f(V) C U, le morphisme f est lisse en y,
si et seulement si, f| est lisse en y, out f| : V' — U désigne la restriction de f. En particulier, on peut
prendre pour U et V des schémas affines. Il est d’autre part évident qu'un point lisse d’'un morphisme
appartient & un ouvert au-dessus de S qui est de présentation finie. Ceci explique pourquoi I’hypothese
pour un morphisme de schémas d’étre localement de présentation finie est souvent explicite dans
la définition méme de la lissité de morphismes.
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4.2.3. Remarque: D’apres la définition, une R-algebre lisse est toujours localement de présentation
finie. Or, une R-algebre A localement de présentation finie est également globalement de présentation
finie, i.e. quotient d’une algebre de polynomes a coefficients dans R et a un nombre fini de variables
par un idéal de type fini (¢f. [EGA] prop. 6.2.9 p. 302). On prendra garde du fait que ceci signifie uni-
quement que A admet des présentations finies et non pas que tout morphisme surjectif de R-algebres
R[X] — A, ou X désigne une liste finie de variables, est & noyau de type fini (& moins bien entendu que
R soit noethérien). Nous rappelons a continuation une démonstration élémentaire de cette assertion.

4.2.3.1. Proposition: Soit R un anneau commutatif avec identité pour le produit. Toute R-algébre
localement de présentation finie est globalement de présentation finie.
En particulier, toute R-algébre lisse est globalement de présentation finie.

Démonstration: Soit A une R-algebre localement de présentation finie. Par quasi-compacité, il existe
une famille finie {f1,..., f.} d’éléments de A tels que Spec(A) = D(f1) U---U D(f,) (*), et tels que
chaque localisation Ay, est une R-algebre de présentation finie. On fixe dans la suite une telle famille
et 'on note v; : A — Ay, 'homomorphisme canonique.

Pour chaque ¢ = 1,...,r, il existe alors un entier positif ou nul m;, que 'on pourra choisir aussi
grand que l'on veut, et des éléments a;1,...,a; s, de A, tels que 'homomorphisme ); : R[X;] — Ay,
ot X; désigne la liste de variables X 1,.. ., X s, défini par X; ; — a; ;/f]"¢, est surjectif de noyau un

idéal KC; C R[X;] de type fini.

Comme il n’y a qu'un nombre fini d’éléments f;, nous pouvons, sans perte de généralité, supposer
les m; égaux & un méme entier M (il suffit en effet de prendre M := sup{m;} quitte & modifier les
a; ;). On fixe pour la suite un choix de tels éléments a; ; dont on désignera par a@; la liste des éléments
Qi1yeeey s,

Il s’ensuit que pour chaque b € A et chaque 4, il existe un polynéme P(b); € R[X;], tel que
v;(b) = 1;(P(b);) dans Ay, . On en déduit que pour chaque 4, il existe un élément Q(b); € Rla;, f;] C A
et un entier n; € N tels que b f;'* = Q(b); dans A. Encore une fois, comme la famille des n; est finie,
nous pouvons remplacer les n; par un méme entier N (en prenant leur sup et modifiant les Q(b); en

conséquence). On a alors:
bfYN =Q(b): € Rlay, f;] C A, pour tout i =1,...,r. ()

Ceci étant, la condition (x) équivaut & 14 € v/(f1,..., fr), de sorte qu’il existe des éléments h; € A
(ne dépendant que des f;), tels que 1 = hyfi + --- + h,.f, et une puissance suffisamment grande de
hifi +-+++ h, f, fournit une décomposition 1 = Hy f¥ +---+ H,.fN ou H; € R[f1,h1,..., fr,hs]. On
a alors:

b=bHy f{Y + -+ bH.fN = HiQ(b)1 + - -- + H.Q(b),
d’apres (1), et b € Rlay, f1,h1,...,ar, fr,hr] € A. La R-algébre A est par conséquent globalement
de type fini.

Pour chaque i = 1,...,r, notons W; la liste de variables Wii,...,W;s, et considérons ’homomor-

phisme : _ _ "
R[Whyh Zl7 B W’I’7YT‘3 Zr} -
Wi Yis Zi ——— aij, fishs

qui est surjectif d’apres I'étude qui précede. Montrons que son noyau K est un idéal de type fini de
R[W17YI>Zl7~ '-7W7‘7Yrvzr}~
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En localisant par Y;, on obtient une surjection :

. — Py
R[W17§/17217"‘7W7‘7Y7‘7Z7‘}Yi ki

quz

dont la restriction a la sous-algebre R[Wi JYM } est surjective de noyau K;, engendré par un nombre
fini d’éléments en raison des choix initiaux. Nous pouvons donc choisir des éléments y;,z;,w;; €
R[W;/YM] vérifiant 1y, (V) = ¥y, (i), ¥y, (Z:) = ¥y, (2:) et by, (Wi ;) = by, (w; ;). 11 est alors
aisé de voir que l'idéal ker(¢y;) est engendré par K; et par les différences Y; — y;, Z; — z;, W, ; —
w; j. Notons & lélément de K donné par (1 — Z1Y; — --- — Z,Y,) et notons A’ le quotient de
R[W.,Y1,2y,...,W,,Y,, Z,] par Iidéal principal (£). L’application 1 induit alors un morphisme sur-
jectif de A’ sur A et ce qui précéde montre que la restriction du A’-module K/(£) & chaque ouvert
D(Y;) est de type fini. Comme Spec(A’) = D(Y1) U ---U D(Y,), on conclut que K/(§) et donc K est
de type fini, ce qui termine la démonstration de la proposition. [

4.2.3.2. Exercice: Montrer de maniere analogue que tout R-module localement de présentation finie
est globalement de présentation finie. (Voir [Bs] I1.§5.3 cor. prop. 3, p. 109.)

4.2.3. Etude locale de la lissité d’un morphisme. Nous allons nous intéresser & la lissité
dans la situation ou S := Spec(R), X := Spec(A) et ot A est une R-algebre de présentation
finie, i.e. le quotient de R[X] := R[X},...,X,] par un idéal de type fini I = (g,_r,...,Gn)-
Nous nous intéresserons donc aux données locales de la définition 4.2.1.

D’apres la proposition 1.3.1, nous avons la premiere suite fondamentale exacte a droite :
%)
I/IQ—>A®R[X] QR[X]/R—>QA/R—>0 (*)

ou le terme central est un A-module libre de rang n puisque:
A @gx) QxR = A QR (@i:l,...,n R[X] dXi) =@, AdX;,

et ot I/I”* est engendré par les n — r éléments: G, v, ..., Jn-

On aura remarqué que lorsque un point B de Spec(A) est lisse et de dimension relative
r au-dessus de Spec(R) les hypotheses du corollaire 4.1.4 sont satisfaites et par conséquent
tout point 9 dans un voisinage de B sera lui-aussi lisse de dimension relative r. Nous pou-
vons done supposer dans ce qui suit que c’est le cas pour tout Q € SpecA (ce qui est possible
quitte & localiser A). Dans ce cas, tout point de Spec(A) est lisse au-dessus de Spec(R) et
le morphisme 9 de () est injectif, puisque localement injectif. La suite courte :

0— I/T? i>A®R[Aa] Qrxyyr — Qa/r =~ 0 (%)

est alors exacte avec {24, de présentation finie et localement libre, donc projectif d’aprés
4.1.2. La suite de A-modules (xx) est donc scindée.

Ces remarques prouvent la proposition suivante :

4.2.4. Proposition: Soit f: X — S un morphisme de schémas localement de présentation
finie.

a) L’ensemble Lisse(f) des points lisses pour f est un ouvert de X .
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b) La restriction du faisceau des 1-formes différentielles relatives QY% /s & Lisse(f), est loca-
lement libre de rang localement constant.

¢) Le complexe de de Rham Q' /gy o(y) €St localement libre et Q% /|0y est nul lorsque

m majore strictement les dimensions relatives de f|p;. s -

d) Soit = € Lisse(f)et y: U — A% une S-immersion de la définition 4.2.1. Notons T I’idéal
de définition de j(U) ; la suite

0= I/T* — J'Qyp/s — Qs = 0

est exacte et localement scindée.

4.2.5. Remarque et exercice: On prendra garde du fait que ensemble Lisse(f) peut étre vide. Prou-
vez que pour le morphisme structural h : F, — F,[X]/(X?), on a Lisse(Spec(h)) = @.

4.2.6. Conditions locales de lissité. Les données du paragraphe précédent sont toujours
en vigueur. On se donne donc une R-algebre lisse de dimension relative r et une présenta-
tion finie 0 — J — R[X4,...,X,] = A — 0 ou l'idéal J admet n — r générateurs vérifiant
les conditions de la définition 4.2.1 en tout point de Spec(A).

4.2.7. Proposition: Sous ces conditions, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) A est une R-algebre lisse.

b) La premiére suite fondamentale de A-modules :
O—)J/J2i>A®R[X] Qriayr — Qa/r — 0 (28)
est exacte et scindée.
c) Le A-module Q4/g est projectif et 0 est injective.

¢’) 0 admet des rétractions (locales).

d) Soient B une R-algébre et I un idéal dans B, notons m : B — B/I la projection ca-
nonique. Alors, lorsque I? = 0 (resp. I est nilpotent), I'application entre les ensembles
d’homomorphismes de R-algébres :

Homompg (A, B) — Homompg(A, B/I)

%) — Top
est surjective.

Démonstration: L’implication (a)=-(b) a déja été établie dans le paragraphe précédent.
Lorsque (b) est satisfaite le A-module Q4/p est projectif puisque facteur direct du module
libre @; A dX; et (c) résulte. Réciproquement, lorsque (c) est vérifiée la suite (28) est exacte
et scindée puisque son terme de droite est projectif et (b)<(c). Les équivalences (c)<(c’)
découlent du corollaire 4.1.4.

(b)=>(a). Lorsque la suite (28) est scindée chacune de ses extrémités est un A-module pro-
jectif de type fini (et méme de présentation finie) et nous avons affaire & des A-modules
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localement libres (cf. 4.1.2); en particulier pour chaque B € Spec(A) on peut localiser les
données de la proposition et nous pouvons rajouter a (c) le fait que J/J? est Q) /r Sont tous
les deux des A-modules libres. Soit maintenant {g, 1, ..., gn} une famille d’éléments de J tels
que leurs classes modulo J? définissent une base de J/J?. Notons J' := {(g.41,...,9n) C J et
A’ = R[X]/J'. On al'égalité J = J*>+J' dont on déduit Q-(J/J') = (Q-J+J")/J = J/J
pour tout idéal Q C R[X] contenant J. En particulier, lorsque £ est 'image inverse de 3 par
la surjection canonique R[X] — A, ona (J/J')q = 0 par Nakayama, et il existe f & Q tel que
(J/J")s = 0. Ces remarques montrent que sur le voisinage principal Q € D(f) C Spec(R[X]),
I'idéal J est bien engendré par n — r éléments dont les différentielles sont linéairement in-
dépendantes (au point ) ; les conditions de lissité (de dimension relative r) sont donc bien
remplies pour P € Spec(A) — Spec(R).

(b)=>(d). Soit ¢/ € Homompg(A, B/I) et considérons le diagramme :

J— —R[¥]—"» A

I B- v .B/I

Par la propriété universelle de ’algebre de polynomes, il existe ¥ rendant le diagramme com-
mutatif et la question du relevement de ¢’ s’exprime par: “peut-on choisir ¢ de sorte que
P(J) =07". Ou encore, “existe-t-il une R-dérivation D de R[X] & valeurs dans I, telle que
D(z) = ¢(x), pour tout = € J ?”. En effet, pour toute R-dérivation D : R[X] — I (on voit
I comme R[X]-module via 1), on montre aisément 1’égalité :

(¢ = D)(zy) — (¥ = D)(x) — (¢ — D)(y) = ~D(x)D(y) € I?,

pour tous z,y € R[X], et application ¢ — D : R[X] — B est bien un morphisme de R-
algebres qui releve ¢ puisque I? = 0 et qui s’annule sur J par construction, elle induit
donc un morphisme de R-algeébres ¢ : A — B qui releve ¢'. Montons donc, pour v fixée,
Pexistence d’une R-dérivation D : R[X] — I vérifiant D(z) = ¢(x) pour tout = € J.

Comme I? = 0, I'application ¢ : J — I définit un morphisme de R[X]-module ¢ : J/J? —
I, et la ligne centrale du diagramme :

J C R[X]

l l dRrix|/R

1¢]
0— J/J2 ? QR[X]/R ®R[¥] A— QA/R —0
|
I

est exacte et scindée par hypothese. Il est donc possible de prolonger 1|; en la R-dérivation
Yopo dpix)/r : RIX] — I ce qui prouve l'existence d'un morphisme de R-algebres de R[X]
vers B se factorisant par .
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Lorsque l'idéal I est nilpotent de degré de nilpotence plus grand que deux, on factorise la
surjection v: B — B/I en: ) ,
B Y B/I* Y- B/I
le degré de nilpotence du noyau de v/ est alors strictement inférieur & celui de I et celui du
noyau de " vaut exactement deux. Un morphisme de R-algebres de A vers B/I se releve
suite au paragraphe précédent en un morphisme de A vers B/I? et, dans un seconde temps,
a B tout entier par un argument inductif portant sur le degré de nilpotence des noyaux.
(d)=-(b). On applique (d) au cas particulier ott B := R[X]/J? et I := J/J?. L’identité
id: A — A = B/I se reléve alors en un morphisme de R-algebres o : A — R[X]/J? et l'on
a la suite exacte scindée de R-modules:

0 — J/J* == R|X]/J* == R[X]/J = A >0,
ou p(m) :=m—ocov(m). On a p(mimz) —miP(mg) — mapP(my) = —p(my)P(ma) =0 et la
composée A de la surjection canonique R[X] — R[X]/J? suivie de p est une R-dérivation
de R[X] dans J/J? dont la restriction & J coincide avec la surjection canonique de J sur
J/J?:
J C R

| > |

0— J/J*—— R[&]/J* —=R[¥]/J — 0
P

Par la propriété universelle du module des formes différentielles, on a un morphisme de R[X]-
modules 7x : QR[X]/R — J/J2 vérifiant wa OdR[X]/R = A. Soit pa : A®R[X] QR[X]/R — J/J2
le morphisme de A-modules induit par 7, alors pour chaque = € J on a:

z mod J? = ma(d(z)) = pa(d(z mod J?)),

et pa est une rétraction de 9 dans la suite (28) qui est alors exacte et scindée. "

4.3 Condition globale de lissité

Voici maintenant la généralisation de ’équivalence (a)«<(d) de la proposition 4.2.7 au cas
des morphismes de schémas localement de présentation finie.

4.3.1. Corollaire: Soit f : X — S localement de présentation finie. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) f est lisse.
b) Pour tout S-schéma Y affine et tout sous-schéma fermé Y' de Y défini par un faisceau
d’idéaux T C Ox vérifiant I° = 0, I'application canonique :
Homg(Y, X) - Homg(Y', X),

est surjective.
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Démonstration: (b)=>(a). Comme la lissité de f est une propriété locale nous pouvons
supposer X = Spec(A) et S = Spec(R). Dans ce cas la condition (b) équivaut & la condition
(d) de la proposition 4.2.7 et donc f est lisse.
(a)=(b). Soit f' € Homg(Y’, X) et fixons un recouvrement de Y par des ouverts affines
U = {Yo}acu tel que chaque Y. := Y, N Y’ est un ouvert affine de Y’ et que la restric-
tion f!, de f' & Y, se factorise par un ouvert affine de X au-dessus d'un ouvert affine de
S. 1l existe alors, toujours grace a la proposition 4.2.7, des relevements f, : Y, — X des
morphismes f/, : Y, — X.

Faisons maintenant quelques remarques simples pour chaque situation affine (indexée par
a € 2) en reprenant le diagramme de la démonstration de 4.2.7:

J——R[X]—— A
[ // ,
zp(vJ/ /I/(PZ J/wfi
\(/
I B,—“»B,/I=:B),

ou Y, = Spec(B,,), Y. = Spec(B.,), et f., = Spec(¢,).

R-1) Le fait que I2 soit nul entraine aussitot que I, est canoniquement un B/ -module et
également que les structures de A-modules dont il est muni par les différents releve-
ments ¢ de ¢’ coincident, on notera par a - x cette action canonique lorsque a € A et
zel,.

R-2) Soient ¢ et s deux relévements de ¢, leur différence D := o1 — ¢y est une applica-
tion D : A — I, additive vérifiant D(ajas) = ag - D(a1) + a; - D(a2) pour tous a; € A ;
c’est donc une R-dérivation qui correspond & un élément £(p1, p2) € Homa(Q4 g, Ia)-
Mieux encore, si g est un relevement de ¢!, application ¢ — £(p, ¢y) est une bijection
entre I’ensemble de tous les relevements possibles de ¢/, et Homa(Q4/g, Ia).

R-3) Le morphisme de Homp (B}, ®4 Q4/r, Io) vers Homy (4R, I) induit par I'applica-
tion Q4 /g — B, ®4 Qa/r, m — 1 ®m, est un isomorphisme.

R-4) D’apres (R-1) le faisceau d’idéaux Z de définition de Y/ C 'Y est un Oy-module quasi-
cohérent sur Y' et le Oy-module 7o, ( (0% / S),I) est quasi-cohérent puisque Z est
quasi-cohérent et que f” *(Q}X / g) est cohérent. Les sections de ce faisceau au-dessus d'un

ouvert Y, s’identifient canoniquement aux éléments de Homp: (B, ®4 Q4/r, Ia).

Ceci étant, nous avons la famille {f,}aca de relevements locaux de f': Y’ — X et notre
probleme est de comprendre s’il est possible de les recoller quitte peut étre a les déformer.
Pour chaque couple («, 3) € 22 notons Y, g := Y, N Y (mutatis mutandis pour Y') les re-
levements f, et fz donnent lieux a deux relevements sur Y, g et suite a (R-2,3,4) on peut
faire correspondre :

(Sﬁa)a — (f(@aawﬂ))aﬁ € H F(Yolc,ﬁ ;%Oyl (f/*(Q}X/S)v-’Z))
a,BeA

Or, le terme de droite est le groupe des 1-cochaines de Cech relatives au recouvrement par des
ouverts affines Y' N U du faiscean 5o, ( 1 (S:)}X / 5),I) et 'on vérifie aisément que 1’élément

_ 45 —



§4.3 ALBERTO ARABIA 84

(5 (Pas cpg))a s est un 1-cocycle. Comme la cohomologie de Cech relative & un recouvrement
affine d’'un Oy -module quasi-cohérent est concentrée en degré zéro, il existe une famille

(€a)a € [T T (Y2 s 0, (f*(Qk/s), D))
ac
telle que o — €3 = £(@a, ). Notons D, : A — I, la dérivation correspondante & &, (cf.
R-2); la famille (¢o — Dq)aca est alors une famille de relevements locaux de f” qui vérifie la
condition de recollement et fournit le relevement global annoncé. L]

4.3.2. Corollaire: Soient A une R-algébre et 0 — I — R[X;,...,X,] > A — 0 une pré-
sentation finie quelconque de A. Alors, il y a équivalence entre les deux assertions suivantes :

a) A est une R-algebre lisse..
b) La premiére suite fondamentale de A-modules :
0 — I/I* —% A@p Qrayr — Qajr — 0
est exacte et scindée.

En particulier, la proposition 4.2.7 reste vraie quelle que soit la présentation finie 0 — J —
R[Xy,...,X,] = A — 0 considérée.

Démonstration: Lorsque A est lisse sur R, assertion 4.3.1-(0b) est vérifiée d’apres le co-
rollaire précédent et alors, la démonstration de I'implication (d)=-(b) de la proposition 4.2.7
prouve l'assertion (b) de ce corollaire. Enfin, I'implication (b)=-(a) fait également partie de
la preuve de 4.2.7. [

4.3.3. Remarque: Ce corollaire montre, que si A est une R-algébre de présentation finie lisse, le
critere de lissité de la définition 4.2.1 est vérifié par toute présentation finie de A.

4.3.4. Exercice: Soit (G,1,-) un groupe abélien noté multiplicativement. Pour tout anneau A, on
note A[G] V'«algébre du groupe G a coefficients dans A ». On rappelle qu'il s’agit de ’ensemble des
familles {a4}geq d’éléments de A indexés par les éléments du groupe G. On a A[G]| = P, ¢ A,
d’olt une structure canonique de A-module & gauche libre pour A[G]. Notons 0, ’élément de la base
canonique de A[G] correspondant & l'indice d’indexation g € G ; un élément = € A[G] s'écrit alors
r=> e x(g) - §4 avec des coefficients x(g) € A presque tous nuls, et ceci de maniére unique. On

définit une multiplication sur A[G] par la formule

{x Yi=2eq 2(9) 8y 5 avec
2(9) = Xhee #(W)y(h™'g)

Le triplet (A[G],0,d1,+,-) est alors une structure A-algebre qui est de type fini lorsque c¢’est ainsi pour
G.

— 46 —



84 COHOMOLOGIE DE DE RHAM DANS LA CATEGORIE DES SCHEMAS §4.3

Pour tout morphisme de groupes a : G; — Ga, notons Ala] : A[G1] — A[Gz] lapplication définie

par:
ALY o w(@)d,) =" a(9)dae)-

On vérifie que A[a] est un morphisme de A-algebres.

La correspondance A[_] qui associe G ~» A[G] et a ~» Ala] est fonctorielle de la catégorie Mod(Z)
des groupes abéliens vers la catégorie Alg(A) des A-algebres.

a) Montrer que le foncteur A[_] est adjoint & gauche du foncteur (_)* qui associe & une A-algebre
B, le groupe B* de ses éléments inversibles et & un morphisme d’algebres sa restriction aux élé-
ments inversibles ; autrement dit, montrer que pour toute A-algebre B et tout groupe abélien G,

Papplication: Mor(G, B*) SN Homom 4 (A[G], B)

0 (Dyeq 2(0) 52D ¥ wl9) alg))
est naturelle et bijective.

b) Monter que le foncteur A[_] transforme une somme directe de groupes abéliens en produit tensoriel
de A-algebres.

¢) i) Soit ¢ : B — C un morphisme surjectif de A-algebres de noyau I vérifiant I? = 0. Montrer

que la restriction de ¢ au groupe (B*,-,1p) des éléments inversibles de B est un morphisme
de groupes surjectif sur (C*,-,1¢) de noyau isomorphe au groupe (I,+,0p). Plus précisément,
monter que la suite de groupes abéliens:

0— (I,+,0g) —— (B*,-,15) —2— (C*,,1¢) — 1

T — 14z
est exacte.

ii) A laide de (a) et (b), monter que A[Gy x Gs] vérifie la propriété de relevement de Passertion
(0d) de la proposition 4.2.7 pour I de carré nul, si et seulement si, il en est de méme pour chaque
AlG].

d) Montrer que A[Z™] est isomorphe & A[X7,..., Xm]x,...x,,, et donc que A[Z™] est une A-algebre
lisse, pour tout entier positif m.

e) Montrer que A[Z/(p™)] est isomorphe a A[X/(X?" — 1)], pour tout nombre premier p et tout
entier positif m. En déduire que A[Z/(pm)] est une A-algebre lisse, si et seulement si, p- 14 est
inversible dans A (on dit alors que «p est inversible dans A »).

f) A Taide des résultats précédents, montrer que pour tout groupe abélien de type fini G, 'algebre
A[G] est lisse sur A, si et seulement si, les ordres des éléments de G d’ordre fini sont inversibles
dans A.

Indication : Utiliser le fait que pour tout Z-module G de type fini, il existe une famille finie (peut étre

vide) de nombres premiers {p1, pa, ..., .} et une famille finie d’entiers positifs ou nuls {mg, ma, ..., m.}
telles que: G 7 . 7 - 7
B i) (pa®) )

g) Pour tout groupe abélien G notons J(G) le sous-ensemble de ses éléments de torsion, i.e. d’ordre
strictement positif. L’ensemble J(G) est un sous-groupe de G et le quotient G/T(G) ne posseéde
aucun élément de torsion. Lorsque G est de type fini, J(G) est fini et G/T(G) est un Z-module de
type fini sans torsion donc libre; le groupe G est, par conséquent, isomorphe J(G) @ Z™ pour un
certain m € N.

Montrer comme conséquence de cette remarque et de (f) que lorsque G est de type fini, la A-algebre
AJ[G] est lisse, si et seulement si, le cardinal de J(G) est inversible dans A.
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Le corollaire 4.3.2 fait référence a une présentation d’une R-algebre A comme quotient
d’une algebre de polynomes par un nombre fini de relations. Dans le corollaire suivant nous
étendons ’équivalente (a)<(c’) de 4.2.7 au cas out A est donnée comme quotient d’une R-
algebre lisse C' par un nombre fini de relations. Nous aurons besoin de ce résultat dans la
démonstration de l'existence de relevements lisses d’algebres du théoreme 5.2.7.

4.3.5. Corollaire: Soient R un anneau, C une R-algébre lisse et L un idéal de type fini de
C. Notons A := C/L. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) A est une R-algébre lisse.

b) Le morphisme de A-modules 0 : L/L* — Qc/r ®@c A de la premiere suite fondamentale
associée a la surjection canonique C' — A (1.3.1) est injectif et admet une rétraction.

Démonstration: Fixons une présentation finie de C':
0 J— R[X]:=R[X),...,X,] 5»C -0,
et considérons la présentation (finie) de A :
0 — I (L)— R[X] == R[X1,..., X,] ~4+ A > 0.
Comme C est supposée lisse, on a la premiere suite fondamentale scindée :

P
0— J/J? ?C Qr)/r @rw) C — Qc/p — 0

d’ou le diagramme de A-modules:

2 c®1a v
0= (J/J)@cA #===Qpxyr Orx| A — Qo/r®c A =0

o |- | (D)

_ _ 0,
N (L) /ML) —=— Qgja)/r Orir) A — Qayp — 0
ot coker(a) = L/L? et ou la composée v o 94 est “bien définie” sur coker(a) et s’identifie
naturellement au morphisme 9 de l'assertion (b).
Lorsque A est lisse sur R, la seconde ligne dans (D) est exacte et scindée et une simple
chasse au diagramme montre que la suite:

O—>coker(a):L/L2i)QC/RQ?cAi»QA/R—)O 1)

vods

est exacte. Comme Q4 /g est projectif (4.2.7-(b)), le morphisme # admet une section et donc
0 admet une rétraction.

Réciproquement, lorsque 9 est injective et admet une rétraction, la suite (1) est exacte et
scindée et la cohomologie du complexe simple associé au bicomplexe (D) est nulle. La se-
conde ligne de (D) est donc exacte. Mais le scindage de () montre également que Q4 est
un A-module projectif puisque facteur direct de Q¢/r ®c A. La seconde ligne de (D) est par
conséquent scindée et le corollaire est prouvé. [
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4.3.6. Exercice: Démontrer le « Critére de Jacobi» suivant :

Soient X et Z deux S-schémas, et soit j: X — Z une immersion fermée localement de présentation
finie. Soit T le faisceau d’idéaux de Oz qui définit X comme sous-schéma de Z. Soit x un point de
X, et posons z := j(z). Supposons que, en tant que S-schéma, Z est lisse en z de dimension relative
n. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) En tant que S-schéma, X est lisse en x de dimension relative r.

b) La suite canonique de Ox-modules :
0—Z/T° — 5" Q5 — Qx5 >0,
est exacte et scindée en x et r = dimy(y) (Qk/s ® k(z)).

¢) Sidzy,...,dz, est une base de le/s (z), €t si g1,...,gn sont des sections locales de Oz qui engen-
drent I ., il existe une réindexation de z1,...,z, et de gi,...,gn telle que g,41,...,gn engendrent
Iy et dzy,...,dz.,dgrq1,-..,dg, engendrent QIZ/S (2)-

d) II existe des sections locales gr41,...,9, de Oz qui engendrent I,y et telles que les différentielles
dgr41,-..,dg, sont linéairement indépendantes dans QIZ/S ® k(z).

4.3.7. Lissité de 1’algébre symétrique d’un module projectif

Proposition: Soit M un R-module projectif de type fini. L’algébre symétrique Sg(M) est
lisse sur R.

Démonstration: On sait que M est facteur direct dans un module libre RV, de sorte qu’il
existe des morphismes de R-modules M < RN — M dont la composée est I'identité sur M.
On en déduit des morphismes de R-algébres Si(M) <S5 (RN) £S5 (M) dont la composée
est également 'identité. Comme S(RY) est clairement lisse (isomorphe & R[X7,..., Xn]),
elle vérifie le critere de la proposition 4.2.7-(0d). On en déduit que Si{(M) vérifie ce méme
critere & l’aide des morphismes p et ¢ (laissé en exercice). [

4.3.8. A propos de ’exactitude a gauche de la seconde suite fondamentale

Soient R un anneau et « : A — B un morphisme de R-algebres. Nous avons donné dans le
lemme 1.6.2 une condition simple et générale garantissant une la seconde suite exacte fonda-
mentale scindée. Voici maintenant un critere de scindage en termes de lissité.

Proposition: Soient R un anneau et o : A — B un morphisme lisse R-algébres. La seconde
suite fondamentale de B-modules :
1pxQ(a

0—)B®AQA/R ) QB/R QB/A_>0

est exacte et le morphisme 1p X (a)) admet une rétraction.

En particulier, lorsque « est étale, le morphisme 1g x Q(«) est un isomorphisme.
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Démonstration : Considérons B muni de la structure de A-algebre induite par I’homomor-
phisme « et fixons une présentation finie

J < A[X] = A[X,,...,X,] - B

de B. On a le diagramme

0
1
B ®4x) A[X]2,Q4/r — B®a Qg
lleQ(L) JVIBXQ(Q)
J)J? é B @42 Qaxyyrg — QB/r — 0
I } }
0— .]/J2 é B ® g QA[X]/A —» QB/A —0
l 4 {
0 0 0

ou les dernieres lignes sont les premiéres suites exactes fondamentales associées a «, relatives
respectivement & R et A, et ou les dernieres colonnes sont les secondes suites fondamentales
associées & ’homomorphisme structural ¢ : A — A[X] et & a respectivement.

L’injectivité de 1p ® () résulte du fait que la surjection p : A[X] — A, définie par
p(Xi) = 0, est une rétraction de ¢ de sorte que Q(p) o Q(¢) = idg, .. Enfin, le scindage de la
derniére ligne (et donc de la ligne centrale) vient de la lissité de B sur A. Une simple chasse
au diagrammes suffit alors pour montrer I'injectivité de 1p x Q(a) et comme Qp/4 est un

B-module projectif le scindage de la derniere colonne en découle.

Enfin, lorsque « est en plus étale, Q2p,4 = 0 et la conclusion est évidente. [

4.3.9. Transitivité de la lissité

Proposition: Soient X un schéma lisse sur S et Y un schéma lisse sur X . Alors Y est un
schéma lisse sur S'.

Démonstration: En nous restreignant & une situation locale affine, nous avons & prouver
que si A est une R-algebre lisse et si B est une A-algebre lisse, alors B est lisse sur R. On
applique pour ceci le critere de lissité donné par la proposition 4.2.7-(0d).

Soient C une R-algebre, I C C un idéal de carré nul et v : C — C/I la surjection
canonique. Montrons la surjectivité de 'application :

Homompg(B,C) — Homompg(B,C/I)
@ — vogp

(%)

Soit a 'homomorphisme structural de A dans B et considérons le diagramme suivant.
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I—S—c ' oI

Comme A est lisse sur R, il existe un morphisme de R-algeébres ¢ qui reléeve la composée
o« et la R-algebre C se trouve munie d’une structure de A-algebre telle que I est un idéal
de A-algebre. D’autre part 'homomorphisme ¢ est un morphisme de A-algebres (via a). La
lissité de B sur A affirme alors 'existence d’un relevement ¢ de v et (%) est bien surjective.

]

4.3.10. Stabilité de la lissité par changement de base

Proposition: Soit f : X — S un morphisme de schémas lisse. Pour tout morphisme de
schémas g : 8" — S le morphisme induit g* : X xg 8" — 8’ est lisse.

Démonstration : La lissité étant de nature locale, la proposition résulte de sa version affine
(cf. 4.2.7), c’est-a-dire:

Soit A une R-algébre lisse et soit R’ une R-algébre. Alors R' ® g A est une R'-algébre
lisse.

Comme le foncteur R’ ®g (_) est exact a droite, la R'-algebre R' @ A est de présentation
finie et nous pouvons appliquer le critére de lissité de 4.2.7(0d). Soit donc B une R'-algébre
et I un idéal de carré nul de B, on a le diagramme d’applications canoniques :

Homompg (R ®r A, B/I) — Homompg (R ®r A, B)
Homompg(A, B/I) ——— Homompg(A, B)

ot les fleches verticales sont induites par 'homomorphisme d’algebres A — R' ® A, a —
1r ® a et sont donc des bijections (c¢f. [B;] prop. 5, A IIL.7). La proposition résulte mainte-
nant de la surjectivité de la seconde application horizontale. [

4.4 Lissité, platitude et produit fibré
4.4.1. Morphismes plats

Définition: Un morphisme de schémas f : X — S est dit «plat» lorsque pour tout = € X, le
Og, f(z)-module Ox , est plat.

Lorsque X = Spec(A), S = Spec(R) et que f = Spec(p) pour un morphisme d'anneaux
¢ : R — A, le morphisme f est plat si, pour tout idéal premier 3 C A I'anneau Ag, vu comme
Rgy-module, ot Q := ¢ 1(P), est plat.
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4.4.2. Remarque: Il convient de souligner que dans le cas affine, la condition de la définition équivaut
au fait que A est un R-module plat (¢f. [Mat] 3.J p. 24). Dans ce cas on dit que « A est une R-algébre
plate ».

4.4.3. Transitivité de la platitude

Proposition: Soient f: X — S et g: Y — X des de schémas plats. Le morphisme go f :
Y — S est plat.

Démonstration : Résulte immédiatement de la transitivité de la platitude pour les algebres.
]

4.4.4. Stabilité de la platitude par changement de base

Proposition: Soit f : X — S un morphisme de schémas plat. Pour tout morphisme de
schémas g : S’ — S le morphisme induit g* : X xg S’ — S’ est plat.

Démonstration : En termes de schémas affines la proposition se traduit en : «Soient R et A
deux R-algébres out A est R-plate, alors R' ®r A est R/-plate». Ceci résulte du fait qu'une
inclusion ¢ : N C M de R'-modules est automatiquement une inclusion de R-modules et
alors 1®t: A®gr N — A ®r M est injective puisque A est R-plat. On conclut alors gréace
a lisomorphisme naturel A ®g (L) = A ®gr R' ®pg (L) pour tout R'-module L. ]

4.4.5. Lissité et platitude

Proposition: Une algébre lisse est plate.

Démonstration: Soit A une algebre lisse sur un anneau R de présentation finie: 0 — J —
R[X] - A — 0, et considérons la suite infinie d’homomorphismes de R-algebres:

R[X]; = lim v+ R[X]/JN 55 5 RIX]/ TP 55 RIX]/J? B RIX) /T = A

ou le noyau de chaque 7, est de carré nul. Notons p. : R[X ]} — A la projection canonique.

Par la propriété universelle des algebres lisses (¢f. 4.2.7(0d)) I'identité sur A se releve suc-
cessivement en des morphismes de R-algébres o, : A — R[X]/J" et donne, par passage a
la limite projective, un morphisme oy : A — R[X ]} qui est une section de p, ; en particu-
lier A est un facteur direct de R[X]; en tant que R-module et, par conséquent, A est un
R-module plat, si R[X]; est.

Or, si nous supposons 'anneau R neethérien, Panneau R[X] lest également et comme
R[X]; n’est autre que son complété J-adique, il est R[X]-plat (cf. [Mat] 23.L, cor. 1, p. 170).
Comme R[X] est R-libre donc plat, la composée des applications canoniques R — R[X] —
R[X]; est plate et R[X]; est un R-module plat.

Dans le cas o R n’est pas un anneau ncethérien, I'idée est de le réaliser comme limite du
systéme inductif, filtrant supérieurement, des Z-sous-algebres de type fini (donc neethériennes)
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de R mais de fagon a «préserver la lissité». Plus précisément, pour chaque sous-anneau
T C R, on a T[X] C R[X] et nous notons J(T') := T[X] N J et A(T) := T[X]/J(T) de
sorte que A(T) C A. On remarque alors que A(T') est T-lisse & chaque fois que I'application
a(T)
J(T)/J(T)* — A(T) ®rx) Qo)
admet une rétraction (cf. prop. 4.2.4). Or, la lissité de A donne une rétraction de
J/J* 25 A @Ry Qe (1)

et comme J est de type fini, on comprend qu’a partir du moment ol I’on fixe un systeme fini
de générateurs de J (des polynomes a coefficients dans R), ce qui détermine un ensemble
fini de scalaires dans R (les coefficients des polynomes en question), la rétraction de (i) ne
demandera au plus qu'un nombre fini de scalaires supplémentaires et la conclusion de ces
remarques est qu'il existe un ensemble fini F C R tel que, si T O F, alors A(T) est T-lisse.
On réalise alors R comme limite du systeme inductif filtrant supérieurement des Z-sous-
algebres de type fini T' qui contiennent I’ensemble . On a A = lim 7 A(T) et chaque A(T)
est T-plate d’apres I’étude préliminaire. On termine en observant que comme une injection
de R-modules N — M (x) est automatiquement une injection de T-modules et comme
I’application induite
A(T) @y N < A(T) @p M (%)
est injective par la platitude de A(T'), le passage a la limite inductive sur T de (**) est in-
jective et cette limite est précisément le morphisme A g N — A ®g M induit par (*).
]

Le théoreme suivant donne un autre critere intrinseque de lissité d’un morphisme de sché-
mas, il présente 'intérét de ramener 1’étude de la lissité d’un morphisme a celles de sa platitude
et de la lissité de ses fibres (des schémas sur des corps!). La platitude du morphisme se voit
alors comme une condition de recollement lisse de fibres (¢f. [EGA44] §17.5 p. 67).

4.4.6. Théoréeme: Soit f : X — S un morphisme de schémas localement de présentation
finie. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) f est lisse.

b) f est plat et pour chaque y € S la fibre X, := X xg k(y) est lisse sur k(y).

Démonstration : L’implication (a)=-(b) est conséquence immédiate des propositions 4.3.10
et 4.4.5. Prouvons la réciproque suivant [BLR] prop. 8 p. 53.

On se place dans une situation affine: S := Spec(R), X := Spec(A), f := Spec(p), B
I'idéal correspondant & z € X et R := ¢ !(P) celui correspondant & f(x). On fixe une
présentation finie 0 = J — R[X] - A — 0.

La suite 0 — J @r k(R) = E(R)[X] - A®@Rrk(P]) — 0 est exacte puisque A est R-plate,
et comme A ®@p k(R) est k(R) lisse I'application :

(J@r k(R))/(J ®r k(i)‘i))2 N (A QR E(R)) Qo)) QU(on)iv) k)
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admet une rétraction. Notons J' I'idéal de R[X] engendré par un relévement dans J d’une
base de (J @g k(R))/(J ®r k:(ER))Q On a:

0 J/J — A" := RIX]/J —“+ A := R[X]/J -0 (1)

ou v désigne la surjection canonique.

En termes de schémas, X := Spec(A) est un sous-schéma fermé de X’ := Spec(A’) et ce
dernier est lisse au voisinage de z par construction. D’autre part, les fibres au-dessus de k(R)
de X et X' coincident ce qui signifie que la tensorisation de () par k(9R) rend v un iso-
morphisme. Mais la platitude de A assure que ¢ reste injective apres une tensorisation et par
Nakayama J = J’ au voisinage de z, de sorte que X et X' coincident au voisinage de z. =

4.5 Intersections complétes lisses

Soient R un anneau et A une R-algebre de présentation finie
0—>J={(f,...,fs) > R[X1,.... X;,] > A—0.

Lorsque A est une R-algebre lisse la dimension relative des points de Spec(A) est locale-
ment une constante r < n qui est minorée par n — s puisque tout systeme de générateurs de
J induit un systéme de générateurs des différents k() @ (J/J?). Le cas extréme ol I'idéal
J admet un systeme de générateurs ayant exactement n — r éléments présente des avantages
techniques importants et mérite que I'on introduise une terminologie spécifique.

4.5.1. Définition: Une R-algébre de présentation finie A telle que dimg(A) = r sera appelée
«intersection compléte (de dimension relative r ) sur R » si elle admet une présentation finie de la

forme:
0—>J={(g+1,---,9n) > R[Xq,..., X ] > A—0.

On dira, par extension, qu'un schéma X au-dessus de Spec(R) est «intersection compléte sur
Spec(R) » lorsqu'il est isomorphe au schéma affine associé a une intersection compléte sur R.

4.5.2. Remarque: Une algebre lisse sur un anneau est localement intersection complete d’apres la
définition de lissité 4.2.1, elle est globalement de présentation finie, mais n’est pas nécessairement glo-
balement intersection compleéte.

Le lemme suivant est conséquence facile des développements précédents.

4.5.3. Lemme: Soit A une R-algébre de présentation finie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) A est lisse et intersection compléte de dimension relative r.

b) A admet une présentation finie :
0—J={(gr41,---,9n) > R[X1,..., X;,)] > A—0,

telle que l'idéal de A engendré par les mineurs d’ordre n—r de la matrice jacobienne
[09:/0X;] est I'idéal unité.
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¢) A admet une présentation finie 0 — J — R[X] := R[X;,...,X,,] > A — 0 telle que
J/J? est un A-module Iibre et I'application canonique 0 : J/J* — A ®@gx] Qrx)/R €st
injective et admet une rétraction.

Démonstration : On montre ’équivalence (b)<(c).

(b)=>(c). Conséquence presque immédiate du corollaire 4.1.3.

(c)=(b). Soit {my,..., M4} une base de J/J?* en tant que A-module et notons m; un re-
lévement dans J de 7m;, pour chaque i = 1,...,d et soit M le sous-R[X]-module de J
engendré par les m;. On a alors J = M + J? et le R[X]-module J/M est de type fini
et vérifie J - (J/M) = J/M. 1l existe alors, par Nakayama, un élément = € J tel que
(J/M)s = 0, autrement dit, tel que My = Jy. Comme d’autre part f = 14 dans A,
on a la présentation finie:

0— My — R[Xy,...,Xpn|]f — A—0.
et donc: RIX1, ..., X, Xonii]

<m17 e amdvmd+1>

A= )
ou mgy1 := fXme1 — 1. On vérifie alors que l'idéal dans A engendré par les mineurs

d’ordre d 4+ 1 de la matrice jacobienne [Om;/0X; ]{:1"“’"”1

. 1z "
P est bien I’idéal unité. [

4.5.4. Exercice: Soit f non diviseur de zéro dans R[X;,...,X,] et soit A := R[Xy,...,X,]/{f).
Montrer que si A est lisse sur R, A une intersection complete de dimension relative n — 1.

4.5.5. Exercice: Soit I = (f,41,..., f,) un idéal de R[X] := R[X;,...,X,] et considérons l'idéal
Mn(fr41,-.., fn) de R[X] engendré par les mineurs d’ordre (n—r) de la matrice jacobienne [0 f; /09X ].
Notons v : R[X] - R[X]/I =: A lasurjection canonique. Montrer que pour tout f € Mn(fry1,..., fn),
non nul, la localisation A, sy est une intersection complete lisse de dimension relative r sur R.
Indication : Utiliser la présentation A, sy = R[X1,..., Xpn, Z]/(fre1,-- s fn, Zf = 1).

4.5.6. Transversalité de certains fibrés conormaux. Soit A une R-algebre lisse. Pour
toute présentation finie:

0—>J={(f,...,fs) = R[X]=R[Xy,....,Xn] — A— 0, (%)
la premiere suite fondamentale de A-modules:
d
0 — J/J* == A®gx) iy == Qa/r — 0

est scindée puisque A est lisse (4.3.3).

Notons X := Spec(A), soit X C Ag le plongement fermé défini par la présentation
ci-dessus et fixons un point z € X. Les localisations de 4, et A ®@pgx) Qgjx)/r €0 T re-
présentent respectivement les espaces cotangents & X et AY au méme point, de sorte que la
localisation du A-module localement libre J/J? en z s’identifie naturellement au conormal
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a X au point z dans le plongement X C AY. Le spectre premier de l'algébre symétrique
S%(J/J?) est alors le schéma affine au-dessus de Spec(A) qui réalise «le fibré conormal du
plongement X C A ». On notera:

Tx (AR) = Spec(S4(J/J?))

La proposition suivante est démontrée dans [E] (lemme 3, p. 562) dans le cadre noethérien,
mais sa démonstration est valable en toute généralité.

4.5.7. Proposition: Soient R un anneau commutatif arbitraire et A une R-algébre lisse.
On se donne une présentation finie

0—J = R[X|=R[X,,...,Xn] > A—0
et I'on considére le plongement fermé X := Spec(A) C AR associé. Alors, le fibré conormal

T (AR) est intersection compléte lisse sur Spec(R).

Démonstration : D’apres le corollaire 4.3.2, on a une premiére suite fondamentale scindée :
)
0_>J/J2<:>A®R[X]QR[X]/R<:>QA/R_>O~ (*)

Notons C := S%(J/J?). L’application du foncteur C ®4 (_) & la suite (x) donne clairement
une suite également scindée :

0 — C®4J/J> &= C Qg Qrixj/r &= C @4 Qa/r =0,
ot 'on a C ®@pgjx) Qrx)/r = CN et CRuJ/J% = Q¢4 (voir prop. 1.4.14), par conséquent :
CN =Qc/a® (C®4aQuR)- (o)
La seconde suite fondamentale associée au morphisme structural de A dans C,

0—-C®a04r = Qc/r =2 Qcja — 0, ()

est également scindée (voir 1.6.3) et le C-module Q¢ /g est globalement libre de rang N
puisque Q¢ p = CN dapres (1) et ().

Ceci étant, comme J/J? est un A-module projectif de type fini, le schéma Spec(C) est

lisse sur A donc lisse sur R (cf. 4.3.7 et 4.3.9) et nous pouvons refaire ’analyse précédente en

remplagant A par C. On fixe donc un plongement Spec(C) C A} associé & une présentation
finie:

0~ K — R[])]:=R[Y;,....Yy] =4 C —0 (%)
de premiere suite fondamentale scindée :
0—>K/K2ﬁC®Rm QRM/RECM ﬁQC/RECN—)O. (%)

ou l'on remarquera que les deux derniers termes sont libres. On considere alors une nouvelle
présentation de C en rajoutant N variables & (x) :
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0K — R[Y,Z:=RY,....,.Yn,Z1,...,Zn] — C — 0
Vi —————— 7n(Y3) (%%)
Zi e ()

ou K'/K"” = (K/K?) & C" (le vérifier!) et, par conséquent, K'/K"” = CM d’apres (sx).
La présentation (xx) réalise donc un plongement fermé de Spec(C) dans A} dont le fi-
bré conormal est globalement libre. La fin de la preuve découle alors de l'assertion (Oc) du
lemme 4.5.3. ]

4.5.8. Complément sur les algebres étales

On se donne un anneau R, un idéal I C R, une R-algebre A, et une A-algebre B d’homo-
morphisme structural noté «: A — B. On rappelle que lorsque B est une A-algebre étale le
morphisme canonique 1pxQ(a) : B ®4 Q4/r — Qp/g est un isomorphisme (4.3.8). Notons
R:=R/I,A:=A/I-A, B:=B/I-B et a:A— B ’homomorphisme induit par . Grace
A la stabilité de la lissité par changement de base (4.3.10), ’homomorphisme de R-algebres
@ est également étale (stabilité de la lissité par changement de base (4.3.10)) et nous avons
un diagramme commutatif :

dont l'interprétation en termes de langage de schémas est que la restriction d’un schéma étale
au-dessus d’un schéma S, a un sous-schéma fermé de S, est un schéma étale au-dessus du
sous-schéma en question. La proposition suivante donne une condition permettant de relever
un schéma étale au-dessus d’un sous-schéma fermé de S en un schéma étale au-dessus de S.

Proposition: Avec les données précédentes, soit @ : A — B un morphisme étale et suppo-
sons que B soit intersection compléte sur A. Il existe alors une A-algébre B intersection
compléte étale sur A et un morphisme surjectif pg : B — B tels que le diagramme suivant
est commutatif :

A2 B
TR
A —>§ B

Démonstration: Soit A[Xy,...,Xn]/(f1,...,fm) une présentation de B en tant qu'in-
tersection compléte étale. Pour chaque ¢ = 1,...,m, on note f; un reléevement de f; dans
AlXy,..., X On ale diagramme commutatif':

A—2 A[Xl,,Xm]/<f1,,fm>
Z’%‘% Z[Xl,...,Xm]/<f1,...,fm> = E
ou v désigne les surjections canoniques. La localisation :

B .= (A[Xl, N ,Xm]/<f1, .. "fm>)det[8f,i/3Xj]
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répond alors a la question (cf. exercice 4.5.5). n

§5. Relevements

5.1 Cadre général

Soient R anneau commutatif arbitraire et I un idéal de R; posons R := R/I et con-
sidérons les foncteurs de «réduction modulo I» de Alg(R) vers Alg(R) et, pour toute R-
algebre A, de Mod, ; (A) vers Mod, ;. (A), qui font respectivement correspondre & une R-al-
gebre A I'algebre A := R®p A et 4 un A-module M le A-module M := A® 4 M et mutatis

mutandis pour les morphismes.

Ces foncteurs respectent la lissité et la projectivité, autrement dit : “la réduction modulo T
d’une R-algébre lisse est une R-algébre lisse et pour toute R-algébre A, la réduction modulo
I d’un A-module projectif est un A-module projectif”. Dans cette section, nous allons don-
ner des réponses aux trois questions de «relévements » suivantes principalement motivées par

I'introduction de la cohomologie de de Rham p-adique qui fera ’objet d’une section ultérieure.

Rel-1) Etant donnée une R-algtbre lisse A, existe-t-il une R-algebre lisse dont la réduction
modulo I s’identifie & A?

Rel-2) Etant donnés une R-algebre lisse A et un A-module M projectif de type fini, dans
quelle mesure existe-t-il un A-module projectif de type fini dont la réduction modulo
I s’identifie & M ?

Rel-3) Etant données des R-algebres A et B, ol A est lisse, et un morphisme de R-algebres
@ : A — B, dans quelle mesure existe-t-il un morphisme de R-algebres de A vers B
dont la réduction modulo I s’identifie a w?

Rel-4) Etant données des R-algebres A et B, ou A est lisse, et des morphismes de R-
algébres homotopes %, %, : A — B, dans quelle mesure des morphismes de R-algebres
u; : A — B que la réduction modulo I identifie aux @;, sont-ils homotopes?

Toute la difficulté et intérét de ces questions, résident dans les conditions de lissité imposées
dans les relevements.

Précisons maintenant par des définitions ces notions de releévements.

5.1.1. Définition: On appelle «relévement (resp. plat, lisse)» d’'une R-algébre A (resp. plate,
lisse), la donnée d'une R-algebre A (resp. plate, lisse) dont la réduction modulo I est isomorphe
3 A

De maniere équivalente, un relevement (resp. plat, lisse) de A, est la donnée d'une R-algebre
A (resp. plate, lisse) et d’'un morphisme surjectif p : A — A de noyau I'idéal I - A.
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5.1.2. Définition: Soit A une R-algébre. Pour tout A-module M, on appellera «relévement
de M » un A-module dont la réduction modulo I est isomorphe 3 M. Plus généralement, on
appellera «relévement d'une présentation d'un A-module projectif »:

A* L A* 5 M -0, (%)
la donnée d'un A-module projectif M et d'une présentation
A* Ly A* s M0,

tels que 157 ® L = L. Lorsque un tel relevement existe on dira que «/a présentation de module
projectif (x) se reléve 3 A ».

5.2 Relevements des algebres lisses

5.2.1. Reléevements des intersections complétes lisses. La proposition suivante est uti-
lisée dans la preuve du théoreme d’existence de relevements 5.2.7.

Proposition: Soient R un anneau et I un idéal dans R. Posons R := R/I.

a) Toute R-algébre intersection compléte lisse (de dimension relative r ) admet un relévement
intersection compléte lisse (de dimension relative r) sur R.

b) Soit A une R-algébre lisse. Alors, le fibré conormal de tout plongement fermé Spec(A) C
A% associé & une présentation finie de A admet un relévement intersection compléte lisse
sur R.

Démonstration :
a) On a une présentation de A de la forme:

0= (Gri1s---»gn) = R[X] = R[X4,..., X, — A—0,

ot I'idéal J de R[Xj,...,X,] engendré par les mineurs d’ordre n — r de la matrice jaco-
bienne [07;/0X; ] est I'idéal unité. Pour chaque i = r +1,...,n, notons g; un relévement
arbitraire de g; dans R[X7,..., X,] et notons A la R-algébre de présentation :

0= {gri1,---,9n) = R[X] = R[Xy,...,X,] — A= 0.

Soit J lidéal de R[Xy,...,X,] engendré par les mineurs d’ordre n — r de la matrice ja-
cobienne [9g;/0X;]. L’idéal J est clairement I'image de J par la surjection canonique
v : R[X] - R[X], en particulier, il existe g € J vérifiant v(g) = 1. On en déduit une
surjection A, — A induite par v qui fait de A la réduction modulo I de A,. D’autre
part, A, est une R-algebre lisse puisque 1) ® dg,1 A -+ A dg, # 0 pour tout y dans
Pouvert principal D(g) C Spec(A), ce qui termine la démonstration de (a). La présenta-
tion Ay = R[Xy1,...,Xn, Z]/{gr+1, .-, Gn,9Z — 1) permet de voir que A, est également
intersection complete sur R (cf. ex. 4.5.5).

b) Résulte de assertion (a) grace & la proposition 4.5.7 qui affirme que le fibré conormal en

question est intersection compléte lisse sur Spec(R). [
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5.2.2. Relevements des modules projectifs

5.2.3. Définition: Soit A une R-algebre. On appellera «voisinage étale de I dans A » toute A-
algebre B étale sur A, telle que la réduction modulo I du morphisme structural de A dans B
est un isomorphisme.

5.2.4. Définition: On dira que le couple (R, I) «vérifie la propriété de relévement » si pour toute
R-algebre de type fini A et pour toute présentation libre et finie de A-module projectif de type
fini M : _ _

A L, A« L 3F 0, ()
il existe un voisinage étale A. de I dans A tel que la présentation de module projectif (¢) se
releve a A..

Théoréme : Pour tout anneau R et tout idéal I dans R, le couple (R, I) vérifie la propriété
de relévement.

Démonstration : Soit A une R-algébre de type fini et notons A := A/I - A. Donnons-nous
une présentation libre et finie d’un A-module projectif de type fini M :

Ar Ly A1 L AT 0. ()
Comme M est un A-module projectif, la surjection de A-modules II admet une section &,
la composée 1) := & o Il € Endz(A?) vérifie 9> = ¢ et im(v)) ~ M. L’endomorphisme 9 est
donc idempotent et M s’identifie au sous-module de A? des vecteurs propres associés a la
valeur propre 1. On a ainsi une nouvelle présentation libre et finie de M :

— 1—) — J— — —
A1 TV AT LM 0, avee 92 =0, 1)
qui est un cas particulier des présentations considérées dans le théoréeme et que nous étudie-

rons dans un premier temps.

Notons ¢ € Endg(A%) un relévement quelconque de . Comme 1) est idempotent, on a
det(21) — 1) = £1 et donc det(2y) — 1) = +1 + 2, pour un certain x € I. Ainsi, quitte &
remplacer A par le localisé A1, (voisinage ouvert de I dans A), on peut supposer que
I’endomorphisme 2t — 1 € End4(AY) est inversible.

Nous allons montrer maintenant comment déformer ’endomorphisme ¢ (quitte & rempla-
cer A par un voisinage étale de I dans A) pour en faire un relévement idempotent de

Y.
— Supposons I'idéal I principal de générateur noté .
On a alors 1? — 1) = ma pour un certain o € End4(A9).

Considérons l'algebre de polynémes a ¢* inconnues A[X] := A[X)1,...,X,,] et notons
B € End 44 (A[X]?) 'endomorphisme dont la matrice [5;,; ], par rapport a la base canonique
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de A[X], vérifie ﬁi,j = Xi,j~ Soit :
Ri=a+ (20 —1)8 + 7 € Endap(A[X]7), *)

de matrice associée [R; ;]. On pose: A; := A[X]/(R; ;).

Le jacobien f := det [OR; ;/0X},; ] modulo 7 est le déterminant de la matrice [ 9R; ;/0x, , |
qui vaut £1 puisque [R; ;]| = [@i;]+ (2[4, ] — 1)[Xi;], ce qui implique que I'applica-
tion tangente & l'application affine R : A? — A9 est un isomorphisme de valeurs propres +1
étant donné que 1) est idempotent. On a donc f = +1+7P pour un certain P € A[X], et
lalgebre A, ; = A[X]s/(R; ;) est, par conséquent, intersection complete étale sur A (voir
exercice 4.5.5). De plus, la réduction modulo 7 de A, y, i.e. Z[X]/<Em>, est clairement iso-
morphe (par le morphisme structural) & A puisque (2¢) — 1) est inversible. La A-algebre A; s
est donc un voisinage étale de w dans A.

Nous étudions maintenant le probléme de la commutation de v et de 7 - (3.

Comme 7w = 9> —¢) commute & 9 et que R est nul dans Endy, ,(A; ; 9), Pégalité (1) donne:

['l/}a ’/TB] = _71—(21:[} - 1)71(ﬁ[7p77‘-6] + [¢»Wﬁ]5) .

Notons [%i,j] la matrice de I'endomorphisme [, 73] relative a la base canonique de A; 9.
Le développement de la derniere égalité donne lieu a une égalité de la forme:

t11 t11
Sl orol
t‘]vq t‘Lq

ol Q est une matrice & ¢ lignes et colonnes et & coefficients dans 7 - A, ¢. Comme le dé-
terminant de 1 — 7 - Q est congruent & 1 modulo 7, le vecteur (t11,...,t54) (et donc le
commutateur [, 7]) est nul dans la localisation A. := (A1 f)det1—r.@) qui est bien un voisi-
nage ouvert de m dans A; s. (On observera, en passant, que A, est également une intersection
complete étale sur A.)

Gréce & la commutation de ¢ et 78 dans Enda_(A.9), le développement de la différence
(Y +mB)? — (¢ +mpB) est égal & TR d’apres (1), et ¥ + w3 est un idempotent de End 4_(AZ)
qui reléve 1, puisque R = 0 dans End_(AZ) par construction.

Lorsque l'idéal I est de type fini: I = (my,...,m) avec m > 1.
Notons A" := A/m - A. On peut supposer, par hypotheése de récurrence sur m, qu’il existe
une intersection compléte étale AL sur A’ et un relévement idempotent ¢’ € End /(AL 9) de
J S End;(zq) .
Fixons une présentation de A’ sous la forme A, = A[Z;,...,Z,]/{(f{,..., f}) avec det [0f;/0Z; || Iz

inversible dans A.. La surjection canonique A — A’ induit une surjection A[Zy,...,Z,] —
A'lZy,...,Z,)] et, si f; désigne un relevement de f/ dans A[Zy,...,Z,], on a le diagramme
commutatif:

A - A[Zl7,Zn]/<f1)?fn>

|

A —— A=A, Zal [ flse o L)
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La A-algebre A, localisation de A[Z1,...,Z,]/(f1,.-., fa) par det[Of;/0Z;], est clairement
une intersection complete lisse, voisinage étale de I dans A et le diagramme induit suivant

est commutatif :

A‘—m—%AE

mod Trll l mod 7

A — AL
Et, toujours par hypothese inductive, il existe une A.-algebre, intersection complete étale

(A.)e, voisinage de (m) dans A. (donc intersection compléte étale et voisinage de I dans
A), telle que ¢ se releve en un idempotent ¢ € End4,_((Ac):9).

Ceci étant, posons M, := im(¢.). Comme 1. est un endomorphisme idempotent, on a
Al = M, ®im(1 — 1)), et M. est un A.-module projectif de type fini. La présentation
Al A, A% — M. — 0 est donc un relevement de la présentation de module projectif (f),
ce qui termine la démonstration du théoréeme pour ce type de présentations.

On reprend maintenant la donnée d’une présentation de module projectif de la forme gé-
nérale (o) : _ _

Ar Ly 2 LA 0.

Fixons une section & de II et notons 9 := & o II. D’apres I’étude précédente, il existe une
A-algebre Agz, intersection complete étale et voisinage de I dans A, telle que I'idempotent
Y € Endz(A?) se releve en un idempotent 1z € Enda,(A?). Notons L; € Homag, (A2, AY)
un relévement quelconque de L et posons Lz = (1—1z)o L; de sorte que la réduction modulo
I de L;: s’identifie toujours & L :

P Le q
Aé (1=1pe)oLy Aé

4

AP L Al M—o0

Mais, si Lg releve bien L, rien n’assure, a priori, que son conoyaul soit projectif, ce pour
quoi il suffirait que l'on ait im(Lg) = im(1 — )¢), puisque ¢ est idempotent. Or, le conoyau
K de Tinclusion im(Lg) C im(1 — v¢) est un Az-module de type fini dont la réduction mo-
dulo I est nulle, autrement dit, on a I - = K. Il existe par conséquent un élément g de Az
congruent a 1 modulo I, tel que le foncteur (exact) de localisation Az 4 ®4. (=) annule K
(Nakayama). On pose alors A, := A; 4 et L, := 14_ ® Ls. (On remarquera que la A-algebre
A, est toujours intersection compléte étale et voisinage de I dans A.)

L’image de L. s’identifie bien maintenant & I"image de I'idempotent 14, ® (1 — ) de sup-
plémentaire M, :=im(14_ ® ¢:). Le A.-module M, est donc projectif de type fini, et nous

avons la présentation : L
AP —5 AT —» M, — 0

qui est un relevement de (o). n
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5.2.5. Remarque: La preuve de l’existence du relevement v se simplifie remarquablement dans le cas
ou lidéal I est nilpotent (plus généralement lorsque chaque élément de I est nilpotent). Dans ce cas
on peut prendre A, := A. En effet, dans ce cas, on a 12 — ¢ = «, pour un certain idéal de type fini
I' C I et un élément o € I’ - End 4 (A?) qui commute clairement & . Supposons a € (I’)" - End 4 (A?)
et posons :

=Y+ (1-2¢) ta.
L’endomorphisme 1’ releve 1) et vérifie:
PP = = (1-2¢) %0’ = o/ € (I')*" - Enda(AY).

de sorte que l'itération de cette idée permet, grace & la nilpotence de I’, de construire un reléevement
idempotent ¢, € Ends(A?) de 1.

5.2.6. Existence des relevements des algebres lisses. Le théoréme suivant et sa démons-
tration sont transcription presque littérale du théoreme de relevement d’algebres lisses sur un
couple hensélien noethérien de article [E] de Renée Helkik (cf. loc. cit. §4 p. 580).

5.2.7. Théoreme: Soient R un anneau commutatif arbitraire et I un idéal de R. Toute R-
algebre lisse se releve en une R-algebre lisse.

Démonstration : Soit B une R-algebre lisse et fixons une présentation finie de R-algebre :
B = R[Xy,...,Xy]/J. Le B-module J/J? est alors projectif de type fini. Notons C :=
S5(J/J?) la B-algebre symétrique de J/J?, de sorte que Spec(C) est le fibré conormal &
Spec(B) dans le plongement Spec(B) C Ag déterminé par la présentation ci-dessus (4.5.6).
Notons f : Spec(C) — Spec(B) le morphisme de schémas induit par ’homomorphisme
structural de B dans C. L’homomorphisme de B-algebres oy : C — B, nul sur J/J?,
donne le morphisme de schémas «section nulle» Spec(og) : Spec(B) — Spec(C). On a
f o Spec(09) = idg,e(B)-

Comme ces données sont conformes aux hy- Spec(C) «—— Spec(C)
potheses de la proposition 5.2.1-(0b), on peut fl /[section nulle
fixer pour la suite une R—algéblf (intersection SpeC(E) (D)
complete) lisse C qui releve C. On a ainsi
le d\iagramme des morphismes canoniques ci- Spec(R) «—— SpeC(R)
apres.

Le C-module M := C ®p (J/J?) est projectif de type fini et, quitte & remplacer C par
un voisinage étale de I dans C, nous pouvons supposer, par la propriété de relevement du
couple (R,I), qu’il existe un C-module projectif de type fini M dont la réduction modulo I
est isomorphe & M. L’algebre D := S5 (M) est lisse sur C puisque M est projectif de type
fini (4.3.7).

Complétons le diagramme (D) par les morphismes canoniques indiqués ci-dessous :
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Spec (Sc(M)) = Spec(D) «—— Spec (C ®@p C) = Spec (Sa(M))
section nulle ] l i A A ]l/[ section nulle
Spec(C)

«——— Spec(C
f l [ section nulle (Dl)
(%) Spec(B)

Spec(R) «—— Spec(R)

ot A désigne la «section diagonale » du morphisme structural de Spec(C®pC) vers Spec(C).

Il s’agit du morphisme de schémas associé & I’lhomomorphisme de C-algebres 0 : Se(M) = C
défini par la forme C-linéaire :

Slar: M =C g (J/T?) — C =Sp(T/T?)
CRU — Cc-v

1)

Comme D est I'algebre symétrique de M, ’homomorphisme § ad- M M
met un relévement en un morphisme de C-algebres § : D — C siet 5 3 lg‘i
R = JE— — 1\4\ 1

seulement la forme C-linéaire 6|37 : M — C se releve en une forme C- \ 1

linéaire 6|,y : M — C. Le diagramme C —C
ci-apres, ou les lignes désignent les morphismes de réduction modulo I, explique l’existence
du relevement §|,, comme conséquence du fait que M est un C-module projectif. La section
diagonale : . % . . L

Spec(C) Soecl3] Spec(C ®@p C) = Spec(S5(M))
se releve donc bien en une section A : Spec(C) < Spec(D) du morphisme structural
Spec(D) — Spec(C).

Nous avons ainsi le diagramme commutatif suivant :

M M

R <
- <
5 AN 5\1\7‘ N
M1 Se( ! ——S5(M)
M 5
\‘_
C\ N
B.—C C _p
Y oM

ou les morphismes horizontaux sont ceux déterminés par la réduction modulo I. On remar-
quera également que le module § M est en fait un idéal de C puisque ¢ est un morphisme de
C-algebres. Enfin, I'équivalence B = C/6M résulte, quant & elle, de la définition de § ().
(Heuristiquement, Spec(B) apparait comme 'intersection de la section nulle et de la section
diagonale de la fibration Spec(Sg(M)) — Spec(C).)

Nous montrons maintenant que la R-algebre B := C /M est lisse.
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Compte tenu des constructions précédentes, on dispose de la suite d’applications
5 _ dgsm = _
ou 7 est la surjection donnée par la seconde suite fondamentale associée & ’homomorphisme
structural de R-algebres de B dans C. Les applications § et ¥ sont C-linéaires et lorsque
Pon tensorise chaque terme de (x) par C/0M = B, 'application composée 15 ® (dg,5 ©9)
le devient également ; le morphisme de C-modules 15 ® (7o dg/500) : Bog M — B®g M
est alors 'identité d’apres la définition méme de & dans (7).

Ceci étant, le C-module ¢/ est projectif car C est lisse sur R, et le morphisme U se
releve en un morphisme de C-modules v. On a:

ou les morphismes verticaux sont ceux déterminés par la réduction modulo I.

La suite (x) tensorisée par B se reléve donc en une suite de morphismes de C-modules :

1 d, ol
Boe M B®(d¢/Rood) B e QC/R 1pQv Boc M

()
\ ) T
dont la composée, notée &£, est I'identité modulo I. Le conoyau de £ est donc annulé par la
réduction modulo I, ce qui signifie que I - coker(£) = coker(£). Comme M est de type fini,

un argument comme pour le lemme de Nakayama montre que I'idéal dans C, annulateur de
coker(£), contient un élément de la forme g = 1+ x - ¢, avec = € I, de sorte que, quitte &
remplacer C par le localisé C, (voisinage ouvert de I dans C'), on peut supposer ¢ surjec-
tif. Mais alors, comme B ®c M est un B-module projectif, il suit que ker(§) est un facteur
direct de B ®¢c M annulé également par la réduction modulo I. Par conséquent, en rempla-
cant une fois de plus si besoin C' par un nouveau voisinage de I dans C, on peut supposer
le morphisme ¢ bijectif.
On a d’autre part la factorisation de 1 ® (dc/g 0 d) en:

Boo M (55]\]‘;)2 %, B&cQc/n

k— 1p®(d¢/rO0) 4/[

ou O est le morphisme de la premiere suite fondamentale associée a la surjection canonique
C — B = C/6M. La bijectivité de £ implique alors que le morphisme 0 admet une ré-
traction. La R-algebre B est par conséquent lisse d’apres 4.3.5 et le théoreme est démontré.

]

5.2.8. Remarque: Soient A une R-algebre lisse et A une R-algebre lisse relevant A. Posons X :=
Spec(A), S := Spec(R) et soit f: X — S le morphisme structural. Il convient de souligner que si le
théoreme 5.2.7 affirme en toute généralité I'existence de A, il ne donne en revanche aucune information
sur l'image de f.
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On démontre que lorsque R est neethérien, im(f) est nécessairement ouvert dans S (voir [Har] §IIT
ex. 9.1 p. 266) et l'on a im(f) = S pour tout anneau de valuation discrete R (5.4.9). Mais en dehors
de ces cas, I'égalité im(f) = S n’a aucune raison a priori d’étre vérifiée. Autrement dit, le théoreme
n’exclut pas que l'on puisse avoir k() ® A = 0, pour certains idéaux premiers de R. L’exercice
4.3.4 fournit bien d’exemples de ce phénomene. En effet, soit G un groupe abélien fini de cardinal
m := |G| et soit p un nombre premier ne divisant pas m. La F,-algebre A := F,[G] est alors lisse et
isomorphe & la réduction modulo p de la Z-algebre lisse A := {1,m,m?,...} 1 Z[G]. 1l est clair dans
cet exemple que F; ® A = 0 pour tout nombre premier ¢ qui divise m ; I'image du morphisme struc-
tural f : Spec(A) — Spec(Z) est, dans ce cas, le complémentaire de 'ensemble (fini) de tels nombres
premiers.

5.2.9. Le probléme de ’unicité des relevements d’une algebre lisse. Le dernier théo-
réme montre que pour tout couple (R,I) les R-algebres lisses admettent des relévements
lisses. Une question naturelle alors est de savoir a quelle condition deux relevements d’une
méme algebre lisse sont isomorphes.

Lorsque l'idéal I n’est pas nilpotent, on construit facilement des exemples de relevements
non isomorphes. Par exemple, pour tout entier m et tout nombre premier p ne divisant pas

2.} 7Z est lisse sur Z et releve F,. Or, deux algebres A,

m (1), Panneau A,, := {1,m,m
et A,,, vérifiant (1) sont isomorphes en tant que Z-algebres, si et seulement si, m; = my.

(Voir 6.1-((7)) pour d’autres exemples de ce phénomene.)

Il suffira, par contre, que I'idéal I soit nilpotent pour que tout relevement soit unique &

isomorphisme (non canonique) pres.

5.2.10. Proposition: Soient R un anneau arbitraire et I un idéal nilpotent de R. Soient
A, et A, deux R-algébres lisses telles que leurs réductions A, et A, sont des R-algébres
isomorphes. Alors, les R-algébres A, et Ay sont isomorphes.

Démonstration: Notons A la réduction modulo I de A;. Les données du théoréme nous
emmenent & considérer deux surjections de noyaux nilpotents ¢; : A; = A:

Il existe alors, par 4.2.7-(0d), deux morphisme de R-algébres @1 : A] — Ay et $y: Ay — A
vérifiant ps 0@ = @1 et 1 0Py = wo. En particulier, @5 0 P, est un morphisme de R-algebres
de A; dont la réduction modulo I est I'identité sur A et mutatis mutandis pour ®; o Ds.

L’homomorphisme h := @9 o @ est un isomorphisme. En effet, pour tout a € A; on a a =
h(a) mod I et si 'on se donne b € A tel que a = h(b) mod I?, les égalités:
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a=hb)+> x;-bi=hb)+> x;- (h(bi) + i:l‘z‘,j : bi,j)
i=1 i=1 j=1

T s T
i=1 i=1 j=1
avec x; € I°, z; ; € I et b, € A, montrent que pour chaque s € N, il existe by tel que a =
h(bs) mod I*. Comme I est nilpotent, h est surjectif.
Tout élément a € ker(h) vérifie a € I - A et si nous supposons a # 0, il existe un entier po-
sitif s tel que a € I° - A\I*™! . A. Mais alors, on considére une expression de a de la forme
a=>Y,x;a;, avec x; € I°, et 'on observe que:

0=h(a) = le -h(a;) = le ca; + Zl'ixi,j “Qig
i i (2]

d'ou a=— Z” TiTq 5 Q5 € IsT1. A, ce qui est contradictoire. Par conséquent, I’homomor-
phisme A est injectif.

Comme ces arguments sont également valables pour @, o @,, on déduit que chaque @; est
un isomorphisme de R-algebres et la proposition est prouvée [

5.3 Relevements d’homomorphismes a source lisse

Soient A et B deux R-algebres et soit h : A — B un morphisme de R-algebres. Par ré-
duction modulo I, on obtient le rgorphisme de R-algebres h : A — B ; on dit alors que
«h: A — B est un relevement de h: A — B ». Plus généralement :

5.3.1. Définition: Soit & : A — B un morphisme de R-algebres, on appelle «relévement de h »
la donnée d’'un morphisme de R-algeébres h : A — B, et des morphismes surjectifs de R-al-
gebres py : A - A et pg : B — B tels que pg o h = hopy. Soit, en termes de diagramme

commutatif : A_hr B

PAl B lpB
A", B

Dans cette section nous allons étudier les questions de relevements d’homomorphismes
(Rel-3,4) (voir 5.1) ; les principaux théorémes concernant ces questions seront des corollaires
simples du résultat technique suivant.

5.3.2. Proposition: Soient A, B, C des R-algébres. Supposons A lisse sur R et donnons-
nous :

e une paire de morphismes de R-algébres A B A h B
AL c <& B, oup est surjectif de )
noyau noté K (K = B compris), AN + N

e un morphisme de R-algébres h : A — C C

B vérifiant 3 =poh,
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Alors :
a) Pour chaque entier strictement positif n, il existe une application 7, : A — B telle que:
() pponn =hopa, A—"—B
(ii) ponn, = o, PAL B lpB
(iii) vy, o 1)y, est un morphisme de R-algébres. A" .B
ot vy, : B— B/((I-B)N K)" désigne la surjection canonique.
A B A-—"-B Al .p B
(I-B)n K)"
X‘Pl + \ l — \Pl
C C c "

(L’homomorphisme p,, est celui induit par p.)

b) I existe un voisinage étale B, de I-K dans B, intersection compléte sur B dont on note
€ : B — B. ’'homomorphisme structural et p. : B, - C' I’homomorphisme induit par p,
et il existe un morphisme de R-algebres h. : A — B, tels que:

{ Es =E€o E, _
Pe O he =p. h .................
A B A—'"-B Al .B—° B
\ l b pl - \‘Pl /
9 @ p
c o] c

Démonstration :
e Cas ot A est intersection compléte lisse
a) Soit A = R[Xy,...,Xm]/{fr+1,--., fm) une présentation de A en tant qu’intersection

compléte lisse sur R et notons v : R[Xy,...,X,,] = A la surjection canonique.
L’existence des applications 7, de lassertion (a) équivaut & D’existence d’homomor-
phismes de R-algebres ay, : R[X1,...,X,,] — B rendant les diagrammes:
R[X,,.... X, | —>—~ B RX1,...,Xn]| —= B
/| Jr | T @
A : C A * . C

commutatifs et tels que:

o (Frits s o)) € (T-B) N K"

Nous allons démontrer ’existence de a,, par induction sur I'entier n.
Lorsque n = 1, l'assertion résultera de trouver, pour chaque i = 1,...,m, un élément
o1(X;) € B tel que I'on ait a la fois a;(X;) € p~ ' (¢(v(X;))) et ai(X;) = E( (X)) ; deux
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contraintes qui peuvent étre satisfaites simultanément lorsque, pour tout ¢ € C, la réduc-
tion modulo I de la fibre p~!(c) se surjecte sur la fibre p~1(¢). Or, pour tous ¢ € C et
b € B vérifiant p(b) = ¢, on a ¢ — p(b) = >.jwj-cj,avec x; € I et ¢; € C'; et ceci pour
chaque b € B qui releve b. Comme p est surjective, il existe b; € B tel que p(b;) = ¢;
de sorte que I'élément b+ >, x; - b; € B satisfait bien aux contraintes en question. L’en-
domorphisme a; : R[X7,...,X;;] = B est alors défini par de tels choix des a;(X;) et
Iinclusion aq (<fr+1, cee, fm>) C (I-B)N K est vérifiée par construction.

Supposons avoir défini ap pour £ > 1 et soit a1 : R[Xy,...,X,,] = B un morphisme
de R-algebres donné par:

a1 (X;) = ap(X;) + b pour chaque j=1,...,m, (%)

avec b; € ((I-B) N K)Z. Les conditions (i) et (ii) de l'assertion (a) pour n = ¢+ 1 sont
alors clairement satisfaites et I’étude de la condition (iii) nous ameéne & considérer, pour
chaque k =r+1,...,m, le début d’un développement en série de Taylor par rapport aux
variables b; :

a€+1(fk):fk(aé(X)+g) by
Ofk Of > :
= e , i1 (X : e
a(fr) + X, X, (ni1(X)) ; +
bin
ot X et b désignent respectivement les m-uplets (Xi,...,X,,) et (b1,...,b,) et ou les

termes omis apartiennent l'idéal ((I-B) N K) ** L’ensemble de ces développements donne

I’égalité de matrices modulo ((I-B) N K) *

Ofrc ... Ofr i1 b
a1 (frat) ae(fri1) 00X, 00X, B :
: o + (X)) | - |, (1)
g1 (fm) a¢(fm) Ofm ... Ofm. :
X, X, b

— —

o 'on aura remarqué que la jacobienne est évaluée en ay(X) plutot qu’en apiq(X).
C’est maintenant que le fait que A est intersection compleéte lisse intervient de maniere
cruciale. En effet, dans ce cas, nous savons, d’apres le lemme 4.5.3 (0c), que le classes des
différentielles df;.1,...,dfn dans A ® Qg(x, ... x,.)/r sont linéairement indépendantes et
que le A-sous-module qu’elles engendrent: A -df,,1®--- D A-df,, = A™ " est un facteur
direct dans A ® Qpg(x,.... x,,)/r = A™. 1l existe alors une matrice [k ] € Mmxm=r)(A)
qui inverse a droite la matrice de [0f/0X;] € M(m=r)xm(A) Pour chaque couple (j,k),
soit P;j un relevement dans R[X7,...,X,,] de a;x; on a alors 'égalité modulo l'idéal

<f7‘+17"'7fm> :
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Ofii O] [Pt P
(X) = Ln—rxm—r, (ii)
m . Ofm. : :
aXl aXm Pm,rJrl e Pm,m
a laquelle on applique ay pour obtenir 1’égalité modulo ((I -B) N K)é :
Ofre1 . Ofrs1 Qir+1 - Qum
0Xy 0Xom : :
(af(X)) = lmfrxmfr ) (0)
Afm Ofm . .
aX] aXm Qm,’!‘+1 T Qm,m
ou l'on a noté Q;x = ay(P; ) € B. On pose alors:
bl Ql,r+l e Ql,m
; ; ; ae(fri1)
: : : a¢(fm)
bm Qm,r+1 T Qm,m
de sorte que les éléments b; appartiennent bien a ((I -B)N K )Z conformément & notre
choix initial (x). Il s’ensuit que 'on a, pour tout k=r+1,...,m:

aca(fi) € (I-B) N K)™,

grace aux égalités (1) et (¢), ce qui termine la démonstration de I'assertion (a).
b) I. Réduction au cas ot I'idéal K est principal.

On commence par observer qu’un morphisme «,, de la question (a) induit un morphisme
hn : A — B lorsque a,,(fx) =0, pour tout k =r+1,...,m. Lorsque c’est le cas, on peut
prendre B, := B et h. := h,, et l'assertion (b) est vérifiée. Dans le cas contraire, on ap-
plique (a) pour n = 1 et l'on considére 'idéal de type fini K’ := (by,...,bp—r) C K

de B engendré par les éléments b; := «j(fr+;). Pour chaque ¢ = 1,...,m — r notons
By := B/(by,...,bs). On a la suite finie de surjections canoniques de B-algebres:
B = BU Yo B1 1.2 32 V23 Ll’t» Bt

o By = By_1/(b¢). Notons aussi, pour chaque ¢ :

o vy : B — By la surjection canonique (on a vy 41 0 v = vt ),

e p¢ : By — C la surjection induite par p, de noyau Ky := v4(K) (on a ps o vy = p),

e hy : A — B, 'homomorphisme 7, o h.

On remarquera que pour chaque ¢ = 0,1,...,m — r, la paire d’homomorphismes de
R-algebres A LNy P B, et 'homomorphisme de R-algebres he : A — B, sont des
données conformes aux hypotheses de notre proposition.

Lorsque £ = m—r, ’homomorphisme v, _.oa; s’annule sur (f,11,..., f;) et induit, par
conséquent, un morphisme de R-algebres hy,—re : A = By =: By, Vérifiant (b) par
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construction. Supposons maintenant que pour un certain «niveau» £ € {1,...,m—r} las-
sertion (b) est vérifiée ; autrement dit, supposons qu’il existe un voisinage étale € : By —
By . de I- K intersection complete sur By et un morphisme de R-algebres hy . : A — By
vérifiant E&E = &y 0 hy, tels que le diagramme suivant est commutatif:

€1 >
By 1. ——B;

w’ul l Vi1
.,
(e 3
€ : B€
Py
1) b,

(&

ou 5’[_1 : By—1 — By_1 est un voisinage étale de I - K, intersection complete sur By,
qui releve e, et ot v, , est la surjection induite (cf. 4.5.8).

La paire d’homomorphismes de R-algebres A TN By, HEHA By_i . et 'homomor-
phisme de R-algebres Ep_10 hoo1: A — E@,LE’ sont a nouveau conformes aux hypotheses
de notre proposition mais cette fois le noyau de 1/2711 est I'idéal principal de By_1 ¢ en-
gendré par b, (4.5.8). Il s’ensuit que si nous supposons 'assertion (b) vérifiée pour toute
R-algebre B et tout idéal K C B principal, il existe un morphisme de B-algebres
€y Bp_1,e — By_1., tel que By_1 . est intersection complete sur By_; o et voisinage
étale de I-by-Bj_1 ., donc de I- K, et un morphisme de R-algebres hy_1.: A — By ¢,
tels que le diagramme précédent se complete en un nouveau diagramme commutatif:

5:1/;71 o E/,‘;.. N T ﬁr
. -1 -1
- By y.—Bi1.0——B,

/
hoe Vi1 l”‘” J V-1
/ h( \/5‘

A = .B&5 = By

ou vy, , désigne la surjection induite par ¢} , & partir de v,_, ,, et oW &) ;0&,_, 0 hoeq =
Eg,l,g. La composée ¢, 1 := s’lf_l o 5’[_1 : By—1 — By_1. est alors un voisinage étale de
I K, intersection complete sur By_1, et (b) est vérifiée au niveau ¢ — 1.

Un argument par induction montre alors que (b) est bien vérifiée pour £ = 0.

II. Cas ou l'idéal K est principal.
Nous vérifions dans cette partie 'assertion (b) lorsque K est un idéal principal de B de
générateur noté by .
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— Cas ou I'idéal I C R est principal de générateur .
Il existe, d’apres (a), un morphisme de R-algebres as : R[X7,...,X,,] — B tel que les
diagrammes (D) sont commutatifs et tel que l'on a, pour tout k=r+1,...,m:

as(fi) € (I-B)NK)* C (r-bg),

autrement dit, as(fx) = 7 - bi - Sk pour un certain Sy, € B.

Nous procédons maintenant de maniére analogue a la démonstration de (a). Notons, pour
chaque k =r+1,...,m, B, := (Pik,---sPnk) le m-uplet d’éléments de R[X1,...,X,,]
de légalité (if) dans la preuve de (a). On pose Qj i = aa(Pjy) et Qr = ay(Py) =
(Q1k,---,Qm,k). Notons X = (X1,...,X,) et considérons ’homomorphisme de R-al-

gebres : 3
R[Xh. .. ,Xm] — B[Zr+1, .. ,Zm}

X —— ao(X)+ 0 7 b - Qr Z

On a le développement en série de Taylor par rapport aux variables Z :
5(fk(X)) = fr (CVQ(X) + 3T bk Qr Zk) =

:ﬂ.bK.Sk+7r.bK.(g—;£7...,aa)J;k )(B(X'))

Ql,r+1 T Ql,m Zr+1
: : +

Qm,TJrl e Qm,m Zm
+ 7('2 . b%{ e

et I'on définit les éléments :

X
R = M S B[ZTJrl,...,Zm],
- bK
en diminuant d’une unité les exposants de 7 - bx dans les développements qui précedent.
Nous avons ainsi I’égalité dans (B[ZTH, A Zm])m# modulo 7 - bg :
8f7‘+1 afrJrl
Rr+1 Sr+1 8X1 o 8Xm Ql,r+1 Ql,m ZT+1
S I R ()] 5 : (00)
Rm Sm afm afm Qm,r+1 o Qm,m Zm
0X, T 09X,

et la composition de 8 avec la surjection canonique vp :

ve  BlZeirs.. . Zon
R[Xlan-aXm]L’B[ZrJrla"'?Zm} . [ = ]

”l <R7’+17 ) Rm>
L BIX. X /

<fr+17 s 7fm>

s’annule par construction sur 'idéal (fri1,..., fm) et induit un morphisme de R-algebres
noté v: A — B'.

::B/
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On remarque alors que le déterminant de la matrice jacobienne [0Ry/0Z;] modulo 7-bx
est égal a:

Ovs 0 Qurit - Qi
0X, 0Xm . .
det {Z}Z%k} ~ det D] (ae(X)
J
O fm 0 fm : ;
87)(1 ........ ﬁ Qm,r+1 e Qm,m
Ofra1 Ofr1 Py oo Pim
o e : :
=y | det =1
O fm O fm : ;
ax ox ey P

d’apres Pégalité (1) de la preuve de (a).

Par conséquent, la localisation B. := Béet[aRk /07;] est une B-algebre intersection com-
plete étale.

Notons h : A — B, la composée de « et du morphisme structural B’ — B.. La réduc-

tion modulo 7 - bx identifie B’ et B.. Notons B := B/(r - bk). La B-algtbre B @p B’
apparait alors, d’apres (¢¢), comme le quotient :

B[ZrJrla' . ;Zm]
<Zr+1 + ST+1? teey Zm + Sm>
qui est clairement isomorphe a B. Par conséquent, B, est bien un voisinage étale de (r -
bx) dans B, et la réduction modulo I de h s’identifie & h.
L’assertion (b) est ainsi vérifiée & chaque fois que A est intersection complete lisse et
que I est principal, et ceci quel que soit I'idéal K C B d’apres la partie L

— Cas ou l'idéal I C R est quelconque.

Nous montrons que le cas général se ramene au cas ou I est principal essentiellement de
la méme maniere que dans la partie I.

Soit s : R[X,...,X,;,] = B un morphisme de R-algebres tel que les diagrammes (D)
sont commutatifs et tel que ao(fx) € I-bg- B, i.e. as(fr) =D ; Tk,i bk bk, avec my; € I
et by; € B, et ceci pour chaque k = r 4+ 1,...,m. L’ensemble de ces égalités fait appa-
raitre 'ensemble fini {my ;} = {m1,..., 7} d’éléments de I dont on note I' = (my,..., ™)
l'idéal dans R qu’il engendre. Posons, pour ¢ € {1,...,t}: Ry, Ay, By, Cy, g, pr, les ré-
ductions modulo 'idéal (my,...,m) des objets correspondants; on appellera le nombre ¢
le «degré de réduction ». L’idéal I' rend compte de I'obstruction au relevement de h véri-
fiant (b) avec B, = B, de sorte que (b) est vérifiée avec B. = B au degré de réduction ¢.
Notons h; un tel relevement ; on a les diagrammes analogues a D :

R B Rt Bt
lp h, l e (Dt)
A—" A, - =~ C,
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ou celui de droite correspond & la réduction modulo 'idéal (my,...,7m) C R.

L’assertion (b) peut étre vérifiée maintenant par récurrence sur le nombre ¢ ; le cas t =0
est trivial et le cas t = 1 a déja été traité. Dans le cas général, 'assertion (b) est vérifiée
par hypothese inductive pour les données A, B, Cy, etc; il existe donc une intersection
complete lisse ¢; : By — B, voisinage étale de I - K, et un morphisme de R;-algébres
hie: Ay — By, tel que &1 0 h = hy ., et tels que le diagramme suivant est commutatif:

; B.—~B
L A
........... T,
}leg 5] B
A, B, B,
pl Asl
(2 Py
C,

oll v est la surjection canonique, ¢ : B — B, est un voisinage étale de I - K intersec-
tion complete qui releve 1, et v] est la surjection induite par ¢ & partir de v; (4.5.8). En
particulier, B; o s’identifie & la réduction modulo m; de B.. Notons po : By — C' la sur-
jection induite par € & partir de p; on a p = p. o€’ et p; s’identifie & la réduction modulo
1 de po. On a ainsi les données suivantes :

R B. Rl ; Bl,e
lp{, V1, l[)l

) ©,
A— A——C,

et comme le passage de R & Ry se fait par réduction modulo I'idéal principal (), Uas-
sertion (b) est vérifiée pour ces données. On a donc une B, -algebre intersection compleéte
lisse ¢” : B — B., voisinage étale de I - K, et un morphisme de R-algebres h. : A — B,
tel que per o he = ¢ et tel que, par réduction modulo 7, h. coincide avec hy . o £”. Enfin,
la composée ¢ :=¢”" oe’ : B — B, fait de B, une B-algebre intersection complete voisi-
nage étale de I - K et 'assertion (b) est vérifiée pour les données d’origine: A, B, C, o,
p, h.

Ceci termine la démonstration de la proposition lorsque A est intersection complete lisse
sur R.

o Cas ou A est lisse mais pas nécessairement intersection compléte

La proposition 5.2.1 (0b) montre qu’il existe un A-module projectif N tel que lalgébre sy-
métrique S%(IN) est une intersection complete lisse sur R. Tout morphisme de R-algebres
¢: A — A’ admet alors une factorisation canonique en

A—"t— G4 (N) _® LA

¢

ol ¢ désigne le morphisme structural et ou 25 est le prolongement de ¢, nul sur IN. En par-
ticulier, les morphismes ¢ et h des données de la proposition se factorisent suivant :
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X 7 h

A— Sy (N) B A S4(N)—/B
5 =
¢
. \p + 3 ") l
c 5
et la validité de la proposition pour S% (IN) entraine sa validité pour A. ]

5.3.3. Remarque: Lorsque dans la proposition précédente, (I - B) N K est nilpotent, I'assertion (b)
est vérifiée avec B. = B d’apres (a).

5.3.4. Théoréme: Etant donnés un morphisme de R-algébres h : A — B, et des reléve-
ments pg : A - A et pg: B — B, ot A est lisse, il existe une B-algébre B, intersection
compléte lisse étale, voisinage de I dans B, et un morphisme h : A — B, qui reléve h. Soit,
en termes de diagramme commutatif :

A———————>B << B

pa l PB . lpB

A E ,I —
ol ¢ : B — B, désigne I’homomorphisme structural et ou pp_ est ’homomorphisme (surjec-
tif) induit par € a partir de pp.

En particulier, si B est intersection compléte lisse sur R, 'algébre B. l’est également.

Démonstration : Corollaire immédiat de la proposition 5.3.2 avec K = 0. [

5.3.5. Homotopies de relevements d’homomorphismes homotopes. Dans cette partie,
qui est un complément naturel au théoreme 5.3.4, nous allons étudier le lien qui relie deux re-
levements d’un méme morphisme modulo I. Nous montrerons que deux tels relevements sont
toujours «homotopes au voisinage étale de I prés» et , dans une prochaine section, que leurs
complétés I-adiques sont «homotopes au sens des algébres I-adiquement complétes» (5.4.7).
Ces types d’homotopies sont des généralisations de la notion naive d’homotopie suivante.

5.3.6. Définition : Deux morphismes de R-algebres ug,u; : A — B sont dits «homotopes », et
I'on écrit ug ~ wuy, lorsqu'il existe un morphisme de R-algébres h : A — B[T] tel que p;oh = u;,
ol p; : B[T] — B est la surjection de B-algebres qui fait correspondre p; : T — i. Soit, en
termes de diagramme commutatif :

BT T T
}1/’// Pol I I }71
A—“ B 0 1
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Cette notion d’homotopie s’avere trop rigide dans notre contexte et se trouve avantageu-
sement remplacée par le type d’homotopie suivante :

5.3.7. Définition : Soit I un idéal dans R. Deux morphismes de R-algébres ug,u; : A — B
seront dits «homotopes au voisinage étale de I prés», et I'on écrit uy ~. uy, lorsqu'il existe :

o un voisinage étale B[T]. de I, de (T') et de (1 —T) dans B[T] dont on note ¢ : B[T]| —
BT, le morphisme structural et poc,p1.e : B[T]c — B les morphismes de B[T]-algebres
induits par € a partir de py et p; respectivement.

o un morphisme de R-algebres h: A — BI[T]. vérifiant p; . o h = u;.

Soit, en termes de diagramme commutatif :

Lorsque, en plus, B[T]. est intersection compléte sur B[T], on dira que uy et u; sont
«homotopes au voisinage étale de I intersection compléte preés ».

5.3.8. Remarque: Les dernieres définitions ont bien évidemment un sens lorsque les données appar-

tiennent & la catégorie Alg(R), mais dans ce cas, un voisinage étale est toujours un isomorphisme et
ces différents types d’homotopie coincident.

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de cette section; il répond a la
question (Rel-4) de 5.1.

5.3.9. Théoréme: Soit I un idéal arbitraire dans R. Soit A une R-algébre lisse. Alors,
deux morphismes ug,u; : A — B de R-algébres dont les réductions modulo I sont homo-
topes (en particulier égales), sont homotopes au voisinage étale de I intersection compléte
pres.

Démonstration: Soient les morphismes de R-algebres p : B[T] — B @& B défini par
p(P(T)) := (P(0), P(1)) dont on remarquera qu’il est surjectif de noyau K = (T'(1 —1T)),
et ¢ : A — B @ B défini par ¢(a) := (up(a),ui(a)). On a poh = @ pour toute homoto-
pie h entre @ et %, et le théoreme est corollaire immédiat de la proposition 5.3.2 appliquée
a la paire d’homomorphismes A s BaB« B [T] et & P'homomorphisme de R-algebres
h:A — B[T]. ]

5.4 Relevements et complétion I-adique

5.4.1. Complétion I-adique. On se donne un anneau R et un idéal I C R arbitraires. On
considere R muni de la topologie I-adique et ’on note R le complété séparé I-adique de R
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(¢f. [Mat] chap. 9). Une R-algébre A sera alors considérée munie de la topologie I-adique et
l'on notera A le complété séparé de A pour cette topologie. Notons, pour chaque m € N,
A, = A/I"™ . A. Lalgebre A est naturellement une ﬁ—algébre isomorphe a la limite pro-
jective du systéme projectif défini par les surjections canoniques vy, 11(A) @ A — Ap.
Les éléments a € A admettent alors des représentations (non uniques) sous forme de sé-
ries formelles a := ) .\ @n, avec x, € I" - A, et les opérations de somme et produit dans
A correspondent aux mémes opérations sur les séries en question. La famille des surjections
canoniques A — A,, induit un morphisme canonique de R-algebres £4 : A — A dont la
réduction modulo I est bijective. Ona A := A/I-A=A,,/I-A,, =A/I-A,.

Enfin, pour tout morphisme de R-algebres o : A7 — As, et chaque a € 211, I’élément
a(a) := >, a(z,) est indépendant de la représentation sous forme de série a =},
avec x, € I" - A. L’application & A1 — AQ ainsi définie est 'unique morphisme de R-

Ly

algebres rendant commutatif le diagramme :

Les correspondances A ~~ A et a ~ a définissent un foncteur covariant de la catégo-
rie Alg(R) vers la catégorie Alg. (R) des R-algébres complétes et séparées que nous allons
appeler «complétion I-adique» et simplement «complétion» lorsque la référence a la topolo-
gie I-adique sera sous-entendue. Le foncteur de complétion factorise le foncteur de réduction
modulo I de Alg(R) vers Alg(R) ; autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

Alg(R) & Alg,(R)

(_H)MMK {0

Alg(R)

On observera que comme toute R-algebre est la réduction modulo I d’une R-algebre, le
foncteur de réduction modulo I de Alg,(R) vers Alg(R) est essentiellement surjectif.

Les problemes de relevements des algebres lisses et des morphismes que nous avons étudiés
dans la section précédente se posent maintenant pour la réduction modulo I de Alg“(IA%) vers
Alg(R). Lorsque A est un relevement lisse d’un R-algébre lisse A, sa complétion A releve
également A et mutatis mutandis pour les morphismes entre deux R-algebres.

L’intérét majeur de considérer les complétions des relevements tient a ce que deux telles
algebres sont toujours isomorphes, contrairement aux relévements dans Alg(R) dont on ne
peut affirmer qu’ils soient isomorphes en dehors du cas ou I est nilpotent (¢f. 5.2.9). En
contrepartie, ces complétions ne sont plus (en général) des R-algebres de présentation finie,
méme lorsque R est complet, et 'on ne peut plus parler de relevements lisses. Ces complé-
tions sont pourtant proches des algebres lisses: elles sont « (R, I)-formellement lisses» (voir
5.4.3). On montre que pour une R-algebre lisse donnée A, deux algebres dans Alg (R ) qui
sont (R, I)-formellement lisses et qui relévent A sont toujours isomorphes.
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Enfin, lorsque & : A; — A, est un morphisme de R-algebres lisses nous avons montré
qu’il existe des relevements «; : Ay — Ay, dans la catégorie de R-algebres (th. 5.2.10), et
qu’ils sont deux-a-deux homotopes au voisinage étale de I prés (th. 5.3.9). Nous montre-
rons que la complétion rend les morphismes @; deux-a-deux homotopes au sens des algebres
I-adiquement completes (5.4.7).

Ces préliminaires font apparaitre en filigrane une “correspondance” qui va de la catégorie de
R-algebres lisses vers la catégorie des fi—algébres complétes séparées et (R, I)-formellement
lisses, mais on ne peut parler de correspondance fonctorielle dans la mesure ou les algebres
image ne sont définies qu’a isomorphisme canonique & homotopie prés et mutatis mutan-
dis pour les morphismes image. Ces indétermination disparaitront lorsque 1’on s’intéressera
a la cohomologie de de Rham p-adique ce qui fera 'objet du prochain chapitre.

5.4.2. Complétion I-adique des relevements des R-algebres lisses

Les notations du paragraphe précédent sont toujours en vigueur. Soit A une R-algebre lisse
et fixons une R-algebre lisse A relevant A (5.2.7). Pour chaque m € N, A,, == A/I™ - A
est une R,,-algebre lisse. La limite du systéme projectif des surjections canoniques @1 :
A1 = Ap, est la IA%—algébre A. Cette algebre peut fort bien ne pas étre une algebre de
présentation finie sur R mais elle vérifie, par construction, la propriété suivante proche de la
lissité.

5.4.3. Définition : Soient un anneau R et un idéal I C R arbitraires. On dit qu'une R-algebre A
est «(R, I')-formellement lisse» lorsque A,, est R,,-lisse pour tout entier m strictement positif.

5.4.4. Remarque: Une R-algtbre lisse est toujours (R, I)-formellement lisse.

5.4.5. Théoréme: Soient R un anneau et I un idéal dans R arbitraires.

a) Pour chaque R-algébre lisse A, il existe une R-algébre A qui est (R,I)-formellement
lisse, compléte et séparée pour la topologie I-adique et dont la réduction modulo I est
isomorphe 4 A. De plus, une telle algébre A est unique a isomorphisme (non canonique)
preés.

b) Pour chaque morphisme « : A — B de R-algébres lisses dont la réduction modulo I est
un isomorphisme, la complétion & : A — B est un isomorphisme.

Démonstration :

a) L’existence a été établie dans les remarques préliminaires. Soient maintenant B et B’ deux
R-algebres completes et séparées pour la topologie I-adique, (R, I)-formellement lisses et
dont les réductions modulo I sont isomorphes & A. Comme ces algebres sont isomorphes
aux limites des systemes projectifs définis par leurs réductions modulo les puissance de I,
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la donnée d’un isomorphisme entre B et B’ équivaut & la donnée d’une famille d’isomor-
phismes {a,, : B;,, = B., }men telle que tous les diagrammes:

Am41 !
Bm+1 ? m+1

V,,,LH(B)l lu,,,Hl(B’) (D)

B, >, B

!
= m
sont commutatifs.

Les isomorphismes d’une telle famille peuvent étre introduits par récurrence sur ’entier
m. L’isomorphisme «; est donné dans nos hypotheses ; supposons avoir défini «,, vérifiant
la condition ci-dessus. L’existence de a1 résulte alors de ce que B, .1 est R, 1-lisse et
que ker(v,,4+1(B')) est nilpotent. Enfin, la ligne m du diagramme (D) est la réduction mo-
dulo I'idéal nilpotent I"-R,,,.1 C R,,+1 de laligne m+1, a,,.1 est donc un isomorphisme
d’apres 5.2.10.

b) Résulte immédiatement du fait que les réductions v, sont des isomorphismes d’pres la
démonstration de 5.2.10. [

5.4.6. Existence et homotopie de relevements d’un morphisme. Dans cette partie nous
démontrons les théoremes analogues a 5.3.4 et 5.3.9 pour des relevements dans la catégorie
AlgCS(IA%). Dans ce cadre, on a des résultats plus précis dans la mesure ou les voisinages étales
de I auxquels font allusion les théoremes cités, deviennent des isomorphismes apres complé-
tion (5.4.5-(b)).

Avant d’énoncer le théoreme précisons par une définition un nouveau type d’homotopie.

5.4.7. Définition : Soit B une R-algébre compléte et séparée pour la topologie I-adique. Notons
B(T) la complétion I-adique de I'algébre des polynémes B[T] et soient py,p; : B(T) — B les
morphismes de B-algébres déterminés respectivement par les égalités po(T) = 0 et p1(T) = 1.
Soit A € Alg(R) et ug,u; : A — B deux morphismes de R-algebres. On appelle <homotopie
de u vers v au sens des algebres I-adiquement complétes» la donnée d'un morphisme de R-
algebres h: A — B(T) tel que u =pyoh et v=p;oh.

5.4.8. Théoreme: Soient D et B des R-algébres. On suppose que D est (R, I)-formelle-
ment lisse et que B est compléte et séparée pour la topologie I-adique. Pour toute paire de
morphismes de R-algébres ug,u; : D — B, dont les réductions modulo I @y, %, : D — B
sont homotopes, les morphismes ug et u; sont homotopes au sens des algeébres I-adiquement
complétes.

Démonstration : Notons A une R-algebre lisse qui releve D (th. 5.2.7). La complétion A
est isomorphe a la complétion de D (th. 5.4.5-(a)), d’ott un morphisme canonique D — A
qui factorise les morphismes u; puisque B est supposée complete et séparée. 11 suffit donc de
prouver le théoréme lorsque D est de la forme A ; auquel cas, il est conséquence immédiate

de 5.3.9 et 5.4.5-(b). "
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5.4.9. Reléevements d’algébres sur un anneau de valuation discréte. On appelle «anneau
de valuation discréte » tout domaine principal V' ne possédant qu’un unique idéal premier non
nul noté m(V') = (m) (et aussi ‘m’ lorsque la référence & V' est sous-entendue) (cf. [Ser] chap.
I). Le spectre premier de V' ne comporte alors que deux points: «le point générique»: (0),
partout dense dans Spec(V'), et «le point fermé»: m. On notera K (V') (resp. K) le corps de
fractions de V', et k(V) := V /m (resp. k) le «corps résiduel de V »; la notation (V,m, K, k)
désignera la donnée d’'un anneau de valuation discréete.

5.4.10. Exemples et définitions: Les exemples fondamentaux d’anneaux de valuation dis-
crete sont les suivants:

e Soit @Q un corps arbitraire. L’«anneau des séries formelles» a coefficients dans Q et a
une seule variable V' := k[[X]] est un anneau de valuation discréte complet pour la to-
pologie m-adique. On a m = (X)), K := Q((X)) et k := Q[[X]]/m = Q. Corps résiduel
et corps de fractions ont méme caractéristique; on dit alors que V' est un anneau de
valuation discrete «d’égale caractéristique ».

Soit p € N un nombre premier strictement plus grand que 1. Notons Z,) le sous-anneau
de Q des nombres rationnels z s’exprimant comme quotient = A/B ou pged(B,p) = 1.
L’anneau V' := Z,) est de valuation discrete mais n’est pas complet pour la topologie
m-adique. On a m = (p), K := Q et k = Z,)/(p) = F,. Dans ce cas car(K) = 0 et
car(k) = p; on dit alors que V est un anneau de valuation discrete «d’inégale caracté-
ristique ».

L’anneau Z,, complété p-adique de Z,), est appelé «l’anneau des entiers p-adiques»,
c’est la limite projective du systeme {Z,)/(p)™*! — Z,)/(p)™ }men des surjections ca-
noniques. L’anneau V := Z, est de valuation discrete et complet pour la topologie m-
adique. On a m = (p), K = Q,, appelé «le corps des nombres p-adiques», et k = Fp, ;
V est d’inégale caractéristique.

Vecteurs de Witt. (cf [Ser] §11.6) Dans I'exemple précédent on donne un anneau de
valuation discrete complet et séparé dont la réduction modulo 'idéal maximum est le
corps Fp,. Une procédure générale (et fonctorielle) permet d’associer & tout corps k de
caractéristique finie (et parfait) un anneau de valuation discréte complet, séparé et dont
la réduction modulo I'idéal maximum est le corps k lui-méme.

Pour chaque nombre premier p et chaque entier positif £, notons X, ’ensemble des /-
uplets @ = (ao, . ..,¢—1) ol les a; sont des éléments de 'anneau Q := Q[X;,Y;, Z;]i—o,....0-1
a 3¢ variables, et soit ¢ : X, — X, Dapplication qui fait correspondre au f-uplet d le
L-uplet ¢(@) de coefficients:

i P

(d); =21, pal” | j=0,...,°.
Par exemple, on a pour les trois premiers coefficients :

¢(@)o = ao
p(@) =af +p-a
2
p(@)s = ay +p-af +p°-as
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On vérifie que ¢ est bijective et que ¢(0) =0 et p(1) = (1,...,1), ou l'on a noté 0 :=
(0,...,0) et 1 := (1,0,...,0). On définit alors une structure d’anneau (Xg,EB, ®,0, 1)
en transportant par ¢ la structure d’anneau produit sur X, = Q X --- X Q ; autrement
dit, on pose @ ® b := ! (¢(@) * cp(g)), ou * désigne I'un des trois opérateurs binaires
+,—, . Un théoreme fondamental affirme que pour chaque j = 0,...,¢ et chaque opéra-
tion x € {4, —, -}, il existe un polynoéme a coefficients entiers et sans terme constant
P, j € Z[z;, yilio,....e—1 tel que:

(Zi@g)] = P*’j(am...,G,z,l,bo,...,bzfl),

pour tous d, be X (loc. cit. th. 5 page 50). Les propriétés de: associativité, distributi-
vité, éléments neutres, commutativité, etc., qui font de la structure (X 0, D, 0,0, 1) un
anneau, s’expriment alors a ’aide de propriétés «universelles» qui relient les polynomes
PJrhj et P’j.

Soit A un anneau, «l’anneau des vecteurs de Witt de longueur £ sur A », noté Wy(A),
est 'ensemble des f-uplets & coefficients dans A muni des opérations binaires ‘+’ et -’
définies par:

(@+0
(@b
On démontre, grace aux propriétés universelles qui relient les polynomes P, ;, que (W,(A),+,-,0,1) | i

est un anneau commutatif et, lorsque A est en plus de caractéristique positive p, que
Wi(A) est de caractéristique p’.

)j L= P+,j(a07"'7a€—17b07"'7b€—1)

pour j =0,...,0—1,
). ::P.’j(a(),...,ag,l,b(),...,bg,l) }

L’application de «restriction» ro41 : Wer1(A) — We(A) qui fait correspondre (ay, . . ., ag) —
(ag, . ..,ap—1) est un morphisme surjectif d’anneaux et la limite du systéme projectif dé-
fini par {r,,} est appelée «l’anneau de vecteurs Witt sur A» et est notée W(A). Pour
chaque ¢, la surjection r9 0 ---ory : Wy(A) - A qui fait correspondre @ — ap est un
morphisme d’anneaux de noyau nilpotent et un ¢-uplet @ est inversible dans W;(A), si
et seulement si, son coefficient ay € A 'est. On a les théoremes suivants (loc. cit.):

Si k est un corps parfait de caractéristique finie, W (k) est un anneau de caractéristique
nulle, de valuation discréte complet et séparé, et sa réduction modulo I'idéal maximum
est k.

L’anneau W(F,) est isomorphe & I'anneau des entiers p-adiques Z,.

Pour tout morphisme d’anneaux « : A} — Ay, lapplication W («) : W(A;) = W(As)
définie par W (a)(ag,a1,...) := (a(ap),a(ar),...), est un morphisme d’anneaux et la
correspondance A ~ W(A), a ~ W(a) est fonctorielle. En particulier, lorsque A est

de caractéristique p, 'homomorphisme de Frobenius F': A — A, a — aP, admet un
«relévement » canonique W (F) : W(A) - W(A).

5.4.11. Exercice: Montrer qu'un anneau de valuation discrete d’inégale caractéristique est nécessai-
rement de caractéristique nulle.
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5.4.12. Relevements de k-algebres. Les surjections canoniques V — K et V — k don-
nent lieu aux morphismes de schémas affines: Spec(k) < Spec(V') + Spec(K), et nous avons
par changement de base deux foncteurs de la catégorie des schémas sur Spec(V') vers les ca-
tégories des schémas sur Spec(k) et Spec(K) appelés respectivement : «la fibre spéciale» et
«la fibre générique ».

5.4.13. Définitions: Soit X}, un schéma sur Spec(k). On appelle «relévement (plat) de Xy, »
tout schéma Xy plat sur V' dont la fibre spéciale est isomorphe a X,.

Lorsque X, est lisse sur Spec(k), on appelle «relévement lisse de X, » tout schéma Xy lisse
sur V dont la fibre spéciale est isomorphe a Xj.

5.4.14. Remarque: Suite au théoréme 4.4.6, un relevement lisse d’un schéma lisse sur Spec(k) est un
relevement dont la fibre générique est lisse.

Le théoréme suivant résume les principaux résultats des paragraphes précédents (th. 5.2.7,
th. 5.4.5-(b), th. 5.4.8).

5.4.15. Théoréme: Soit V un anneau de valuation discréte. Alors :

a) Toute k(V')-algebre lisse A admet un relévement A lisse sur V.

b) De plus, la classe d’isomorphie dans Algcs(‘?) de la V-algébre A: complétée séparée de
A, dépend uniquement de la k(V)-algébre A et non pas du relévement V-lisse A choisi.

¢) Pour tout morphisme de k(V)-algébres @ : A — B, entre deux algébres k(V)-lisses, il
existe un morphisme de V-algébres & : A — B qui reléve &. Deux tels relévements sont
homotopes au sens des algébres I-adiquement complétes.

5.4.16. Rappel: On insiste sur le fait que deux relevements de A, lisses sur V', peuvent ne
pas étre isomorphes (voir 5.2.9 et 6.1-((7))) alors que leurs complétions I-adiques sont tou-
jours isomorphes (bien que de maniére non canonique), mais alors ces complétions ne sont
plus nécessairement de présentation finie sur Vv (on dit qu’elles ne sont pas «algébriques sur
V).

Le théoréme 5.4.15 affirme que tout relevement (V, m(V'))-formellement lisse, complet et
séparé d’une k(V')-algebre lisse s’obtient par complétion d’un relévement lisse sur V' (donc
algébrique sur V') (5.4.5).

§6. Exemples de calcul de la cohomologie de de Rham

6.1 La droite affine privée d’un nombre fini de points

Soit R un anneau integre de caractéristique arbitraire et notons @ son corps de fractions.
Pour tout sous-ensemble fini F' = {x1,...,2,} de R, on désigne par Sp le systéme multi-
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plicatif de R[X] des éléments de la forme (X — z1)™ --- (X — z,)™" avec m; € N. On note
A= S'RIX].

1) Notons ¢ = [];_;(X — x;). Comme Dinversibilité des éléments de S équivaut a linver-
sibilité de ¢, on a R[X]; = Sp'R[X]. En particulier, Spec(A) est isomorphe en tant que
schéma & 'ouvert principal D(¢) C Spec(R[X]) = AL. Le complémentaire de D(() est
I’ensemble des idéaux premiers de R[X] qui contiennent 'un quelconque des (X — ;).

Lorsque R est un corps, les idéaux (X — x;) sont maximaux et D(¢) est alors le com-
plémentaire dans AL d’un ensemble fini qui s’identifie canoniquement a F.

2) Comme Spec(A) est ouvert dans Al au-dessus de R, il est lisse de méme dimension
relative que AkL. D’autre part, 'équivalence A = R[X, Z]/(Z( — 1) montre que A est
intersection transverse puisque R[X, Z] = (Z¢ —1,(, Z({') (cf. lemme 4.5.3).

3) La localisation commute au foncteur €2, par conséquent :
QA/R = R[Xk ®R[X] QR[X]/R =AdX

et le A-module 4, est libre de rang 1. On a donc QQ/R = /\;3 Q4/r = 0 pour tout i >
1. Le complexe de de Rham (Qf4 /R day R) est par conséquent réduit & deux termes et un

morphisme : J
0—-A—AdX —0

D’autre part, comme A est une algebre de fractions de R[X], la différentielle d4,p est
enticrement déterminée par la différentielle dp(x)/g et I'on a la formule bien connue:

— P(X)m¢m?
CQm d
4) Pour chaque f € Q ®g A il existe une et une seule famille {P(X), c(f); m} vérifiant:

r=rx+Y 3 e

i=1 meN\{0}

X .

d(P(X)/Cm) — P,(X) Cm

avec Pp(X) € Q[X] et ¢(f)im € Q.
Existence. 11 suffit de le prouver pour f de la forme:
P(X)
(X —z)™ .. (X =z )

! avec d°(P(X)) < Yi_; m.

On procede par induction sur m = 3 m;.
Lorsque m < 2 on n’a rien a prouver. Dans le cas général I'un des m; sera non nul,
supposons que ce soit my. On écrit alors P(X) = Q(X)(X — x1) + P(x1) d’ou 'égalité:
QX)X —z1) + P(z1)
(X —z)™ . (X — )™
QX) . P()
(X —z)m 1l (X —z)m (X —z)™.. (X —z)"

f=
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ou le premier terme admet, par ’hypothese inductive, une décomposition du type cherché.
Pour le second terme, il suffit de supposer P(z) =1 et nous sommes amenés a étudier les

expressions de la forme: 1

(X —xp)™ . (X —xp)mr (1)

ou il existe au moins deux m; non nuls. Or, comme les z; — x; sont non nuls dans Q
puisque R est integre, on a les décompositions:

1 (i)t (g — )

(X—a:i)(X—a;j)_ X—l‘i X—xj

qui ramenent les expressions (1) & d’autres dans la portée de 'hypothese inductive.
Unicité. Elle revient a prouver que si 'on a:

+Z Z Clm 'HL ’

1=1 meN\{O}

avec P(X) € Q[X] et ¢;.m € Q, alors P(X) =0 et ¢; ,, = 0 pour tous ¢, m. Ceci résulte
d’arguments élémentaires que nous ne détaillons pas.
Ceci étant, I’application :

I:QerA—— Q"
fo—— (P, frn)

est une surjection linéaire. En effet, la linéarité résulte de 1'unicité des décompositions (4)
et la surjectivité est évidente puisque I :1/(X — z;) — e; pour tout i =1,...,r.

5) L’application I induit une surjection de Q ®g Hpr(A/R) sur Q" qui est bijective lorsque

R est de caractéristique nulle, mais elle possede un noyau de dimension infinie autrement.

En effet, comme Q ®r Q4/r = Q ®r AdX, nous définissons I : Q ®g Qs/p — Q" par
I(fdX)=1I(f). De plus, pour tout f € Q ®r A on a d’apres (3) et (4):

(led(f) = Z Z Z,le (0)

i=1 meN\{O}

de sorte que I od = 0, puisque les décompositions en termes simples des images de 1 ® d
ne font intervenir aucun des termes 1/(X — ;).
La surjection I : Q®@r4,r — Q" définit donc, par passage au quotient, une surjection :

QRrQa/r T

Q ©r Hpr(A/R) = im(l® d)

Q’I‘

ou égalité est justifiée par exactitude du foncteur (de localisation) Q ®g (—).

Lorsque Q est de caractéristique nulle, on construit facilement une primitive pour tout
f € ker(I) et I' est bien un isomorphisme. Par contre, en caractéristique positive p il n’y
a pas de primitive pour les éléments de ker(I) de la forme

e XP! 4 CQX;DQ—I bty XP !
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et ceci quels que soient m € N\{0} et ¢y, ..., ¢, € Q non tous nuls. En particulier, ces élé-
ments sont non cohomologues et constituent un sous-espace vectoriel de dimension infinie

de Q ®r H)r(A/R).

6) On a Q ®g HYR(A/R) = ker(l ® d). En caractéristique 0 1'égalité (¢) montre que
ker(1®d) = Q. En caractéristique positive p, on a X?P” € ker(1® d) pour tout a € N\ {0}
et ker(1 ® d) est de dimension infinie.

7) Dans cette partie R :=T,,.
On note v : Z, — Z,/(p) =: F, la projection canonique de I'anneau des entiers p-
adiques sur son corps résiduel. Pour toute partie finie G de Z, qui releve F', i.e. telle que
v(G) = F, on note Bg := S5'Z,[X].

a) La réduction modulo p d'une Z,-algebre A est la Fp-algebre F, ®z, A. On a donc:

Fp ®z, Be =F), ©z, Sg'Ly[X] = S, ) Fp[X] = A.

et B est une Zy-algebre lisse qui releve la F,-algebre lisse A.

b) Les algebres B rentrent dans le cadre de la question (6), par conséquent dimg, (Q,®z,
H}p(Bg)) = #G. Comme les nombres de Betti sont des invariants pour les Z,-algébres
(de type fini), on conclut que Bg, # Bg, dés que #G1 # #Gs.

Cette question montre que la Fj-algebre lisse A admet des relevements Z,-lisses non
isomorphes (cf. rappel 5.4.16).

¢) Pour toute inclusion d’ensembles G C G, U'inclusion Sg, C Sg, donne le morphisme
d’algébres canonique habituel h(Gs, G1) : Bg, = S&}ZP[X] — S&;ZP[X] = Bg,.
c-i) D’apres les questions questions (1) et (2) on a des isomorphisme :

Zy[X, Z]

g(G) +Be - <Z HyeG(X - y) - 1> '

P(X) S
§G) (Hyec,«x - y>m> =Fx)zm.

c-if) Soient X' = £(G2)oh(Ga, G1)o€(G1) (X)) et Z' 1= £(Ga)oh(Ga, G)ot (G1) M (2).
Ona X' =X et Z' = Z][,cq, ¢ (X — y). En effet, Z représente l'inverse de
(X — y) dans

vérifiant :

[Iyeq (X —y) dans Bg, tandis qu'il représente I'inverse de []
Bg,.

c-iii) Pour chaque algébre Bg, on note EG sa complétion pour la topologie p-adique.
La composée £(G2)oh(Go, G1)o&(G1) ! induit une bijection entre les complétions
p-adiques :

yeG?

X7 %Xz _g5
- <ZHyeG2(X - y) - 1> ’

En effet, d’apres (c-ii) il suffira de prouver que [, g, ¢, (X —y) est inversible

BGl = p[

dans EGI. Pour chaque y € G2\G il existe (par définition des ensembles G') un
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Yo € Gy tel que v(y) = v(yo) ; autrement dit tel que y —yo € pZ,. Alors:
X—y)=X—yo+pw=X-gp)(1+pw(X—y)")

pour un certain w € Z,, et le dernier facteur est inversible dans BG. .
Remarque. Cette démonstration prouve que la méme conclusion est vrai pour tous
G C Gy C Zpy[X] vérifiant v(G;) = F.

c-iv) Les algebres ]§G sont deux-a-deux isomorphes puisque pour G; et Gy donnés, on
a les isomorphisme de (c-iii) : BGI = ]AS’GIUG2 = ]AS’GZ. Conclusion qui corrobore par
le calcul I'assertion (a) du théoréme 5.4.5.

8) Dans cette derniere question on choisit R := C et U C C l'ouvert complémentaire d’un
ensemble fini de nombres complexes F C C. On considére U(C) muni de la topologie
transcendante induite par celle de C. Les nombres de Betti de la cohomologie de de Rham
des formes différentielles réelles de classe C* sur U(C) et a coefficients dans C se déter-
minent & 'aide de la suite exacte longue de cohomologie & support compact associée au
triplet U(C) C C D F(C), puis la dualité de Poincaré.

La suite exacte en question en degrés 0,1 est:

Hpp,o(U; C) = Hpp o(C;C) = Hpp(F;C) = Hpg (U;C) = Hpg (C;C) — Hpp(F;C)
0 0 cr 0 0
Ce qui donne:
dimc (H]%R(U; (C)) =C, par connexité ;
dimc¢ (Hj(U;C)) = dimc (H[l)R7c(U; C)) =r;
dime (Hpg(U;C)) = dimc (Hpg (U;C)) = 0;

ou les dernieres égalités résultent de la dualité de Poincaré.

6.2 A propos du complémentaire d’une hypersurface lisse de P¢

Soit X C P une hypersurface irréductible et lisse définie par un polynéme f € C[Xy,...,X,]
homogene de degré d. On note U C P l'ouvert complémentaire de X. Comme f est ho-
mogene 'anneau C[Xy, ..., X,][1/f] est gradué sur Z, ses éléments homogenes de degré zéro
constituent alors un sous-anneau noté R[U] := C[Xy, ..., X,][1/f]°. Le schéma U est iso-
morphe & Spec(R[U]).

Rappelons rapidement la démonstration de ce résultat dans le langage des schémas.

Pour tout anneau commutatif R, le complémentaire d’une hypersurface Y de P}, est iso-
morphe au schéma affine Spec (R[XU, e ,Xn][l/f]o) ou f désigne le polynéme homogéne qui
définit Y .

Démonstration: On note d = d°(f) et nous allons supposer que f n’est divisible par au-
cun des X;, ce qui est toujours possible quitte a faire un changement linéaire des variables
{Xo,...,Xn}. Une remarque fondamentale apparait dans les diagrammes suivants qui dépen-
dent de ¢ =0,...,n:

— 86 —



86 COHOMOLOGIE DE DE RHAM DANS LA CATEGORIE DES SCHEMAS §6.2

R[X(b s 5Xn][1/.ﬂ0 — R[X()a s 7XnH1/f]

R[Xo, ..., X[/ [/ X] —-L > R[Xo&i- ;?i'lr;}[l/f]

La premiére ligne est I'injection canonique et I’on montre aisément que 'idéal (X; — 1) de
Panneau R[X),...,X,][1/f] ne contient aucune fraction homogene de degré 0. Par consé-
quent la composée 7 o ¢ est injective. Mais (m o 1)(X¢/f) est inversible et 7 o1 se factorise &
travers v en une injection ¢ qui est surjective puisque:

deilxj i 1 X.

Fooxd ’
On remarque ensuite que les anneaux R[Xy,...,X,][1/f]/(X; — 1) sont précisément les
anneaux Oy (U N U;) ou U; désigne le complémentaire dans P}, de I'hypersurface {X; = 0}.

L’application ¢ définit donc un homomorphisme d’anneaux R[Xy, ..., X,]|[1/f]" = Oy (U)
qui est un isomorphisme local. On en déduit une application

c:U— Spec(R[Xo7 e 7Xn][1/f]0)

dont les restrictions aux ouverts U N U; sont des plongements ouverts de schémas, en parti-
culier o est continue.

Pour I’étude de 'application ensembliste o nous pouvons supposer que 'anneau R est
réduit.

La surjectivité de o résulte de ’égalité

UU(U N U;) = Spec(R[Xo, . .. 7Xn][l/f]o) .
Comme ona o(U N U;) = D(XZ/f), il suffit de montrer que 1 appartient a l'idéal (X¢/f,..., X</ EzIR
de R[Xy, ..., X,][1/f]° ce qui est une conséquence du fait que f¢ € (X¢,..., X3) C R[X,, ..., X,].
Enfin, l'injectivité de o résulte de ce que pour tous uj,us € U avec u; # ug, il existe
g € R[Xo,...,X,][1/f]° tel que g(u1) # g(uz). Or, comme U C P% on sait qu'il existe
un polynéme homogene ¢ € R[Xy,...,X,] tel que ¢'(u1) # ¢ (uz). Soit d' = d°(g’) alors
g:=(g)?%/f% répond & la question. n

1) La C-algebre R[U] est de type fini puisqu’elle est clairement engendrée par les monémes
Xy X/ f avec » . m; = d et comme U est un ouvert de P¢, R[U] est en plus lisse
de dimension relative n.

2) Finitude des nombres de Betti dim¢ (Hpg(U/C)).

C’est un théoréme que les nombres de Betti des variétés lisses sur un corps de caracté-
ristique nulle sont finis; il a été démontré pour la premiere fois sur le corps des nombres
complexes par A. Grothendieck dans son article “On the de Rham cohomology of al-
gebraic varieties” (IHES; PUBLICATIONS MATHEMATIQUES, 29, 351-359, 1966). Nous
n’avons pas démontré ce théoreme dans le cours mais le théoreme de comparaison de Gro-
thendieck donne des isomorphismes canoniques Hjs (U /C) = H}, (U(C)) et la dualité de
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Poincaré montre que _ -

dim¢ (Hpg (U(C))) = dime(Hpg o (U(C)))
de sorte que la finitude des nombre de Betti résultera de la finitude de la cohomologie de
de Rham & support compact de U(C) ce qui est expliqué dans la question suivante.

3) On considere PE(C), U(C) et X (C) munis de la topologie transcendante. Les dimensions
des espaces Hpg (U(C)), Hpg(PE(C)) et Hpp(X(C)) est finie puisque la finitude des
nombres de Betti des variétés PZ(C) et de X (C) résulte de leur compacité et celle des
nombres de Betti de U(C), du fait que les Hpyp .(U(C)) sont dans la suite exacte longue
de cohomologie a support compact associée au triplet U(C) C P¢(C) 2 X (C).

4) Le but de cette question est de montrer que HJ, (U/C) = 0 pour tout r € {0,n}.
a) Annulation des Hjyi"(U(C)) lorsque i > 0 et

{ HpY(PR(C)) = Hg"(X(C)),  pour tout i > 2;
Hiyp ' (PE(C)) € Hpg (X (C)).

Comme U est (lisse) de dimension n le complexe de de Rham algébrique €, Jc est

concentré en degrés [0,...,n] et donc H%R(U/(C) = 0 pour tout j > n. D’autre part, le
théoreme de comparaison de Grothendieck nous dit précisément que puisque U est af-
fine la cohomologie du complexe de de Rham algébrique s’identifie canoniquement a la
cohomologie du faisceau constant Cyrc) qui est, a son tour, canoniquement isomorphe
a la cohomologie du complexe de de Rham différentiable a coefficients dans C d’apres
le théoreme de comparaison de de Rham.

On a donc Hj/ (U(C)) = 0 pour tout j > 0, et alors HS;{]C(U((C)) = 0 pour tout
j > 0, par dualité de Poincaré. Lorsque 'on reporte cette information dans la suite
exacte longue de cohomologie a support compact :

— Hypp2(U) = Hpg?(PE) — Hpp*(X) — Hpg (U) — Hpyg' (P) — Hpg' (X) = Hpg (U)
0 = 0 - ?
on obtient le résultat cherché.

b) L’anneau Hjj, (PE(C)) est isomorphe en tant qu’algebre graduée a C[T]/(T™) ou T est
considéré de degré 2. Soit w € HE,(PZL) non nul et notons w sa restriction & X. Le
théoréme de Lefschetz «difficile» affirme dans notre cas (X (C) est lisse) que I’applica-
tion L(w™) : Hg;{l)ﬂ(X((C)) — HSEI)H(X((C)) qui fait correspondre p — @ A p,
est un ¢somorphisme pour tout ¢ > 0.

A Taide de ce théoreme et des résultats précédents on prouve:

Hir(U/C) =0, pour tout 0 < r < n.

En effet, par le théoreme de comparaison de Grothendieck et la dualité de Poincaré,
il revient au méme de montrer que Hpy (U(C)) = 0, pour tout n < r < 2n.
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Pour chaque ¢ > 0 on a:

n—1)—i mn L(T?) n—1)+i mn
H V7 (PR(C)) == Hiy VT (PR(C))

e

n—1)—1z L(’WM) n— 7
HO V(X (€) 224 BT (X ()

Le morphisme de la premiére ligne résulte de la structure d’anneau de Hjj (P¢) rappelée
dans I’énoncé. Puis, les morphismes verticaux sont donnés par la restriction de classes
de cohomologie et la question précédente a montré la bijectivité de celui de gauche.
Enfin 'isomorphisme de la seconde ligne est celui du théoréme de Lefschetz. La commu-
tativité du diagramme résulte du fait que le morphisme de restriction est un morphisme
de C-algebres et que l'isomorphisme H3p(PR) = Hir(X) permet de supposer que la
restriction de T" & X est la classe w. Les restrictions

Hpy'(PE(C)) — Hpg' (X(C))
sont donc des isomorphisme pour tout ¢ > 0, et lorsque 'on reporte cette information
dans la suite exacte longue de cohomologie & support compact :
Hpyg o(U) — Hpp(PE) — Hiyg(X) = Hpg (U) — Hpg'(PE) — Hpg (X) — Hpgi(U) —

? 0 = 0 = 0
qui termine par:

— Hij [(U) = Hip ' (Bg) — Hgp (X)) — Hi (U) — HER(BE) — HiR(X) — 0

0 0 0, C = C 0

ou le ‘0, se justifie par une simple raison de dimension : dimg(X) = 2(n—1), on obtient
le résultat demandé.
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