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§1. Contenu de ces notes

On rappelle les terminologies, définitions et résultats de base d’algebre homologique utiles dans
I’étude de la cohomologie des faisceaux, de I’hypercohomologie des complexes de faisceaux, de la
cohomologie de Cech des complexes de faisceaux, ainsi que dans Iétude des liens qui les unissent,
en particulier, nous démontrons le théoréme de Cech-Leray suivant :

Théoréme (4.4.1). Soient G* € C* Faisx(Z) et U = {U,}qent un recouvrement ouvert de X .
a) (Cech-Leray) Si U et G*-acyclique, le morphisme canonique
EU; X;6°) - H*(U; G°) — H*(X;6°)
est un isomorphisme.
b) Soit @e : G} — G5 un morphisme de complexes faisceau tel que
H*(V;p) : H*(V;G7) — H*(V;6G3)
est un isomorphisme pour tout V = U,,. 4, ; ou bien, si U et G;-acyclique et que
WT(V;e) : BT(V;G}) = h*T(V; G3)
est un isomorphisme pour tout tel V. Alors
H*(X;¢) : H(X;67) = H*(X;G3)
est un isomorphisme.

Dans la section §5 nous donnons des applications au calcul effectif de la cohomologie de de Rham
et au théoremes de comparaison des cohomologies de de Rham, tout particulierement au théoreme
de comparaison de Grothendieck entre cohomologies de de Rham algébrique et holomorphe pour
les variétés algébriques complexes non singulieres.

Ces notes se veulent un «complément » aux documents déja distribués et aux références biblio-
graphiques, le texte n’est pas complet et ne prétend aucune exhaustivité.
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§2. Préliminaires sur les bicomplexes

2.1 Catégorie des complexes associée & une catégorie abélienne

2.1.1. Définition. Etant donnée une catégorie abélienne Ab ('), on note C*(Ab) la catégorie
dont les objets sont les «compleres de Ab», i.e. les familles {dy : C* — C**! | k € Z} avec
C* € Ob(ADb) et d € Morap(C*,C**1)| tels que djy1 0 dj, = 0. Les objets C* sont les «termes»
du complexe et les morphisme dj, sont ses «différentielles» ou «cobords ».

Un complexe est noté (C*;d.) et méme simplement C lorsque la référence a la graduation et la
différentielle est superflue; il se représente sous la forme:

d_: _9 d_: 1 d- dy d d
3 C 2 2 Cl 1 C() 0 Cl 1 CQ 2

Un «morphisme de complezes» de (C5; d; ) vers (Cj; dy ) est une famille {¢; € Morap(CF, C¥) |
k € Z} telle que dj o o, = @i+1 0 di, autrement dit, telle que le diagramme

d_3 C2 d_» -1 dy C° do C! d C2 dy
80—2J( 90—1l %l ‘Pll Wzl
d3 C2 d— -1 d-y ol dy c! d 2

est commutatif. L’ensemble des morphismes de C) vers Cy est noté Morc:(ab)(C1, Co) et méme

dy

Mor(C4, Cs) lorsque aucune confusion n’est a craindre.

2.1.2. La correspondance (C*;dy) ~ C* et (. € Mor(Cy,Cs)) ~ (1 : Cf — C¥) est le foncteur
«k-ieme terme»

2.1.3. Amplitude d’un complexe. On appelle «amplitude» d’un complexe C' le plus petit inter-
valle de Z, noté ampl(C), contenant tous les termes non nuls de C'. Pour J C Z, on dit également
qu'un complexe est « concentré dans J » lorsque ampl(C) C J.

2.1.4. Complexes concentrés en un seul degré. Pour k € Z, un complexe C € C*(Ab) est dit
«concentré en degré k» si ampl(C) C {k}. Dans ce cas d. = 0 et Mor(C, D) = Morap(CF, D¥).
Pour M € Ob(Ab), on note M[k] le complexe (C*;d.) tel que C* = M, C7 = 0 pour j # k et
d, = 0. De méme, si ¢ € Morap(M,N), on note ¢[k] : M[k] — N[k] le morphisme donné par
elklk = ¢ et @[k]; =0 si j # k.

Proposition. Pour k € Z, la correspondance (_)[k] : Ab ~ C*(Ab) est fonctorielle covariante
additive (*) adjointe & gauche du foncteur « k-iéme terme ».

La sous-catégorie pleine de C*(Ab) des complexes concentrés en degré 0 est clairement équi-
valente & la catégorie Ab. Pour chaque O € Ob(A), on note O[0] le complexe (C*;d.) tel que
C'=0,C*"=0pour k#0 et d, = 0.

'Pour éviter des abstractions inutiles nous raisonnerons en termes de catégories de modules, il ne faudra donc
pas s'étonner des expressions du genre «pour tout = € ker(a) ».

2Un foncteur covariant «additif » entre catégories additives (p.e. abéliennes) F : Ab ~» Ab’ est un foncteur
dont les applications fonctorielles F(M, N) : Morap(M, N) — Morap/(FM,FN) sont des morphismes de
groupes abéliens.
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2.1.5. Complexes noyaux et conoyaux. Soit ¢, : (C};di ) = (C5;ds) un morphisme de com-
plexes, si « € ker(pg), on a pri1di(z) = dipr(x) = 0 et la famille ker(y,) = (ker(p.); di«) est un
sous-complexe de (Cf;dy ), on note k. : ker(y,) < (Cf;d; ) le morphisme de complexes donné
par Pinclusion. De maniere analogue, chaque morphisme da ) : C§ — Cf“ induit un morphisme
dy . : coker(pg) — coker(pp11) d’ott un complexe coker(yp.) := (coker(p.);ds ) et un morphisme
de complexes surjectif v, : (C5;da ) — coker(p,).

Avec ces définitions, tout morphisme ¢, : (Cf;dy ) = (C3;ds,.) se factorise en

ker(¢) SN (CY; dy ) — coker(k,) = ker(v.) — (C53;da 4) BN coker(ip,)
\ o T

ce qui constitue ’essentiel de la preuve de

Théoréme. La catégorie C*(Ab) est abélienne.

2.1.6. Catégories de sous-complexes bornés. Pour tout sous-ensemble J C Z on note C’(Ab)
la sous-catégorie pleine de C*(Ab) des complexes (C*,d,) tels que C* = 0 pour tout k € J. On
trouve également les notations suivantes dans la littérature

C*'(Ab) = ClO**[(Ab) «compleze a termes positifs ou nuls»

C*(Ab) = U ENC[_””LOC’[(Ab) «complezxes bornés a gauche ou inférieurement »

C (Ab) = o CI=°nl(Ab)  «complexes bornés a droite ou supérieurement »
n

C’(Ab) = C"(Ab) N C (Ab) «complexes bornés »

Toutes ces catégories contiennent les complexes ker et coker de leurs morphismes de sorte que

Théoréme. La catégorie C’(Ab) est une sous-catégorie abélienne de C*(Ab). (°)

2.1.7. Foncteur de translation. On note J : C*(Ab) ~» C*(Ab) le foncteur «de translation »
qui fait correspondre

{ (C*d.) ~ (D*,d,), avec D¥=C*1etd), = —dji1
(p:C1— Co) ~ (T(p): T(C1) = T(Cr)), avec T(0)k = Pria
On note aussi T*(C) = Cn] et T™(¢) = p[n| pour chaque n € Z.

2.1.8. Foncteurs de cohomologie. Les différentielles {di}rez de C = (C*;d.) définissent un
morphisme de complexes d, : C — CJ1] dont ker(d.), im(d.) sont des complexes & différentielle

3Une sous-catégorie d’une catégorie abélienne peut étre abélienne sans que ses noyaux et conoyaux soient
des noyaux et conoyaux dans la catégorie plus grande. Par exemple, la catégorie des faisceaux est une sous-
catégorie de la catégorie des préfaisceaux mais une surjection de faisceaux est rarement une surjection de
préfaisceaux. Lorsque les noyaux, conoyaux, images et co-images des deux catégories coincident on parle de
«sous-catégorie abélienne ».
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nulle. On a, de plus, une injection naturelle im(d.)[—1] C ker(d,) de conoyau:

ker(d.)

MO

La correspondance C ~ h(C) est fonctorielle de C*(Ab) vers la catégorie produit Ab%, c’est
le «foncteur de cohomologie» dont la composée avec le foncteur le k-ieme terme est le «foncteur
additif » de «k-iéme objet de cohomologie »

h*(_) : C*(Ab) ~ Ab .

2.1.9. Quasi-isomorphismes. Un morphisme de complexes ¢ : C; — C5 est dit « quasi-isomorphisme »
lorsque le morphisme h(y) est un isomorphisme.

2.1.10. Amplitude cohomologique. L’«amplitude cohomologique » d’un complexe C, notée ampl,(C),
est "amplitude du complexe h*(C), i.e. amply,(C) := ampl(h*(C)).

Un complexe C' € C*(Ab) est dit «acyclique » lorsque son amplitude cohomologique est vide,
i.e. lorsque h*(C) = 0, pour tout k € Z.

2.1.11. Co6ne d’un morphisme de complexes. On appelle «cone » d’'un morphisme de complexes
¢ : C; — Cy le complexe, noté (é(p),A), défini par

e(p) =Crd Cill],  Alx,y) = (dz + ¢(y), —dy)
On note alors p : () — Ci[1] et g : Co — ¢(p) respectivement la projection Coy & C[1] — C4[1]
et linjection Cy < Cy @ C)[1] canoniques. La suite des morphismes de complexes

Yeo)-11 20 01 5 € L élp) L ail1) 28 oot D ee)1] 24 (o)

—1 —
cil-1) 2 o -1)
est appelée «triangle distingué» ol «triangle exact» et se note classiquement

C1 5 Cy 5 &(y)

Mise en garde. Les composés g o ¢ et @[1] o p ne sont généralement pas nuls et la suite longue
ci-dessus (¢) n’est donc généralement pas un complexe.

Le résultat le plus important concernant le cone d’un morphisme est le suivant

2.1.12. Théoréme Soit ¢ : C; — Cy un morphisme de complexes.

a) Le foncteur de cohomologie h’(_) appliqué a la suite (¢) donne une suite longue de cohomologies

-1 0 0 0 1 1 1
. M hOC1 M) h002 ﬂ> hU(AZ(QO) ﬂ> hlcl ﬂ) hlc2 ﬂ> hlé((p) ﬂ} .

qui est un complexe acyclique.

b) Le morphisme ¢ est un quasi-isomorphisme, si et seulement si, (¢(y), A) est acyclique.

Indication. La preuve est élémentaire et il suffit de la faire autour des termes en h° puisque
hE(Z) = h((_)[k])). Nous montrons uniquement I’exactitude autour de &(y) et laissons les autres
cas au soin du lecteur. Soit w = (z,y) € &(p)? vérifiant A(w) = (dz + ¢(y); —dy) = 0, autrement
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dit, dz = —¢(y) et dy = 0. Dire que h’p(@&) = 0 revient & dire que y = —dy’, auquel cas

W~ (w - A(Ovy/)) = (CU - 90(:1//),0) )
et w est cohomologue de I"image du cocycle w' = (z — ¢(y')) € CY par qo. On a donc h%q) (W) =
w.

L’assertion (b) est conséquence immédiate de (a). ]

2.1.13. Exercice. Soit F : Ab ~» Ab’ un foncteur additif. Montrer que si C := (C*,d,) € C*(Ab) alors
F(C) := (F(C*), F(d.)) € C*(AD’). Puis que si ¢ € Morc«ap)(C1, C2) alors F(&(p)) = ¢(Fo).

En particulier, si ¢, : F* — G* un morphisme de complexes faisceaux de groupes abéliens sur un espace
topologique X . Montrer que les foncteurs &(_) et I'(X; _) commutent, i.e. on a une identification canonique

[(X;5e(p) = e(T(X; ).

2.1.14. Troncatures bétes. Pour C € C*(Ab) et £ € Z, on note S, C le complexe (D*6,) tel
que D* = C* pour tout k < ¢ et D¥ = 0 autrement ; on pose ensuite & = dj, pour k < £ et d, =

0 autrement. La troncature béte 5, C est définie de maniere symétrique. On a graphiquement :

C — ( L C€71 dey Cf de C€+1 dest C€+2 deis L. )
B<eC =(~--—>C€*1 d ot 0, g 0 )
Bze41C = ( — 0 0 Clt e, ot e )

Si ¢ : C; — Cy est un morphisme de complexes, on note B<s¢ : B<e C1 — B<¢ Ca le morphisme
qui coincide avec ¢ en degrés < £ et est nul ailleurs. Le morphisme SBspp : S5 C1 — B¢ Co est

défini de maniere symétrique.

Notation pour les troncatures bétes. Les foncteurs de troncatures bétes se définissent éga-
lement sur les catégories des multicomplexes via I'identification évidente entre C*(C*°(Ab)) et
C**°(Ab); le foncteur B¢, sur C*(C*°(Ab)) sera alors noté S.c, sur C**°(Ab) pour éviter
toute ambiguité.

2.1.15. Proposition

a) La correspondance C ~ B¢, C et ¢ ~» B est un foncteur covariant additif de C*(Ab)
vers C*<Y(Ab), adjoint & gauche du foncteur d’inclusion C*S*(Ab) C C*(Ab). On a donc un
morphisme canonique (d’adjonction) p(C) : C — p<,C.

b) La correspondance C ~ f(yC et ¢ ~> Bsi¢ est un foncteur covariant additif de C*(Ab)
vers C*?*(Ab), adjoint & droite du foncteur d’inclusion C***(Ab) C C*(Ab). On a donc un
morphisme canonique (d’adjonction) qi(C) : B, C — C.

qe+1(C)
—_—

¢) La correspondance C ~ (0 — f,C c 9, B<¢C — 0) est fonctorielle de C*(Ab)



§2 THEOREME DE CECH-LERAY §2.2

vers la catégorie A(C*(Ab)) des suites exactes courtes de complexes (cf. 2.2.6).

f>eC = ( : 0 ottt ey otz e )
Qe+|(0)l l | id| id |
( . Cf 1 dea CZ d¢ CZ+1 diiq CZ+2 det2 )

pz(C)l id | id | ! |

BerC = (- — 1 Lot 0 0 )

d) Un foncteur additif entre catégories abéliennes induit un foncteur sur les catégories des com-
plexes (cf. 2.1.13, 2.2.1) qui respecte les troncatures et les suites exactes courtes de troncatures
de Oc.

2.1.16. Exercice. Avec les notations T —dz+2T _dﬂ+2T

précédentes, soit ¢ : B, C — B~,C[1] 0 . Ofr2 U2 ott2 g 0 e
avec @ = 0 sl k # £ et o = —dp. Vé- T —dz+1T _dHlT

rifier que ¢ est un morphisme de com- c! e, ottt Uil ottl g 0 S
plexes dont le cone s’identifie canonique- dg_ 1T T R —dy

ment au complexe C[1]. o1 0 qe 0 @ C* -
En écrivant les complexes verticalement, d zsz T —dp_4

on retrouve le diagramme ci-contre. Le Ci-2 0 e 0 oCct! =
morphisme de complexes ¢ est alors un defaT T —dy QT
quasi-isomorphisme si et seulement si le

complexe C' est acyclique. B« C —F— Bay C[1] I e(p) = C] #

2.2 Catégorie des bicomplexes associée a une catégorie abélienne

Etant donné une catégorie abélienne Ab, sa catégorie de ses complexes C*(Ab) est également
abélienne et nous pouvons considérer la catégorie de ses complexes, c’est a dire a la catégorie
C*(C*(ADb)), notée aussi C**(Ab). Ses objets se représentent toujours sous la forme:

43 sz 02 071 01 C() do C1 o1 CQ )

mais cette fois, les C* sont des complexes et les §;, des morphismes de complexes. Si nous repré-
sentons chaque complexe C* verticalement, nous obtenons la représentation plus explicite suivante

Td:z,l Td 1,1 Tdﬂ,l le 1 TdQ,l

531 07271 5o C- 11 S-1,1 Co’l 80,1 Cl 1 01,1 0271 02,1
T d_s T d_1,0 T do,0 T dio T da o
) d-30 20 02,0 o0 d-1,0 00 30,0 0 1,0 20 620 (B)
T ds 1 T d_i,-1 T do,-1 T di,—1 T dy,—1
03,1 21 02,1 o 0-1,-1 fo L BN R 01,1 o 02,1

T d,Q‘,‘Z T d,L,g T d0,72 T d1,7z T d2,—2

ou les sous-diagrammes sont commutatifs. C’est ce que ’on appelle un «bicompleze a termes dans
Ab ».
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2.2.1. Foncteurs induits. Un foncteur additif transforme un complexe de Ab en un complexe de
ADb' (¢f. 2.1.13) induisant un foncteur additif, lui aussi, C*F : C* Ab ~» C* Ab’ (noté souvent F
par abus). Le foncteur C*F est alors un foncteur additif et nous pouvons itérer le procédé a vo-
lonté. Le foncteur additif F induit ainsi des foncteurs additifs sur les catégories de n-complexes
quel que soit n. Ces foncteurs sont tous exacts (resp. a gauche, a droite) si F lest.

2.2.2. Foncteurs de translation. On note J, : C**(Ab) ~» C**(Ab) le foncteur «de translation
horizontale» qui fait correspondre
(C*",da) ~ (D*",d, ), avec DM* = CF et d = —dii1.
{ (¢ :C1— Co) ~ (Tn(p) : Tn(C1) = Ti(Cy)),  avec Tn(0)k,e = Prti,s
Le foncteur «de translation verticale » noté T, : C**(Ab) ~~» C**(Ab) se défini symétriquement.

On notera aussi T7T*(C) = Cn,m] et T7T*(¢) = @[n, m] pour tous n,m € Z.

2.2.3. Foncteur de cohomologie verticale. Le foncteur h* : C*(Ab) ~ Ab de k-ieme cohomo-
logie de la section 2.1.8 induit (2.2.1) un foncteur de «k-iéme cohomologie verticale »

hk = C*(h*) : C**(Ab) ~» C*(Ab)
dont l'action sur le bicomplexe (B) donne le complexe des k-iemes cohomologies (verticales) :
hk(5fz,*) hk(c_l’*) hk((;fl,*) hk(CO’*) hk(50,*) hk(cl’*) hk(ély*) hk(C’z’*) hk((sz,*)

que 'on peut représenter par :

1 1 1 1 1
PO oty DO ooy 0 gty POW) o2y 0

05,* [)5,* [)(5* 0(5* 06*
P02, ooty SO ooy 0 oty OW) o g2y 0

RN (S0, v 180, (614 18,4
e ooty O ey gy B0, ety O, oy gy MR,

(By)
Le foncteur de cohomologie vertical & donc comme effet d’“effacer” les fleches verticales, on peut
le voir comme un foncteur h, : C**(Ab) ~» C*(Ab)Z

2.2.4. Foncteur de cohomologie horizontal. Le méme foncteur de cohomologie de 2.1.8 appli-
qué cette fois & la catégorie C*(C*(Ab)) donne le foncteur de « cohomologie horizontale »
Y : C*(C*(Ab)) ~ C*(Ab)

dont Paction sur le bicomplexe B donne la suite de complexes de cohomologies (horizontales) re-
présenté dans:

T hi(de) T hod 1) T hide) T n2(de)

O (ohty) ro(C*") r'(C*") r*(C*1)
T h(du o) T e o) T hi(de) T h2(du.o)

h—l(Co,O) hO(C.’O) hl(C.’O) hQ(Co,O) . (Bh)
T h e, ) T hod., 1) ] hide, ) T h2(de, )

hfl(Coﬁl) hO(C-,fl) hl(co,fl) h2(C-,71)
T hi(de, ) T r(d., ) 1 r'(d.. ) 1 h2(d.,»)
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Le foncteur de cohomologie horizontale a donc comme effet d’“effacer” les fleches horizontales,
on peut le voir comme un foncteur hy : C**(Ab) ~ C*(Ab)Z

2.2.5. hy o hy, # hp o h,. Les foncteurs h, et h, apparaissent naturellement comme des foncteurs

a valeurs dans la catégorie des bicomplexes, le premier 0 0 0

dans la sous-catégories des bicomplexes a fleches verti- T @) T T

cales nulles, le second & fleches horizontales nulles. Il est 0 — Z —— Z —— 7Z/(2) — 0
donc possible de les itérer mais les foncteurs ne commu- M(S)T u(2)T u(O)T (B')
tent pas nécessairement. Par exemple, dans le bicom- 0 — Z e Z —7/(3)—0
plexe B’ ci-contre ou p(m)z = mz, les lignes sont exactes ) ) )

et alors hy(hp(B')) = 0. Par contre, h,(B') et hp(h,(B')) 0 0 0

sont respectivement :

0 0 0 0 0 0
0-72/3)—7/2) - 7/2) =0 0 7Z/(3) 0 0 0
0—- 0 — 0 —Z/3)—0 0 0 0 Z/3) 0

0 0 0 0 0 0

(ho(B)) (hn(ho(B')))

2.2.6. Catégorie des suites exactes courtes. On note maintenant A(C* Ab) la catégorie dont
les objets, notés (Cl, ¢, 1), sont les suites exactes courtes de complexes de C*(Ab),

C, — (0—>Cli>02i>cg—>o),

que l'on interprete naturellement comme la sous-catégorie pleine de C**(Ab) des bicomplexes con-
centrés sur les colonnes 1,2,3, tels que pour chaque k € Z, la suite courte 0 — CF 2k Cck In
Ck — 0 est exacte.

La catégorie A(C* Ab) est additive mais n’est généralement pas abélienne comme I’a montré
I’exemple du bicomplexe (B') du paragraphe précédent que nous pouvons voir comme morphisme
des suites exactes courtes horizontales. Le bicomplexe h,(B’) montre respectivement les complexes
conoyau et noyau, le premier n’est pas exact a gauche et le second n’est pas exact a droite.

Si nous appliquons maintenant le foncteur de cohomologie verticale au bicomplexe Cj nous ob-

tenons le bicomplexe a fleches verticales nulles :
h* h*
0= 2°(C1) 2 p(ey) L b (ey) > 0 (ho(C))

dont les lignes ne sont pas nécessairement exactes ().

Les correspondances C, ~ h*(C;) sont fonctorielles de A(C*(Ab)) & valeurs dans Ab” et les
fleches h*(p) et h*(¢) sont des morphismes de foncteurs. La suite (h,(Cy)) s’interprete donc comme
un complexe de foncteurs additifs.

Le théoréme suivant est fondamental en algebre homologique, (cf. le théoreme de 2.1.12).

4Ces suites sont pourtant toujours exactes au terme central.
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2.2.7. Théoréme

a) Pour tout toute suite exacte courte (Cl, ,v%) de complexes de C*(Ab), il existe un morphisme
d(Cy) : h(C5) — h(Cy)[1] fonctoriel par rapport a (C.,,v) € A(C*(Ab)), tel que la suite
longue

ite;

- B e h

h*(«p) *(@) h*+1(c2) h*(w) h*+1(C3)

* ) * ) x+1
R (4) ()

h(Ch) h(Cs) h*(Cs)
est un complexe acyclique.

b) Une inclusion (resp. surjection) de complexes ¢ : C — C' est un quasi-isomorphisme si et
seulement si, le complexe coker(y) (resp. ker(yp)) est acyclique.

¢) Si &, : Cy, — Cs, est un morphisme de suites exactes courtes de complexes tel que deux des
trois morphismes &1, P9, @3 sont des quasi-isomorphismes, alors le troisieme 'est également.

Démonstration. Consulter n’importe quel livre d’algebre homologique élémentaire. L]

2.2.8. Complexe simple associé a4 un bicomplexe borné inférieurement. On définit le fonc-
teur additif ¥ : C**(Ab) — C*(Ab) «complexe simple associé».

Action de ¥ sur un bicomplexe. Pour tout bicomplexe C := (C**, 4, ., ds ) d’objets de Ab, on
note (X(C); D(C)) le complexe de C*(Ab) suivant :

o S(O) = B, O, Yo, ,
o {D((J)k: 2(C)F = B(0)F ol |
Teyp > 0rd(—1)dx - CM}L—Q"""E- ------------------
ol nous avons omis des indices superflus pour amélio- o (L)Cd i
rer la lisibilité. Le graphique suivant résume ces don- % 0| |
nées et tente d’illustrer 1’égalité Dy 1o Dy = 0. L Oottl Ccctietl
. . , O
ction de ¥ sur un morphisme. Etant donné un mor- <, (41)°d AR

phisme de bicomplexes a, . : C;™* — C5* on note, | |

Cc,é Cc+l,€

Y(a): 2(C)F — B(Cy)F. o7 s o s

1 T ;
le morphisme @,,_.,, ¢ dont la commutation avec 'W'

les différentielles horizontale et verticale est évidente.
11 s’ensuit que 'on a ()10 D(Ch) = D(Co)r o X(a)k et que B(a), : X(Ch)* — X(Cs)* est bien
un morphisme de complexes.

2.2.9. Proposition. Le foncteur «complexe simple associé» ¥ : C**(Ab) — C*(Ab) est covariant
additif et exact.

2.2.10. Critere d’acyclicité du complexe simple associé

Définitions. Un bicomplexe C** est dit «borné inférieurement » lorsque ses termes C*J sont nuls
des que I'un des indices i, j est assez négatif, autrement dit, C** € C**(Ab) := C*(C*(Ab)) (cf.
2.1.6). Un bicomplexe C** est dit du «premier quadrant» lorsque ses coefficients C*J sont nuls
deés que I'un des indices i, j est négatif, autrement dit, C** € CZ*>%(Ab).

~10 —
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Théoréme. Soit C € CY"(Ab). Le complexe (%(C); D(C)) est acyclique dans les deux cas
suivants

e 1,(C):=0 ou e hp(C):=0

Démonstration. Il suffit de raisonner dans le cas ou C' est

un bicomplexe du premier quadrant de lignes exactes. Soit d(io) =0

k€N et noton:f:: (fco,...,zk)g?ﬂvk@-~-@0k*? un élé- 25— 8(20) F d(z1) = 0

ment de X(C)® annulé par Dy. Si T # 0, notons j le plus 4

grand des indices tels que x; # 0, alors 6(z;) = 0 et il existe 0 21— 0(21) £ d(zs) =0
y € CILE7T tel que §(y) = x; grace a l'exactitude des

lignes de C. Notons 7 I'élément (yo,...,yr_1) € (C)*! Y1 2y~ 5(zy) = 0
avec y; =0sii# j—1et yj_1 =y. Le cocycle T est alors T
cohomologue & Z' := T — D(y) dont le plus grand des indice 0 0

j" tel que a2, # 0 vérifie j' < j. L'itération de ce procédé,
possible puisque toutes les lignes sont exactes, s’arréte apres au plus k étapes et montre que T est
un cobord. -

2.2.11. Un critére de quasi-isomorphie de complexes simples associés. Le critere de 2.2.10
est aussi conséquence du critére de quasi-isomorphie de complexes simples associée suivant.

Théoréme. Soit ¢, . : C;”™" — C5™ un morphisme de bicomplexes bornés inférieurement. Le mor-
phisme des complexes simples associés X(p) : 3(C4) — X(C3) est un quasi-isomorphisme dans les
deux cas suivants

e h,(p) est un isomorphisme ou e hy(p) est un isomorphisme

Le théoreme de 2.2.10 résulte alors du cas ou C; =0 et Cy = C.

Démonstration du théoréme. On donne le raisonnement pour le cas de la cohomologie verticale
et 'on supposera le support des bicomplexes contenu dans le premier quadrant. La fonctorialité
des troncatures bétes du paragraphe 2.1.14 permet de définir le sous-bicomplexe C*>%* de C** de

mémes colonnes d’indice positif et nul sur la colonne 0,%

0 0 . 0— C7% — ¢ — CV" =0
0. On note C"* := C**/C*>"*; sa colonne 0 coincide
avec celle de C' et ses autres colonnes sont nulles. On “"'>°l ‘pl ‘Pov*l

0,%

considere alors le morphisme de suites exactes courtes 0 — Cj 20 oy —s ' — 0

de bicomplexes (B) qui donne lieu au morphisme de = 5
suites exactes courtes de complexes simples associés 0— XC7" —— XC) » LC =0

(B)

(EB) ott Lpg, : BCY = N CY* s'identifie trivia- z¢,>0l zwl Eapg,*J( (X B)

lement au mo,rphisme o : cV - CY* dont on a 0 2Cy"— $C, — 2CY -0
supposé que c’est un quasi-isomorphisme.

Il s’ensuit (c¢f. 2.2.7-0c) que X ¢ est un quasi-isomorphisme si et seulement si ¥ e~ l'est, mais
aussi, par une itération évidente de ces idées, que X ¢ est un quasi-isomorphisme si et seulement si
Y ek 1'est pour n’importe quel k > 1. On peut méme raffiner sans difficulté cette assertion en di-
sant que X ¢ est un quasi-isomorphisme en degré ¢ si et seulement si X @e~ 5 ’est pour n’importe
quel k£ > 1. Or, sous cette forme il ne reste plus rien & démontrer puisque les termes des complexes

¥ C*>%* sont nuls en degrés < £ (car C' du premier quadrant). (]

— 11 —
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2.2.12. L’idée de découper une suite exacte longue pour fabriquer deux complexes quasi-isomorphes
de lexercice 2.1.16 se généralise au contexte des bicomplexes (c¢f. 2.2.1). En effet, si C** est un bi-
complexe, nous pouvons découper chaque colonne comme indiqué dans l'illustration de 2.1.16 pour
obtenir un morphisme de bicomplexes ¢, . : Ccorst C"’*>Z[O, 1] avec @ep = dey €t o = 0 si

FAL Tt T T R
- 0 - 0 - 0 — - C" 5 Y — C*
T T T T ) T
- 0 - 0 - 0 — N O N CL L oLt
T ) T o T ) T
s’ | — | s 0P s o 0P o
T ) T T 1 T
N O Y CLLE Y oL L - 0 - 0 - 0 —
T ) T T T T
—-C" 5 - - 0 - 0 = 0 —

L 1 1 T | L T 1 T |
E(Co,*<2) E(a,) Z(C.’*>2[07 1])

La remarque de I'exercice 2.1.16 jointe au théoreme 2.2.10 prouvent alors le corollaire suivant.

2.2.13. Corollaire. Avec les notations en cours, si C € C"*(Ab) est tel que h,(C) = 0, le

morphisme de complexes - .
S(p) : 2 (C Y — o (€10, 1])

est un quasi-isomorphisme.

2.2.14. Notation E:O. Le foncteur “complexe simple associé” étant additif, induit des foncteurs
sur les catégories des multicomplexes. Son action transforme un n-complexe en un n — 1-complexe
en opérant des regroupements suivant une paire d’indices dont la notation devra faire référence ex-
plicite. Par exemple, sur un n-complexe constitué d’objets C#+in avec i) € Z, l'opérateur qui
indexe par i, les regroupements des termes suivant la diagonale i,, 7, défini 'opérateur

E(Cilv“77'.a7~~aib’~~~gin) U sla-15RyTattseenslbyeenin =Y, Cilw~7ia—1,ia,,ia+1,~--:ib,m,in
k=ig+ip

que ’on notera X3 ;. L’opérateur EZ p est défini de maniere analogue. Enfin, pour une référence
: ;
. . ya a4 . *
des indices non alphanumérique, on préférera la notation X, (_).

2.2.15. Exercice. Soit I* un foncteur additif de Ab vers CY(Ab) qui fait correspondre & chaque M € Ab
une suite exacte longue (0 — M — I*(M)) = (0 - M — I°(M) — I'(M) — ---). Montrer que pour
tout complexe M*® € CT(Ab) on a un quasi-isomorphisme canonique M® — o If(M *) fonctoriel sur la
catégorie CT(Ab).

§3. Cohomologie des faisceaux

La référence incontournable pour cette section est [Go].
3.1 Préliminaires

On désigne par X un espace topologique et par Faisx(Z) la catégorie (abélienne) des faisceaux
de groupes abéliens sur X . Pour tout ouvert U C X et tout G € Faisx(Z) on note I'(U;G) le

—-12 —
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groupe des sections de G au-dessus de U. La correspondance G ~ I'(U; G) est fonctorielle, additive,
exacte a gauche, de Faisx(Z) vers la catégorie Mod(Z) des groupes abéliens.

Pour G € Faisx(Z), on appelle «résolution de G » toute suite exacte longue de faisceaux
gt -5 g* =

on la note € : G — (G*, d). Le morphisme ¢ s’appelle I'«augmentation (de la résolution de G )»(’).

dy dy

0-G—¢g°

3.1.1. Faisceaux flasques. Un faisceau F € Faisx (X)) est dit «flasque » si ses sections locales sont
restrictions de sections globales, autrement dit si Uapplication I'(X; F) — T'(U; F) est surjective
quel que soit 'ouvert U C X .

3.1.2. Proposition

a) Pour toute suite exacte courte de faisceaux 0 — F — G — G’ — 0 avec F flasque, la suite
courte de groupes abéliens

0—-IU;F)—T(U;G) —T(U;G")—0
est exacte, quel que soit 'ouvert U C X .

b) Pour toute suite exacte longue de faisceaux flasques: 0 — Fy — F1 — Fa — - - -, la suite longue
de groupes abéliens
0->T(U;FR) — U, F) —TU; F) — -+

est exacte, quel que soit 'ouvert U C X .

3.1.3. Résolution flasque de Godement. A tout un faisceau G sur X on associe un espace to-
pologique &g et une application étale pg : &, — X dont la fibre en z € X s’identifie a ’ensemble
G, des germes de G en z. Le faisceau des sections locales continues de pg s’identifie a G et c’est
un sous-faisceau du faisceau des sections locales ensemblistes €% G qui est clairement flasque. La
correspondance «(©)
G~ (G—6xG)

est fonctorielle et ezacte de Faisx(Z) vers la catégorie C*(Faisx(Z)) des complexes de faisceaux
bornés a gauche. On procede ensuite par induction: ayant défini le complexe ezact de foncteurs

exacts do(2) dia(— di—1

bk () LS k)

0 - id() ~ 4

le conoyau de dj,_1(_), noté Q(_), est, lui aussi, un foncteur exact. On pose alors Gy () :=
ER(Q(L) et (di(L) : CE(L) — EE™ (L)) la composée du morphisme canonique €(_) — Q(_)
suivi du morphisme €(Q(_)) : Q(_) — €2 (Q(_)). La suite

do(-) o del= di-1

)\ ok 0) di(0)
6 (L) —= (L) —— G ()

0—id(L) < €20

est alors un complexe de foncteurs exacts dont I’homologie est nulle en tout degré < k.

5Plus généralement «augmenter un compleze» 0 — C° o, ©1 5 ... consiste & le rendre exact & gauche
en lui rajoutant le terme C~! := ker(dy) via I'injection canonique € : C~! — C° que 'on appelle «le mor-
phisme d’augmentation ». Le complexe 0 — C~1 — C° — C' — .- s’appelle «le complexe augmenté». Cette
procédure est fonctorielle et c’est une équivalence de catégories entre la catégorie des complexes a support
dans [0, +oo[ et la catégorie des complexes & support dans [—1, 4+o00[ exacts en degrés {—1,0}. La procédure
symétrique donne lieu a la notion de «co-augmentation ».

~13 -
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L’itération de ce procédé donne le foncteur «résolution (flasque) canonique de Godement », il est

n0té F ~ (e(]-") o (G F; d*(]-'))) .

3.2 Cohomologie des faisceaux

3.2.1. Définition. On appelle «k-iéme groupe de cohomologie de faiscecauz de G € Faisx(Z) au-
dessus de l'ouvert U C X » et on note H*(U;G), le k-itme groupe de cohomologie du complexe

D(U; (%5 G, d.(G))) == (o ST ELG) — T(U;6LG) — DU G2 G) — -- )

soit

H*(U;G) = W'T(U; (¢x G,d.(9)))

3.2.2. Augmentation du complexe de Godement. La suite longue 0 — G 9, (€% G;d.(G))
est un complexe exact & gauche, i.e. €(G) est une «augmentation» du complexe de Godement.

3.2.3. Exercice. Montrer que T'(U; ¢(G)) induit un isomorphisme entre I'(U; G) et H°(U;G)

3.2.4. Faisceaux acycliques. Un faisceau G est dit « acyclique sur un ouvert U » lorsque se groupes
de cohomologie de faisceau au-dessus de U en degrés positifs sont nuls, i.e. H>°(U;G) = 0.

3.2.5. Exercice. Un faisceau flasque est acyclique au-dessus de tout ouvert (3.1.2).
3.2.6. Théoréme (Leray). Soit € : G — (G*,d,) une résolution de G € Faisx(Z) ot chaque G*

est acyclique sur U C X . Alors, le groupe de cohomologie de faisceaux H*(U;G) s’identifie cano-
niquement au k-ieme groupe de cohomologie du complexe T'(U; (G*,d.)).

Démonstration. En appliquant le foncteur T T T T
(exact) «résolution de Godement» sur chaque 0= TG G — 5§ — G-
terme de la suite longue € : G — (G°,d.) E g o g . g )
on obtient le bicomplexe de faisceaux du pre- 0— CxGp &9 — &G — &G —
mier quadrant de lignes et colonnes exactes + ¢0 Tl 2
représenté ci-apres. L’application du foncteur 0— % T gT — gT — gT -
I'(U; —) transforme ce bicomplexe en un bicom- 0 0 0 0

plexe de groupes abéliens dont les lignes d’indices > 1 sont exactes d’apres 3.1.2 et les colonnes
d’indices > 1 le sont aussi en raison de 'acyclicité des G°®. La cohomologie du complexe simple
associé au bicomplexe 0 — I'(U; %% G*) (partie grisée) est alors canoniquement isomorphe a la
cohomologie du complexe 0 — T'(U; G*) grace au corollaire 2.2.13, et est aussi canoniquement iso-
morphe a la cohomologie du complexe 0 — T'(U; €% G) en raison de la version symétrique du méme
corollaire, or cette derniere est précisément H*(U;G). [

3.2.7. Remarque. L’intérét pratique immédiat de ce théoreme vient de la souplesse qu’il permet dans le
choix de résolutions d’un faisceau. Ainsi, toute résolution flasque d’un faisceau (cf. 3.2.5), pas seulement celle
de Godement, permet le calcul de ses groupes de cohomologie.

— 14 —
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3.2.8. Propriétés générales de la cohomologie de faisceaux. Nous avons défini dans les pa-
ragraphes précédents la cohomologie d’un faisceau. Si maintenant nous avons un morphisme de
faisceaux « : Gy — G, la fonctorialité de la résolution canonique de Godement donne un mor-
phisme de complexes €5 o : €x G1 = €5 G2 et donc un morphisme de cohomologies de faisceaux
HY(Usa) : H{(U;G1) — H*(U;Gy).

3.2.9. Théoréme. Soit U un ouvert de X . Soient G; des faisceaux de groupes abéliens sur X .

a) La correspondance qui associe
G~ H*(U;G), (a 1 G — Qg) ~ (H*(U;a) :HY(U;G1) — H*(U;QQ))

est fonctorielle additive et covariante de Faisx(Z) vers la catégorie Mod(Z)N.

b) Le morphisme de foncteurs I'(U; ) — I'(U'; _) correspondant a une inclusion d’ouverts U’ — U,
induit un morphisme de foncteurs de cohomologie H*(U;_) — H*(U’;_).

¢) Pour toute suite exacte courte 0 — G; — Go — G3 — 0, il existe un morphisme de connexion
c(U),: H(U; G3) — H**Y(U; G)) tel que la suite longue de cohomologies
) ()
0— HU;G1) — H'U;Go) — H(U; Gs) —— H'(U;G1) — H' (U;G) — H'(U;G3) —
est exacte. Ces suites, particulierement le morphisme de connexion c¢(U)., sont fonctorielles sur
la catégorie des suites exactes courtes de faisceaux et sont naturelles relativement aux inclusions
d’ouverts U' C U.

Indications. Les assertions (a,b) sont immédiates, pour (c¢) il suffit de remarquer que 1’applica-
tion du foncteur “résolution de Godement” sur la catégorie des suites exactes courtes de faisceaux,
défini un foncteur a valeurs dans la catégorie des suites exactes courtes de complexes de faisceaux
flasques. On a, pour un morphisme de suites exactes courtes,

0—-G -G, —G3—0 0 — 6x(G1) = 6%x(Ga) = €%(G3) = 0
{ 4 { ~ 4 { {
0—G, —G,—G,—0 0 — 6x(G)) — €X(G) — €x(G5) — 0

Ensuite, le foncteur I'(U;_) appliqué au bicomplexe 0 — €5 G1 — €5 G2 — G G3 — 0 préserve
Pexactitude des lignes (c¢f. prop. 3.1.20a) et nous fait passer de la catégorie des suites exactes
courtes de complexes de faisceaux flasques a la catégorie des suites exactes courtes de complexes
de groupes abéliens,

0 — Cx(G1) = Cx(G2) = Cx(Gs) = 0 0—I(U;8x(G1) = T(U;%x(92)) = T'(U;6x(Fs)) = 0
1 1 1 ~ 1 1 1
0— %x(G1) — €x(Gs) = Cx(Gs) — 0 0T (U:%x(G1) = T(U:%%(G3)) = T(U;%x(G3)) — 0
on conclut alors en appliquant le théoreme 2.2.7. ]

3.3 Cohomologie de Cech des faisceaux

3.3.1. Complexe de Cech. Pour tout préfaisceau P de groupes abéliens sur X et toute famille
U = {U,}aea d’ouverts de X on note C‘k(u;'P) le «groupe des k-cochaines de Cech  valeurs dans

~15 —
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P et relatives a U »: k
c'ur)y= I P00l

ap<--<ag

ol Uyy...ap, := Uy, N -+~ N Ug,. On définit ensuite la « différentielle de Cech»
<k = k+1 k+1 ;
di: C"U:P) = CUP) dk@ay e = D (1) 0, e

dont on vérifie aisément que dy1 o d, = 0. On note (C’*(U; P); d*) le « compleze des cochaines de
Cech a valeurs dans P et relatif & U »

3.3.2. Exercice. Vérifier que pour tout complexe de préfaisceaux (P*®,d,) et chaque k € N, la cohomologie
du complexe C’“(u; P*) s’identifie au produit des cohomologies des complexes I'(Uy,...q,; (P*, da)).

3.3.3. Augmentation du complexe de Cech. Soit ¢(U;P) : P(X) — C’O(U;P) le morphisme
qui associe & une section o € P(X) I'élément €(0) € [[,cq P(Ua) tel que €(o)q = oy . La suite
longue 0 — P(X) RN
du complexe de Cech. (°)

(C'*(U;P);d*) est un complexe, on appelera e(U;_) 1'«augmentation »

3.3.4. Cohomologie de Cech. Avec les notions précédentes, on appelle «k-iéme groupe de co-
homologie de Cech d’un préfaisceau P relativement ¢ U » les k-iéme groupe de cohomologie du
complexe (C’*(U;P); d*), on le note H*(U;P).

3.3.5. Exercice. Montrer que si P est un faisceau et si U est un recouvrement de X, 'augmentation e(U/; P)
induit un isomorphisme entre P(X) et HO(U;P).

3.3.6. Faisceautisation du complexe de Cech. Les notation étant celles des paragraphes pré-
cédents, on note U MV = {U, N V}4en pour tout ouvert V' C X, et on pose

(C(U;P),d)(V) := (C'(UMV;P);ds)

Lorsque V' C V' les morphismes de restriction P(Uy,...q, N V) = P(Uyy...a, N V') induisent un

morphisme de restriction Q’“(u i PIV) — Q’“(u ;P)(V) clairement compatible aux différentielles de
Cech. On a ainsi une complexe de préfaisceaux sur X noté (C’*(U i P), d.) muni de I« augmentation »

eU;P): P — (C"(U; P),d.) définie par T(V,eU; P)) = e(V,U; P) (3.3.3).

Le théoreme suivant est fondamental, surtout pour l'assertion (b).

3.3.7. Théoréme. Soit G un faisceau sur X .

a) Pour tout k € N, le préfaisceau ék(u; G) est un faisceau qui est flasque si G est flasque.

b) Si U est un recouvrement de X, le complexe 0 — G - (C”(U; G), d.) est acyclique.

Démonstration. (¢f. §5 [Go], Thm. 5.2.1 p. 206.) m

oIl y a ici un petit abus de langage dans la mesure ol le complexe de Cech augmenté est exact & gauche, &
priori seulement lorsque P est un faisceau et que U est un recouvrement de X.

~ 16 —
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3.3.8. Théoréme de Cech-Leray pour la cohomologie des faisceaux. Soit G € Faisx(Z). Un
recouvrement U de X est dit «acyclique pour G» ou «G-acyclique» lorsque G est acyclique au-

dessus de chaque ouvert Uy, q,.

3.3.9. Théoréme. Soient G € Faisx(Z) et U = {Uq}qen un recouvrement ouvert de X .

a) Sild et G-acyclique, la cohomologie de faisceaux de G s’identifie canoniquement a la cohomologie

de Cech de G relative & U, i.e.

H*(U;G) ~ H'(X;0)

b) Soit ¢ : Gi — Gy un morphisme de faisceau tel que H*(V; ) : H(V;G1) — H*(V;Gs) est un

isomorphisme au-dessus de chaque ouvert V = U,

0---0 2

alors

HY(X;p): H(X;G1) = H(X;Gs)

est un isomorphisme.

Démonstration

a) La preuve est semblable & celle du théoréme de Leray (3.2.6). La résolution de Godement appli-
quée au termes de la résolution de Cech 0 — G — C*(U;G) (cf. 3.3.7-0b) donne le bicomplexe

de faisceaux du premier quadrant

) ) ) T

0 GG CU;EG) — C U;EG) — C(U;GLG) —
) ) 0 T

0 €06 b CWU;ELG) — C' UL G) — C°(U;EL6) —
+ 4 1 1

0 ¢ + w6 — C'WU6 — CWUG —
0 ) ) T
0 0 0 0

que le foncteur T'(X; _) transforme en un bicomplexe de groupes abéliens de lignes d’indices > 1

exactes car sections globales de suites exactes de faisceaux flasques (3.3.7) et les colonnes d’in-
dices > 1 le sont également puisqu’elles calculent la cohomologie de faisceaux de Q’“(u ;G) qui
n’est autre que le produit des cohomologies faisceaux G| Usyay? triviales par hypothese. La co-
homologie du complexe simple associé au sous-complexe T'(X; C*(U; 65 G)) (partie grisée) est
alors canoniquement isomorphe, d’une part & la cohomologie de faisceaux de G, et d’autre part
a la cohomologie de Cech de G relative a U (cf. 2.2.13).

b) Le morphisme H*(X;®) est un isomorphisme, si et seulement si les sections globales du

morphisme €5 ¢ : €xG1 — €xGo, défini par le foncteur «résolution de Godement», est
un quasi-isomorphisme, autrement dit, si et seulement si la cohomologie des sections glo-

bales du cone de %5 ¢, noté F*, est nulle (2.1.12-0b). Soit B** le bicomplexe du premier

quadrant ci-contre, ou la ligne ¢ est le complexe de 4 4 4

Cech augmenté associé a F¢. Comme chaque ligne 0 72 C’O(M'fQ) o 01(2/{'}_2) .
de B** est une suite exacte de faisceaux flasques =) =)

(3.3.70a), la cohomologie du complexe simple associé Tl 0 T " .1 T "

au bicomplexe I'(X; B**) est nulle (3.1.20b, 2.2.10), 0> 7 2 CUF) > CUT) =
et la cohomologie de I'(X; F*) s’identifie canonique- T i T 1 T 0

ment a celle du complexe simple associé au bicomplexe 0—F'=C (U; F ) = €U FY) =

oo I

—17 -
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I'(X;C*(U; F*)) (version symétrique du corollaire de
2.2.13). Or, les colonnes de ce bicomplexe sont les pro-
duits des complexes T'(Uy,...a,; F*) (3.3.2) dont les cohomologies sont nulles puisqu’il s’agit des
cohomologies des cones des morphismes I'(Uy,.. q,; €% ¢), qui sont des quasi-isomorphismes par
hypothese. On conclut par 2.2.10. [

§4. Hypercohomologie des complexes de faisceaux

Cette partie étend les définitions et résultats de la section précédente de la catégorie Faisx(Z) a
la catégorie C* (Faisx(Z)) des complezes de faisceaux bornés inférieurement.

4.1 Hypercohomologie des complexes de faisceaux

L’«hypercohomologie » au-dessus de 'ouvert U C X d’un complexe de faisceaux borné inférieu-
rement G*, notée IH*(U;G*), est la cohomologie des sections globales du complexe simple associé
au bicomplexe (borné inférieurement) €5 G*, on pose donc

H*(U;G%) == I'T(U; £2,(%% G°))

4.1.1. Commentaire. Le foncteur (_)[0] : Faisx(Z) ~ C* Faisx(Z) (2.1.4) identifie la catégorie de faisceaux
A la sous-catégorie pleine de C™ (Fais X(Z)) des complexes concentrés en degré zéro. Ainsi, pour tout fais-
ceau G, on a X 65 G[0] = 65 G et H*(U;G[0]) = H*(U;G). L’hypercohomologie étend de cette maniere la
cohomologie des faisceaux.

4.1.2. Morphisme canonique de foncteurs E(X;_) : h*(T'(U;_)) — IH*(U;_). On construit
un morphisme canonique de complexes de faisceaux

€(G%):G* — 25,65 G"

par découpage de la premiere ligne (cf. 2.2.12) du bicomplexe construit & partir du complexe (ho-
rizontal) G* en lui appliquant, terme & terme le foncteur «résolution de Godement augmentée» :

b 1 4
0— %xG° — G — GG —

) ) )
0 E2G° - €RG' — €2G* =

+ + + T e
0- ¢ — ¢ — G =

) ) )

0 0 0

Le morphisme €(G*®), naturel par rapport a G* € C* Faisx(Z), s’identifie au morphisme d’augmen-
tation d'un faisceau dans sa résolution de Godement (3.2.2) lorsque G* est concentré en degré 0.
La section de €(G*) au-dessus de U sera notée

eU;G%) : T(U;G%) — XL, D(U; 65 G°)

et le passage en cohomologie donne «le morphisme canonique de la cohomologie des sections de G*

~ 18 —
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vers I’hypercohomologie de G*®», noté

E(U;6°) : K1(T(U;6°)) — H*(U;G°)

4.1.3. Propriétés générales de ’hypercohomologie. Si ¢, : G — G5 est un morphisme de
complexes de faisceaux, la fonctorialité de la résolution canonique de Godement donne le mor-
phisme de bicomplexes €y @, : €% G} = €% G5 d’ott un morphisme d’hypercohomologies

H*(U; p.) : H*(U;G7) — H*(U;G3)

4.1.4. Théoréme. Soient U un ouvert de X et G € C*(Faisx(Z)).

a) La correspondance qui associe
G H'U:GY),  (pa: 01— G3) ~ (H'(Us) s H(U3G) - H'(U363))
est fonctorielle additive et covariante de C* Faisx(Z) vers la catégorie Mod(Z)N.

b) Le morphisme canonique ¢(U;_) : R*T(U;_) — IH*(U;_) (4.1.2) est un morphisme de foncteurs.

¢) Le morphisme de foncteurs T'(U; _) — T'(U’; ) correspondant & une inclusion d’ouverts U’ < U,
induit un morphisme de foncteurs d’hypercohomologie IH*(U;_) — H*(U’;_).

d) Pour toute suite exacte courte 0 — Gy — Gy — G5 — 0, il existe un morphisme de connexion
c(U), : H*(U;G3) — H*™(U;G}) tel que la suite longue d’hypercohomologies

0 — HU;G}) — H(U;G3) — H(U;G3) 2% H'\(U;63) — H'(U: G3) — H'(U; G5) ——24

est un complexe acyclique. Ces suites, particuliérement le morphisme de connexion c(U),, sont
fonctorielles sur la catégorie des suites exactes courtes de complexes de faisceaux bornés infé-
rieurement et sont naturelles relativement aux inclusions d’ouverts U’ C U'.

e) Si G* est un complexe acyclique (") son hypercohomologie est nulle, i.e.
(@) =0) = (mw:g)=0)
f) Un quasi-isomorphisme @, : G; — G5 induit un isomorphisme en hypercohomologie, i.e.
(nan) S n@) = (HW0:G) S H(U:6)

g) (Leray) Lorsque les faisceaux G* du complexe G* sont acycliques sur ouvert U, le morphisme
canonique

WT(U;G*) — H*(U;G*)
est un isomorphisme.

h) Un quasi-isomorphisme @, : G* — F* est appelé «résolution acyclique (resp. flasque ou molle) »
lorsque les faisceaux F* le sont. Dans ces cas, p, induit un isomorphisme canonique

H*(U;G%) —» W'T(U; F*)

7On rappelle qu'un complexe de faisceau (G®, d,) est acyclique si et seulement l'inclusion im(d;_1) C ker(d;) de
sous-faisceaux de G¢ est une égalité pour tout i. On a le critere qui dit: “(G®;ds) est acyclique si et seulement
si le complexe des germes (G2;d,,) est acyclique pour tout © € X7 (c¢f. [Go] §2.5 th. 2.5.1, p. 133).
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4.1.5. Commentaire. Ce théoreme étend le théoreme 3.2.9 de la catégorie des faisceaux a la catégorie des
complexes (cf. 4.1.1); il comporte quatre assertions absentes dans 3.2.9: les assertions Oe et Of triviales dans
ce cas, et Og et Oh qui généralisent I’énoncé qui dit que si un faisceau G est acyclique sur U, sa cohomologie

est celle du complexe T'(U;0 — G — 0), ce qui est clairement tautologique.

Démonstration du théoréme. Les assertions (a,b,c) sont immédiates. Pour (d), 'exactitude des
foncteurs “résolution de Godement” et complexe simple associé nous ramenent a la preuve de
lanalogue 3.2.9-(c) de cette assertion. Pour Oe on remarque que dans le bicomplexe T'(U; €% G*)
chaque ligne de T'(U ;‘5)’(“ G®) est exacte puisque sections sur U du complexe exact de faisceaux
flasques €% G* (exactitude du foncteur €% ), on conclu par 2.2.10. L’assertion Of résulte de Oe ap-
pliquée au é(p). L’assertion Og résulte du corollaire 2.2.13, appliqué au morphisme de complexes

L(U;G*) — T(U; X5, 65 G*) associé au découpage de bicomplexe de colonnes exactes représenté

ci-dessous.
T T T
0~ T(U;%G") — T(U;%xG") — T(U;%%G%) —
T T T
0 T(U;%2G% — T(U;62G" — T(U;%62G% —

-+

00— I'w;g" — ILU;GYHY — TU;G) —

T T T
0 0 0

L’assertion Oh est conséquence immédiate de Of et Og.

4.2 Cohomologie de Cech de complexes de faisceaux

Dans cette partie on étend la définition de cohomologie de Cech (cf. 3.3) de la catégorie des
faisceaux a la catégorie des complexes de faisceaux bornés inférieurement. Nous reprenons les no-
tations de la section 3.3. Alors, si P*® est un complexe de préfaisceaux de groupes abéliens borné
inférieurement, si U = {U, }qca est une famille d’ouverts de X, le « compleze des cochaines de Cech
a valeurs dans P® relatives a U » est le complexe simple associé au bicomplexe C”*(U ;P*), puis on

définit «la cohomologie de Cech de P* relative & U » par :

H*U; P*) = h* (25, C7(U; P*))

4.2.1. Morphisme canonique de foncteurs =E(U;_) : h*(T'(X;_)) — H*U;_). Tout comme

dans 4.1.2; on construit un morphisme canonique de complexes
eU;P*) :T(X;P°) — 25,C° (U P°)

par découpage de la premiere ligne (cf. 2.2.12) du bicomplexe construit a partir du complexe (ho-

rizontal) P* en lui appliquant, terme & terme le foncteur « compleze de Cech augmenté»:

—920 —
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“* h h
0 C'UPY) = C'WU:;PH - CUPY

) ) 0
0 C'U; P - C°U;PYH) - C°W:PY)

+ + + T e
0 I'X;P") — I'(X;P)) — I(X;P?H) —

) ) T

0 0 0

Le morphisme €(U; P*), naturel par rapport & P* € C*(Prefaiscx(Z)), s’identifie & I'augmentation
e(U;P) de la section 3.3.3 lorsque P* est concentré en degré 0. Le passage en cohomologie donne
«le morphisme canonique de la cohomologie des sections de P* sur X wvers la cohomologie de Cech

de P* relative a U », noté

E(U; P W (T(X;P*)) — H'(U; P°)

4.3 Morphisme canonique de foncteurs E(U; X;_) : HU;_) — H(X;_)

Soit G° un complexe de faisceaux borné inférieurement que nous allons imaginer comme repré-
senté perpendiculairement au plan de la page. Le foncteur «résolution de Godement» donne alors
le bicomplexe €(G°) : G° — G G° que nous représentons comme une suite exacte longue de com-
plexes de faisceaux: 0 — G° — €9 G° — €1 G° — €2 G° — ---. Si nous appliquons maintenant,

sur chaque terme de cette suite, le foncteur « complere de Cech faisceautisé», on a le tricomplexe

suivant :

) ) ) 0

0 C'U;G°) — C'U;ERG) — C (UG G°) — C U EEG) — -+
) ) ) T

0 C'U;G°) — C WU ERG") — C U6 G?) — C U GRG7) — -+

o] 1 0 1 (8)

0—- G —  HRG — G — ERG  — -
) ) ) T
0 0 0 0
indice 0 1 2 3

ou chaque colonne d’indice positif est un bicomplexe de faisceaux flasques et colonnes exactes
(3.3.7) ; propriété qui demeure vérifiée lorsque ’on applique le foncteur I'(X;_) a (B) (3.1.2-0b).
On déduit aussitot, par 2.2.13, que les morphisme induits T'(X; €& G°) — %2, C'(U; €¥ G°) (°) sont

des quasi-isomorphismes pour chaque k > 0 fixé. On a donc le diagramme commutatif :

$On rappelle que par la notation X, (_) nous signifions 'opérateur 3, ¥,—q o(_).

— 921 —
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0 0 0 0
) ) 0 )
0— X, C°(U;G°) — S5, C U ERG) — 5.C (U 6% G°) — 85, C° (U3 G°) — -
) To To to
0 TI(X;G°) — T(X;%G°) — T(X;%xG°) — T(X;636°) — -
) ) ) )
0 0 0 0
indice 0 1 2 3

(B
ou les fleches marquées par ‘o’ sont des quasi-isomorphismes. Si ’on regarde maintenant, sur une
meéme ligne, la suite des termes d’indice positif comme bicomplexe sur les directions horizontale et
perpendiculaire & la page (indiquée par ‘o’), les fleches ‘o’ apparaissent comme un morphisme de bi-
complexes induisant un isomorphisme sur la cohomologie de direction ‘o’. On peut donc appliquer
le théoréeme 2.2.11 et affirmer que les fleches ‘o’ induisent un quasi-isomorphisme des complexes
simples associés, ce qui donne les diagrammes commutatifs suivants :

525, C (U G°) — T, 52, CT(U; 63 G°) H*U;6°) — 1 (55,52, C"(U; €% G°))
cohomologie
T eU:G°) EmoT q.i. — T EWU:G°) h*(zmoﬁ iso
N(X; 67— 290,52 (X %64 0°) WT(X;0°) — 90, HY(X;67)

Maintenant, la composition de la fleche horizontale H*(U;G°) — h* (35, 25, C'U; 6y G°)) avec
linverse de h*(Xg, o) est naturelle par rapport & G°, nous le notons

EU;X;-) s B U ) — H*(X;-)

c’est le «morphisme canonique de la cohomologie de Cech vers I’hypercohomologie ».

Nous avons ainsi un diagramme commutatif de foncteurs

RT(X; ) — Y s )
lE(ZA;X:J
=(X;-)
H*(X;_)

4.3.1. Remarque. Pour U = {X}, on a trivialement =(U;_) =id(_) et E(U; X;_) = E(X;_).

4.3.2. Troncatures et suites exactes longues. Les foncteurs I'(X;_) et C"“(u ;) n’étant géné-
ralement pas exacts a droite, les foncteurs h*(T'(X;_)) et H*(U;_) ne génerent pas de suite exacte
longue de cohomologie lorsqu’ils sont appliqués a des suites exactes courtes de complexes, con-
trairement au foncteur IH*(X;_) (3.2.9). C’est par contre bien le cas pour une suite exacte de

troncatures bétes (2.1.14, 2.1.15-0d) :

qii1,e De,e

0—>B>¢C' cC* ﬁg@C'-)O,

puisque sur chaque ligne k, I'une des fleches ge41,1 ou py i est un isomorphisme tandis que 'autre
est nulle. On en déduit aussitot le lemme suivant laissé en exercice.
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4.3.3. Lemme. Les morphismes de foncteurs Z(U; ), E(U; X;_) et E(X;_) induisent des mor-
phismes de suites exactes longues,

0—h'T(X;65¢G°) = h'T(X;G°) = h'T(X;8<(G*) = h'T(X;8-4G°) = h'T(X;G°) = h'T (X ;5<,G°) —

=) | ! 1 1 1 )
0— H'(U;B5G%) — HUG*) — HU3BG") — H'(U;B>4G°) — H'(U:G*) — H'U;B<G°) —
E(U:X:,f)l { { i 4 {

0— H(X;5-.G°) = H"(X;G*) = H"(X;6<,G*) = H (X ;-,G°) — H'(X:;G°) — H' (X ;G —
pour tout G* € C*(Faisx(Z)).

4.4 Théoreme de Cech-Leray pour I’hypercohomologie des complexes de faisceaux
On étend le théoreme de Cech-Leray (3.3.9) de la catégorie Faisx(Z) & C*(Faisx(Z)).

Soit G* € C* Faisx(Z). Un recouvrement U de X est dit «acyclique pour G*» ou «G*-acyclique »
lorsque chaque U est G*-acyclique pour tout k € Z (cf. 3.3.8).

4.4.1. Théoréme. Soient G* € C* Faisx(Z) et U = {Uy,}aea un recouvrement ouvert de X .

a) (Cech-Leray) Si U est G*-acyclique, le morphisme canonique

PR
Pp—
P——

EU; X:G) : H (U G°) — H*(X:G")
est un isomorphisme.

b) Soit ve : G§ — G5 un morphisme de complexes faisceau tel que
H* (V) : HYV:G1) — H*(V3G3)
est un isomorphisme pour tout V = U,, ., ; ou bien, si U et G;-acyclique, tel que
W'T (V) : K'T(V;G1) — T (V;G3)
est un isomorphisme pour tout tel V. Alors

H*(X;¢) : H(X;G7) — H*(X:6G3)
est un isomorphisme.

Démonstration
a) L’idée est la méme que celle de la preuve du théoréeme 2.2.11. On suppose G¥ = 0 pour k < 0.
Le lemme 4.3.3 pour ¢ = 0, le lemme des cing et le fait que Z(U; X;_) est bien un isomor-

phisme pour un complexe concentré en un seul degré (3.3.9), montre que pour a € N donné,
Z(U; X;G**Y) est un isomorphisme en degré cohomologique d, si et seulement si Z(U; X; G*>1)
'est. Et, en itérant cette idée pour £ = 1,2,..., on montre de méme Z(U; X;G*>") est un iso-
morphisme en degré d, si et seulement si Z(U; X; G*>¥) I'est pour un certain k > 1. Or, si k > d
I’énoncé est trivial.

b) Quitte & changer G? par X}, 65 G on peut supposer que les G¥ sont flasques de méme alors que
le termes du cone de ¢ que nous notons F° par commodité. Il s’agit alors de prouver que si
F* est un complexe borné a gauche de faisceaux flasques tel que la cohomologie des complexes
I'(V; F*) est nulle, alors la cohomologie de I'(X; F°) est nulle aussi. Or, c’est trés exactement
ce que nous avons démontré dans la preuve de 3.3.9-0b. L’équivalence entre les deux hypotheses
la donne le théoreme de Leray pour les complexes de faisceaux 4.1.4-0g. [
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§5. Applications

Le théoreme 4.4.1 est de grande utilité, pratique comme théorique.

o L’assertion 4.4.1-0a est utilisée pour rendre le calcul de I’hypercohomologie effectif puisque le
complexe de Cech C’*(U ;P*) est un objet éminemment combinatoire.

o L’assertion 4.4.1-0b est utilisée dans les théoremes de comparaison, elle dit pour l’essentiel
que, étant données deux théories cohomologiques basées sur des complexes de faisceaux sur
X, il existe un recouvrement U de X acyclique pour les termes des complexes des deux
théories simultanément, les théories sont globalement isomorphes si elles sont “localement”
isomorphes.

5.1 Théoréme de de Rham sur les variétés différentielles

Soit M une «variété différentielle de dimension dpg». Notons (*(M); d.) le complexe des formes
différentielles sur M ; son homologie est la « cohomologie de de Rham de M »:

Hpp(M) := h*(2"(M); d.)

La correspondance U ~» (2*(U);d,) et les restrictions des formes différentielles constituent un
faisceaux sur M, c’est le «faisceau des formes différentielles sur M » noté (Qy, d.).

5.1.1. Proposition
a) Chaque faisceau Q% est acyclique sur tout ouvert U C M.

b) (Lemme de Poincaré) La cohomologie du complexe des formes différentielles (0*(R",d,)) est
nulle en degrés positifs et isomorphe a R en degré 0.

c¢) Le complexe 0 - Rx — Q}w — Q%w —_— s — Qﬁl\j‘f — 0 est une résolution acyclique de
Ry

Indications. Pour (a), de maniére tres succincte, comme M est paracompacte, il existe des par-
titions de 'unité subordonnées a n’importe quel recouvrement ouvert; ceci suffit pour montrer
que le faisceaux des fonctions différentiables Q'(M) est «mou». On utilise ensuite le fait que tout
module sur un faisceau d’anneaux mou (en 'occurrence QF(M) est un Q°(M)-module) est mou
lui-aussi. Enfin, un faisceau mou est acyclique sur tout ouvert (*). Pour (b), voir les notes du cours
86, page 96. Pour (c¢), on remarque que tout germe de cocycle w, en z € M provient d'un cocycle
w € QF(U) sur un voisinage ouvert U de z assez petit que nous pouvons supposer isomorphe &
R, L’assertion (b) affirme alors qu'il existe @ € Q*1(U) tel que dw = w, mais alors w, = dw,
et la suite des faisceaux en question est bien exacte. [

5.1.2. Théoréme. Soit M une variété différentielle de dimension n.

a) (de Rham) On a un isomorphisme canonique

H*(M;Ry) = Hpg(M)

En particulier, le faisceau constant Ry est acyclique sur un ouvert homéomorphe a R™. ()

9Voir [Go] §3.5 et thm. 4.4.3 pour plus de détails.
" Théoreme de Vietoris-Begle.
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b) Hjr(M) est indépendante de la structure différentielle de M et seule dépend de sa topologie.
Autrement dit, deux variétés différentielles homéomorphes ont des cohomologies de de Rham
canoniquement isomorphes.

¢) Si U est un recouvrement de M par des ouverts dont les intersections finies sont homéomorphes
a R™, on a des isomorphismes canoniques

Hpp(M) = H*(U; Q) = H*(U; Ray)

Indication
a-b) Par 5.1.1 la suite longue 5.1.1-Oc est une résolution acyclique de Rx. On applique alors le
théoréme de Leray pour la cohomologie des faisceaux (3.2.6).

On en déduit aussitot que la cohomologie de de Rham est un invariant topologique. En par-
ticulier, su U est un ouvert homéomorphe & R™, H(U;Ry) est isomorphe & Hpr(R™) = R]0]
de sorte que Ry est bien acyclique sur tout ouvert homéomorphe a R”.

¢) e Premiére démonstration. On considere le bicomplexe de Cech-de Rham

1 4 1 1
0 — Qb 4 C"U; Q) — C'U; Q) — C*U; Qhy) —
1 4 1 1
0— Q% 4 C"U; %) — C'U; Q%) — CU; Q%) — (B)
1 1 1 x
0 Ryt CWUR) — C'UR) — CWUR) —
1 4 1 1
0 0 0 0

Comme les faisceaux Q}VI sont acycliques sur tout ouvert de M d’apres 5.1.1-0a, le théoreme
de Cech-Leray pour les faisceaux (3.3.9) s’applique sur chaque ligne de la partie supérieure du
bicomplexe, dont la cohomologie des sections globales sera nulle. On en déduit I'isomorphisme
canonique . e 5

Hi (M) =~ h* (3, C"(U: Q) = H*(Us Qi)

Ensuite, les sections globales des colonnes de la partie droite du bicomplexe (B) calculent les
produits des cohomologies de de Rham des intersections des ouverts de U et sont donc acycliques
d’apres (a), on en déduit 'isomorphisme canonique

H*U;Rpyp) ~ B (37, C°(U; Qi) -
e Deuxiéme démonstration. Le quasi-isomorphisme Ras[0] — Q3, de 5.1.1-0c induit l'isomor-
phisme
H(M;Ryy) ~ H(M; )

et comme U est a la fois Rpr-acyclique par (a), et Qj,-acyclique par 5.1.1-0a; on peut donc
appliquer théoréeme de Leray pour les complexes de faisceaux acycliques 4.1.4-0g pour avoir

H(M;Ry) ~ H*(U;Rpy) et H(M; Q) ~ H*(U; Q) - n

5.2 Calculs effectifs de la cohomologie de de Rham des variétés différentielles

L’assertion 5.1.2-Oc, par son égalité Hf (M) = H*(U;Rpy), donne une méthode de calcul pour
la cohomologie de de Rham d’une variété différentielle. La voici pour M compacte de dimension
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« On fixe un recouvrement ouvert Y = {Uy,...U,} de M tel que pour tout i = iy < --- < iy
I'intersection U; := U;, N --- N U;, possede un nombre fini de composantes connexes et tel
que toutes ces composantes soient toutes homéomorphes & R™ (). Le groupe des cochaines de
Cech admet alors une description treés simple, on a

Ck(UQBM) = H RT0(Uig--ix)

lgzozkér

ou ITy(U) désigne I'ensemble des composantes connexes de U'.
« Calculer la cohomologie du complexe de Cech C"(U; Ryy).

5.2.1. Exemple: Cohomologie de de Rham de la sphére S2. On décompose X := S? comme
réunion des ouverts de la famille U = {U,, Uy, Uz} suivants:

Uo1

Wy -

Le complexe de Cech C*(U;Rx) est

0T (UnRx)®'(U,Rx) ®@T'(Us,Rx) = I'(Upi, Rx) @ I'(Ui2, Rx) & I'(Up2, Rx) —
= T'(Un2Rx) =0

Uo2
)

U
g Yoi2

équivalent au complexe & trois termes: 0 — R3 Z3R3 LLR2 — 0 on p(z,y,2) = (xt —y,y — 2,2 —
z) et q(z,y,2) = (y—z+x,y—z+x).

Par la condition de faisceau et la connexité de X, on a HOU;Rx) = I'(X;Rx) = R. Tl s’ensuit
que dimg(im(p)) = 2. D’autre part, il est clair que im(q) = Ag C R? et donc dimg(ker(q)) = 2,
d’ott HY(U;Rx) = 0 et, pour terminer, H*U;Rx) = R?/Ag = R. On a donc

o Hpp(X) =R, o Hpp(X) =0, o Hip(X)=R.

5.3 Calculs effectifs de la cohomologie de de Rham des variétés algébriques

En géométrie algébrique l'acyclicité des faisceaux du complexe de de Rham sur les ouverts af-
fines est conséquence de leur cohérence (critere d’acyclicité de Serre). L’assertion 4.4.1-0a donne
alors une recette pour calculer la cohomologie de de Rham d’une variété algébrique X, c’est-a-dire
pour calculer de I’hypercohomologie de son complexe de de Rham (Q% /C> d,). La voici:

« Fixer un recouvrement fini par des ouverts affines & = {Uy,...U,} de X,

Pour i =4y < --- <k, onnote Uy :=U;; N ---NUj,.
« Expliciter I'algébre R; des fonctions régulieres sur U; et les restrictions R; — Ry, 7 3= 7.

« Expliciter les modules Qg /c et les morphismes de restriction Qg c — Qz_/c, 7 = 7.

1 De tel recouvrements existent toujours.
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« Expliciter les fleches du bicomplexe de Cech-de Rham C"(U; Qx Jc) suivant

0 0 0 0
T T T T
d d d d
0— H /\ QR,/(C — H /\ QRioil/C — H /\ Q’Rioili?/c —_— s — /\ QRI...T/C —0
NS Ii<irsr I<ip<ir<io<r T 0
T T T T
0— H /\2 QR%/C — H /\2 QRi()il/C — H /\2 QRi[)iliz/C — /\2 QRl...r/c —0
NN I<io<ii<r 1 I<ip<ii<ia<r )
0— H QRt/C - H QRiuil/C - H QRioiliz/C T QRI---’“/C —0
1<i<r 0 Ii<ii<r 1 I<ig<i<ip<r 1 T
0— H Rz — H Ri(m — H Riuiﬂz — . — Rl...r —0
NN I<io<ii<r 1 I<ip<ii<ip<r )
0 0 0 0

(illustration pour dim¢(X) = d et card(U) = 7).

« Calculer la cohomologie du complexe simple associé ¥ C’*(L{ i Qx/c)-

5.3.1. Exemple: Cohomologie de de Rham de la sphére de Riemann. La variété algébrique
complexe X := P}(C) est réalisée comme réunion de deux ouverts Uy et U; isomorphes & C d’in-
tersection Uy isomorphe & C\{0} (variété affine). Les algebres des fonctions réguliéres sont

e Rp=R1=C[X] et o Ry =C[X,1/X].
Les complexes de de Rham sont

(v d) = C[X] ———— C[X]dX, d(P)=2RaX,
(R, jcrd) = C[X,1/X] -4 C[X,1/X] dX

D’ott le complexe Cech-de Rham :

0 0 0
/]\
0 — C[X]dX ® C[X]dX —2+ C[X]xdX — 0
af at af (D)
0= C[X] @ C[X] -2 C[X]x —0
) T T
0 0 0

avec

{ a(P(X),Q(X)) = Q(1/X) — P(X)
A(P(X)dX, Q(X)dX) = Q(1/X)d(1/X) — P(X)dX

Le complexe simple associé au bicomplexe (D) sera noté (X¥, D,) dans la suite. On a (cf. 2.2.8)

{ Dy(P,Q) = (dP,dQ) & (P, Q)
Di((P,Q),R) = — B(P,Q) +dR
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« On a ¥? = C[X]xdX et la cohomologie en degré 2 est

(3", D) = ClX]xdx  _ ClX]xdx
C7 m(p) +im(d)  (Q(x)xdX — P(X)dX) + (d(R(X, %))
avec P(X),Q(X) € C[X] et R(X,1/X) € C[X]x. Un calcul simple montre que les mondmes
X™dX avec m € Z\{—1} sont dans 'image de (8 + d) alors que +dx n’est pas atteint. On
a donc

1
2 * _ -
WA, D,) = C{XdX] .
« On a ¥ = C[X] @ C[X] et la cohomologie de (X%, D,) en degré 0 est
rO(%*, D,) = ker(d,d) N kerao = C.

«OnaX' = (C[X]dX ®C[X]dX)&®C[X]x et I'application (d,d) est surjective d’apres le lemme
de Poincaré global. Il s’ensuit qu’un cocycle ((P’,Q’), S') € ¥? est toujours cohomologue & un
cocycle de la forme

(P, Q),8) = (dP,dQ), (P, Q)) = ((0,0), 5"+ a(P, Q) ,

ou (P',Q") = (dP,dQ). Mais dans un tel cocycle la fonction S’ + (P, Q)) est nécessairement
une constante ¢ € C. Or, ((0,0),¢) est bien un 1-cobord puisque image par (d,d)®« de (0,¢).

Par conséquent :
rY (X%, D,) =0.
Nous avons trouvé

e HYr(X/C)=C, e H}(X/C) =0, e H3z(X/C)=C.

5.4 Théoréme de comparaison de Grothendieck pour les variétés algébriques sur C
non singuliéres

Cette partie rappelle rapidement le théoréeme de comparaison et indique comment 1’équivalence
entre les cohomologies de de Rham holomorphe et algébrique sur des ouverts algébriques affines
permet d’obtenir leur équivalence sur toute variété algébrique.

5.4.1. Structure d’espace analytique d’une variété algébrique complexe. Un ouvert algébri-
que U de C", i.e. le complémentaire de l’ensemble des zéros d’une famille {Py(X1, ..., X,) een

d’applications polynomiales, muni de la topologie de Zariski et du faisceau des fonctions algé-

briques, est un espace localement annelé noté (U; Op). Le méme ensemble U muni de la topologie

«transcendante» (**) et du faisceau des fonctions holomorphes, est aussi un espace localement an-

nelé, il est noté (U™; Oxw). L’application identique ey : U™ — U, x — z (clairement continue)

et le morphisme de faisceaux d’anneaux 65] : Oy — €.(Oym) qui fait correspondre & une fonction

algébrique la méme fonction dans ’algebre des fonctions holomorphes, définissent un morphisme

d’espaces localement annelés noté brievement ¢ : U™ — U.

Dans l'article [GaGa], J.-P. Serre généralise ces constructions en définissant le foncteur (_)*" de
la catégorie Var,,(C) des toutes les variétés algébriques sur C, singulieres ou non, vers la catégorie

12]] s’agit de la topologie d’espace métrique de C® = R?™ muni la distance euclidienne. Cette terminologie fait
référence a I'opposition entre «nombre algébrique » et «nombre transcendant », i.e. «non algébrique ».
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Esp,,(C) des espaces analytiques complexes:
(7)311 : Varalg((c) ~ Espa‘n(c) .

On défini également le morphisme naturel ¢(X) : X — X qui est 'identité sur I’ensemble X
et qui identifie une fonction algébrique a la méme fonction dans ’espace des fonctions analytiques
complexes.

5.4.2. Acyclicité des modules cohérents. Soit O un faisceau d’anneaux sur un espace topolo-
gique X . On rappelle qu'un faisceau de O-modules M est dit «cohérent » s’il admet des présenta-
tions finies locales, i.e. si pour chaque x € X il existe un voisinage ouvert V et une suite exacte

courte a droite de faisceaux o N
(Oy)" — (Oly)" — M|y, =0,

avec M, N € N.

Lorsque lespace annelé (X; O) est une variété algébrique ou analytique complexe on dispose des
criteres d’acyclicité pour la cohomologie des faisceaux trés importants suivants :

5.4.3. Proposition
a) (Serre) Un Ox-module cohérent sur une variété algébrique affine est acyclique.

b) (Cartan) Un Oxws-module cohérent sur Iespace analytique complexe correspondant & une va-
riété algébrique complexe affine est acyclique.

5.4.4. Hypercohomologie de ’image directe des complexes cohérents. Soit € : (X*; Oxm) —
(X;Ox) le morphisme d’espaces annelés de 5.4.1. Pour tout complexe C* € C*(Faisxu(Z)), le
foncteur image directe e, appliqué au morphisme C* — X}, €%.. C* (cf. 4.1) donne le morphisme

e(C*) — €.( 2], €% C*) (o)
dont on déduit H(X;e,(C*)) — H(X;X:, €.(Cuw C®)) qui, composé avec les égalités :
H(X 5, (G C) = (DX 5 (65 C))) = h(D(X™; 55, G C7)) = H(X™C7),
(*") donne & son tour le morphisme canonique d’hypercohomologies
E(e,C*) : H* (X;€,C*) — H*(X™;C")

5.4.5. Proposition. Soit M*® un complexe borné inférieurement de faisceaux cohérents sur une
variété analytique complexe X*. Le morphisme canonique Z(e, M*®) est un isomorphisme.

Démonstration. L’'image directe n’étant pas exacte en général, le morphisme (¢) n’est pas tou-
jours un quasi-isomorphisme ; cependant, dans le cas présent, pour chaque k € N, le complexe
L(V;0 = eMF — e, €5 MP) =T (V0 - M* — G5 MP)

est exact pour tout ouvert (algébrique) affine V' de X d’apres 5.4.3-0b. Il s’ensuit que la suite longue
0 — e.M* — €, € MF est exacte puisque, dans X, tout point admet une base de voisinages af-

" L’égalité ‘=’ d’apres 4.1.4-Og parce que l'image directe d’un faisceau flasque est flasque.
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fines (p.e. les ouverts principaux) (*'). Le morphisme H (X ;e,(M?®)) — H(X;e.(X5, o M®)) est
donc bijectif d’aprés 2.2.15 et 4.1.4-0g et la bijectivité de =(e, M?®) en résulte. [

5.4.6. Cohomologies de de Rham. Lorsque la variété algébrique (X;Ox) est «non singuliére »
de dimension dx, 'espace analytique (X*; Oxm) est une «variété analytique complexe » (aussi ap-
pelée «variété holomorphe») (). On note alors (Qyuw;d.) le «complexe des formes différentielles
holomorphes sur X », i.e. le faisceau des sections holomorphes du fibré A T¢X () muni de la
«différentielle holomorphe» (7). Pour chaque k € N, le Oxw-module Q%.. est localement libre
(de rang (dlj‘)), il est donc Oxu-cohérent et donc acyclique sur tout ouvert algébrique affine de
X (5.4.3-0b). Dans le cas algébrique les faisceaux des formes différentielles sont des Ox-modules
cohérents et sont également acycliques sur les ouverts affines de X (5.4.3-0a).

Cela dit, le morphisme d’espaces annelés €f : Ox — €,(Oxa) se prolonge en un morphisme de

complexes de faisceaux €2 : Qy — €,(Qw) (%), induisant un morphisme d’hypercohomologies

(X3 ) 1 (X3 Q) — H(Xe(Q) = H(X™; Q)

ou I’égalité est justifiée par 5.4.5. Enfin, comme la cohomologie de de Rham est ’hypercohomologie
du complexe de de Rham, nous obtenons le morphisme canonique

H*(X;€) : Hjg(X /C) — Hipp(X™)

5.4.7. Théoréme (Grothendieck). La cohomologie de de Rham d’une variété algébrique com-
plexe non singuliére X coincide avec la cohomologie de de Rham de la variété analytique complexe
X, Plus précisément, le morphisme canonique IH*(X;e8) ci-dessus est bijectif.

Résumé de la démonstration d’aprés [Gr]. Compte tenu des théorémes d’acyclicité de Serre
et Cartan (5.4.3), le théoréme 4.4.1-0b réduit ’étude au cas ot X est affine.

La preuve de Grothendieck passe alors par les étapes suivantes:

i) Par le théoréme de résolution de singularités d’Hironaka, on peut considérer que X est un ou-
vert d’une variété algébrique complexe projective non singuliere X et que Y = X\ X est un

“Lorsque les sections T'(V'; C*) d’un complexe de faisceaux C*® sur les ouverts V' d’une base pour la topolo-
gie sont des suites exactes longues, le complexe des germes C? en tout point z € X est exact et la suite C*®
I’est donc aussi.

"De définition analogue & celle des variétés différentiables: par des atlas d’ouverts homéomorphes & C9x et
morphismes de transition biholomorphes.

16 Algebre extérieure sur C du fibré cotangent T¢X = Home(T¢X;C) de X

7On prendra garde du fait que (Q%an, d.) est un sous-complexe strict du complexe (Qxaitr, d.) ®@r C des formes
différentielles réelles & valeurs complexes ; le support du premier étant [0, dx] tandis que celui du second est
[0,2dx]. En effet, pour w € Q¥(Va) et € V, I'élément w(z) est une forme-k-multilinéaire complexe al-
ternée sur T,X, autrement dit, c’est une application w(z) : (T,X)¥ — C qui est C-linéaire par rapport &
chaque coordonnée et est nulle sur les multivecteurs (Zy,...,Zx) avec Z; = Z; pour un certain couple (3, j)
avec i # j; u ne telle application est aussi (trivialement) une forme-k-linéaire réelle alternée & valeurs dans
R2 = C. On a donc une inclusion canonique Q'E,an C Qlfjdm ®gr C qui est stricte dans la mesure ou Q’f]an =0
si k> dx, alors que Qlfjdm ®Rr C =0 pour k > 2dx.

¥ Ce qui signifie que toute forme différentielle algébrique complexe est analytique complexe et que la différen-
tielle algébrique coincide avec la différentielle holomorphe.
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diviseur & croisement normaux. On notera ¢ : X — X Dapplication d’inclusion et ¢, (resp. (2*)
le foncteur «image directe» dans la catégorie des Ox-modules (resp. Oxm-modules).

ii) Le morphisme €f :

Q% /¢ = €2%w induit le morphisme de complexes de faisceaux sur X

L% /¢ = 16Q%m = € (Qxm) = € R 1 (Qwm)

() et donc, par adjonction (**), le morphisme de complexes de faisceaux sur X

P (1 Q)™ — RN Q)

dont le passage en hypercohomologie donne le morphisme canonique de comparaison
H*(X;®.) : Hpp(X/C) — Hpp(X™)

qui coincide, par construction avec IH(X; €l).

Pour justifier cette affirmation :

«OnaH (X", (1 Q% /)™ = H (X; 1(2% ) par [GaGal puisque chaque 1.Q2% /¢ est li-
mite inductive de module cohérents et que [GaGa| continue d’étre valable dans ces cas.
D’autre part, le fait que X soit le complémentaire d’un diviseur de X implique que si
Ql;(/c — FF* est une résolution flasque (4.1.4-0h) la suite longue L*(QI;(/C) — 1 (FF*) est
une résolution flasque de L*(Q’;(/C), puisque ¢.(flasque) = (flasque) et que tout point y €
X admet un voisinage V, tel que W, :=V, N X est affine (puisque Y := X \X est de co-

dimension 1 d’apres (i) ci-dessus), mais alors I'(V; L*(Q];(/C) — 1 (FF)) = T(Wy; Q];(/c —

Fk*) est acyclique en degrés positifs d’apres le critere d’affinité de Serre. On en déduit
I’égalité

H (X;0.(Q% /0)) = T(X; (S F*¥)) = [(X; S F**) = H(X; Q% /¢) = Hpr(X™)

o Légalité IH ()Z'a“; R™0%) = H (X™; Q%) = Hpr(X /C) est immédiate.

iii) Pour démontrer que @, induit un isomorphisme en hypercohomologie il suffit de montrer que
c’est un quasi-isomorphisme dans la catégorie des complexes de faisceaux (4.1.4-0e) ce qui est
une question locale. On utilise alors le fait que autour de chaque y € Y*" = X am\ X4 ] existe
un ouvert V, et un isomorphisme analytique ¢, : V, — B ot IBYx désigne une boule ouverte
centrée a lorigine de Cx, tel que ¢, (Y NV,) est la trace sur B9 d’une réunion d’hyperplans
de coordonnées, autrement dit V, N X = ¢, '(D(z122---,)). On a donc autour de y une
base de voisinages pour la topologie transcendante de la forme V = B\{xjz9--- 2, = 0} et le
morphisme

L(Vy; @a) - T(Vy; (0 0))™) — T(Vys R 15 (Q)))
s’identifie alors & l'inclusion des complexes

{ formes différenticlles } c { formes différentielles }

homolorphes sur V — | homolorphes sur V'

méromorphes sur B

et un calcul explicite montre que c’est bien un quasi-isomorphisme. [

Y R 13" (Q%an) est le complexe (2"(Z®) ou Z® est un complexe de Oxan-modules injectifs tel qu’il existe un
quasi-isomorphisme ®* : Q%an — Z°. Le morphisme €,.2"(Q%an) — €. R 2"(Q%an) est alors celui induit par
P°.

»Dans [GaGa] le foncteur (—)** : Mod(Og) ~» Mod(Ogan) est adjoint & gauche du foncteur € : Mod(Ogan) ~
Mod(O%).
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5.4.8. Exercice. Justifier les propriétés suivantes.

a) La cohomologie de de Rham d’une variété algébrique complexe non singuliere X coincide avec la cohomo-
logie de faisceau sur X?2" du faisceau constant Cxan.

b) La cohomologie de de Rham d’une variété algébrique complexe non singuliere X coincide avec la cohomo-
logie de de Rham de la variété différentielle réelle X4 sous-jacente & X",

¢) Montrer que la cohomologie de de Rham d’une variété différentielle réelle de dimension n admettant une
structure complexe (auquel cas n est pair) est nulle en degrés supérieurs a n/2.
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§7. Index terminologique

acyclique
(critere de Serre),
complexe,
faisceau,
additif (foncteur),
amplitude
cohomologique,
d’un complexe,
augmenté
complexe,
complexe de Cech,
augmentation,

bicomplexe
a termes dans Ab,
borné inférieurement,
du premier quadrant,

cone d’un morphisme de complexes,
catégorie

de modules,
Cech (complexe),
co-augmentation,
cochaines de Cech,
cohérent

(faisceau),

(module),
cohomologie

de Cech,

de de Rham,

de faisceaux,

horizontale,

verticale,
complexe

a termes dans Ab,

acyclique,

augmenté,

concentré dans. ..,

des cochaines de Cech,

des formes différentielels holomorphes,

positifs, bornés, ...,

simple associé,

différentielle, }
du complexe de Cech,
holomorphe,

faisceau
acyclique,

12
19
15

10
10

19
12
14

27
27

15
22

0]

12

19
28

14
28

13

cohérent,
des formes différentielles,
flasque,
mou,
résolution,
foncteur
additif,
image directe,

Godement (résolution de),
hypercohomologie des complexes,
image directe (foncteur),

k-iéme terme,

module cohérent,
modules (catégorie),

morphisme
canonique Z(U, X, _),
canonique Z(U, ),

canonique Z(X,_),
d’augmentation,
mou (faisceau),

quasi-isomorphisme,

résolution
acyclique, flasque, molle,
canonique de Godement,
d’un faisceau,

Serre (acyclicité),

termes d’'un complexe,
théoreme
de Cech-Leray
pour les complexes de faisceaux,
pour les faisceaux,
de Leray
pour les complexes de faisceaux,
pour les faisceaux,
transcendant (topologie),
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§1. Complétion I-adique formelle

Dans ces notes le couple (R;I) désigne toujours un anneau commutatif unitaire R et un idéal
ICR.

1.1 Topologie I-adique

Nous montrons comment a partir de la simple donnée d’un idéal I C R il est possible de munir
les R-modules (resp. R-algebres) d’une topologie «la topologie I-adique» rendant les opérations
internes (somme, produit) ainsi que leurs morphismes continus.

1.1.1. Boule I-adique. Soit M un R-module. Pour tout x € M et r € N, on appelle «boule I -
adique de centre x et d’ordre r dans M », ’ensemble

B(x;r)=az+I"M

1.1.2. Proposition

a) Le grosses boules absorbent les petites. Autrement dit, si B(xz,r) B(z,r)
r < ' et si B(x;r) N B(z';r") # @ alors B(x;r) 2 a1’

B(
B(a';r"). .B — 9

b) Une intersection finie non vide de boules est une boule.

¢) Les réunions des boules I-adiques d’un R-module M
constituent les ouverts d’une topologie sur M .

Démonstration. Si 2’ +w' € t+I"M,onaz' +w +I"M € x+I"M + I" M, et si en plus
w € I"M C I"M, on abien 2/ +I" M C z+ I" M. Par conséquent, I'intersection de deux boules
et soit vide, soit la boule la plus petite. Par induction, une intersection finie non vide de boules est
une boule. Pour vérifier que les réunions de boules constituent une topologie il ne reste plus qu’a
vérifier que (U;B(x;;7;)) N (U;B(z5;7;)) est une réunion de boules. Or, par distributivité :

(Ui B(xi;m:) N (U; Blzs;ri) = U, (B(zisri) 0 Blay;ry))

et I'assertion Ob permet de conclure. [
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1.1.3. Définition. Suite a la proposition 1.1.2-Oc, on appelle «ouvert I-adique de M » toute ré-
union de boules I-adiques et «topologie I-adique» la topologie dont les ouverts sont les ouverts
I-adiques.

1.1.4. Exemples limites. Si I = R (resp. I = 0), la topologie I-adique de M est la topologie
grossiére (resp. discrete).

1.1.5. Exercice. Montrer que la topologie I-adique sur M est la topologie discrete si et seulement si
I"M = 0 pour r > 0.

1.2 Propriétés générales de la topologie I-adique

1.2.1. Proposition. Dans les énoncés suivants, les lettres M et N désignent des R-modules mu-

nis de la topologie I-adique.

a) L’anneau R muni de la topologie I-adique est un anneau topologique.

b) Une R-algébre (resp. un R-module) munie de la topologie I-adique est une R-algébre (resp.
un R-module) topologique.

¢) Un morphisme R-linéaire entre modules munis de la topologie I-adique est continu.

d) Pour tout sous-ensemble Y C M, I'cadhérence I-adique de Y », notée Y , est I'ensemble des
x € M tels que B(x;7) N'Y # @ pour tout r € N, donc

Y= _ (Y+I'M)

e) Une boule I-adique est toujours fermée.
f) L’adhérence I-adique de l'origine de M est Iensemble 0 = (. I" M.
g) M est séparé (on dit aussi « I-adiquement séparé»), si et seulement si 0 = 0. En particulier,
N est fermé dans M , si et seulement si M /N est séparé. Le module M, := M /0 est séparé.
h) Si R est noethérien et M est de type fini.
1) (Artin-Rees) Si N1, Ny sont des sous-modules M . Il existe k € N tel que pour tout r > k
on a
I'N NNy, =I""FI"N, 01 Ny)
2) (Krull) Dans M, on a I0 = 0.
3) (Krull) Si N C M, la topologie induite sur N est la topologie I-adique de N .
i) Si R est noethérien et intégre, R est séparé.
j) Si R est noethérien et I C Rad(R) (') (p.e. si (R,m) est local et que I C m)
1) Si M est de type fini, M est séparé.
2) Si M est de type fini, tout sous-module de M est fermé. En particulier, tout idéal de R est
fermé.

' On rappelle que le radical (de Jacobson) d'un anneau R est I'idéal Rad(R) des z € R qui opérent comme
0 sur tout R-module simple, i.e. sur tout R-module de la forme R/9t ot M est un idéal maximal de R.
On voit aussitét que Rad(R) = ({9 | M est un idéal maximal de R}. Or, x est dans tout idéal maximal,
si et seulement si, 1 4+ ax n’appartient & aucun idéal de R. En effet, la nécessité étant claire, si = &€ 9, on
a R = (z) + 9 par maximalité de M et donc 1 = ax + m pour certains a € R et m € M, en particu-
lier 14 az € M n’est pas inversible. Par conséquent, Rad(R) = {& € R | 1 + ax est inversible Va € R} et
lassertion « I C Rad(R) » est équivalente & «1 4 y est inversible que que soit y € I ».
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3) (R;I) est un «anneau de Zariski» (*).
4) Une R-algébre de type fini A ainsi que son complexe de de Rham Q*A/R sont séparés.

Indications

a,b,c) Ces énoncés affirment simplement que les opérations de somme et produits sont continues.
Nous démontrons seulement le cas du produit dans une R-algebre - : A x A — A et laissons les
autres cas en exercice. Dans ce cas, on doit montrer que 'ensemble {(z,y) | zy € z+ 1"} est un
ouvert ce qui est évident car si zy € z+1I" alors (x+1I")(y+1I") = zy+aI"+yI"+1?" C oy+1I".

d,e,f,g) 1.1.2-0a. Si M est séparé un point est toujours fermé, réciproquement si x # y il existe
une boule ouverte IB contenant x et ne contenant pas y, or le complémentaire de IB est ouvert
par Oe.

h-1) Voir p.e. [Bs] ch. III §3.1 p. 197.

h-2) Artin-Rees pour Ny = M et N, = 0 donne 0 = I"~%0 C I0.

h-3) Voir p.e. [Bs] ch. III §3.2 p. 199.

i) On raisonne comme pour le lemme de Nakayama. Le R-module 0 est de type fini de systéme
de générateurs {z1,...,2,} et 'on a 0 = I0 (0h-02); il existe alors des éléments «; ; € I tels
que T; = @; 121 + -+ + @; r&,. On a donc en écriture matricielle

1—aq —Qrp e —Qy T
—apy1 l—ags - —Qa, i)

0= . . ) 2
_aT71 _ar,Q e 1— aT,’r‘ Ty

et si nous multiplions a gauche par la matrice

1 0 0o --- 0

Qg1 1-— a1 0o --- 0

Q1 0 0o --- 1-— Qg1

nous obtenons 1’égalité
1- 51,1 _51,2 e _Bl,r A
0 1—PB22 - —Bar z
O = . . . '2 )

0 7[37“,2 tee 1 - ﬂr,r Ty

avec f;; € I puisque I est un idéal et que 1 + I est stable par multiplication. L’itération de
cette idée est le procédé de «trigonalisation » des matrices dans les anneaux ; il produit, apres r
étapes, une famille d’éléments v; ; € I tels que

11— Y2 v —M,r 1
0 0 1 —‘72,2 _.72,7” ﬂvlz ,
0 0 SR Ty

2Le couple (R;I) est ainsi appelé lorsque R est noethérien et que ses idéaux sont I-adiquement fermés. Cette
derniere propriété équivaut & I C Rad(R) ; 0j-02 montre la suffisance, réciproquement, si I € Rad(R), il
existe 9 maximal tel que R = I + M, auquel cas 1 € I mod M et R/M n’est pas I-adiquement séparé
car alors I"(R/9t) = R/M pour tout r € N, et donc (), I"(R/9M) = R/ # 0.
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avec des coefficients sous la diagonale tous nuls.
Si nous posons maintenant 1 —y:= (1 —~;1)--- (1 —,,),ona vy € I et

1=~)z;=0, Vi=1,...,r. (o)

par conséquent, si R est intégre, on a x; =0 (car 1 —~ # 0) et donc 0 = 0.

j-1) Le raisonnement précédent s’applique jusqu’a I’égalité (o), on conclut puisque 1 — v est inver-
sible.

j-2,3) Si N C M, notons v : M — M /N la surjection canonique. Le quotient M /N est séparé
d’apres P'assertion précédente et alors N = v~1(0) = v~ 1(0) = N.

j-4) Si A est de type fini, A est noethérienne et 24, est un A-module de type fini. m

1.2.2. Séparation I-adique. Soit Top la catégorie des espace topologiques et Top, la sous-
catégorie pleine des espaces topologiques séparés. Le foncteur I'inclusion de catégories ¢ : Top, ~
Top admet un adjoint & gauche (_), : Top ~» Top, ; il fait correspondre & un espace topologique
T son séparé T,, quotient T' par la relation d’équivalence (le vérifier) qui identifie deux points
t1,ty € T lorsque pour toute application continue f : T — S avec S séparé, on a f(t1) = f(t2).
Notons R cette relation. Il est immédiat que T, est séparé (le vérifier) et que la surjection ca-
nonique T' — T'/R factorise toute application continue de T' vers un espace séparé. On a donc
bien
Mormop (T, ¢tS) = Morrop, (T, S)

Dans le cadre des topologies I-adiques 1'espace M /0 est séparé (1.2.1-0g) et pour tout mor-
phisme de R-modules f : M — S avec S séparé, on a bien 0 C ker(f). Par conséquent, la
surjection M — M /0 représente «le séparé M, de M ». En particulier,

1.2.3. Proposition. Un morphisme de R-modules ¢ : N — M induit un isomorphisme ¢, :
N, — M,, si et seulement si 'application induite Hompg(p;S) : Homg(M,S) — Hompg(N, S)
est bijective pour tout R-module séparé S.

1.3 Valuations discrétes et valeurs absolues
Un R-module M est «filtré» par la suite décroissante de ses boules I-adiques
M=M2DIMDIPMD>---2I'"'MD---

et pour chaque m € M, on appelé «l’ordre I-adique de m», noté ordy(m), la borne supérieure dans
NU {400} de I'ensemble {r € N | m € I"M}. L’ordre I-adique vérifie les propriétés suivantes :

0O-i) ordy() : M — NU {+0o0}.

O-ii) ordy(xzm) > ordr(z) 4 ords(m), pour tout x € R et m € M.
O-iii) ordr(m) = +o0, si et seulement si m € 0.
O-iv) ordy(my + mg) = inf(ordy(my), ordr(ms)).

On peut alors considérer pour tout nombre réel s > 1, 'application

|s: M — Rsg,  |mls = s ordlm)
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Elle vérifie:
i) |-|s : M = [0,1] CR.
ii) |m|, = 0, si et seulement si m € 0.
iii) |zm|s < |z|s |m|s, pour tout x € R et m € M.
iv) [my +mals < sup(|mals, [mals).
1.3.1. Lorsque M est I-adiquement séparé, la condition (ii) devient

ii’) |m|s = 0, si et seulement si m = 0.

et 'application
dS:MXM%R%) ds(ml,mg) = |m1—m2|s

vérifie les conditions d’une distance sur M :

D-i) distance bornée: dg(mq, mg) < 1.
D-ii) symétrie: dg(mq,ms) = ds(ma, mq).
D-iii) séparation: ds(my,ms) =0 & my = ma.
D-iv) inégalité triangulaire: ds(m,m3) < ds(my,mg) + ds(ma, m3).

et méme l'inégalité plus forte

ds(mi, m3) < sup(ds(mi, me), ds(ma, m3))

qui fait de ds une «distance ultramétriqgue » ou «non archimédienne »

1.3.2. Commentaire. Dans ’axiomatique de Hilbert de la géométrie euclidienne le premier axiome de conti-
nuité (axiome I'V.1) est Vaxiome d’Archimede qui affirme : « Pour deuz grandeurs inégales, il existe toujours un
multiple entier de la plus petite, supérieur a la plus grande ». Dans le cas d’une métrique non archimédienne le
fait de prolonger indéfiniment un segment ne fait pas croitre sa longueur. Ainsi par exemple, étant donnée une
suite de points {mg, m1,...,m,} l'inégalité triangulaire établit que d(mg,m,) < EZ;OI d(m;, misq), I'égalité
pouvant étre atteinte ; par contre, dans le cas non archimédien on a d(mg, m,) < sup {d(mi, Mit1) | 0<i<r— 1}
et le fait de rajouter de petits segments n’a pas d’effet sur la distance finale, quel que soit leur nombre.

1.3.3. Exercice. Montrer que dans un espace muni d’'une distance ultramétrique tout triangle est isoceles.

Les observations de 1.3.1 prouvent la proposition suivante.

1.3.4. Proposition. La topologie I-adique sur M est définie par un «écart» borné par 1 (*). Le
séparé I-adique M, de M est un espace «métrique ».

3 On appelle «écart» sur un ensemble E une application e : E x E — Ry U {+oo} vérifiant
ee(z,z) =0, ee(z,y) =e(y,z), e e(z,z) < e(z,y) + e(y, z) (inégalité triangulaire) .

Un écart est une «distance» si, de plus, o e(z,y) < +oo et o (z # y = e(z,y) # 0) (). Dans un
ensemble E muni d'un écart e, on appelle «boule ouverte centrée en v € E de rayon R» l’ensemble
Be(z,R) = {y € E | e(z,y) < R}. L’inégalité triangulaire suffit alors pour prouver que lintersection de
deux boules est une réunion de boules, et donc que les réunions de boules constituent les ouverts d’une topo-
logie. Bien entendu, cette topologie n’est séparée que si () est vérifiée. Lorsque E est un groupe abélien muni
d’une application sous-additive |_| : E — R, , i.e. telle que |z +y| < |z| +|y|, I'application e : Ex E — R,
e(z,y) = |z —y|, est un écart.
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1.3.5. Remarque. Le fait que M /0 est un espace topologique séparé apparait donc aussi comme conséquence
de 1.3.4 (cf. 1.2.1-0g).

1.3.6. Remarque et notation. On rappelle que deux distances sur un ensemble E sont dites « équivalentes »
lorsqu’elles définissent la méme topologie. Il est facile de voir que les distances ultramétriques ds sont toutes
équivalentes bien qu’elles ne soient pas «commensurables », i.e. il n’existe pas de constante C' > 0 telle que
ds; < Cdg, et dy, < Cds, (le vérifier!) (*). Dans la suite on notera de manitre générique || I'une des
applications |—|; : M — R lorsque la précision de la valeur s sera inutile.

1.3.7. Valuations et valeurs absolues. Soit A une R-algebre I-adiquement séparée. Lorsque
lapplication ordy : A\{0} — N est additive et pas seulement suradditive, i.e. lorsque l’on a une
égalité

ordy(ab) = ordy(a) + ordr(b) Va,b € A\{0}, (1)

I'application ordre est une «waluation» et est notée vy = A\{0} — N, les applications |_|; : A —
R qui s’en déduisent sont alors appelées des «valeurs absolues» ; elles vérifient donc:

|-|s : A —[0,1] CR.
-ii

V-iii

V-i)
V-ii) |a|s = 0, si et seulement si a = 0.
i) |abls = |a|s |b]s, Va,b € A.
V-iv) |a + bls < sup(Jals, |b]s)-
1.3.8. Exercice. Soit A une R-algébre I-adiquement séparée. Montrer que les conditions suivantes sont

nécessaires pour que lapplication ordy(—) : A — NU {+oo} soit une valuation :

(i) A est integre. (ii) T A est un idéal premier.

1.3.9. Exercice. Soit p un nombre premier, notons I := (p) et munissons Z de la topologie I-adique. Mon-
trer que l'application ordy : Z\{0} — N est une valuation; notons-la v,. Pour m premier & p, montrer
Iégalité

vp((p"m)!) = prim+ Up((prilm)!) .

win) =3 | 2]

k=1

En déduire, pour m € Z non nul :

puis -1 pllogs(m) _q

v, (p") = Py et donc aussi  v,(m!) = -

1.4 Complétion

1.4.1. Condition de Cauchy. Commencons par rappeler que dans le cas des espaces vectoriels
réels normés (V;||—||) la complétion consiste & passer de I’espace des vecteurs & celui des suites de
vecteurs vérifiant une condition de pseudo-convergence, «le critere de Cauchy» qui affirme, pour

4 A la différence des espaces vectoriels réels ou complexes normés ol deux normes sont équivalentes si et seu-
lement si elles sont commensurables.
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une suite (v, )nen,
«Pour tout € > 0 il existe N. € N tel que pour tous ni,ng = N on ait ||vn, — Up,|| < €».

Dans le cas non archimédien (cf. 1.3.2) cette condition est équivalente a

«Pour tout € > 0 il existe N, € N tel que pour tous n = N, on ait |v, — vp41| < €» [Chy)

1.4.2. Suites de Cauchy. Etant donné un R-module M muni de la topologie I-adique, on note
Chy (M) V’ensemble des «suites de Cauchy de M », i.e. des suites (,)nen € MY vérifiant le
critere de Cauchy sous la forme (Chy).

1.4.3. Suites convergentes. Etant donné un R-module M muni de la topologie I-adique, une
suite (z,)neny € MY est dite «convergente» de «limite» xo, € M lorsque pour chaque € > 0
donné, il existe N, tel que pour tout n > N, on a |z, — Zs| < €. On note Cv(M) 'ensemble des
suites convergentes et Cvy(M) celui des suites convergentes de limite 0. On a des inclusions de

R-modules
Cvo(M) C Cv(M) C Chy(M).

1.4.4. Exercice. Montrer que si (z,)n,>0 est de Cauchy, la suite de nombres réels (|z,|),>0 est de Cauchy
et, ou bien elle est stationnaire (1.3.3), ou bien converge vers zéro.

1.4.5. Exercice. La suite constante de terme général z € M converge vers zéro si et seulement si x € 0.

1.4.6. Topologie I-adique sur Chy(M). On rappelle quune conséquence classique de la « sous-
additivité» |x1 + x2| < |x1| + |z2| est U'inégalité

|21 | = |22|| < |21 — @2,

qui dit que Papplication |_| : M — R, est 1-lipschitzienne, donc continue, et qu’elle transforme
suite de Cauchy de M en suite de Cauchy, donc convergente, de R. On pose alors

[-lI': Chy (M) = R, [[(zn)nzoll = lim [zn] € [0,1]

et 'on constate aussitot les propriétés suivantes

i) |-Il : Chy(M) — [0,1] C R;
il) |[(xn)nso]| = 0, si et seulement si (z,,)n>0 € Cvyp ;
i) la(n)nso | = lal [ )usoll s Ya € R, ¥(z,)uso € Chy(M)

iv) [[(zn)nz0 + (Wn)nzoll < sup(ll(zn)nzoll; [[(yn)n=oll) ;
qui nous conduisent & munir Chy (M) de la topologie associée & 1’écart défini par ||| suivant le
procédé (standard) de (*) (p. 6). Notons (Chy;||_||) cet espace topologique. Il est immédiat de
constater que I’application ||—|| passe au quotient ||| : Chy(M)/ Cvy(M) — [0, 1] ou elle induit
une structure d’espace métrique.

1.4.7. Exercice. Montrer que les applications ||| : Chy(M) — [0,1] et || : M — [0,1] ont méme image.
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1.4.8. Proposition. L’identité (Chy(M)/Cvo(M);|_|) = (Chy(M)/Cvo(M);||_||) est con-
tinue. En particulier, Chy(M )/ Cvo(M) est I-adiquement séparé.

Démonstration. Pour toute suite (x,, )p>0 du R-module Chy (M) on a ordy (2, )n>0) < ordr(z.,),
pour tout m € N. On en déduit I'inégalité |_| > ||—|| sur Chy,(M)/ Cv(M), et 'application en
question est 1-lipschitzienne. [

1.4.9. Remarque. Nous verrons plus tard que l'on a ||| = || (¢f. 1.5.1-(c)).

1.4.10. Commentaire. Un R-module M est dit «complet» lorsque ses séries de Cauchy convergent. No-
tons Cmp(R) la catégorie de tels modules et ¢ : Cmp(R) C Mod(R) le foncteur d’inclusion. Le R-module
M = Chy(M)/ Cvo(M), complet par construction, est universel en ce sens que le foncteur M ~- M, dit
«de complétion », est adjoint a gauche de ¢. La proposition 1.4.8 établit que M est séparé, mais cette pro-
priété est particuliere au contexte I-adique, en effet sur la catégorie des groupes abéliens filtrés généraux, le
foncteur de complétion peut produire des espaces non séparés (cf. [Bo] III §2.12 et [J] §7.17 p. 455). Dans
tous les cas le complété séparé d'un groupe abélien filtré M. est lim,, M /M, (cf. 1.5.1-(d)).

1.4.11. Complété séparé I-adique formel. On appelle « complété (séparé) du R-module M (pour
la topologie I-adique)» le R-module

— _ Chy(M)
M= Gy

La proposition suivante est de vérification immédiate.

1.4.12. Proposition
a) L’application qui fait correspondre & m € M la suite «constante» (m., | m, = m),>o est une
injection de R-modules M — Chy(M) induisant une injection de R-modules I-adiquement
séparés R
(M) : M, —— M

b) Un morphisme de R-modules ¢ : My — My, induit par son action terme & terme un mor-
phisme de R-modules entre les modules des suites ¢ : MY — MY induisant un morphisme

p: ﬁl — ﬂg. On a un diagramme commutatif :

Ml,o ﬂ} M\l,a

%l @l

MQ,U M ﬁ?a

De plus, si ¢ : My — M> est surjectif, le morphisme @ : ﬁl — ﬁg est surjectif. En particu-
lier, un module I-adiquement complet et séparé est le quotient du complété (séparé) I-adique
d’un R-module libre.

c) Si A est une R-algébre, la multiplication terme & terme est une opération interne dans les
modules Cv((A), Cv(A) et Chy(A) qui fait de Cv(A) C Chy(A) une inclusion d’anneaux
dont Cv((A) est un idéal. L’application canonique Oa induit une injection de R-algébres I-
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adiquement séparées

. ~  Chy(A)
L(A).AJHA.—W(A)

d) Un morphisme de R-algébres ¢ : A7 — A, induit par son action terme a terme un mor-
phisme de R-algébres entre les algébres de suites ¢~ : AY — ALY induisant un morphisme de
R-algébres ¢ : A} — Ay. On a un diagramme commutatif :

Al,a‘ L—(Al‘)_) A\l,a

soal @l

A2,0 ﬁ) A\Q,O'

De plus, si ¢ : Ay — A, est surjectif, le morphisme @ : A, — A, est surjectif. En particulier,
une algébre I-adiquement compleéte et séparée est le quotient du complété (séparé) I-adique

R[X]|™ d’une algebre de polynémes R[X].

Indication. Dans (c) il faut vérifier que le produit de deux suites de Cauchy est une suite de Cau-
chy et que les suites qui convergent vers zéro constituent un idéal de A. Or, si ()0 €t (Yn)ns0
sont des suites de Cauchy de A, on a
Znyn] < |Znllyn] et { |$n+1yn+1 - ajnyn| = |($n+1yn+1 = Tp1Yn) + (Tns1yn — xnyn)|
<NZos1l|Uns1 = Ynl + [Tns1 — zu||yn]

et les vérifications sont immédiates puisque || < 1. [

o~ —

1.4.13. Corollaire. La correspondance () : Mod(R) ~» Mod(R) (resp. (_) : Alg(R) ~~ Alg(R))
Mwﬁ7 (@IMlﬁMQ)W(@ZﬁlﬁﬁQ)
est fonctorielle covariante ; c’est le foncteur de «complétion (I-adique) formelle».

L’inclusion «(—) : (_)s C (/:) est fonctorielle.

1.4.14. Exercice. On suppose R noethérien. Soit ¢ : N — M une injection de R-modules ou M est sup-
posé de type fini. On munit N et M de la topologie I-adique. Montrer que (z,),>0 est une suite de Cauchy
(resp. convergente) de IN, si et seulement si (¢(z,))n>0 est une suite de Cauchy (resp. convergente) de M.
En particulier I'application @ : N — M, (Zn)ns0 — (p(Tn))ns0 est un morphisme de R-modules injectif.
(Indication : 1.2.1-0h-03.)

1.4.15. Séries de Cauchy. Par la notion de «série», on étend la notion de «somme finie» & celle
de «somme dénombrable ordonnée ». L’expression «série de terme général ., », notée Zn>0 Ty, est
un raccourci pour «suite des sommes partielles» (Sn)n>0 avec 8, = xg+ - - - + x, . Cette correspon-
dance entre «série» et «suite» est clairement bijective dans un groupe abélien. La série est dite «de
Cauchy » lorsque la suite correspondante ’est. Le critere de Cauchy pour les suites d’un un espace
non archimédien (1.4.1) se traduit en un critére encore plus simple pour les séries. En effet,

«La série Y, -, Tn est de Cauchy, si et seulement si |x,| tend vers zéro.»
>

Une série est dite « convergente (de somme s)» lorsque la suite des sommes partielles est conver-

~10 —
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gente (de limite s). Une série convergente est toujours de Cauchy, la réciproque étant la caracté-
ristique des espaces dits «complets». La proposition suivante est la traduction en termes de séries
de la définition de «complété (séparé)» 1.4.11.

1.4.16. Proposition. Pour tout R-module M, le complété (séparé) I-adique M est le module
des séries de Cauchy de M modulo les séries qui convergent vers 0.

1.4.17. Sommabilité et critéere de Cauchy pour les familles. Les notions de série convergente
et de séries de Cauchy admettent une formulation indépendante de 'ordre et du cardinal de I’en-
semble des termes de la série. Soient 2 un ensemble et {x4 }qen une famille d’éléments d’un espace
valué,

o La famille {24 }qen est «sommable de somme s» lorsque pour tout e > 0 il existe une partie
finie F(e) C 2 telle que pour toute partie finie F/ D F(g) on ait s — > p xa| <e.

o La famille {4 }qen «est de Cauchy» lorsque pour tout € > 0 il existe une partie finie F'(¢) C
2 telle que pour toute partie finie K C 2 vérifiant K N F(e) = & on ait ’ Y ack xa| <e.

Bien évidemment, une famille sommable est de Cauchy. La proposition suivante résume des
propriétés tres utiles de ces notions lorsque 2 est dénombrable.

1.4.18. Proposition

a) Soit {xp }neny une famille sommable de somme s (resp. de Cauchy). Pour toute partition N =
[, F: ou Fy est fini, la série ), s¢ avec sy := Y ;_p, ¥; converge vers s (resp. est de Cauchy).

b) Soit M une R-module muni de la topologie I-adique. Pour ¢ € N, soit Fy = {Z¢n }nen une
famille de Cauchy avec xy,, € I‘M . Alors, la famille Uy Fe = {xen}en est de Cauchy.

Indication
a) Pour € > 0 donné, il existe N, tel que pour toute partie finie F' D [0, N¢] on a }S*Zneﬂ :cn| < €.
Or, si m est assez grand, on a Fy IT--- 11 F,;, D [0, N.] et alors

m
|S - ZZ:U SZ| - |S - ZneFIH.HHFm x”‘ <e.

b) Soit € > 0. Comme les termes de JF, appartiennent & I*M, il existe L tel que |z, | < € pour
tout couple (¢,n) tel que ¢ > L. Par conséquent, ’Z&n $g7n| < € pour toute somme finie
avec £ > L, par non archimédiannité. D’autre part, pour chaque ¢ < L, il existe N, tel que
|Z£,n ace,n’ < € pour toute somme finie avec n > Ny, aussi par non archimédiannité. Ainsi,
si 'on pose N := sup{N¢ | £ < L} on a bien |}, ,jcx Ten| < €, pour toute partie finie K
disjointe de [0, L] x [0, N]. n

1.4.19. Exercice. Une série est ) x, est «absolument convergente » lorsque la série de réels positifs >, |z, |
est convergente. Prouver que la famille {z,, }nen des termes d’une série absolument convergente > x, est

>
sommable. Donner un contrexemple a I’affirmation réciproque.

1.4.20. Exercice. Montrer qu’une sous-famille d’une famille de Cauchy est de Cauchy mais qu’une sous-
famille d’une famille convergente n’est pas en général convergente (bien qu’elle soit de Cauchy et donc con-
verge dans un espace complet). Conclure que dans un espace complet Passertion 1.4.18-0a est vraie quelle que
soit la partition de N.

— 11 —
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1.4.21. Proposition. Dans un espace non archimédien il y a équivalence entre série convergente
(resp. de Cauchy) et famille dénombrable sommable (resp. de Cauchy). Plus précisément, la fa-
mille {x, }nen est sommable (resp. de Cauchy) si et seulement si la série ), - =, est convergente
(resp. de Cauchy).

Démonstration. Soit z = ano T, . Pour € > 0 donné, il existe N, tel que

’ NE
z— E X
n=0""

Mais alors, si FF C N est une partie finie telle que F D [0, N], on a

Ne
z— E T, < su (‘zf E x
‘ neF ms p n=0 "

grace & la non archimédiannité de |_|. Le cas de séries de Cauchy est laissé en exercice. (]

<e et |zl <e, VL=N..

,|ze| avec £ € F\[O,Ne]]) <e,

On en déduit le résultat utile suivant, corollaire aussi de la proposition 1.4.18, qui justifie dans
son assertion (c) la terminologie d’espace « complet » introduite dans 1.4.11, en ce sens que le fonc-
teur de complétion formelle laisse invariants les espaces complets.

1.4.22. Corollaire

a) Soit > ., %, une série convergente de somme s dans un R-module M muni de la topologie
I-adique. Soit IyenF; une partition de N en parties finies et posons s; := Zner T, . Alors, la
série Y, s¢ est convergente de méme somme s.

b) Les éléments de M sont les sommes des séries de la forme
Z xy, avec ordr(x,) € {n, +oo}.
n=0

De plus, si 'on choisi pour chaque n € N une famille R(n) C I"M de représentants dans M
des classes de I"M /T M, un élément z € M s’exprime d’une et une seule maniére comme

somme de série de la forme
) Tn avec T € R(n)u{0}.
n=

o~

¢) Pour tout R-module M le morphisme canonique (M) : M — M (1.4.12-0a) est bijectif.

Indication

a) Par 1.4.21 et 1.4.18-0a.

b) Soit zy = Zn>0 T, € M non nul, il existe alors ny tel que pour sy = zy + -+ + z,, on
ait |sg| > |Tpytr| pour tout r > 0. Par ultramétricité on a |zp] = [so| (¢f. 1.3.3, 1.4.4) et
|so| > [20 — so]. On pose 21 = 2z — sg. Alors, ou bien 0 = 21, ou bien 0 # 21 =, x,, auquel
cas, l'itération du procédé donne une somme partielle s; vérifiant |z;| = [s1] et |si| > |21 — s1],

soit

|20 = |so| > |s1] > |20 — s0 — s1].-
Ce procédé s’arréte apres un nombre fini d’itérations auquel cas 2y s’exprime par une somme fi-
nie vérifiant la condition demandée, ou bien produit la série ) s, de méme somme 2z, d’apres
(a) et vérifiant |s,| > |sp+1| pour tout n, ce qui démontre Pexistence de telles séries. La fin de
la preuve est aux soins du lecteur.

—-12 —
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¢) L’application L(M ) est injective puisque M est séparé (1.4.12-0a). Pour la surjectivité on se
donne une série de Cauchy ), z¢ de M avec 2z € I M, possible d’apres (b); le terme z est
une série de Cauchy > @y, de I*M, et la famille {x,,, }snen est de Cauchy d’apres 1.4.18-0b.

On a donc,
zp = E x
Zz>o ¢ n>0" "

pour toute bijection ¢ : N = N x N (1.4.21). L]

1.4.23. Corollaire
a) Les éléments de 'anneau R[X|™, complété (séparé) I-adique de 'anneau des polynémes R[X] =
R[{X, | a € 2A}], s’écrivent d’une et d’une unique maniére comme séries de la forme

ZJEG%N@JX‘], avec ay € R t.q. ordy(ay) ~ oo, lorsque |J| ~ oo (°).

b) Soit A une R-algébre de systéme de générateurs algébriques {&, }qeu . Les éléments de A s’écri-
vent (mais pas nécessairement de maniére unique!) comme séries de la forme

; .
Z!I€®mNCL]£ , avec ay € R t.q. ordy(ay) ~ oo, lorsque |J| ~ oo .

Démonstration. D’apres 1.4.22-0b un élément z € R[X]™ est la somme s’une série de polynoémes
Zn>0 P, ou P, € I"R[X] est une somme finie de monémes P, = ZamJXJ avec an,y € I".
On remarque alors que la famille {a,, ;X }n,yenxnr est de Cauchy puisque pour € > 0 donné,
il existe ng tel que |a,, ;| < € si n > ng et si n < ng il n’y a qu'un nombre fini de mondémes X7
dont les coefficients a,, ; sont non nuls, a savoir les monémes dans les polynémes F,..., P, . Par

conséquent, si

KN ([[O,n()]] X {J ‘ |J| > sup {deg(P), ... ,deg(Pn(,)}}) =g
|Z<n’¢])eK an. s X7 < €. Les familles {a, s X7}, et {P,}, sont donc sommables et de méme
somme z € R[X]|™ (1.4.18). De plus, pour chaque J donné, la famille {a,, X7}, est une famille
de Cauchy de R (1.4.20) et représente donc un élément a; de R. 1l est alors aisé de vérifier que

la famille {a; X7} ey est de Cauchy dans R[X]™ de somme z (laissé en exercice de méme que
l'unicité des décompositions). L’assertion (b) résulte de (a) modulo 1.4.12-0d. L]

1.4.24. Exercice. Montrer qu'un élément z € R[X,1/X]|” s’exprime sous la forme

= (Zn>0 anX”> + <Zn>1 anX‘")

et que cette écriture est unique. Une telle série est appelée «série de Laurent ».

1.4.25. Exercice. Montrer qu’une algebre quotient séparé d’une algebre I-adiquement compléte est complete
séparée

5 Pour un multi-indice J € Py N, on note X7 = X{"* --- X puis |J| = n; +---+n,. La notation ZJE@ N
A

fait alors référence a la somme d’une famille sommable d’ensemble d’indices @y N.

~13 -
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1.5 Propriétés générales de la complétion I-adique formelle

Le théoreme suivant donne une liste de propriétés de la complétion formelle que nous retrou-
verons plus tard dans un autre type de complétion, la complétion faible ou f-adique (4.3.1). Ces
propriétés jouent un role tres important dans la théorie de la cohomologie de de Rham.

1.5.1. Théoréme. On suppose 'anneau R noethérien.

a) Les éléments de I" M sont les séries de Cauchy de M a termes dans I"M .

b) Les morphismes naturels suivants sont bijectifs

- M
s coker (ITM = M) Nl
IrmM I'M

En particulier Gr*(M) = Gr* (M) ().
¢) L’application id : (ﬁ, ) — (ﬁ, [|l) de1.4.8 (p. 8) est une isométrie

d) On a un isomorphisme naturel M
M —— lim, ——

= I'M
e) Si A est une R-algébre noethérienne et si M est un A-module, on a:
. (;]\7) : le complété I-adique formel de M en tant que R-module,
. (m : le complété I A-adique formel de M en tant que A-module.

—_—

Le morphisme naturel (gM) — (4M) est bijectif.

f) Si A est une R-algebre noethérienne, A est noethérienne. (7

() 5
Algtf(R) - Algnoct. <R> - Algnoct.(R)

g) Si A est une R-algébre, IA C Rad(A), i.e. z € A est inversible si et seulement si z € A/TA
est inversible. De plus, si A est noethérienne, (A, IA) est de Zariski.

h) Si M est un R-module de type fini, le morphisme canonique R®r M — M est bijectif. En
particulier, R- M = M et le foncteur

o~ ~

(7) : MOdtf(R) ~ MOdtf(R)

est exact.

=

Une «filtration (décroissante)» d’'un R-module M est la donnée d’une famille de sous-modules F := { M, };en
vérifiant M = M, et M; O M, ;. Un module filtré se note aussi M, . La filtration est dite «séparée » si
(; M; = 0. Dans le cas des topologie I-adiques ces notions s’appliquent & la filtration {I ‘M }ien. On ap-
pelle «module gradué associé au module filtré M, » la somme directe Grz(M) = @,y Mi/M;11. Un
«morphisme de R-modules filtrés v, : M, — N, » est un morphisme ¢ : M — N qui respecte la filtration,
i.e. p(M;) C N; pour tout ¢ € N. Un tel morphisme induit un morphisme Grz(¢) : Gr(M) — Grz(N). Un
«anneau filtré» est un Z-module filtré par une famille de parties (idéaux) {A;};en vérifiant A;A; C A, ;.
Si A, est un anneau filtré le module Grz(A) est muni d’une structure d’anneau en remarquant que si
ac€A;JA; 11 et feA;j/A;q; Pélément abe A,y /A1 11 est indépendant des représentants a,b € A des
classes «, 8, on pose donc a-f3 := ab, et (Gr].—(A), 0,1€ Ag/Ay,+,-) est un anneau gradué, c’est «!’anneau
gradué associé a l’anneau filtré A, ».

" Cette assertion ne sera pas tout a fait vérifiée dans la complétion faible!

— 14 —
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i) Soit A une R-algébre et soient f,g € A tels que D(g) C D(f) dans Spec(A/IA), il existe
alors un et un unique morphisme de A-algébres ﬁg,f Ay —+ Ay. De plus, si vy : A — Ay et
vy, 1 A — A, sont les morphismes de localisation, on a Uy = P4t o Uy.

j) Si A est une R-algebre de type fini, le morphisme naturel Q4 — QA/R induit un isomor-
phisme

A©a Uy —= (Uyp)s

Indications

a) Il est clair que tout élément de T "M se réalise comme série de Cauchy a termes dans I" M.
Réciproquement, si {t1,...,t;} est un systeme de générateurs de I", un élément y € I""* M
s’écrit Zle tiy; avec y; € I'M et donc ordr(y;) > ords(y) — r. Par conséquent, une série de

Cauchy ), .z, avec x, € I"M s’écrit aussi

L L

Zn>0 (Zi:1 b ‘T"v") - Zizl ti(zwo l’m)

ol ).~ Tn,i est de Cauchy puisque ordy(z, ;) > (ordy(wy)—7) ~ +oo,donc } oz, € I"M.

b) L’assertion 0a montre ’égalité I'M=1IM qui donne immédiatement la bijectivité de la
deuxieme fleche et I'injectivité de la premiére. Enfin, la surjectivité de M — M /I "M est claire
puisque d’apres Oa une série de Cauchy modulo I" s’exprime comme somme finie d’éléments de
M donc comme un élément de M .

c) La proposition 1.4.8 a déja donné I'inégalité ||| < ||, autrement dit 1By (0;7) € By_(0;7).
Réciproquement, un élément non nul w de IBj_(0;7) € M se représente par une suite de
Cauchy (z,,)n>0 de M qui ne converge pas vers zéro, et donc, telle que la suite (|zn|)n>0 est
stationnaire (1.4.4) et méme constante car si (y,)n>0 est une suite de Cauchy, la différence
(Yn)n>0 — (Ynt+N)n>0 €st une suite qui converge vers zéro. L’élément w se représente donc par
une suite de Cauchy a termes dans I" M, mais alors w € I'M = IB_(0;7) d’apres Oa. Par
conséquent IB|_(0;7) = IBy_(0;7).

d) L’assertion est équivalente a 1.4.22-0b. Autre preuve: — Le noyau du morphisme est 0 =
N, I" M par Ob et Oc (cf. aussi 1.4.8) et la surjectivité se vérifie manuellement.

e) Par 0d.

f) L’assertion Ob affirme que les anneaux R et ﬁ, filtrés par la suite décroissante des puissance
successives de I, ont les mémes graduées associés. On conclut alors a l'aide de deux résultats
classiques (%), “I’anneau gradué associé a un anneau noethérien est noethérien”, et “un anneau
complet et séparé est noethérien si son gradué I'est”.

g) 1l suffit de vérifier que si z € A et y e I,Vélément 1 — yz est inversible. Or, la série Y onso(y2)"
converge dans A (car A= A)et (1-— y2) (X 50(y2)™) = 1. Ensuite, z € A/IA est inversible,
si et seulement si, il existe w € A tel que wz € 1+ 1 A ; or, nous avons vu que les éléments de
1+ IA sont tous inversibles. Enfin, si A est noethérien, A l'est aussi (par 0f), et (2, I 2) est
bien de Zariski.

h) On procéde un peu comme dans Oa. Si {m1,...,m,} est un systéme de générateurs de M, toute
série de Cauchy Zn>0 z, s'écrit sous la forme >, (Zn% tm)xl avec (Zn>0 ti,n) € ﬁ, et
I’application R® M — M est bien surjective. Ensuite, le R-module R® M est séparé puisque

 Voir [Bs] ch. III §2.10 p. 183 et aussi [J] §7.17 p. 456.
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de type fini et que R est de Zariski (1.2.1-0j), mais alors et le morphisme R® M — M est
injectif s’il en est ainsi de son gradué, ce qui est évident.

i) L’inclusion D(f) 2 D(g) équivaut & \/6 2 /(g) de sorte que f est inversible dans (A/IA)j.
L’image de f par vy : A — ;1; est donc inversible (cf. 0g) d’ou le morphisme induit P4 s :
Ap — A de complétion pg i

j) D’apres Oe, le séparé I-adique d’un A-module coincide avec le séparé I A- adique. D’autre part,
comme A est une R-algebre de type fini, 24,5 est un A-module de type fini et donc A A QA/R
est un A-module de type fini, I-adiquement séparé en plus, puisque A est de Zariski (1.2.1-
0j-01). Ainsi, l'assertion résultera, moyennant le critére de séparabilité 1.2.3, de vérifier que
I’application

Hom ; (0%

LS — Hom (A ®4 Qf . S) (%)

induite par le morphisme canonique A® AQqr = Q3 /R ("), est bijective pour tout A-module
I-adiquement séparé S.

Lorsque k£ = 1, la propriété d’adjonction pour le module des différentielles relatives traduit la
question de bijectivité de (x) en celle du morphisme canonique

o : Derg(A; S) —s Derg(A; S)
induit par ,(A): A — A.
Notons {Xi,...,X,} un systeme de générateurs de A en tant que R-algebre. Un élément
de A s’écrit alors sous la forme >onso Pu(X1,..., X,,) avec P, € I"R[X] (¢f. 1.4.22-0b). Ainsi,
pour toute R-dérivation D : A — S, on a “formellement”

D(Zn%Pn(Xh...,Xn)) = Zn OD(P (X17-~-,Xn))
B Zn>0 Zl 1 (9X Xl?"an)D(Xi)
— Zizl (Zn>0 gi (X1,..., Xn)) D(X;) ()

ou chaque terme entre parentheses appartient bien a A, i.e. est une série de Cauchy de A.
L’expression (¢) définit bien une application D : A — S puisque »_, ., P, = 0, si et seu-
lement si, les sommes partielles 2220 P, convergent vers 0, et cette derniere condition est

évidemment préservée dans les suites des dérivées partielles Z;>0 ox-- On vérifie ensuite que D

est R-linéaire et que 13(21 x9) = zlf)(zQ) + ZQD(zl). On a ainsi défini une application R-linéaire

B : Derg(A;S) — DerR(ﬁ; S), B(D):=D.

La composée a o 8 est clairement 'identité, et « sera bijective si et seulement si 5o« est in-
JeCthQ Or, pour D € DerR(A S) la différence A := (m D est nulle sur 'image de A dans
A; cette image est dense dans A S est séparé et A est continue, donc A = 0 et S o« est
I'identité. Ce qui termine la preuve de la bijectivité du morphisme A XA QA/R — (QX/R)

Lorsque k£ > 1, 0n a

A4V =A04 Ny Qun=N; A4 Qn= N5 (Qn), — (/\,’% QA/R)U

et la fleche de droite est bijective par 1.2.3. ]

 Voir les notes du cours “Cohomologie de de Rham dans la catégorie des Schémas” §1.5.

~ 16 —



82 COMPLETION T-ADIQUE §2.1

1.5.2. Exercice. Expliquer pourquoi 1.5.1-0j dit aussi que pour toute R-algebre de type fini A 1'application

naturelle A ® 4 Qyp = (Q}/é)a est bijective. (Attention au ‘R’ du second membre)

1.5.3. Exercice. Soit A une R-algebre et P € A[X]. Donner des isomorphismes canoniques entre les algebres
(AXle)™  (AX]e)”  (((AXD7)e)”

1.5.4. Exercice. Soient I et I deux idéaux de R tels qu’il existe des entiers n; avec I7t C I et IJ? C
I . Montrer que pour tout R-module M les complétions I;-adiques de M s’identifient canoniquement.

§2. Sur la topologie des limites projectives

2.1 Catégorie des systémes projectifs

2.1.1. Systémes projectifs. Dans ces notes un «systeme projectif » d’objets d’une catégorie C
est un foncteur contravariant de la catégorie N (') vers la catégorie €. Ainsi, un systéme pro-
jectif dans € est la donnée d’une famille d’objets {X, }nen et d’une famille de morphismes
{vn, € More(Xnt1,Xn)}n ce que 'on représente plus simplement par :

Vn Vn— Vi3 12 1% 17
2 X, S X, —5 2 X, 2 X 25 X

Un tel systéme sera noté {X,,, v, }n.

2.1.2. Morphismes de systémes projectifs. Un «morphisme de systémes projectifs » de { X, vp }n
vers {Y,, fin }n est une famille de morphismes {p,, € More(X,, Y,)}n telle que le diagramme:

v v

v Vp— Vs 1%
A X ”_1>an1 e G X, X, Xy
tPn\I( Sﬂnfle tple/ (Pl\l/ tPo\l/
L n— n—2 L 4
. Hn Yn Hn—1 Yn—l Hn—2 2 Y—Q M1 le Ho YO

est commutatif.

Les systemes projectifs d’objets de € et leurs morphismes constituent une catégorie, la « catégorie
des systemes projectifs de € » notée Projy(C).

2.1.3. Limite projective. La correspondance de € vers Projy(€) qui fait correspondre a un ob-
jet X le «systéme projectif constant» {X,, = X,v, = idx}, et & un morphisme ¢ : X — Y le
«morphisme constant » {@, = ¢}, est un foncteur covariant ¢(_) : € ~» Projy(C).

On appelle «morphisme de X € € wvers un systéme projectif » {Y,,, tin }r, tout morphisme de
(X)) vers {Yy, lin}n, autrement dit toute famille de morphismes {p, : X — Y.}, telle que
©n = Hn © Yn41 pour tout n € N.

%/ {\\

Soikl - &\;
- —Y, — Y, _ e Y5 Y Y,
Hn n Hn-1 n—1 Hn—2 2 2 1 1 o 0

W La «catégorie associée a un ensemble partiellement ordonné (E; <) » est la catégorie dont les objets sont les
éléments = € E et ot Mor(z1,z2) posséde un unique élément lorsque 1 < x2 et est vide autrement.
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On dit que le systeme projectif {Y;,, in}n admet une «limite projective» lorsqu’il existe Y, €
Ob(€) et un morphisme {®,}, : Yoo = {Y.,tn}n tels que pour tout X € Ob(€), tout mor-
phisme {¢n}n : X — {Yn, tin}n se factorise & travers un et un unique morphisme v : X — Y,
1.€. p, = P, o) pour tout n € N.

1%// Pn $n-1 P2 &\‘
L Y, Y. e Y- Y, Y
iy Hn LT fn 1 Hn-2 122 2 M1 1 Mo 0

¢>Yf// ”

La proposition suivante est immédiate

2.1.4. Proposition et notation. Le systéme projectif {Yy,, in}n admet une limite projective, si
et seulement si le foncteur d’ensembles Morpyoj, () (t(—), {Yn, in }n) est représentable. La limite
projective de {Yy, tin }n , lorsqu’elle existe est donc unique & isomorphisme canonique pres, elle sera
notée lgnn{Yn, ln}n €t méme lim,, Y;, lorsque les morphismes {ptn }n seront sous-entendus.

2.1.5. Foncteur lim . On dit que la catégorie € «posséde des limites projectives» lorsque tout
systeme projectif d’objets de € admet une limite projective. Dans ce cas on dispose du fonc-
teur lim,,(—) : Projy(€) ~» € adjoint a droite du foncteur +(_) : € ~» Projy(€), autrement dit

I’application naturelle

L Morproj,(e) (t(-); (=) = More((-), lim »,(-))
est bijective.

2.1.6. Théoréme. Les catégories suivantes possedent des limites projectives.

a) La catégorie des ensembles Ens.
b) La catégorie des espaces topologiques Top.

c¢) Les catégories d’anneaux, d’algébres, des modules sur un anneau.

Démonstration. Soit {E,,, v, }, un systéme projectif d’ensembles. L'un des axiomes de la théorie
des ensembles garantit l’existence de I’ensemble produit [],, E,,. Notons p,, : [[,, E» — E, la pro-
jection canonique. On vérifie alors aisément que le sous-ensemble E, C [],, E,, des suites (ep)nen
telles que v, (en41) = ey, pour tout n € N et la famille d’applications p,, : Ex, — E,, est une limite
projective.

Si {T,,vn}n un systéme projectif d’espaces topologiques, on muni I’ensemble [, T,, de la
«topologie produit», i.e. de la topologie la plus grossiére rendant continues les projections cano-
niques ; un ouvert de [], T}, est alors une intersection finie de sous-ensembles de la forme p,,' (U,,)
ou U, est un ouvert de T}, que I'on appelle «ouvert élémentaire» de ], T,,. L’ensemble lim,, T),
muni de la topologie induite par la topologie produit de [[,, T;, est alors une limite projective dans
la catégorie des espaces topologiques. En effet, étant donnée une famille d’applications continues
{¢n : X = T, },, Vapplication [[,, ¢n : X =[], Tn,  — {@n(x)}n, est continue puisque I'image
inverse de 'ouvert élémentaire p,,*(U,,) s’identifie & ' (U,,), ouvert par hypothese.
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Le cas des anneaux, algebres et modules est laissé aux soins du lecteur. [

2.1.7. Exercice. Montrer qu’une limite projective d’espaces topologiques séparés est séparée.

2.1.8. Proposition. Une suite décroissante de parties X = Xy O X; O --- d’un ensemble (resp.
espace topologique) X défini de maniére évidente un systéme projectif. Le sous-ensemble (resp.
sous-espace) X, = (,, X,, muni des inclusions X, C X,, est une réalisation de lim , X, .

Démonstration. La famille d’inclusions X,, € X,, induit une application € : X, — h&ln X,
(continue dans le cas topologique) par la propriété universelle de la limite projective. L’application
€ est injective, puisque la composée X — lim,, X, Do, Xy lest, et surjective, puisque lim, X,
se voit dans sa construction comme ensemble des suites constantes de terme (évidemment) dans
X . Ainsi, € est bijective (bicontinue dans le cas topologique car ouverte). [

2.2 Sur la topologie des complétions I-adiques formelles

2.2.1. Théoréme. Soit M un R-module.

a) L’isomorphisme M = lim,, (M /I" M) (1.5.1-0d) est un isomorphisme d’espaces topologiques.
L’espace M est une limite projective d’espaces topologiques discrets et est «totalement discon-
tinu» ().

b) Lorsque les modules M /I" M sont tous finis, le complété I-adique formel M est un espace
topologique compact totalement discontinu.

¢) Pour tout m € 7Z lanneau Z,,, complété de Z pour la topologie (m)-adique, appelé «anneau
des entiers m-adiques» est compact et totalement discontinu.

Démonstration

a) Nous avons déja remarqué que la topologie I-adique de chaque M /I"™ M est discrete (ex. 1.1.5).
D’autre part, la topologie I-adique de M est engendrée par les boules IB(z;n) qui sont préci-
sément les traces sur I'ensemble lim,, M /I" M de ouverts élémentaires de [[, M /I" M. .

Notons v, : M — M /I M la projection canonique. Si e; # e sont deux éléments de M, il

existe N tel que py(e1) # pn(es) et comme Pespace M /I™ M est muni de la topologie discrete,
il est réunion d’ouverts disjoints Uy, Us tels que e; € U;, mais alors M = pjvl(Ul) Hp&l(Ul).
On en déduit que les seules parties connexes de M sont les singletons.

b,c) Conséquence immédiate du théoréeme de Tykhonov.(**) "

2.2.2. Exercice. Montrer que M est compact si et seulement si M /IM est fini.

11 On appelle ainsi un espace topologie dont les seules parties connexes sont les singletons.

2 Le produit d’une famille quelconque de compacts muni de la topologie produit est un espace topologique
compact.
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2.3 Le cas des entiers p-adiques

L’anneau Z,, «des entiers (m)-adiques» a été introduit (2.2.1) comme le complété (séparé) (m)-
adique de I'anneau des entiers Z. Nous discutons dans cette section quelques unes de ses propriétés
élémentaires.

2.3.1. Z,, comme fermé totalement discontinu dans [0, 1]. On défini par récurrence une fa-
mille décroissante F* de fermés de l'intervalle réel [0, 1]. Notons o, 1'opérateur qui, appliqué &
I'intervalle fermé I = a + r[0, 1], donne les m sous-intervalles fermés

I

disjoints suivants

am(a+rﬂ0,1]]):ﬁ(a+r[[ osI o

=1

21— 2 2i—lﬂ)
2m —1"2m —1

On étend ensuite la définition de o,, a I’ensemble des réunions disjointes des sous-intervalles fermés
de [0, 1] en le faisant agir intervalle par intervalle.

On pose alors Fj" := [0,1] et F | = o (F). 7./(2°) F;
Le nombre my(F*) de composantes connexes de 7, /(21) —_ —_ F12
F)" est précisément m" ce qui nous permet d’iden- ) 9
tifier Z/(m™) a ensemble des extrémités de gauche Z/(Z) -- —-- 5
de ces composantes et ceci de maniére compa- Z/(2%) R
tible aux applications v, : Z/(m""!) — Z/(m™) 7)(2Y F2
et F"; C F* (voir illustration) d’ou1 I'inclusion

tn 2 Z/(m™) C F"™. Notons p, : FI* — Z/(m™) la surjection qui fait correspondre & x € F™
Pextrémité gauche de la composante connexe de F™ contenant x. On munit Z/(m™) de la topo-
logie discrete et F,* de la topologie induite par R, les applications ¢, et p, sont alors continues
et induisent des applications continues

N lim . py

l(iinnw —E Jim, F

W Gy
dont la composée est I'identité puisque p,ot, = id pour chaque n. Or, I'application lim ,, ¢, est éga-
lement surjective puisque x € lim ,pm = N, Fo* (2.1.8) détermine pour chaque n la composante

N

connexe de F," a laquelle il appartient et donc 'extrémité gauche z,, de celle-ci; I’élément x défini
ainsi une famille {z, € Z/(m")},, compatible aux applications v, i.e. un élément z € lim, (L

m"

—

dont z est 'image par 'application lim,, t;,. On a ainsi démontré

2.3.2. Proposition. Le complété (m)-adique de Z, noté Z,,, est homéomorphe au sous-espace
compact et totalement discontinu F™ = (1, F}" de I'intervalle réel [0, 1].

2.3.3. Arbre des entiers m-adiques. Revenons & I’anneau des «entiers m-adiques» Z, (2.2.1-
Oc). On a Z, = lim,, Z/(m™) (1.5.1-0d) et tout élément de Z,, s’exprime d'une et d'une unique
maniére comme somme d’une série y . 6, m" avec 6,, € {0,1,...m—1} (1.4.22-0b). L’itération de

la division euclidienne per-
met la détermination de la itération 0 1 2 13 |4 |5(6|7]|8[9]10]11

suite (an)n20~ Par exemple, nombre 2009 | 1004 | 502|251 [125(62|31|15| 7|3 |1 |0
si m = 2, les divisions suc- | reste de la
cessives de 2009 par 2 don- | division par 2
nent le tableau ci-contre, d’ou

le « développement diadique »

1 1001 |1 (01|11 ]|1]|1]-
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2009 = Z 2" = 1.2°4+02' +022 + 122+ 1.2 +02° + 1.2 +1.27 +1.28 + 1.29 + 1.210
nz

a ne pas confondre avec I’écriture en base 2 de 2009 qui se lit en sens inverse, a savoir 11111011001.
Le dessin suivant illustre ce résultat numérique et la suite des boules centrées en z = 2009 (modulo

2).
— ~~ ~~ ~~

B(z;0) 2 B(z1) 2 B(2;2) 2 B(2;3) 2 B(z;4)

Z/(2")
Z/(2")
Z)(2%)
Z/(2)

z/(2")

2.3.4. Intégrité de Z,,

Proposition. L’anneaux Z,, est intégre si et seulement si m est une puissance d’un nombre pre-
mier.

Preuve sous forme d’exercice
a) Pour n € N et a,b € N relativement premiers, montrer qu’il existe o, € Z tel que

1+ a,a™ € b"Z

b) On munit Z de la topologie (ab)-adique.
i) Montrer que la suite

to(a) =1

tn(a) = amag - - agna?"’

(tn(a))nen avec {

est une suite de Cauchy de Z qui ne converge pas vers zéro.
ii) En procédant de méme pour b montrez que le produit des suites Cauchy (¢,(a))n - (£,(0))n
est nul dans Z,,. Conclure que Z,, n’est pas integre.
¢) Soit I = (m) C Z. Montrer que ordy(_) : Z — N est une valuation si et seulement si m est un
nombre premier. En déduire une condition d’intégrité de Z,, (cf. 1.3.8).
d) Conclure que Z,, est intégre si et seulement si m est une puissance d’un nombre premier (cf.
1.5.4). [

2.3.5. Anneaux de valuation discréte. On appelle ainsi tout anneau intégre principal ayant un
unique idéal premier non nul (¢f. [Ser] ch. I §1,2).

Par exemple, si p est un nombre premier I’anneau 7Z, et un anneau de valuation discrete. En ef-
fet, son intégrité a été prouvée dans 2.3.4 et I'équivalence Z,/pZ, = Z/pZ = F, (1.5.1-0b) montre
que pZ, est un idéal premier de Z,, et méme que tout élément de valuation nulle est inversible
(1.5.1-0g). Par conséquent, si l'on écrit z € Z, sous la forme z =" 6,p" avec 6,, € {0,...,p—1}
(1.4.22-0b), on voit que z = p”»(*)u ol u est un élément inversible de Z,. Les idéaux de Z, sont
donc engendrés par les puissances de p et Z, est bien de valuation discrete.
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2.3.6. Prolongement de la valuation p-adique. Nous avons les inclusions d’anneaux et corps

LS 2y CZp S Q Q,CC,

wlM
«lN
=N

ou 1 et 4 résultent de complétions topologiques alors que 0, 2 et 3 sont de nature algébrique. En
effet, Z, est un anneau local d’idéal maximal pZ, et le morphisme naturel Z — Z, se factorise
canoniquement a travers le localisé Z,) ce qui donne les inclusions Cg ;. Ensuite, comme Z,, est
integre, il s’injecte (C2) dans son corps de fractions Q, lequel s’injecte & sont tour (C3) dans sa
cloture algébrique Q,.

La valuation v, : Z, — N se prolonge & @Q, car une fraction rationnelle s’écrit d’une maniere
unique sous la forme up™ avec w inversible dans Z, et m € Z; on pose alors v,(z) = m d’ou
la valuation v, : @, — Z de valeur absolue associée |_|, : Q, — R. On démontre alors ([Ser])
que cette valeur absolue se prolonge d’une et une unique maniére en une valeur absolue (ultramé-
trique) ||, : @, — R dont I'image est cette fois dense dans R. Enfin, I'inclusion C, est I'inclusion
de (Qp,|—|,) dans son complété topologique C, ; 'image de ||, : C, — R et alors la méme que
celle de ||, : @, — R (1.4.4). On démontre (loc. cit.) que C, est algébriquement clos.

2.3.7. Exercice. Montrer que (Q,, |—|,) est localement compact.

§3. Remarques sur la cohomologie de de Rham en caractéristique zéro

Les techniques de complétion des sections précédentes trouvent I'une des principales motivations
dans la problématique de la recherche d’une théorie cohomologique «a la de Rham» en caractéris-
tique zéro pour les variétés (schémas en fait) algébriques en caractéristique positive. Nous allons
regarder un exemple simple pour montrer & quel niveau la complétion intervient.

3.1 Cohomologies de de Rham associés a des ouverts principaux de A%p

L’anneau des fonctions régulieres d’un ouvert principal de Aﬁ?p est de la forme F,[X]p avec
P € F,[X], et la surjection canonique v : Z[X] — F,[X], qui induit une surjection vp : Z[X]s —
F,[X]p pour chaque P vérifiant v(P) = P, identifie F,[X]p & la réduction modulo p de Z[X]p,
on dit alors que Z[X]p est un «relévement (Z-plat) de F[X]p ». Dot I'idée de définir la cohomo-
logie de de Rham (en caractéristique zéro) de 'ouvert D(P) C A%Fp comme la cohomologie de de
Rham de 'une des algebres Z[X] 5. Regardons d’un peu plus pres cette idée.

3.1.1. Le cas P = 1. S’agissant de la cohomologie de I’espace affine, la nécessité de voir vérifié le
lemme de Poincaré nous conduit & tensoriser le complexe de de Rham par le corps de fractions de
I’anneau des coefficients. En effet, la cohomologie de QE[ X))z a savoir, la cohomologie du complexe

a deux termes: 0 do 1

I f
zix] 2% 7x]

n’est jamais triviale en degré positif (X™ n’est pas la dérivée d’un polynoéme si n > 0) alors que
celle de Q ®z Q%X]/Z Pest. Cette remarque est générale :
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Proposition. Pour toute algéebre A de caractéristique nulle, de corps de fractions K la cohomo-
logie du complexe K ® 4 QZ[X]/A est nulle en degrés positifs et s’identifie & K en degré 0.

3.1.2. Le cas P =1+ pX. Le polynome P releve toujours 1 € F,[X] et I'algebre Z[X]p est un
relevement de F,,[X]. Dans ce cas 'application X +— (Y —1)/p identifie Q ® Z[X]p et QR Z[Y]y
de sorte que la cohomologie du complexe Q ® Qzx],,z s’identifie a la cohomologie de la droite
affine épointée, isomorphe a Q en degré 1.

La cohomologie de de Rham (sur Q) des algebres Z[X] et Z[X]14,x sont donc différentes, et
ce procédé naif de relevement ne risque pas de produire des invariants cohomologiques pour les
variétés en caractéristique positive.

3.1.3. Les anneaux de Zariski. Dans les exemples précédents, les polyndomes P relevent bien
I'identité de FF,[X] mais ce qui les rend incomparables c’est le fait que I'un est inversible et l'autre
non. Or, c’est précisément la propriété caractéristique des anneaux de Zariski d’assurer 'inversi-
bilité des relévement des éléments qui sont inversibles dans la réduction (1.5.1-0g), et c’est I'une
caractéristique du procédé de complétion de fabriquer, fonctoriellement de surcroit, des anneaux
de Zariski. Ainsi, et comme nous cherchons des relevements d’algebres de caractéristique p, nous
sommes emmenés a nous intéresser a la complétion formelle p-adique ot I'on a, toujours par 1.5.1-0g
mais surtout par 1.5.1-0i, des égalités

ZX] = Z[X]11px = L[ X|14pox), YQ € Z[X].
Ces algebres () fournissent, évidemment, la méme cohomologie de de Rham, mais laquelle? Non
pas celle du complexe de de Rham algébrique (car pathologique) mais plutot celle du complexe de
de Rham algébrique séparé (1.5.1-0j) et tensorisé par Q, pour tenir compte de 3.1.1. Nous sommes
ainsi emmenés a comprendre la cohomologie du complexe a deux termes

. d ~
0 = Qp ®z, Zp[X]™ ®z,(x) Q%p[x] /Zy — Qp ®z, Zp[X]” ®z,(x] Q%p[x] 2, =0
H o I &
QP ®Zp ZP [X]A Qp ®Zp ZP [X]A

3.1.4. Proposition. L’image de la dérivation dx : Q, ®z, Zy[X]"™ = Q, ®z, Z,[X]™ (") est le
Qp -espace vectoriel engendré par les séries Zn>0 an X™ telles que

(vp(an) —vp(n—+1)) ~ +oo, lorsque n ~ +oo (C)

Démonstration. Les éléments de Z,[X]|™ sont les séries ) b, X" avec vp(b,) ~> 400 d’apres
1.4.23-0a, donc z € OxZ,[X]™ est une série Y, a, X" avec a, = by41(n + 1) et alors (v,(a,) —
vp(n + 1)) ~ +oo. Réciproquement, étant donnée une série z = Y a, X™ avec a, € Q, et vé-
rifiant la condition (C), ce qui implique que a,, € Z, pour n > 0, la série Y, (a,/(n + 1)) X"
a aussi ses coefficients dans Z, pour n > 0 et quitte a la multiplier par une puissance suflisante
de p, non seulement tous ses coefficients sont dans Z,, en plus la série est de Cauchy et converge
(donc) vers un élément w € Z,[X]”. Ceci prouve que p N dxw = z pour N > 0. m

1 Ces algebres sont les mémes que (Z,[X])” = (Zp[X]14px)" = (Zp[X]14p0(x)) "> VQ € Zy[X].

1 La notation 0x est équivalente de 8%.
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3.1.5. Remarque. La proposition 3.1.4 et sa démonstration restent valables si I’on remplace Z, par un an-
neau de valuation discrete d’inégale caractéristique et de caractéristique résiduelle p.

3.1.6. Remarque. La condition (C) de la proposition précédente est plus forte que celle de convergence for-
melle qui demande seulement que v, (a,) ~» 4+00. Par exemple, la série Zi>0 ptXP 1 est bien une série de
Cauchy mais elle ne vérifie pas (C) puisque autrement la primitive

[X = =Y

serait sommable ce qui est de toute évidence impossible. Le complexe (f) posseéde donc bien de la coho-

mologie en degré un et c’est pour corriger ce défaut tout en gardant les bénéfices des anneaux de Zariski
et les différentes fonctorialités des constructions jusqu’ici introduites que Dwork dans un premier temps et
Monsky-Washnitzer ensuite ont introduit la notion de convergence faible.

3.1.7. La convergence faible. Une série ) - ;a, X" € R[X]™ (1.4.23-0a) est dite «faiblement
convergente (pour la topologie I-adique)» s’il existe une constante positive C' telle que

n < C(ordr(a,)+1), VYneN (FC)

3.1.8. Proposition. Notons R[X|' le sous-ensemble de R[X|~ des séries faiblement convergentes.
a) R[X]" est une R-sous-algébre de R[X]™.

b) L'opérateur dx : Z,[X]™ — Z,[X]" induit une surjection dx : Q, ® Z,[X]! - Q, ® Z,[X]
de noyau les séries constantes Q,, - 1.

Démonstration
a) Siz = Zn ap, X™ et z9 = Zn b, X" sont faiblement convergentes, on prend la méme constante
C dans la condition FC pour les deux séries. Alors, pour tout z € R et tout n € N, on a

vp(an + wby) = inf{v,(ay,),v,(by)} = C 'n—1

o~

et la série z; + z2» est faiblement convergente, donc R[X]' est un sous- R-module de R[X]
Le produit 2122 est la somme de la famille {a, b, X™"*™}, men (de Cauchy!). Notons ¢, =
Zf:o a;bi_; alors

vy (cx) = inf{vy,(a;br_;)} = inf{v,(a;) +v,(bx_i)} = C 'k —2

donc k < C(vp(cr)+2) < 2C(vy(ck)+1) et lasérie 2120 = >, ¢ X" est faiblement convergente.
b) Si )", anX™ est faiblement convergente la condition (C) de la proposition 3.1.4 est

vp(an) —vp(n+1) = C 'n—1-v,(n+1)>C 'n—1—log,(n+1)

et il est bien connu que la fonction ¢ — C~1¢t — 1 — log, (t + 1) tend vers +oo avec t € R. Il
existe donc N tel que pVv 3" an(n+1)"' X" appartient & Z,[X]”. Or, on a

vp (an(n+1)7") = vplan) —vp(n+1) > C 'n—1—log,(n+1) > D 'n—1

si et seulement si (C~1—D~1)n > log,(n+1), et cette condition est vérifiée pour chaque D > C,
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pour tout n assez grand (dépendant de D). Pour un tel choix de D il existe donc ng tel que
n < D(v,(pNan(n+1)) + 1), pour tout n > ny.

Mais alors la série pV Y a,(n + 1)"1X" " vérifie la condition (FC) avec la constante C' =
sup{D,ng}.
La détermination de ker(dx) est laissée en exercice (cf. 1.4.23-0a). n

3.1.9. Remarque. L’assertion 3.1.8-0b et sa démonstration restent valables si I’on remplace Z, par un an-
neau de valuation discrete d’inégale caractéristique et de caractéristique résiduelle p.

3.1.10. Remarque. On aura remarqué par la preuve de 3.1.8, ’équivalence entre (FC) et la condition

il existe C,C’ € R tels que n < Cordg(a,) + C’, pour n>> 0 (FC')

3.1.11. Commentaire. Les complétions formelles A des R-algebres de type fini A ont le propriété fonda-
mentale d’étre de Zariski et de dépendre fonctoriellement de A, mais la cohomologie de leurs complexes de
de Rham séparés ne fournit pas les bons nombres de Betti. Les sous-algébres At des séries faiblement conver-
gentes de A, corrigent ce défaut, mais pour qu’elles soient utiles pour une théorie cohomologique il faudra en
donner une définition fonctorielle et prouver qu’elles vérifient la propriété d’étre de Zariski. La section 4 est
destinée & cette question ot 'analogue des propriétés générales de la complétion formelle (th. 1.5.1) est dé-
montré pour la complétion faible, ce qui est assez remarquable. Nous verrons aussi que pour une R-algebre de

type fini A, on a toujours (QZT/R)G =At®y, Q;/R . On définira alors la « cohomologie de de Rham t-adique»

d’une R-algebre de type fini A par
Hpp(AT/K) = h* (K @r AT © 0y p)
ou K désigne le corps des fractions de R.

Les considérations du paragraphe 3.1.3 seront alors valables pour la complétion faible des algebres Z,[X]p
et la cohomologie de de Rham p-adique d’un ouvert principal D(P) C A]}P sera, par définition,

HDR(D(P)/QP) = HDR(ZP[X}PT/QP%

indépendante du relévement P de P. La proposition 3.1.8-0b montre déja que cette définition donne les bons
nombre de Betti pour A]}p.

3.1.12. Heuristique autour du rayon de convergence. Pour chaque a € ﬁ, la complétion for-
melle du morphisme R[X] — R, P(X) — P(a), d’«évaluation d’un polynéme en a», donne le
morphisme R[X]™ — R, z — z(a), d’« évaluation des séries en a». Une série z € R[X]™ définit
ainsi une application z : R— ﬁ, a — z(a) de maniére analogue aux séries entieres sur C.

Plus généralement, si (A, |_|) est une R-algébre valuée non archimédienne compléte, pour a € A
et chaque série de Cauchy z = > 2, X", la série ) . xna™ est de Cauchy, et donc converge
dans A, si et seulement si la suite |x,||a|™ converge vers zéro. En particulier, la convergence de la
série dépend uniquement de la valeur absolue de a € A. Le «domaine de définition» de z: A — A,
i.e. 'ensemble des a € A tels que la série Zn>0 xn,a™ converge, est par conséquent une boule de
A centrée a origine.

— 95 —



§3.1 ALBERTO ARABIA 83

PP , (o n
Définition. On appelle «rayon de convergence» d'une série z = ) ~,z, X", et on note R(z), la
borne supérieure de I’ensemble des p € R tels que la suite (|2, |P™),>0 converge vers zéro lorsque
n tend vers +o0o. On dit que «la série z converge en a» si la série z(a) ==Y, x,a™ converge.

3.1.13. Proposition. Avec les donnes en cours,

a) Le rayon R(z) de la série z =3, x,X™ est donnée par la formule ()

R(z) = liminf ———

ik
T |

b) Si |a| < R(z) la série z(a) = ), 5o Tna™ converge; si |a| > R(z) la série z(a) ne converge pas;
si |a| = R(z) on ne peut rien dire, mais si z(a) converge, la série z(b) converge dés que |b| < |al.

Indication. Notons Ry(x) (resp. Rp(z)) I'ensemble des p € R, tels que la suite (|z,]P™)n>0 tend
vers 0 (resp. est bornée). On a bien Ry(z) C Rp(z). Inversement, si (|z,|P])n>0 est bornée, pour
tout P1 < Po on a (|2 |PT)nz0 = (Jxn|PG(P1/P0)™)n et donc P1 € Ry(z). Les bornes supérieures
de ces deux ensembles sont donc bien égales. Or, |z, |p™ < C pour tout n équivaut a
Ve
p S L 1) Vn (S N,

.
T |

et la conclusion s’ensuit. L’assertion (b) est laissée en exercice. (]

3.1.14. Remarque. L’analogie avec le cas des séries entiéres est évident, mais il faut bien retenir une diffé-
rence importante : dans le cas d’une valeur absolue non archimédienne, si une série converge en un point, elle
converge en chaque point du cercle centré a I'origine contenant ce point.

3.1.15. Exercice. Donner une condition sur la constante C' dans (FC) (1.4.23-0a) pour que R(z) >r > 1.

3.1.16. Rayon et domaine de convergence. Dans ce qui précéde nous avons défini le rayon de
convergence d’une série mais nous n’avons encore rien dit & propos du «domaine de convergence
d’une série». En effet, la valuation I-adique étant a valeurs entieres, les valeurs absolues asso-
cies sont discretes. Par exemple, la série Y p" X™ a un rayon de convergence égal a p (') mais il
n’existe aucun élément de Z, de valeur absolue plus grande que 1 et notre série converge sur Z,
tout entier. Par contre, si nous nous plagons sur Q, (2.3.6), la valuation p-adique vp(—) : Q, = Z
est surjective et I’ensemble des valeurs absolues atteintes est {p™ | m € Z}, le cercle de rayon p
est maintenant plus grand que celui de rayon 1, mais la série n'y converge pas car ., p"(1/p)"
n’est de toute évidence pas convergente. Or, dans Q,, le disque de rayon p privé du cercle de méme
rayon est le disque de rayon 1 donc exactement Z, ; il n’y a donc dans Q, aucun élément de valeur
absolue plus grande que 1 rendant convergente notre série de rayon p. Il faut passer a la cléture al-
gébrique @p de Q, pour trouver assez de points pour que I'affirmation “Pour tout € > 0 il existe a
tel que 0 < R(z) — |a| < e et >, z,a™ converge” soit vérifiée. En effet, Papplication |_|: Q, — R
est maintenant d’image dense. Par exemple, pour tout m € N, on a &, = "{/p ™" € @p d’ol

1 Formule dite «de Hadamard » cf. [C] 1.§2.3 p. 20.

6 Dans le cas p-adique on pose |z| = p~?»(*) donc |p| = 1/p.
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€| = /p™ < p et donc |&,| ~ p lorsque n ~» 4+00. Remarquons, pour terminer, que le passage
de Q, & C, ne fournit pas plus de valeurs absolues (1.4.4).

La conclusion de ces remarques est que, si le rayon de convergence d’une série est toujours
bien défini, les assertions concernant son domaine de convergence peuvent exiger des extensions
de I'espace pour prendre tout leur sens. La proposition suivante est un exemple typique de cette
remarque.

3.1.17. Proposition
a) Les séries z € R[X]|™ sont les séries telles que R(z) > 1 et qui convergent sur le cercle unité.
b) Les séries z € R[X]! sont les séries telles que R(z) > 1.
)
)

c) Les séries z € R[X,1/X]™ sont les séries qui convergent sur le cercle unité.

d) Les séries z € R[X,1/X]" sont les séries qui convergent sur une couronne autour du cercle unité.

Démonstration

a) Une série z = ) _,a, X" converge pour X = 1, si et seulement si |a,| ~ 0, donc si et
seulement si z € R[X]”.

b) Dans une série z = >, a, X" U'inégalité n < C(ordr(a,)+1) (FC) équivaut a |a,[s < ss~
(on rappelle que s > 1 (¢f. 1.3)) auquel cas

n/C

R(z) = liminf\/li >0 > 1.
n g an s
c-d) Les éléments de R[X,1/X] sont les «polynémes de Laurent» i.e. sommes de deux polynomes
P(X)+Q(1/X)(1/X). Toute série a termes dans R[X,1/X] se décompose alors en somme de
deux séries z = ), gan X" et w =) -, b,(1/X)"; le domaine de convergence de z + w est
donc lintersection des domaines respectifs de z et de w. D’apres 1.4.24, z + w € R[X]™ si et
seulement si z € R[X]™ et w € R[1/X]” et 'on applique (a). La méme idée prouve (d). L]

§4. Complétion f-adique
Les paragraphes §1,2 de [MW] et §0,1 de [M] constituent une trés bonne référence pour cette

section.

4.1 Complété t-adique des algebres

4.1.1. Définition. Pour toute R-algebre A, Monsky et Washnitzer définissent dans [MW] «la
complétion I-adique faible At » que nous appellerons aussi « complétion t-adique », comme le sous-
ensemble du complété (séparé) I-adique A de A, des éléments z admettant une représentation
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comme somme infinie :

z = Zn}() Pn(l.lv"'a*rE)

(Pentier r et les éléments x1,...,x, sont fixes et indépendants de n mais dépendent de z) dans

laquelle :

(a) x1,...,xp € A;
(b) P, € I"- R[Xy,...,X/], pour tout n € N; (FC)
(c) 1l existe une constante C' € R, telle que deg P,, < C(n + 1) por tout n € N.

4.1.2. Exercice. Montrer que si z = Zn>0 P, (x1,...,xe) vérifie les conditions FC et si x; = Q;(y1,---,Ym)

avec Q; € R[Y]:= R[Y1,...,Y,,], la somme En>0 Pi(y1,---,Ym), Ol ﬁz(?) =P (Q1(Y),...,Qe(Y)) véri-
fie aussi les conditions FC (bien que la constante C' puisse changer).

4.1.3. La proposition suivante exprime les éléments de A & I’aide des représentations des éléments

de A en séries géométriques d plusieurs variables (cf. corollaire 1.4.23-0b).

4.1.4. Proposition. Avec les notation en cours, les éléments de A sont les éléments z € A pour

lesquels il existe une famille finie {{1,...,&} d’éléments de A (dépendant de z) telle que
z = ZJEW ay €&’ , avec ay € R et |J| < Clordr(ay) + 1), (FC*)

pour une certaine constante C' € R, (dépendant de z).

Démonstration. Soit z € Al et z = > ns0 (21, .., 2¢) une représentation de z vérifiant (FC).
Pour chaque n € N, soit P, = ZJeNf an,JXJ le développement de P, € R[X1,...,X,] en somme
de monémes. La famille F := {a, j z7 # 0} (n,)enxne est une famille sommable de A de somme z.
En effet, si € > 0, il existe N. tel que |z — Zﬁfigr P,(x1,...,2,)| < &, quel que soit r € N, et nous
pouvons méme prendre N, assez grand pour avoir, en plus, |a,,j| < € pour tout n > N, et ceci
grace a la condition (b) de (FC). La famille F(g) := {a, jz’}o<n. C F est finie puisqu’elle ne
concerne qu'un nombre fini de polynémes P, et que chacun d’eux fournit au plus un nombre fini
de coefficients a,,,; non nuls. Maintenant, pour toute sous-famille finie F C F telle que F D F(¢),

on a par non archimédiannité :

’Z — ZF an,JfEJ‘ = }(2 — ZF(S) an,J(EJ) + Z(n,])eF\F(s) an,JxJ‘

< sup{‘z - ZF(E) an,JxJ ’ |an,Jg;J| t.q. aanJ € F\F(e)} <e.

Ce qui termine la preuve de la sommabilité de F. Nous pouvons donc regrouper les termes de la

série double Y7 o0 > e an, sz’ sans en modifier la somme (¢f. 1.4.18-0a), on a donc:

Z Z J
z = ( a ) xr
JENt ns0 ’

ot bien évidemment (Y, o an,7) € R, pour tout J € N’
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Cela étant, dans les développements P, = Y, - an,s X7, la condition (c) de (FC) donne
|J| < deg P, < C(ordg(an,s)+1) < Clords(>_,, an,g)+1), vJ e N¢,

puisque ord (3", an,s) = inf,{ordr(a,,s)} (cf. 1.5.1-0a), et I'égalité

J
z = aj T avec aj = a
§ Jene 47T J E s O

est bien de la forme (FCx).

Réciproquement, soit z € A vérifiant
z = ZJEW ay €’ avec ay € Ret |J| < C(ordr(ay) +1), (o)

pour une certaine famille finie {{;,...,&} C A et une certaine constante C' € R, .
Fixons pour chaque J € N’ une égalité de la forme (cf. 1.4.22-0b et 1.5.1-0a)

ajy = E Lo @nd  AVEC n g €I et an,yg=0sin<ordr(ay). (00)
n>

La famille {a,, s £’} est alors sommable de somme z (laissé en exercice) et nous pouvons regrouper
les termes de la série double Y ;e >, =0 @n,s 2/ sans en modifier la somme, on a donc

J
2= (X, s €)
n=0 ( Jene &)

ol les termes entre parentheses sont polynomiaux puisque, pour n donné, si nous avons a,, ; # 0,
on a ordr(ay) < n par (¢0), et alors |J| < C(n+ 1) par (o). On pose alors

Pu(X1,.... X,) = (ka an,JXJ) € R[Xi,...,X,].

On a clairement P, € I"R[X] d’aprés le choix de a, ; dans (¢¢) et, d’autre part, pour chaque

n €N, on a
deg(Py) < sup{|J| [ an,s # 0} < C(n+1),

comme nous ’avons remarqué quelques lignes plus haut. Par conséquent, on a bien une expression

Z:ZHP”(&""’&)’

vérifiant les conditions (FC). L]

de la forme

4.1.5. Exercice. Montrer que l'inclusion Rf C R est une égalité.

4.1.6. Proposition

a) Les éléments de I" AT sont séries de AT 4 termes dans IT A.

b) Le morphisme naturel A/I" A — AT/I" AT est bijectif et Gr*(A) = Gr*(A") (cf. (°) p. 14).

)

)
¢) Le morphisme canonique t(A") : AT — (A" est bijectif.
d) Le complété t-adique d’une R-algébre est une R-sous-algébre (I-adiquement séparée) de A,
)

e) Si ¢ : A — B est un morphisme de R-algébres, I'image de A" par @ : A — B est contenu dans
B'. Le morphisme ¢ : A" — Bt défini par restriction de ¢ est I’'unique morphisme rendant
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commutatif le diagramme . N
A (A4) Al S A4
b el 2l (11)
B2, gt _<.pB

f) La correspondance (_)! : Alg(R) ~ Alg,(R) (") qui fait correspondre A ~ Al et ! est
fonctorielle, c’est le «foncteur de complétion f-adique». Le diagramme (i}) est fonctoriel.

Indications. Pour (a,b), on suit de pres la preuve de 1.5.1-0a. Il est tout d’abord clair que tout
élément de I" AT se réalise comme série de la forme FC (resp. FC*) & coefficients dans I" AT I'in-
clusion AT C A induit donc une application wr s AT/IT AT — ﬁ/ I" A dont la composition avec le
morphisme naturel v, : A/I"A — A'/I" Af, & savoir la composition

-~

A o, A L. A
IrA I At IrA

est bijective d’apres 1.5.1-Ob; l'injectivité de v, s’ensuit et sa surjectivité résulte de ce que

S Palen @) =30 Pa(anw) mod I

pour toute série ) -, P (w1,...,2¢) vérifiant les conditions FC. L’application v, dans (o) est
donc bijective d’inverse ., ; par conséquent

(0)

(ATNI"A) C I AT,
et toute série de A pouvant s’exprimer comme série de Cauchy & termes dans I" A appartient &
I"AT.

L’assertion Oc est plus délicate et nous conseillons vivement de lire la preuve de [MW] (th. 1.2),
nous donnons a continuation une preuve différente. On commence par remarquer que l’inclusion
t: AT C A induit un morphisme canonique i : (A7)~ — (A)” dont les réductions modulo I" sont
bijectives d’apres (b) et 1.5.1-0b; on a donc ker(Z) C ), I"((A")7) et i est injective puisque (AT)™
est separe Comme d’autre part A=A d’apres 1.4.22-Oc, i est aussi surjective. Par conséquent
Af” = A et un élément de A'T est, d’apres 4.1.4, une série z € A de la forme

Z:ZJGNZ ay&’ avec |J| < C(ords(ay) +1), (%)

pour un certain C' € R, et avec {{1,...,&} C Af.

Fixons maintenant, toujours par 4.1.4, une famille {¢1,...,{s} € A et pour chaque i = 1,...,¢

une expression
§= . bir ¢ avee |K| < Oords (bix) +1), (+')

pour une constante C' € R; que nous pouvons prendre égale a celle de (%) quitte a prendre des
constantes plus grandes. On a alors pour chaque m € N:

m o _ ) b Ki++Km, -
&M = E P bik, bk, C , Vi=1,...,¢, (xx)
N s oLz /
ol par les inégalités (+') on a

|K1+ -+ K| < Clordp (b i, -+ bik,,) +m), (#x')

'7On rappelle que par 'indice ‘o’ on désigne la sous-catégorie pleine des objets séparés (cf. 1.2.2).
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de sorte que si nous reportons (#x) dans (%), nous obtenons une famille sommable de termes de la

forme

ay (bl,Kl,l o bLKle ) A (bT7Kr,1 o br,KT je) C(K1,1+~“+K1,jl)+~~~+(KZ,1+"'+K7*,]'@) , (Q)

ou par les inégalités (**') on a

|(Kig+- o+ Kij)+ o+ (Ko + -+ Ko, )

si nous avions en plus pris le soin de prendre C' > 1 ce qui est possible, et ou la notation
by désigne le termes soulignés dans (¢). Le regroupement des termes (¢) suivant les sommes
K14+ K;;, € N° montre alors que I’élément z de (%) admet une représentation sous la forme
FC* avec la constante C2. Par conséquent z € A’ et nous avons prouvé I’égalité Af = Aff,

Pour prouver (d) on suit la méme démarche que pour 3.1.8-0a, et (e) et (f) sont immédiates. m

4.1.7. Algebres faiblement completes. Une R-algebre A est dite « faiblement compléte » lorsque
le morphisme canonique ¢(A) : A — A' est bijectif.

4.1.8. Exercices

a) Les algebres AT sont faiblement completes. (4.1.6-0c)
)

b) Si ¢ : A — B est un morphisme surjectif de R-algebres, le morphisme induit o' : AT — Bt est surjectif.
¢) Un quotient séparé d’une algebre faiblement complete est une algebre faiblement complete. (cf. 1.4.25.)

d) Les algebres faiblement complétes sont les quotients séparés des complétions faibles des algebres de poly-
noémes. (¢f. 1.4.23-0b.)

4.2 Complétion t-adique des algebres de type fini

Lorsque l'algebre A est de type fini, la définition générale de la complétion faible admet une
simplification importante dans la mesure o les systemes de référence {x,...,z,} de 4.1.1, on
{&1,...,&} de 4.1.4, peuvent étre gardés fixes.

4.2.1. Proposition. Si A est une R-algébre de type fini de générateurs algébriques {&,...,&},
les éléments de A' sont les séries

Z:Z >0Pn(§17-..7£()6;4\, telles que | P, € I"R[X] et deg P, < C(n+1), VYneN|(})

o7 ZJEN@ as¢’ €A, telles que 7] < Clordr(ay) +1), VJeN (1)

Démonstration. Corollaire rapide de 4.1.4 modulo 'exercice 4.1.2. ]

4.3 Propriétés générales de la complétion j-adique

Le théoreme suivant donne une liste de propriétés de la complétion f-adique partagées par la
complétion formelle (1.5.1). Les démonstrations sont essentiellement les mémes que pour 1.5.1 et
sont laissées en exercice ou bien a consulter dans la référence [MW]. Une exception importante
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concerne pourtant la preuve de la ncethérianité de Af qui exige de nouvelles idées (cf. loc.cit). En-
fin, tout comme dans le cas formel, ces propriétés jouent un role tres important dans la théorie de
la cohomologie de de Rham.

4.3.1. Théoréme. On suppose 'anneau R noethérien.

a) Si A est une R-algébre de type fini et si B est une A-algébre, on a:
. (B)L : le complété f-adique de B en tant que R-algébre,
. (B)f4 : le complété T-adique de B en tant que A-algébre.

Le morphisme naturel (B);{ — (B)!, est bijectif.

18

b) Si A est une R-algébre de type fini, AT est noethérienne (**), on a donc

(D) + Algy(R) ~ Alg,ger. ().

c) Si A est une R-algébre de type fini, (A", TA") est de Zariski, i.e. AT C Rad(A"). En particu-
lier, z € A' est inversible si et seulement si, Z € AT /TAT = A/IA est inversible.

d) Si f,g € A sont tels que D(g) C D(f) dans Spec(A/IA), il existe un et un unique morphisme
de A-algébres p;,f : AfT — AgT, Deplussi vy : A— Ay et vy : A — Ay sont les morphismes
de localisation, on a v, = p;)f ovyl.

e) Si A est une R-algébre de type fini, le morphisme naturel Q4/p — Q4 /g induit un isomor-
phisme

Al @4 Qa/p —= (Qiﬁ/R)a

Indication. Nous expliquons seulement I'inclusion TA! C Rad(A'). Référons-nous au paragraphe
4.2 et reprenons ses notations. Pour z =) ;a5 ¢ 7 € At et y € I nous devons montrer que 1 —yz
est inversible dans Af. Nous savons déja que l'inverse de 1 — yz dans A est la série D onso Y2
(cf. la preuve de 1.5.1-0j p. 15) qui, par sommabilité, est aussi la somme de la famille

F = {aJl ceay, It Il glitetdn ’ neN, Jc NT}
Or, nous avons

|1+ -+ Tn| = |+ + | Tal C’(ordl(ajl)+~--+0rd1(a1n)+|J1|—|—---—|—|Jn|)

<
g |J1++Jn‘))

C’(ordI (CLJ1 ceeag, Y
et si nous regroupons les termes de F suivant la somme J; + - - - 4+ J,,, possible par la sommabilité
des sous-familles d’une famille sommable dans un espace complet (1.4.20), nous constatons que la
somme de F dans A est une série >_ ;. by &7 telle que |J| < C(ordy(by) +1). L]

4.3.2. Exercice. Soit A une R-algtbre de type fini et P € A[X]. Donner des isomorphismes canoniques
entre les algebres suivantes

(AX]p) (ATX]R)T (((ATX])T)p)T
Indication. cf. 1.5.3.

18 C’est un résultat di & Fulton ([MW] p. 185) qui prouve que A’ est noethérienne si A est de type fini. Dans
le cas général, 'implication “A noethérienne = A’ noethérienne” ne semble pas établie contrairement au
cas de la complétion formelle.
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§5. Cohomologie de de Rham f{-adique des algébres

Nous définissons la cohomologie de de Rham f-adique d’une R-algebre de type fini en géné-
ral, nous introduisons la notion d’homotopie de morphismes d’algebres et démontrons le «théoreme
d’homotopie» qui affirme que deux morphismes homotopes induisent le méme morphisme en coho-
mologie.

A propos de la terminologie. La terminologie «f-adique» est la terminologie pour un couple
(R; I) générique. Dans le cas olt R est un anneau de valuation discréte d’inégale caractéristique et
de caractéristique résiduelle p, on parle plutét de topologie p-adique, complétion p-adique (toujours
formelle), complétion p-adique faible ou {-adique, complexe de de Rham p-adique et cohomologie
de de Rham p-adique.

5.1 Foncteurs complexe et cohomologie de Rham f-adique

Le foncteur « compleze de de Rham f-adique» est le foncteur qui associe a une R-algebre de type
fini A le complexe (4.3.1-0¢)

(Qjﬁ/R)g =A@, Qu/r

et & un morphisme de R-algebres ¢ : A — B fait correspondre le morphisme de complexes
(@) : (Vai/r), — (Vbi/R),

La «cohomologie de de Rham t-adique» d'une R-algebre de type fini A est par définition

Hjr(AT/K) .= h* (K @r (2 r),) =N (K ®r Al @4 Q4 /R) (DR)

ou K désigne le corps de fractions de R.

5.1.1. Exemple: cohomologie de de Rham p-adique d’un ouvert principal de A%‘p .

Il s’agit de la cohomologie du complexe de de Rham p-adique de 'anneau Z,[ X7, ..., X,]p pour

P € Z,[X]. On pose donc
Q" (D(P)/Qy) = Qp @2, Zp[X,1/P]' @, %1, U %1, /2, -

ot Oz (x1p/z, = Zp|X]p ®z,[x) Q%p[ x)/z, Par la propriété universelle de la localisation des com-

plexes de de Rham algébriques ("), donc

Q*(D(P)/Qp) = Qp ®Zp Zp[yv 1/P]T ®Z,,[7(] Q%[T(]/Z

P

et comme Q%,[Y]/Zp = Zp[X]| ®z, /\;p Zy on a

Q(D(P)/Qy) = Z,[X. 1/ Pl @z, Ny, O

Ainsi, si {dXi,...,dX,} désigne la base canonique de Qj, une k-forme différentielle p-adique

1 Voir les notes du cours “Cohomologie de de Rham dans la catégorie des Schémas” §1.4.4.
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s’écrit

w = Zi1<---<ik Ziy i ()7, 1/P) dXil VANCERIVAN dXz
ol z;,..i, (X,1/P) € Q, ®z, Z,[X,1/P], et alors, tout comme dans le cas classique, on a

n az J—
dw = Zi1<...<ik ZFI aT(j(X’ 1/P) dX; A (dX;, A--- A dX;,) .

5.1.2. Remarque. Bien que ce complexe ressemble beaucoup au complexe algébrique, sa cohomologie est
bien différente. Par exemple, et c’est bien une propriété fondamentale, on aura

Hpr(D(P1)/Qp) = Hpr(D(P2)/Qp)

si P, = P, mod p, car Z,[X]p, T et Z,[X]p,t sont alors canoniquement isomorphes (4.3.1-0d), contrairement
au cas algébrique (non complet) (¢f. 3.1.2).

5.1.3. Un petit théoréme de comparaison. Comme exemple du paragraphe 5.1.1, regardons la
cohomologie p-adique de D(X) C Alzp. Ici le complexe de de Rham f-adique est réduit & deux
termes: 5
0 — Q, ®z, Z,[X,1/X]" =5 Q, ®z, Z,[X,1/X]" — 0

et les éléments de Q, ®z, Zy[X,1/X]" sont somme de deux séries (cf. 1.4.24) z € Q, ®z, Zy[X]'
et w € Q, ®z, X 'Zy[1/X]". La série 2 admet toujours une primitive d’apres 3.1.8-0b (en fait
tout & été fait pour!). D’autre part, la série w se décompose en somme w = a; X ! + w' avec
w' =37, - a, X" Une primitive (formelle) pour w’ est

I Qn —n+1
Jo =% o

de rayon de convergence R([w') = R(w') > 1 par la formule d’Hadamard (3.1.13-0a). On voit
donc bien que tout 1-cocycle est cohomologue a un multiple de % qui, lui, n’est pas un cobord

(en exercice).

Enfin, P'unicité de écriture des éléments de éléments de Q, ®z, Zp[X,1/X]" (cf. 1.4.24) montre
aussitot que ’égalité dw = 0 ne peut se produire que si w est un multiple de 1.

Par conséquent Hpp(D(X)'/Q,) = Qp,  Hpp(D(X)T/Qp) = Qp,  Hpp(D(X)'/Qp) =
0, sik>1.

Ces résultats numériques coincident avec le cas algébrique, ce qui releve en fait d’un phénomene
beaucoup plus intéressant : le morphisme de complexes

0— Q, 2z, Z,[X,1/X] 2% Q, @z, Z,[X,1/X] -0
0 = Q, ®z, Z,[X,1/X]! 2% Q, @z, Z,[X,1/X]' = 0
induit par Iinclusion de Z,-algébres Z,[X,1/X] C Z,[X,1/X]!, est un quasi-isomorphisme. (*)

5.1.4. Exercice. Démontrez cette derniere affirmation.

% Plus généralement, si A = Z,[X1,...,X,,1/X;,...,1/X,], avec r < n, le morphisme Q, ® QZ/ZP —
Qp ® 74 /2, est un quasi-isomorphisme. L’algebre A est l'algebre des fonctions régulieres d’'un « diviseur a
croisements normauz », ce résultat montre que les nombres de Betti p-adiques (6.4) d’un tel ouvert de Afﬁp
coincident avec ceux de l'ouvert équivalent de Ag. C’est un résultat clef!
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5.2 Homotopie de morphismes

La notion d’homotopie de morphismes est relative a une catégorie. Les paragraphes suivants rap-
pellent sa définition dans les catégories des variétés différentielles, variétés algébriques, schémas et
algebres, et algebres formellement et faiblement complétes.

5.2.1. Les cas topologique et différentiel. Deux morphismes de variétés différentielles (resp. es-
paces topologiques) fy, fi : X — Y sont «homotopes» s'il existe un morphisme de variétés diffé-
rentielles (resp. application continue) h : X x R — Y tel que, si nous notons ¢; : X - X xR
I'injection « — (z,t), on a f; =hoy;

| : 1
X X xR LY

‘ ! fU T

5.2.2. Le cas algébrique affine. La définition est la méme que dans les cas précédents. Deux
morphismes de variétés sur un corps R (resp. schémas sur un anneau R) fy, f1 : X — Y sont
«homotopes » §'il existe un morphisme de variétés (resp. de schémas) h: X xg AL — Y tel que, si
nous notons ; : X — X x AL Pimmersion z +— (z,t), ona f; = hoy;

‘ fl l

X_>L>X xp AR Y
Lo

| 5 )

Lorsque X et Y sont affines d’anneaux de fonctions régulieres les R-algebres B et A respec-
tivement, la notion d’homotopie se traduit en: deux morphismes de R-algebres ¢, 1 : A — B

sont «homotopes» s'il existe un morphisme de R-algebres n: A — B[T] tel que, si nous notons
p: : B[T] — B la projection de T+ t, on a p; =p;on

®1
| o L
A" BT\ B

| "

®o

5.2.3. Le cas des complétés. Comme dans le cas algébrique moyennant les complétions d’usage,
tantot la complétion formelle (/:), tantot la complétion f-adique (_)'. Ainsi, deux morphismes
de R-algebres @1,y : A~ B (resp. AT — BT) sont «homotopes» s'il existe un morphisme
n:A— ﬁ[T]A (resp. n: AT — BI[T]") tel que @; = p; on (resp. ¢; = p; on).

] | R

’A ~ ~ P1
A" B[T"__B Al s BT 3 BT

T

"1 | o 1

5.2.4. Théoréme d’homotopie. Le résultat suivant est vrai dans tous les contextes, topologique,
différentiel et algébriques et la démarche a suivre pour le prouver est toujours la méme a quelques
petits détails techniques pres, ceci nous autorise d’une certaine maniere (manque de temps oblige),
a nous limiter a ne détailler que le cas f-adique qui intéresse plus particulierement ces notes. Le
«Lemme de Poincaré» en est un corollaire immédiat.
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5.2.5. Théoréme. Pour toute R-algébre de type fini B, les morphismes p;' : B[T]! — B,
pi(T) =1 et i = 0,1, induisent le méme morphisme en cohomologie de de Rham t-adique.

Hpr (p1)

Hpr(B[T]'/K) e Hpr(B'/K), Hpr(po) = Hpr(p1)

Démonstration. Le complexe de de Rham f-adique de B[T]! (5.1) est
(sry/r) o = BT @511y Vg
et comme B[T] = B ®g R[T], on a I’égalité de complexes de de Rham (*')
(Vpry/rrd) = (Vp/r-dB.) R (Ui ms )
et alors, pour tout £ € N on a
k+1 ket k 1
iryr = (Vg Or Lpry/r) @ (Vs/n ©r Lniry/n)
= () ©r R[T)) & (5 ©r R[T]dT)
Par conséquent

k k k k
QBJ[rZI“]T/R B[T]T ®BoRR[T] QBTII"]/T = (B[ ] ®B QB%%) (B[T]T ®B QB/R) dr

de sorte que w € Q se décompose canoniquement en

T]T /R

w=wa + 2B dT, avec w,z € B[T]', aEQk/R, 5€QB/R

et alors
dw = dp(wa) £ dr(w)adT + dp(z8) dT .

D’ou I'implication
do=0 — {dB(wa):O (+)
w =
Or(w) a = Fdp(zp)

D’autre part, pour chaque t € R on a

pre(w) =w(t)a+z(t) fdt =w(t)a, (car dt =0),

PrLx(w) = pas(w) = (w(l) —w(0)) &

Or, comme I’application 97 : K ®g B[T]" — K ®r B[T]! est surjective! on peut écrire

et donc

pl,*<w>p2,*<w>(w<1>w<o>>a/018T<w>adT - q:/;dB(zde*q:dB(/olsz)ﬁ

par (%) (<><>)

ou 'égalité =, résulte de la commutation Ordg = dgdr, car pour vérifier que sur K @ B [T]T on

a égalité d’opérateurs . .
fyw=s )
0 0

T T
[
0 0

2 Voir les notes du cours “Cohomologie de de Rham dans la catégorie des Schémas” §2.4.

il suffit de vérifier I’égalité
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et comme ces deux opérateurs produisent des fonctions qui s’annulent pour 7' = 0, il suffit de vé-
rifier que composés a Op on a 1’égalité, et ceci est immédiat grace a la commutation de O et dp,

T T T
6T/ dB:dB, et aTdB/ :dBaT/ :dB-
0 0 0

Ainsi, Iégalité (oo) prouve que les cocycles p;.(w) son bien cohomologues dans K ®pg B ®p

Qp/r-

en effet :

Reste & regarder 'action de p; . et degré 0. Dans ce cas, on remarque que, puisque B[T]! C B[T]™
et que B[T]” est le complété I-adique par rapport au couple (B;IB) (1.5.1-0¢), les éléments de
BJ[T]" ont une écriture unique comme séries Y ns0 bnT™ (1.4.23-0a) et alors, si w € BI[T]" est tel que
0 =d(w) = 0p(w)dT+dp(w), on a dr(w) = 0 et w est indépendant de T', donc p; . (w) = po . (w).

n

5.2.6. Corollaire. Soit A une R-algébre de type fini. Les morphismes ¢ : A C A[X] et m, :
A[X] — A, pour tout a € A, induisent des morphismes inverses I'un de l’autre en cohomologie de
de Rham t-adique.

Hor(AT/K) —222 fg (A[X]T/K) 2220 A/ K)

‘ id T

Démonstration. Par le théoréme 5.2.5, il suffit de regarder le cas a = 0. Soit h : A[X] — A[X,T],
le morphisme de A-algebres défini par X — XT. Notons p; : A[X,T] — A[X] les morphismes
de A[X]-algebres définis par T +— ¢ pour ¢ = 0,1. Encore une fois par 5.2.5, les morphismes

id(x] = p1oh et ppoh induisent le méme morphisme en cohomologie, donc pg o h = ¢ o my induit
I'identité. Comme d’autre part my o ¢ = id, rien ne reste a prouver. [

5.2.7. Corollaire (lemme de Poincaré). Si R[X]| est I'anneau de polynémes a n variables, les

morphismes R C R[X]| et nz : R[X]| = R, X; — a;, pour tout @ € R", induisent des morphismes
inverses I'un de I'autre en cohomologie de de Rham t-adique. En particulier

HY(RIX]T/K) =K, Hip(RIX)T/K)=0, Vi>0.

§6. Cohomologie de de Rham f-adique des schémas affines en caractéristique
positive

6.1. Esquisse. Placons-nous dans le cadre de la catégorie des schémas affines de type fini sur un
corps k de caractéristique positive p, ou ce qui revient au méme, de la catégorie Alg(k) des
k-algebres de type fini. On cherche une définition fonctorielle d’'une cohomologie de de Rham en
caractéristique 0 sur Alg; (k). Comme le corps k est le corps résiduel d’un anneau de valuation dis-
créte d’inégale caractéristique (R; I) (I’anneau W (k) des vecteurs de Witt par exemple) on cherche
pour chaque k-algebre, notée A, un «relévement» A de A, i.e. une R-algebre A dont la réduction
modulo I coincide avec A. On pourrait prendre A = A, mais alors A, et donc {24 /R aussi, seraient
de torsion sur R et alors Hpr(A'/K) =0 puisque K ®g 24,z = 0 (¢f. 5.1 (DR')). On est ainsi
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emmené & chercher des relévements «plats sur R» (*), mais cette contrainte ne peut pas toujours
étre satisfaite ! Elle I'est pourtant pour une classe suffisamment riche de k-algebres, les «k-algébres
lisses» dont les exemples les plus immédiats sont précisément les algebres k[X]p. Nous ne pou-
vons malheureusement pas les définir dans ces notes, mais il suffira de dire qu’elles constituent les
modeles locaux pour les schémas lisses sur k, analogues des variétés algébriques non singulieres,
pour comprendre leur intérét, tout comme dans le cadre différentiel ou algébrique ou analytique
complexe, la connaissance du complexe de de Rham local permet d’atteindre la cohomologie de de

Rham globale via le formalisme de Cech-de Rham.
Le résultat général concernant la problématique des relevements plats est le suivant ([Ar,E]).

Théoréme. Pour toute algébre A lisse sur R/I, il existe un relévement A plat et de type fini sur
R. Pour deux tels relévements A;, les algébres A;! sont isomorphes (non canoniquement !).

De plus, pour tout morphisme de k-algébres lisses @ : A — B, il existe un morphisme ! : AT —
B' dont la réduction coincide avec §. Ce morphisme n’est pas unique, mais deux tels morphismes
sont toujours homotopes.

6.2. Foncteur de cohomologie de de Rham f-adique. Au vu du dernier théoréeme, on défini la
cohomologie de de Rham f-adique d'une R/I-algebre lisse A par

Hpr(A/K) := Hpr(A'/K)

et le théoreme d’homotopie 5.2.5 intervient maintenant de maniere décisive pour démontrer

6.3. Théoréme. La correspondance qui associe
A~ Hpr(A/K), (p:A— B)~ (HDR(QOT) Al — BT)

est fonctorielle sur la catégorie des R/I-algébres lisses.

6.4. Nombres de Betti. On rappelle pour terminer la notation pour les «nombres de Betti», i.e.

les dimensions des groupes de cohomologie :

® Biop,i(X/Q) = dimg(H (X;Qy)) - cohomologie de faisceaux sur un espace topologique X
du faisceau constant Q.

o Buifri(X) = dimg (Hig (X)) weeeeeeeees cohomologie du complexe des formes différentielles réelles
d’une variété différentielle X .

e B.ni(X) = dimg(Hpp (X)) weeeeeee hypercohomologie du complexe des faisceaux des formes
différentielles holomorphes d’une variété analytique com-
plexe X.

o By i(X) =dimg (Hig (X/K)) weeees hypercohomologie du complexe des faisceaux des formes

différentielles algébrique d’une variété algébrique X sur
un corps K de caractéristique nulle.

e Byi(X) =dimg, (H (X;Q,) e cohomologie de faisceaux pour la topologie étale sur une
variété X sur un corps de caractéristique positive p a
coefficients dans le faisceau constant Q, avec £ # p.

2 Sur un anneau principal R (anneaux des vecteurs de Witt par exemple) il y a équivalence entre «plat sur R »
et «sans R-torsion »
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® B,i(X) = dimg, (Hip(X/Qp)) - cohomologie p-adique pour un schéma lisse X sur un
corps de caractéristique positive p.

6.5. Exercice. Montrer que pri(IP’]’FLp) = Bc,i(P¢) = Ban,i(PE) = Btop,: (PZ).
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§1. Préliminaires

On décrit les sous-catégories pleines de la catégorie d’espaces localement annelés respectivement
des: variétés topologiques, variétés différentielles réelles, variétés analytiques complexes, variétés
algébriques sur un corps algébriquement clos, et catégories des schémas sur un anneau.

1.1 Rappel sur les catégories d’objets au-dessus d’un objet donné

Soit § un objet d’une catégorie €. La catégorie Cs des «objets de € de base S » ou des «objets de
C au-dessus de S », est la catégorie dont les objets sont les morphismes de but S, i.e. les éléments
a € More(X,S), ou X désigne un objet quelconque de €, et ou les morphismes de « € More(X, S)
vers 3 € More(),S) sont les éléments v € More(X,Y) vérifiant a = /3 o 7, soit

X Yy x>y
ai - Bl < def al S lﬁ
S S S=—3S

1.1.1. Remarque. Le foncteur «source» de Cg vers € qui fait correspondre & o € More(X, S) 'objet X et &
v € More, (, 3) le morphisme v € More(X,Y), est fidéle(') mais la catégorie Cs n’est pas une sous-catégorie
de C.

1.2 Catégories des espaces annelés

On appelle ainsi la catégorie des «espaces annelés», i.e. des couples (X; Ox) ou X est un espace
topologique et Ox est un faisceau d’anneau sur X . On dit alors que X est '«espace topologique
sous-jacent » et Ox le «faisceau structural » de Uespace annelé (X; Ox) ; on dira aussi que «!’espace
topologique X est annelé par le faisceau d’anneauzr Ox ». Un morphisme de (X; Ox) vers (Y; Oy)
est la donnée d'un couple (f, f?) ot f: X — Y est une application continue et f* = f~'O0y — Ox
(ou, ce qui revient au méme f, : Oy — f.Ox) est un morphisme de faisceaux d’anneaux.

1 Un foncteur «covariant» F : € ~» D entre deux catégories est une correspondance qui associe a chaque
objet O € Ob(€) un objet F(O) € Ob(D) et a chaque morphisme o € More(O1,02) un morphisme
F(a) € Morp(F(01),F(02)) de sorte que F(idp) = idro) et F(ao ) = F(a) o F(B) a chaque fois
que la composition a un sens. Le foncteur F est dit «fidéle» (resp. «plein», «pleinement fidéle») lorsque
Papplication F : More(O1,02) — Morp(F(01), F(O2)) est injective (resp. surjective, bijective) quels que
soient O; € Ob(€). Un foncteur G : € ~» D est dit «contravariant» lorsque la correspondance induite
G°P : € ~» D°P_ ou D°P désigne la catégorie opposée de D, est un foncteur covariant ; il est alors dit fidéle,
plein, pleinement fidéle lorsque G°P Dest.
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1.2.1. Exemples. Les exemples suivants représentent deux situations opposées. Dans la premiere

I’espace topologique ne joue aucun role tandis que dans la seconde la topologie détermine le faisceau

d’anneaux.

a) Le couple (¢;A) ou ‘e’ désigne l'espace topologique réduit & un point et A est un anneau, est
un espace annelé. Dans ce contexte, un morphisme d’espaces annelés de (; A) vers («;B) est
juste un morphisme d’anneaux « : B — A. La correspondance

A~ (e A)
(:B— A) ~ ((id.;a) i(0;A) —>(o;B))

est un foncteur contravariant et pleinement fidele de la catégorie des anneaux vers la caté-
gorie des espaces annelés.

b) Pour tout espace topologique X notons Zx le «faisceau des fonctions localement constantes» a
valeurs dans Z. Si f : X — Y est continue, le faisceau f~!Zy s’identifie canoniquement & Zx
et la composée d'une section o de Zy avec f est une section, notée fio, de Zx ; 'application
f%: Zy — Zx est alors un morphisme de faisceaux d’anneaux canoniquement associé a f. La
correspondance

X ~ (X5 Zx)
(f: X > Y)~ (£ (X:Zx) = (YiZy))

est un foncteur covariant et pleinement fidele de la catégorie des espaces topologiques vers
la catégorie des espaces annelés.

1.2.2. Notation. On notera Esp-ann la catégorie des espaces annelés. Si (S;Og) et un espace
annelé, on notera Esp-ann g, la catégorie des espaces annelés au-dessus de (S;Os). Pour tout
anneau A, on note Esp-ann, la catégorie des espaces annelés au-dessus de («; A) (¢f. 1.2.1-0a),
on appelle aussi la «catégorie des espaces annelés de base A ».

1.2.3. Proposition. Soit A un anneau. La catégorie Esp-ann 4 est équivalente a la catégorie des
espaces annelés par un faisceau de A-algébres et ot les morphismes (f, f%) : (X;0x) — (Y;Oy)
sont les morphismes d’espaces annelés tels que f%: f~ 'Oy — Ox est un morphisme de faisceaux
de A-algébres.

Indications. Un morphisme d’espaces annelés (X;Ox) — (+;A) est simplement la donnée d’un
morphisme de faisceaux d’anneaux ¢ 'A — Ox ol ¢ : X — o est lapplication constante et
¢ }(A) = Ax est le faisceau constant de fibre A. Or, la donnée d’un homomorphisme de faisceaux
d’anneaux de Ax vers Ox équivaut a la donnée, pour chaque ouvert U C X, d’un homomor-
phisme d’anneaux A — T'(U;Ox), i.e. d’'une structure de A-algebre sur I'(U; Ox), de maniere
compatible aux morphismes de restriction T'(U; Ox) — I'(V;Ox) pour U 2D V, c’est ce que l'on
appelle la donnée d’une structure de faisceau de A-algebres sur Ox. La donnée d’un diagramme
commutatif dans la catégorie Esp-ann

(X;0x) (Y;0y)

(@,af l l(ﬁﬁ”)
(e;A4) == (;4)

équivaut au fait que le morphisme d’espaces annelés (f, f%) rend commutatif le diagramme

f
(f:/%)

-3 -
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éX e éX

f”(ﬁ“)l la“

) ft
f OY e OX

autrement dit, que f? est un morphisme de faisceaux de A-algebres. ]

1.3 Catégories des espaces localement annelés

Un espace annelé (X; Ox) est dit «localement annelé» lorsque, pour tout € X l'anneau Ox .,
des germes de Ox en x, est un anneau local. Un «morphisme d’espaces localement annelés» est un
morphisme d’espaces annelés (f, f%) : (X;Ox) — (Y;Oy) tel que pour tout x € X le morphisme
induit fﬁ : Oyif(z) — Oxe est local, i.e. vérifie

(fg)il(gﬁX;x) = 9:RY:,f(:c) )
ot Mx., (resp. My ¢(,)) désigne I'idéal maximal de Ox, (resp. de Oy ¢(z)).

1.3.1. Notation. On notera Loc-ann la catégorie des espaces localement annelés. Si (S;Og) et
un espace localement annelé, on notera Loc-anng.o,) la catégorie des espaces localement anne-
1és au-dessus de (S;Og). Pour tout anneau local A, on note Loc-ann, la catégorie des espaces
annelés au-dessus de (; A) (¢f. 1.2.1-0a), on Pappelle aussi la «catégorie des espaces localement
annelés de base A ».

1.3.2. Remarque. Soit (X;Ox) un espace localement annelé et, pour z € X, notons Kx., «le corps rési-
duel» de Ox ., i-e. Kx.p i= Ox.o/Mx.. Alors, le morphisme d’espaces annelés (f, f1) : (X;0x) — (Y; Oy)
est un morphisme de la catégorie Loc-ann, si et seulement si, le morphisme de corps fi : Ky, f) — Kxiz,
induit par fI : Oy, f(«) = Ox;z, est injectif, et ceci quel que soit v € X.

1.3.3. Commentaires. Dans ce qui précede il faut étre prudent avec les notations M x,, et Kx,, qui pour-
raient laisser penser a l’existence d’'un sous-faisceau M x de Ox de fibres M x.,, tel que les fibres du faisceaux
quotient Kx = Ox/Mx s’identifient aux corps Kx... Nous donnons & continuation un exemple et un
contrexemple a cette propriété.

a) Soit A un anneau local d’idéal maximal 90t. Pour tout espace topologique X notons Ox := Ax le faisceau
d’applications localement constantes de X & valeurs dans A (?). L’espace annelé (X;Ox) est localement
annelé de fibres canoniquement isomorphes & A. Montrer que les sections de Ox a valeurs dans 9t consti-
tuent un faisceau M x sur X dont les fibres s’identifient aux idéaux maximaux M x,, de Ox,; ; le quotient
Ox/Mx est alors le faisceau de corps K x, ou K désigne le corps résiduel de A.

b) Soit R le corps des nombres réels muni de sa topologie habituelle. Pour tout espace topologique X no-
tons maintenant Ox le faisceau d’applications continues de X & valeurs dans R (des «fonctions réelles »).
Pour chaque = € X, l'anneau Ox,, est 'anneaux des germes de fonctions réelles définies au voisinage
de x et Papplication d’évaluation e, : Ox., — R, e,(g) := g(x), est surjective de noyau l'idéal maximal
Mx.. € Ox,,. D’autre part, une fonction f € Ox,, vérifiant f(z) # 0 étant inversible au voisinage de z,
admet un inverse dans Ox.,. L’anneau Ox., est donc local d’idéal maximal M x ., et le couple (X; Ox)
est bien un espace localement annelé. Soient maintenant U un ouvert de X et o € I'(U; Ox) telle que
0y € Mx ., pour tout u € U. Compte tenu des définitions on a alors o(u) = 0 pour tout u € U, autrement
dit ¢ = 0. Il n’existe donc pas de sous-faisceau 91x C Ox tel que N, = Mx, pour tout z € X.

2 On rappelle que 'expression «faisceau d’applications de X a valeurs dans. .. » est un raccourci pour «faisceau
des applications définies sur les ouverts de X a valeurs dans... dont les morphismes de restriction corres-
pondent a la restriction d’applications ».
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1.3.4. Exemples d’espaces localement annelés

a) Un espace topologique muni du faisceau des fonctions continues & valeurs dans un corps muni
de la topologie discrete (cf. 1.3.3-0a).

b) Une variété différentielle munie du faisceau des fonctions réelles (ou complexes) différentiables.

¢) Une variété analytique complexe munie du faisceau des fonctions holomorphes.

d) Une variété algébrique sur un corps algébriquement clos munie du faisceau des fonctions régu-
lieres.

Ces exemples relevent de la propriété générale suivante

1.3.5. Proposition. Soit k un corps.

a) Soit (X;Ox) un espace annelé par un sous-faisceau du faisceau de toutes les application en-
semblistes de X a valeurs dans k. On suppose que si g est une fonction de Ox définie et non
nulle en x € X, il existe une fonction h de Ox définie en = et telle que gh est I'application
constante égale a 1 sur un voisinage de x. Alors,

i) (X;0x) est localement annelé.

ii) Side plus Ox est un faisceau de k-algébres, les corps résiduels Kx , sont tous canoniquement
isomorphes a k, quel que soit x € X .

b) Soient (X;Ox) et (Y;Oy) des espaces annelés au-dessus de k vérifiant les hypothéses de Oa.
Le couple (f, f%) est un morphisme de (X;Ox) vers (Y;Oy), dans la catégorie Loc-anny,,
si et seulement si les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) f: X =Y est continue.
ii) Pour tout ouvert U CY et g€ T'(U;Oy),ona go f € F(U;f*OX),
iii) f9 est un morphisme de faisceaux de k-algébres et fi(g) = go f.

Démonstration

a) Soit e, : Ox.,, — k Dapplication qui évalue une fonction au point z. Lorsque g ¢ ker(e;),
I’hypothese dit que g est inversible dans Ox.,. L’anneau Ox, est alors local d’idéal maximal
ker(e;) puisque e, n’est pas nulle. L’application naturelle x , — k est donc injective, et sera
surjective si, de plus, Ox est un faisceau de k-algebres.

b) La suffisance est claire (¢f. 1.2.3). Réciproquement, pour z € X on a le diagramme commutatif

1
Ov fz) — Ox

o] |-

et l'existence (et unicité) de ¢ résulte de ce que fi est local (cf. 1.3.2). Lorsque (f, f7) est, en
plus, un morphisme d’espaces annelés au-dessus de k, le morphisme £ est identité, on a donc:

fig) (@) = g(f(2)), Va € X. .

1.3.6. Remarque. La proposition 1.3.5 montre que dans le cas d’espaces annelés au-dessus d’un corps k
et annelés par un faisceau de fonctions sur le méme corps k, un morphisme d’espaces localement annelés
est entierement déterminé par l'application continue sous-jacente. Plus précisément ce théoreme dit qu'une
application continue f: X — Y dont les composées avec les fonctions de Oy sont des fonctions de Ox dé-
termine entierement ff. On aura ainsi remarqué la condition habituelle dans la définition des applications
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différentiables (resp. holomorphes, algébriques, ...) entre variétés différentielles (resp. analytiques complexes,
algébriques, ...) ou une telle application est justement une application continue dont la composée avec les
fonctions différentiables (resp. holomorphes, algébriques, ...) est du méme type.

Le corollaire suivant de 1.3.5 est laissé en exercice.

1.3.7. Corollaire. Les catégories suivantes sont équivalentes

a) La catégorie des espaces topologiques et la sous-catégorie pleine de Loc-anny, des espaces an-
nelés par le faisceau des applications localement constantes a valeurs dans le corps k.

b) La catégorie des variétés différentielles et la sous-catégorie pleine de Loc-anng des variétés
différentielles annelées par leur faisceaux des fonctions réelles différentiables.

c¢) La catégorie des variétés analytiques complexes et la sous-catégorie pleine de Loc-annc des
variétés analytiques complexes annelées par leur faisceaux des fonctions holomorphes.

d) La catégorie des variétés algébriques sur un corps algébriquement clos k et la sous-catégorie
pleine de Loc-anny, des variétés algébriques annelées par leur faisceaux des fonctions réguliéres.

§2. Tableau de catégories d’espaces localement annelés

Dans le tableau ci-contre, la ligne [A] représente la catégorie des espaces annelés (resp. de base
(S;0s)) qui a fait I'objet de la section 1.2. La ligne [B] est la sous-catégorie des espaces localement
annelés (resp. de base (S;Og)) de la section 1.3. Les autres lignes concernent cing sous-catégories
pleines d’espaces localement annelés qui intéressent notre cours.

Les objets de I'une de ces catégories € s’obtiennent par recollement d’espaces d’une certaine
sous-catégorie pleine M(€) C € que 'on appelle «sous-catégorie des modéles locauz de €». Tout
ouvert de (X;Ox) € € isomorphe & un modele local est dit «distingué (relativement ¢ M(C))». 1l
y a bien entendu beaucoup de sous-catégories de modeles locaux, et 'intérét pour I'une ou I'autre
dépend fortement des questions que ’on étudie. L’objectif de notre cours étant la comparaison de
différentes théories cohomologiques sur chacune des catégories €, le choix des modeles locaux est
alors guidé par deux criteres :

o “Simplicité” dans le calcul de ces cohomologies; p.ex. trivialité ou simplifications dues a cer-

taines équivalences de catégories remarquables (ligne M(€)’ du tableau).

« Possibilité de passer fonctoriellement, des cohomologies des modeles locaux (cohomologies lo-
cales) aux cohomologies de lespace tout entier (cohomologies globales), via un formalisme
combinatoire commun (cohomologie de Cech en I'occurrence).

Cette condition se traduira dans notre cas par la recherche de I'acyclicité des termes des
complexes de de Rham et par I'existence de recouvrements par des ouverts distingués dont les
intersections finies sont également distinguées.

Dans chaque cas ou cela a un sens nous indiquons le complexe de de Rham & considérer et en
rappelons quelques propriétés importantes.
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2.1 [I] Variétés topologiques

2.1.1 [I] €. Objets et morphismes. Une «wvariété topologique de dimension n» est la donnée
d’un espace topologique X et d’un «atlas n-dimensionnel continu A pour X », i.e.:

i) D’un recouvrement ouvert de X, U = {Uq, }aen -

ii) D’une famille {¢, : Uy — R"}4eo d’homéomorphismes |(°) telle que les bijections, appelées

«applications de transition »,
Bpa=¢p0d, 1 PaUap) — ¢5(Us,a)
sont bicontinues quels que soient «, f € Ql.}

Un «morphisme de variétés topologiques» ¢ : (X, A) — (Y;B) est alors une application con-
tinue ¢ : X - Y [(3) telle que pour tout x € X, pour tout a € A tel que x € U,, pour tout
B € B tel que p(x) € Ug, 'application

pgopops1: R" = R,

qui est définie au voisinage de ¢, (), est continue au voisinage de ¢, ().

2.1.1.1. Une équivalence de catégories. Faisons correspondre & une variété topologique (X; A)
le couple (X;Ox) ot Ox est le «faisceau d’applications continues de X d valeurs dans R» (les
fonctions réelles). On vérifie quune application entre variétés topologiques ¢ : X — Y est con-
tinue, si et seulement si, f o ¢ est continue pour toute f € Ox. Le morphisme de faisceaux
0 Oy = 0,0x, f+ f o est alors un morphisme de faisceaux de k-algebres, et la correspon-

dance (X, A) — (X Oxy), (ap X Y) ~ (gph : Oy — SO*OX)

est fonctorielle et pleinement fidele dans Loc-anng, d’apres la proposition 1.3.5.

La catégorie des variétés topologiques coincide avec la catégorie d’espaces localement annelés loca-
lement isomorphes a l’espace annelé associé a l'un des espaces topologiques R™.

2.1.2 [I] M(€). Modéles locaux des variétés topologiques. Bien évidemment la famille d’es-
paces affines {R” | n =0, 1,...} suffit, mais on rajoute souvent les parties ouvertes des R™ de sorte
que si U et V sont des ouverts distingués de (X;Ox) lintersection U NV DPest aussi.

X

2.2 [IT] Variétés différentielles

2.2.1 [II] C. Objets et morphismes. Une «variété différentielle de dimension n» est la donnée
d’un espace topologique X et d'un «atlas n-dimensionnel différentiable A pour X », i.e.:

i) D’un recouvrement ouvert de X, U = {Uq, }aen -

ii) D’une famille {¢,, : Uy — R™}4eq d’homéomorphismes telle que les bijections, appelées « applications

de transition », L
Ppa=0dp00, :Pa(Uap) — ¢8(Usa)

sont des difféomorphismes de classe C* quels que soient a, g € 2.

3 Partie entre parenthéses superflue, on la laisse uniquement pour insister sur I’analogie avec les catégories des
variétés différentielles, analytiques complexes, algébriques, ...
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Un «morphisme» entre variétés différentielles ¢ : (X, A) — (Y; B) est alors la donnée d’une ap-
plication continue ¢ : X — Y telle que pour tout z € X, pour tout a € A tel que x € U,, pour
tout B € B tel que p(z) € Ug, Papplication

ppopodar :R* = R",

qui est définie au voisinage de ¢, (), est différentiable au voisinage de ¢ (x).

2.2.1.1. La structure «standard» de variété différentielle sur X = R"™ est celle donnée par 'atlas
A ={id : R™ — R"}. Plus généralement, la structure standard de variété différentielle d’un ouvert
U C R"” est celle induite par la structure standard de R™.

2.2.1.2. On appelle «fonction réelle d’une variété (X; A)» tout morphisme de variétés de (X;.A)
vers R muni de sa structure standard de variété différentielle. Le «faisceau Ox de fonctions réelles
sur X » est le faisceau dont les sections au-dessus d’'un ouvert U C X est ’ensemble des fonctions
réelles sur U. Comme la multiplication - : R x R — R est une application différentiable, le faisceau
Ox est stable par multiplication de fonctions et c’est ainsi un faisceau de R-algebres.

On vérifie qu'une application continue ¢ : (X;.A4) — (Y; B) est un morphisme de variétés diffé-
rentielles, si pour toute fonction réelle f € Oy la composée f oy est une fonction réelle sur (Y, B),
i.e. fog e Ox. Le morphisme de faisceaux ¢% : Oy — ¢.Ox, f — f o est alors un morphisme
de faisceaux de k-algebres, et la correspondance

p: X=Y
o' Oy 5 0.0x, frfop

est fonctorielle et pleinement fidele dans la catégorie Loc-anng, d’apres la proposition 1.3.5.

(X 4) ~ (X:0x), (¢ (X:4) 5 (Y3B)) = {

La catégorie des variétés différentielles coincide avec la catégorie d’espaces localement annelés lo-
calement isomorphes a l’espace annelé associé a l'une des variétés R™.

2.2.2 [II] M(C). Modeles locaux des variétés différentielles. Comme dans le cas topolo-
gique on peut tantot se limiter & la catégorie des espaces affines {R™ | n = 0,1...} munis de
leur structure standard de variété différentielle pour le cas des variétés séparés, tantot considé-
rer la catégorie des ouverts des espaces affines munis de leurs structures standard des variétés
différentielles.

On démontre que toute variété différentielle connexe séparée localement difféomorphe a R™ ad-
met des recouvrements localement finis par des ouverts difféomorphes a R™ dont les intersections
(finies) sont également difféomorphes & R™. De tels recouvrements sont appelés des «bons recou-
vrements ».

2.2.3 [II] Q% . Complexe de de Rham. C’est le complexe (Qy,d,) des «formes différentielles
réelles sur X »; ou Q% est le faisceau des sections différentiables de U'«algébre extérieure réelle
Ar(T*X)» du fibré cotangent 7*X, et ou d. est la «différentielle extérieure» qui est un mor-
phisme de faisceaux de R-espaces vectoriels d; : Q° — Q! vérifiant d;4q o d; = 0. (Chaps. §1 et
§2 du cours.)

Pour tout ouvert d’'un espace affine U C R™, on a Q?] = Oy ®r (/\ﬁR R"), soit :

Q= @ Ovdey A Nda,

0<i <+ <ij<n

PR
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2.2.4 [II] Acyc. Acyclicité de chaque (:le Résulte de prouver que le faisceau d’anneaux QOXM
est mou, de faire appel au théoreme qui affirme que tout Qg@m—module, par exemple chaque Q},
est mou aussi, et enfin a utiliser le théoréme qui affirme qu’un faisceau mou est I'(X'; _)-acyclique.
On trouvera dans le chapitre §13 du cours une preuve de l'acyclicité des faisceaux Ql}uﬂ qui ne

fait pas allusion aux faisceaux mous mais qui en utilise les propriétés les plus importantes. Par
conséquent, ’application canonique :

L ]_—\(Xdiff; :}diﬂ) — H* (Xdiﬂ; :}diﬂ_) (*R)

est bijective.

2.2.5 [II] Ampl. Amplitude du complexe de de Rham. (') Dans le cas connexe c’est évi-
demment 'intervalle [0, dimpg(X)].

2.2.6 [II] LPG. Lemme de Poincaré global pour l’espace affine. Le lemme est vrai, se
reporter au chapitre §6 du cours.

2.2.7 [II] LPL. Lemme de Poincaré local. Vrai également puisque tout point admet une base
de voisinages difféomorphes & ’espace affine.

Par conséquent, si X4 est une variété différentielle de dimension n, le complexe de faisceaux

0 — Rt — Qs _do, QL i Qi BT Qﬁﬁ}?“‘) 0
est exact et 'application induite par ¢ :
H* (Xt0p§ Rx) — H" (X5 Qyan) (**Rr)

est bijective.

2.2.8 Récapitulatif. Pour les variétés différentielles on a des isomorphismes canoniques :

H (XY Ry ) — H* (X Q) 40— b T(XM; Q) = ((X)", d,)

X

2.3 [III] Variétés analytiques complexes
2.3.1 [III] €. Objets et morphismes. Les définitions sont identiques a celles des variétés dif-
férentielles a quelques différences pres; a savoir :

¢ Le corps des nombres réels R est remplacé par le corps des nombres complexes C. La topologie
des espaces affines C™ est la topologie séparée de la métrique réelle habituelle.

o La «différentiabilité» est remplacée par «différentiabilité complexe» (ou«holomorphie»).

2.3.1.1. Une «variété analytique complexe de dimension n» est la donnée d’un espace topologique
X et d'un «atlas n-dimensionnel holomorphe A pour X », i.e.:

i) D’un recouvrement ouvert de X, U = {Uq, }acu -

4On appelle «amplitude » d’'un module Z-gradué C* (et donc d’un complexe (C*,d,)) le plus petit intervalle
entier I = [m,n] tel que C* = 0 pour tout i & I. On appelle «amplitude cohomologique» d'un complexe
(C*,d,) lamplitude du module de cohomologie {h*(C*,d.)}rez-

,10,
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ii) D’une famille {¢, : Uy — W, C C"}4eq d’homéomorphismes sur de parties ouvertes W, de
C™, telle que les bijections, appelées «applications de transition »,

Dp0 = 0500, 1 Ga(Uap) — 65(Upa)
sont des homéomorphismes biholomorphes quels que soient «, 5 € 2.

Un «morphisme de variétés analytiques compleres» ¢ : (X, A) — (Y;B) est alors la donnée
d’une application continue ¢ : X — Y telle que pour tout z € X, pour tout a € 2 tel que
x € Uy, pour tout 8 € B tel que f(x) € Ug, lapplication

95090 G : Wa = W,

définie a priori seulement au voisinage de ¢, (), est holomorphe en ¢, (x).

2.3.1.2. La structure «standard» de variété analytique complexe sur X = C™ est celle donnée
par latlas A = {id : C* — C"}. Plus généralement, la structure standard de variété analytique
complexe d'un ouvert U C C™ est celle induite par la structure standard de C™.

2.3.1.3. On appelle «fonction holomorphe d’une variété (X;.A)» tout morphisme de variétés de
(X;.A) vers C muni de sa structure standard de variété analytique complexe. Le «faisceau Ox de
fonctions holomorphes sur X » est le faisceau dont les sections au-dessus d'un ouvert U C X est
I’ensemble des fonctions holomorphes sur U. Comme la multiplication - : C x C — C est une ap-
plication holomorphe, le faisceau Ox est stable par multiplication de fonctions et c’est donc un
faisceau de C-algebres.

On vérifie qu’une application continue ¢ : (X;.4) — (Y;B) est un morphisme de variétés analy-
tiques complexes, si et seulement si pour toute fonction holomorphe f € Oy la composée f o est
une fonction holomorphe sur (Y, B), i.e. fop € Ox. Le morphisme de faisceaux ¢f : Oy — ,Ox,
f = f o est alors un morphisme de faisceaux de k-algebres, et la correspondance

p: X=Y
o' Oy 5 0.0x, frfop

est fonctorielle et pleinement fidele dans la catégorie Loc-annc, d’apres la proposition 1.3.5.

(X:4) ~ (X:0x), (¢ (X:4) 5 (Y3B)) = {

La catégorie des variétés analytiques complexes coincide avec la catégorie d’espaces localement an-
nelés localement isomorphes a l'espace annelé associé a un ouvert de l'une des variétés analytiques
complexes C™.

2.3.2 [III] M(C). Modeles locaux. Contrairement au cas topologique et différentiel, les espaces
affines {C" | n = 0,1...} munis de leurs structures standard de variétés analytiques complexes
ne suffisent plus a décrire toutes les variétés analytiques complexes. En effet, déja sur la droite
complexe C, on sait d’apres le théoreme d’uniformisation de Riemann, que le disque unité ouvert
D n’est pas biholomorphiquement isomorphe a C tout entier, mais deux disques bornés sont tou-
jours biholomorphiquement isomorphes. Il s’ensuit que pour les variétés analytiques complexes de
dimension 1, i.e. les surfaces de Riemann, le disque unité ouvert I est un modele local suffisant.
Plus généralement, le produit D™ est un modele local pour les variétés analytiques complexes de
dimension n. La catégorie des modeles locaux pour les variétés analytiques complexes est la caté-
gorie des ouverts des espaces affines C™ (ot des D™) munis de leurs structures standard des variétés
analytiques complexes.

— 11 —
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2.3.3 [III] Q%. Complexe de de Rham

o L’algebre extérieure réelle Ap(7*X) du fibré cotangent est remplacée par algebre extérieure
compleze \:(T*X). En particulier,

NATX)=0, si j>dime(X),
a la différence du cas réel ot 'on aurait AL (7*X) = 0, seulement pour j > 2dim¢(X).

2.3.3.1. Le complexe de de Rham & considérer est celui des «formes différentielles holomorphes »,
c’est & dire le faisceau Qy. des sections holomorphes du fibré A (T7X). La «différentielle exté-
rieure complexe » est un morphisme de faisceaux de C-espaces vectoriels d; : Q%m — Q)}f vérifiant
diy10d; =0.

Pour tout ouvert d’un espace affine U C C™, on a Q{] = 0Oy ®c¢c (/\é (C”), soit :

G- @ Ouda e nds,.

0<iy <+ <ij<n
2.3.3.2. Suite & la remarque précédente, le faisceau Q%.. est un Oxw-module cohérent.

2.3.4 [III] Acyc. Acyclicité de chaque LZ’X A la différence du cas différentiel réel, il n’existe
pas dans le contexte holomorphe des fonctions a support compact non nulles, ni donc pas, non
plus, des partitions de 'unité, de sorte que le faisceau Oxw n’a aucune chance d’étre mou. Il existe
par contre une vaste catégorie d’espaces annelés sur lesquels les faisceaux Qfx sont acycliques, il
s’agit des «espaces de Stein» (*). On a:

Théoréme B de Cartan. Soit (X;Ox) un espace de Stein. Soit M un faisceau cohérent de
Ox -modules. Alors H>°(X; M) = 0.

2.3.4.1. Exemples d’espaces de Stein.
o Les espaces affines C™.
o Les fermés algébriques de C™(°).
« Les ouverts algébriques principaux de C".

2.3.4.2. Critére cohomologique pour étre de Stein. Le critére pour étre de Stein suivant est
Panalogue exact du critere d’affinité de Serre (2.4.6) en géométrie algébrique et en théorie des
schémas. C’est une réciproque du théoreme B de Cartan.

Théoréme. Soit (X**; Ox~) un espace analytique complexe irréductible. Les assertions suivantes
sont équivalentes ().

a) (X™;Oxm) est un espace de Stein.

°Voir chapitres VII et VIII (pp. 209, 243) de [GR]. On pourra s’y reporter également pour la définition de la
catégorie d’«espaces analytiques complexes », sous-catégorie pleine de Loc-annc dont les espaces sont plus
généraux que les «variétés analytiques complezes» en ce sens qu’ils peuvent étre singuliers. La définition de
la catégorie des espaces analytiques complexes est identique a celle des variétés algébriques complexes a ceci
pres que l'on remplace 'algébricité des fonctions par leur analyticité. L’article [GaGa] donne un apercu trés
rapide de cette catégorie.

6La plupart du temps il s’agit d’espaces singuliers.

"Voir chap. VIIT thm. 20 (p. 246) de [GR].

— 12 —
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b) H>°(X*; M) = 0 pour tout Oxa-module cohérent M.
c) H>Y(X*;T) =0 pour tout sous-Oxa-module cohérent T de Oxn .

2.3.4.3. La remarque 2.3.3.2 et le théoreme B de cartan donnent ’acyclicité des Q% lorsque
X est un ouvert algébrique principal d’un espace affine complexe. Par conséquent, I'application
canonique :

R DX Q) —= H™(X™; Q) (*c)

est bijective pour tout ouvert algébrique principal X** C C".

2.3.5 [III] Ampl. Amplitude du complexe de de Rham. Il s’agit de [0, dimc(X?*")]. Le com-
plexe de de Rham holomorphe d’une variété analytique complexe a donc une amplitude a priori
moitié que celle du complexe de de Rham différentiel réel du méme espace vu comme variété dif-
férentielle réelle.

2.3.6 [III] LPG. Lemme de Poincaré global pour l’espace affine. Il est vérifié et pour es-
sentiellement les méme raisons que dans le cas réel.

2.3.7 [III] LPL. Lemme de Poincaré local. Vrai également puisque tout point admet une base
de voisinages isomorphes a ’espace affine.

Par conséquent, si X" est une variété analytique complexe, le complexe de faisceaux

O — (::X;m < QOXan dU Qﬁ(an dl QQ an i) A Q;{ﬁC(X) — O
est exact et 'application induite par ¢ :
H* (X% Rx) — H* (X" Q) (+c)

est bijective.

2.3.8 Récapitulatif
a) Soit X™ une variété analytique complexe, notons X3 la variété différentielle réelle sous-
jacente. On a des isomorphismes canoniques (c¢f. (*g) et (*xc))

H (XY 0% i) ¢ H*(X"P;Rx) — H " (X™; Qxu)

b) Pour les variétés analytiques complexes de Stein on a des isomorphismes canoniques:

H* (X' Rx) — H* (X" Q) = h*D(X™ Q) = (2(X™)",d.)

Par conséquent: La cohomologie de de Rham d’une variété différentielle admettant une struc-
ture compleze qui en fait une variété analytique complexe de Stein est toujours nulle en degrés
supérieurs a la moitié de la dimension.

2.4 [IV] Variétés algébriques

2.4.1 Préliminaires. A la différence des catégories précédentes, les variétés algébriques ne sont
pas uniquement des recollements d’un méme espace (R™ dans le cas topologique ou différentiel réels,

,13,
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D™ dans le cas analytique complexe) on recolle des espaces plus généraux appelés des «wvariétés
(algébriques) affines (sur k)». Les paragraphes suivants rappellent leur définition.

2.4.1.1. Fonctions réguliéres de I’espace affine. On note A} le «k-espace affine de dimension
n». On appelle «fonction réguliére» sur A} toute «application polynomiale» f : A} — k. Si nous
fixons un repere affine pour A} de coordonnées (x1,...,x,) Papplication f s’exprime sous la forme
d’un polynéme unique F(Xi,...,Xy) € k[X] (puisque k est infini). La multiplication des fonc-
tions régulieres est une fonction réguliere et 'ensemble R(A}) de telles applications est muni d'une

structure canonique d’anneau isomorphe & 'anneau k[X| des polynémes & n variables et coefficients
dans k.

Dans les sous-paragraphes suivants nous notons provisoirement X := A} et donc R(X) :=

2.4.1.2. Ensembles algébriques affines sur k. On appelle «sous-ensemble algébrique de X » toute

partie Y C X pour laquelle il existe une famille de fonctions {f, € R(X)}aecu telle que:
Y={z€X]|falz)=0,VacA}.

11 est clair que Y est aussi I'«ensemble des zéros» des fonctions de l'idéal (f, | o € ) engendré
par la famille {f, }aeu ; nous pouvons donc tout aussi bien déclarer qu’un sous-ensemble algébrique
de X est l’ensemble des «zéros d’un idéal I de R(X)» noté:

ZI)={ze X | f(x)=0,VfeI}.

Lemme. Soient I,J, 1, des idéaux. On a (*):

e Z(1)) =0 et Z((0)) =X, o Z(IUVZ(J)=ZI1J), e (\,ZI.)=Z(,1.)

Par conséquent, les sous-ensembles algébriques de X sont les fermés d’une topologie.

2.4.1.3. Topologie de Zariski de X . On appelle ainsi la topologie de X dont les fermés sont ses
sous-ensembles algébriques, appelés dorénavant «les fermés de Zariski de X ».

2.4.1.4. Exercice. Montrer que si k est un corps infini (p.ex. algébriquement clos), la topologie de Zariski
de X n’est jamais séparée. Qu’en est-t-il si k est un corps fini?

2.4.1.5. Hypersurfaces et ouverts principaux de X. On appelle «hypersurface de X » 1’en-
semble des zéros d’une seule fonction f € R(X), on la note Z(f), son complémentaire est un
«ouvert principal » et est noté D(f).

2.4.1.6. Proposition
a) Pour tous f,g € R(X) on a D(f) N D(g) = D(fg).
b) Les ouverts principaux de X constituent une base d’ouverts pour la topologie de Zariski.

¢) X est quasi-compacte.

*On note IJ l'ensemble des sommes finies ), f;g; avec f; € I et g; € J ; c’est un idéal de R(X).
Si I, I, J sont des idéaux, on a (Iy + Iy)J = I J + I,J .

— 14 —
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d) Si k est algébriquement clos on a D(f) 2 D(g), si et seulement si g € \/(f) (°). En particulier,
D(f) = X, si et seulement si f est inversible.

Commentaires sur la preuve. L’assertion (a) résulte aussitét du fait que k est un corps. (b)
puisque si # € Z(I), il existe f € I telle que f(z) # 0 auquel cas x € D(f) C CZ(I). (c) Admet
deux justifications, la «quasi-compacité» est la propriété qui dit que de tout recouvrement ouvert
de X on peut extraire un sous-recouvrement fini, propriété équivalente a dire que si une famille
décroissante de fermés est d’intersection vide alors I'un des fermés de la famille est vide. Or, & une
suite décroissante de fermés correspond une suite croissante d’idéaux de R(X) est comme cet an-
neau est noethérien, la suite d’idéaux est stationnaire de méme alors que la suite de fermés; etc.
Une autre preuve (valable dans le cas non noethérien et plus généralement dans le contexte des
schémas affines) repose sur (b), en effet tout recouvrement ouvert admet un raffinement par des ou-
verts principaux et si X = J,cq D(fa), alors @ = Z((fa)) et (fa) = (1) (car k est algébriquement
clos), mais alors 1 € (fqa,,..., fa,.) pour une certaine famille finie {fa,,..., fa, Ja e, autrement
dit X = Ui;c, D(fa;)- (d) est conséquence du théoreéme des zéros de Hilbert qui affirme que
la correspondance bijective entre les sous-ensembles algébriques de X et les idéaux radicauzr de
R(X). L’assertion (d) est fausse si k n’est pas algébriquement clos, par exemple dans R[X] on a
D(X?+1)=AL. n

2.4.1.7. Fonctions réguliéres sur un ouvert principal de X . Soit f une fonction réguliére non
nulle de X . Toute fonction réguliere g : X — k donne, par restriction, une application g : D(f) — k
et cette correspondance est injective puisque k est infini. De plus 'application f : D(f) — k est
nulle part nulle. On défini alors 'anneau des «fonctions réguliéres sur l’ouwvert principal D(f)»
comme le localisé de R(X) en f, on pose donc R(D(f)) := R(X)¢ (). On a ainsi le morphisme
canonique de «restriction de fonctions réguliéres» Py : R(D(1)) — R(D(f)) défini par

| I (P)
R(X) L= R(X);, x> 2

2.4.1.8. Faisceau des fonctions réguliéres sur X . D’apres 2.4.1.6-0d, l'inclusion D(f) 2 D(g)
implique que f est inversible dans R(X), de sorte que le morphisme canonique de restriction

d’algebres p : R(X) — R(D(g)) se factorise d’une et une unique maniere a travers R(D(f)) :
ol

R(X) = R(D(1)) - R(D(g))

| o o |
R(D(1)) —— R(D(f)) —— R(D(g))

La correspondance D(f) ~» R(X)s, (D(f) 2 D(g)) ~ P} est un préfaisceau de k-algebres Ax
sur le catégorie des ouverts principaux de X et comme ces ouverts sont une base pour la topologie
de Zariski de X (2.4.1.6-0b), les germes de Ax définissent un «espace étalé au-dessus de X » (')

9Pour tout idéal I on note v/T son «radical», i.e. ensemble des f telles que f~¥ € I pour N > 0. On a

VI = /V/I. On appelle «radical » tout idéal I tel que I = /T.
10Se reporter au chapitre §16 du cours.

1 Voir [Go] chap. IT §1.2 p. 110.
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dont les sections locales continues donnent le «faisceau des fonctions réguliéres de X » noté Ox .
Le couple (X™"; Ox) est 'espace annelé associé a I’espace affine X = A}.

2.4.1.9. Fonctions réguliéres sur un fermé de Zariski Y de A}. On procede comme pour les
ouverts principaux 2.4.1.7. Soit Y un fermé de Zariski de X . On appelle «fonction réguliére sur
Y » et Pon note R(Y) leur ensemble, toute application de Y vers k induite par une application
réguliere de X . Si nous notons Z(Y') 'idéal des fonctions de R(X) qui s’annulent sur Y, on a
lai t

clairemen R(X)

R(Y) = Zv) (©)

Proposition. L’anneau R(Y) est une k-algébre de type fini réduite, i.e. sans élément nilpotent.

2.4.1.10. Espace annelé associé a un fermé de Zaiski. La démarche pour définir la topologie
de Zariski de Y, puis le faisceau Oy des k-algebres régulieres sur Y, est rigoureusement la méme
que celle des paragraphes précédents en remplagant X par Y.

Théoreme (**)
a) Pour tout ouvert principal D(f) CY, on a I'(D(f); Oy) = R(Y);.

b) L’anneau des germes du faisceau Oy en y € Y est isomorphe a I'anneau local R(Y)gmy ou M,
désigne I'idéal (maximal) de R(Y') des fonctions qui s’annulent en y (*°).

A partir de maintenant la notation ‘X’ cesse de référer uniquement aux espaces affines.

2.4.1.11. Catégorie des variétés affines sur k. Nous appellerons «variété (algébrique) affine sur
k» la donnée d’un fermé de Zariski d’un espace affine sur k muni de sa topologie de Zariski ().

Un «morphisme de variétés affines de X vers Y » est une application continue ¢ : X — Y telle

que pour toute fonction réguliere f : Y — k la composée foe : X — k soit une fonction réguliere.

On remarquera le lemme suivant qui donne une définition alternative de morphisme entre variétés

algébriques affines.

Lemme. Supposons X C A} et Y C A}". Un morphisme de variétés algébriques de X vers Y
est la restriction d’une application polynomiale de A} vers Ajl.

Indication. Soit ¢ : X — Y un morphisme de variétés affines. Fixons un repere affine sur A}
(resp. sur A7) de coordonnées X = {X1,..., X, } (resp. Y :={Yi,...,Y,}). Pour chaque z € X
on a

(P(m) = (}/1(90(%))7 SRR Ym(tp(.%')))

Or, chaque Y; oy étant une fonction réguliere de X par définition de morphisme, c’est la restriction

d’une fonction réguliere de A} (2.4.1.9-(¢)) par exemple de la fonction polynomiale P;(X) € R(A}).

14 Voir [Har] chap. I §3 th. 3.2 p. 17, et chap II §2 prop. 2.2 p. 71.
15 Ce que nous notions Z(y) en 2.4.1.9.

16 On défini parfois une variété affine comme un fermé de Zariski irréductible, i.e. tel qu’il ne peut étre réalisé
comme réunion de deux fermés plus petits (¢f. [Har] chap. I §1 p. 3)
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On a donc _ —

<p(:v) = ((Yl © 90)(*7;)7 ) (Ym © (p)(ﬂ;‘)) = (Pl(X(x))7 ) Pm(X(x))) )
ol, bien évidemment, ’application = (Pl()? (2)),..., Pn(X (:c))) est une application polyno-
miale de A} vers A}". ]

2.4.1.12. Une équivalence de catégories. Dans le paragraphe 2.4.1.10 nous avons associé a chaque
variété affine X Despace localement annelé sur k noté (X; Ox). Si maintenant on se donne un mor-
phisme de variétés algébriques ¢ : X — Y, la composition par ¢ définit, pour chaque f € R(Y),
un morphisme de k-algebres ¢?(D(f)) : R(D(f)) — R(D(f o)) = R(p"Y(D(f))), tel que les
diagrammes pour D(f) 2 D(g):

P(D(£);0v) S D(D(£): .0x)

2 l l phe
. ©*(D(g)) i

I(D(g); Oy) ——= T(D(9); .Ox)
sont commutatifs. La correspondance D(f) ~» ¢%(D(f)) est un morphisme de préfaisceaux de
k-algebres de Ay vers ¢,Ax (c¢f. 2.4.1.8) induisant un morphisme de faisceau de k-algebres
(ph : Oy — QD*O)(.

La proposition suivante résulte d’appliquer la proposition 1.3.5.

2.4.1.13. Proposition. La correspondance de la catégorie des variétés affines sur k qui associe
X ~ (X™0x), (gp X = Y) ~ (cph : Oy — ga*OX)

est un foncteur covariant pleinement fidéle dans la catégorie Loc-anny,.

2.4.1.14. Une autre équivalence de catégories

Théoréme (*°). La correspondance de la catégorie des variétés affines sur k qui associe
X =R(X), (p:X=Y)~ (FD0):RY) > R(X))

est une équivalence de catégories sur la catégorie des k-algébres de type fini réduites.

2.4.1.15. Affinité des ouverts principaux d’une variété affine. Etant donnée une variété af-
fine sur k, notée Y, d’anneau de fonctions régulieres R(Y'), le produit cartésien Y x Al est une
variété affine et 'on a
R(Y x A}) ~ R(Y)[T].
On remarque alors que pour f € R(Y') non nulle, I'application
Y 25 Y xk
y — (v, f())

est un morphisme de variétés algébriques admettant comme inverse a gauche la projection sur la
premiére coordonnée p; : Y x k — Y, (y,t) — y. Il s’ensuit que ¢ induit un homéomorphisme
entre Pouvert D(f) CY et I'image de ¢ qui n’est autre que 'hypersurface Z(Tf —1) CY x A}.
Ces remarques prouvent la proposition tres utile suivante.

19 Voir [Har| chap. I §3 cor. 3.8 p. 20, qui montre ’équivalence entre le catégorie des variétés algébriques
irréductibles et celle des algebres de type fini intégres.
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Proposition. Les ouverts principaux des variétés affines sont des variétés affines.

2.4.1.16. Variétés quasi-affines sur k. On appelle ainsi tout ouvert d’une variété affine U C X .
Etant donnés U C X et V C Y, un «morphisme» ¢ : U — V est alors une application continue
telle que Oy |y, o € Ox|y.

Contrairement au cas affine, les fonctions régulieres globales d’une variété quasi-affine ne déter-
minent pas toujours I'espace. Par exemple, si X = C? et U = C*\{0}, 'application de restriction
R(X) — R(U) est bijective alors que U'inclusion U C X est stricte.

2.4.2 [IV] €. Objets et morphismes. L’idée est de recoller les variétés affines, soit en tant
qu’espaces annelés, soit a ’aide d’atlas comme pour les catégories des variétés: topologiques, dif-
férentiables et analytiques complexes. Mais a la différence de ces catégories, il n’est plus vrai que
tout point admette une base de voisinages isomorphes & un espace affine. Cette différence vient non
seulement du fait que maintenant nous admettons les singularités, mais aussi parce que, en géo-
métrie algébrique méme sans singularités, 'assertion n’est plus vraie. Par exemple, dans la droite
affine Al avec R(A}) = C[X], le complémentaire d'un point x est isomorphe & I'ouvert principal
U := D(X) et c’est une variété affine d’apres 2.4.1.15. Mais alors, tout morphisme ¢ : A — U est
déterminé par le morphisme de k-algebres ¢ : R(U) — R(AL) (2.4.1.14), c’est-a-dire par un mor-
phisme de C-algebres de C[X]x vers C[X]. Or, un tel morphisme est entierement déterminé par
Iimage du monéme X qui doit étre un polyndme inversible de C[X], donc constant non nul. Ceci
signifie que les seuls morphismes de Al dans U sont les applications constantes.

2.4.2.1. Variété algébrique sur k, par atlas. Une «variété algébrique sur k » est la donnée d’un
espace topologique X et d’un «atlas algébrique affine A pour X », i.e.:

i) D’un recouvrement ouvert de X, U = {Uy }aeu-

ii) D’une famille {¢n : Uy = Yo }aea d’homéomorphismes sur des variétés algébriques affines sur
k telle que les bijections, appelées «applications de transition »,

Bpa =0y : PalUas) — ¢5(Us,a)
sont des isomorphismes de variétés quasi-affines quels que soient «, 3 € .

Un «morphisme » entre variétés algébriques ¢ : (X, A) — (Y;B) est alors la donnée d’une ap-
plication continue ¢ : X — Y telle que pour tout x € X, pour tout o € 2 tel que = € U,, pour
tout B € B tel que p(z) € Ug, Papplication

pgopopa1 : R" = R,

qui est définie au voisinage de ¢,(z), est un morphisme de variétés quasi-affines au voisinage de

On appelle «fonction réguliére d’une variété algébriqgue (X;A) sur k» tout morphisme de va-
riétés de (X;A) vers A}. Le «faisceau Ox de fonctions réguliéres sur X » est le faisceau dont
I’ensemble des sections au-dessus d’un ouvert U C X est I’ensemble des fonctions régulieres sur U.
Comme la multiplication - : k X kK — k est une application polynomiale, le faisceau Ox est stable
par multiplication de fonctions et c’est ainsi un faisceau de k-algebres.

Une application continue ¢ : (X;.A4) — (Y;B) est un morphisme de variétés algébriques, si
pour toute fonction réguliere f € Oy la composée f o ¢ est une fonction réguliere sur (Y, B), i.e.
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f oy € Ox. Le morphisme de faisceaux ¢! : Oy — ©,Ox, f — f o ¢ est alors un morphisme de

faisceaux de k-algebres, et la correspondance
p: X=>Y
X: A) ~ (X:0x), ( (X A) - Y;B)W{
(X 4) = (X:0x), (0 (XA = (VB) = 5 5 70 o

est fonctorielle et pleinement fidele dans la catégorie Loc-anny, d’apres la proposition 1.3.5.

La catégorie des variétés algébriques coincide avec la catégorie d’espaces localement annelés locale-
ment isomorphes aux espaces annelés associés aux variétés affines.

2.4.3 [IV] M(€). Modéles locaux. Il s’agit de la catégorie des variétés affines sur k.

2.4.4 [IV] M(C)'. Modeles locaux (équivalence). Catégorie des k-algebres de type fini ré-
duites, d’apres le théoreme 2.4.1.14.

2.4.5 [IV] Qx+. Complexe de de Rham. Soit (X;Ox) une variété algébrique sur k. Le fonc-
teur «complexe des formes différentielles relatives a k», deRhamy : Alg(k) ~» Adg(k), permet
d’associer au faisceau de k-algébres Ox le complexe de préfaisceaux deRhamyg(Ox) de faisceau
associé noté (Qy p, d.) et appelé «compleze de de Rham (algébrique) de (X;Ox)».

2.4.6 [IV] Acyc. Acyclicité de chaque QZX Chaque faisceau Qix /K €st un Ox-module cohé-
rent (car deRham d’un localisé = localisé du deRham) et ’on dispose du critere d’affinité de Serre

([S:]):

Théoréme (**). Soir (X;Ox) une variété algébrique sur k. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) X est affine.

b) H>%(X; M) = 0 pour tout Ox -module quasi-cohérent M.

c) H>%(X;Z) = 0 pour tout sous-Ox-module cohérent T C Ox.

2.4.6.1. Par conséquent, I’application canonique :

R (X Q) —= HT (X5 Q% ) (xx)

est bijective pour toute variété algébrique affine sur k.

2.4.7 [IV] Ampl. Amplitude du complexe de de Rham. Dans le cas affine, si X C A} on
sait que Q}/k est un quotient de QKQ = OAQ & /\Z k™. Dans ce cas amplitude de Q% est contenue
dans intervalle [0, n].

2.4.8 [IV] LPL. Lemme de Poincaré local. Il est faux en général, car autrement la cohomo-
logie du complexe de de Rham calculerait la cohomologie du faisceau constant kx (si cark = 0)
sur les variétés affines. Or, le faisceau constant est flasque (si X est irréductible) alors que la
cohomologie de de Rham est généralement non nulle en degrés positifs.

22 Voir [Har] chap. IIT §3 th. 3.7 p. 215
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2.4.9 [IV] LPG. Lemme de Poincaré global. Vrai si cark = 0.

2.4.10 Récapitulatif

a) Soit X une variété algébrique sur k = k. Le morphisme canonique :

H.(Xzar;]ix) ? H.(Xzar;Q}an)

induit par 'augmentation € : kx — Q% /k» D’est pas toujours un isomorphisme.

b) Pour les variétés affines sur k on a un isomorphisme canonique :

H* (X Qy ) = W' DX Q) = (AL AX /K, d)

X

2.5 [V] Schémas

Meéme démarche et théoremes que dans le cas algébrique.
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§4. Index terminologique

algebre de transition
extérieure algébrique,
complexe, 13 continue,
réelle, 10 différentiable,
réduite, 17 holomorphe,
amplitude, 11 polynomiale,
cohomologique, 11 atlas
annelé algébrique affine,
localement, 4 continu,
morphisme d’espace, 4 différentiel,
annelé (espace), 2 holomorphe,
application
base,

base (espace annelé de),
bon recouvrement,
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catégorie

d’espaces localement annelés, 4
des espaces topologiques, 6
des variétés algébriques, 6, 19
des variétés analytiques complexes, 6, 11
des variétés différentielles, 6,9
des variétés topologiques, 9
complexe de de Rham algébrique, 20
contravariant (foncteur), 2
corps résiduel, 4
covariant (foncteur), 2
différentielle extérieure
complexe, 13
réelle, 10
distingué (ouvert), 6
ensemble algébrique, 15
ensemble des zéros d’un idéal, 15
espace
étalé, 17
affine, 15
algébrique affine, 15
analytique complexe, 13
annelé, 2
de base, au-dessus de, 3
de Stein, 13
localement annelé, 4
faisceau
d’applications, 4
de fonctions
continues, 9
holomorphes, 12
localement constantes, 3
réelles, 10
régulieres, 20
des fonctions régulieres, 17
structural, 2
fermés de Zariski, 15
fidele (foncteur), 2
foncteur fidele, plein, pleinement fidele, 2
foncteur source, 2
fonction
holomorphe, 12
réelle, 5
continue, 9
d’une variété différentielle, 10
réguliere, 15
d’une variété algébrique sur k, 20
sur un férmé de Zariski, 17
sur un ouvert principal, 16
formes différentielles
holomorphes, 13
réelles, 10
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holomorphie, 11
hypersurface, 15
idéal engendré, 15
idéal radical, 16
local (modele), 6
modeles locaux, 6
module cohérent, 20
morphisme
d’espace annelé, 4
de transition
algébrique, 19
continu, 9
différentiable, 9
holomorphe, 12
de variétés
affines, 17
algébriques, 19
analytiques complexes, 12
différentielles, 10
quasi-affines, 19
topologiques, 9
objet
au-dessus de, 2
de base, 2
ouvert
principal, 15
ouvert distingué, 6
plein, pleinement fidele (foncteur), 2
quasi-compacité, 16
résiduel (corps), 4
radical d’un idéal, 16
restriction de fonctions régulieres, 16
sous-ensemble algébrique, 15
sous-jacent (espace topologique), 2
standard, 12
structure de variété, 10
analytique complexe, 12
Stein, 13
structural (faisceau), 2
topologie de Zariski, 15
transition, 9, 19
variété
algébrique, 19
affine, 15, 17
analytique complexe, 11, 13
différentielle, 9
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zéros d’un idéal, 15
Zariski (fermés), 15
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