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1.3.2. Mayer-Vietoris à supports compacts ............................................................. 12

1.4. Faisceaux c-mous et résolutions c-molles ................................................................ 12
1.5. Dimension cohomologique ..................................................................................... 16
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3.3.5. Théorème d’homotopie ................................................................................. 51
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§1. Rappels

1.1 Foncteurs dérivés
Dans cette section nous rappelons assez rapidement des résultats classiques concernant

les foncteurs dérivés. Les références [H,KS] sont recommandées.

1.1.1. Notations. Étant donnée une catégorie abélienne A et une sous-catégorie pleine
et additive B de A (1), on note :

• K+(B), resp. K−(B) : catégorie des complexes bornés à gauche, resp. à droite, d’ob-
jets de B, où les morphismes sont les morphismes de complexes modulo homotopie.

• N ±(B) : classe des complexes acycliques de K±(B).
• K±(B)/N ±(B) : catégorie quotient.
• D+(A), resp D−(A) : catégorie dérivée des complexes d’objets de A bornés à gauche,

resp. à droite.
• Q(A) : K±(A) � D±(A) : foncteur de localisation.

On rappelle que le foncteur de localisation Q(A) : K±(A) � D±(A) est la correspon-
dance qui associe à un objet de K±(A) le même objet dans D±(A) et à un morphisme
ϕ ∈ MorK±(A)(O1,O2) sa classe ϕ ∈ MorD±(A)(O1,O2) après localisation.

1.1.2. Résolutions. Une « ŕesolution à droite d’un objet O de A par des objets de B »

est la donnée d’un complexe (M •,d •) de C�0(B) et d’un morphisme ε : O → M 0 vérifiant
d0 ◦ ε = 0 tels que le complexe :

0 → O ε−−−−−−−−−−−−−→M 0 d0−−−−−−−−−−−−−→M 1 d1−−−−−−−−−−−−−→M 2 d2−−−−−−−−−−−−−→·· ·
est exact.

1 Il revient au même de demander que B soit une sous-catégorie pleine de A stable par sommes
directes finies dans A.
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Dualement, une « ŕesolution à gauche d’un objet O de A par des objets de B » est
la donnée d’un complexe (M •,d •) de C�0(B) et d’un morphisme ε : M 0 → O vérifiant
ε ◦ d−1 = 0 tels que le complexe :

· · · d−3−−−−−−−−−−−−−→M−2 d−2−−−−−−−−−−−−−→M−1 d−1−−−−−−−−−−−−−→M 0 ε−−−−−−−−−−−−−→O → 0
est exact.

La preuve de la proposition suivante est laissée en exercice.

1.1.3. Proposition

a) Si tout objet de A est sous-objet d’un objet de B :

i) Tout objet de A admet une résolution à droite par des objets de B.

ii) Pour chaque complexe borné à gauche O • d’objets de A, il existe un complexe borné

à gauche M • d’objets de B et un quasi-isomorphisme ϕ • : O • → M • .

iii) Le foncteur QA induit une équivalence de catégories de K+(B)/N +(B) vers D+(A).
b) Si tout objet de A est quotient d’un objet de B :

i) Tout objet de A admet une résolution à gauche par des objets de B.

ii) Pour chaque complexe borné à droite O • d’objets de A, il existe un complexe borné

à droite M • d’objets de B et un quasi-isomorphisme ϕ • : M • → O • .

iii) Le foncteur QA induit une équivalence de catégories de K−(B)/N −(B) vers D−(A).

1.1.4. Existence des foncteurs dérivés. Lorsque un foncteur F : A → A′ entre caté-
gories abéliennes est additif, il induit par son action terme à terme, des foncteurs de
catégories triangulées notés K±(F ) : K±(A) � K±(A′).

La proposition suivante est corollaire immédiat de la proposition 1.1.3.

1.1.5. Proposition et définition. Soit B une sous-catégorie pleine et additive de A.

a) Si pour tout M • ∈ N +(B), le complexe F (M •) est acyclique, le foncteur K+(F ) :
K+(A) � K+(A′) induit un foncteur K+(F ) : K+(B)/N +(B) � D+(A′). Si de plus,

tout objet de A est sous-objet d’un objet de B, le foncteur K+(F ) est naturellement

défini sur D+(A) où il est noté IRB F :

K+(B) −−−−−−−−−−−−−→⊆ K+(A)
K+(F )−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→� K+(A′)



�



�Q(A)



�Q(A′)

K+(B)/N +(B) ≡ D+(A)
IRB F������� D+(A′)

K+(F )

�



Le foncteur IRB F : D+(A) � D+(A′) est un foncteur exact entre catégories triangulées,

c’est « le foncteur dérivé à droite de F relativement à B ».

b) Si pour tout M • ∈ N −(B), le complexe F (M •) est acyclique, le foncteur K−(F ) :
K−(A) � K−(A′) induit un foncteur K−(F ) : K−(B)/N −(B) � D−(A′). Si de plus,
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tout objet de A est quotient d’un objet de B, le foncteur K−(F ) est naturellement

défini sur D−(A) où il est noté ILBF :

K−(B) −−−−−−−−−−−−−→⊆ K−(A)
K−(F )−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→� K−(A′)



�



�Q(A)



�Q(A′)

K−(B)/N −(B) ≡ D−(A)
ILBF������� D−(A′)

K−(F )

�



Le foncteur ILBF : D−(A) � D−(A′) est un foncteur exact entre catégories triangulées,

c’est « le foncteur dérivé à gauche de F relativement à B ».

1.1.6. Notation. Dans les cas considérés dans 1.1.5, si O est un objet de A et si O[0] dé-
signe le complexe dont les termes son nuls sauf celui en degré 0 qui vaut O, on pose pour
m ∈ Z (2)

IRm
B F (O) := hm

[

IRB F
(

O[0])] , ILm
B F (O) := hm

[

ILB F
(

O[0])] .

1.1.7. Exercice. En supposant les condition de la proposition 1.1.5 remplies, prouver les
assertions suivantes.

a) Le foncteur IR0
B : A � A′ est exact à gauche et

IR0
B F (M) ≡ F (M) et IRm

B F (M) = 0 , pour tout m ∈ Z\{0},

pour tout objet M de B.
b) Le foncteur IL0

B : A � A′ est exact à droite et

IL0
B F (M) ≡ F (M) et ILm

B F (M) = 0 , pour tout m ∈ Z\{0},

pour tout objet M de B.
c) Pour toute suite exacte courte 0 → O1 → O2 → O3 → 0 d’objets de A, on a des suites

exactes longues :

· · · → IRm−1
B F (O3) → IRm

B F (O1) → IRm
B F (O2) → IRm

B F (O3) → IRm+1
B F (O1) → ·· ·

· · · → ILm−1
B F (O3) → ILm

B F (O1) → ILm
B F (O2) → ILm

B F (O3) → ILm+1
B F (O1) → ·· ·

1.1.8. Remarque. Un corollaire de cet exercice qui mérite d’être souligné est que la ca-
tégorie B permet également de définir le foncteur dérivé à droite IRB(IR0

B F ). Dans ce
cas, on a IRm

B (IR0
B F ) ≡ IRm

B (F ), pour tout m > 0. Autrement dit, les foncteurs dérivés à
droite d’ordre supérieur proviennent toujours de dériver un foncteur exact à gauche. Cette
même remarque s’applique, dualement, aux foncteurs dérivés à gauche.

2 Tout au long de ces notes, la notation hm[C •] désignera le m-ième objet de cohomologie d’un com-
plexe (C •,d•) d’objets d’une catégorie abélienne ; i.e. hm[C •] := ker(dm)/im(dm−1).
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1.1.9. Commentaire et terminologie. Notons IA (resp. PA) la sous-catégorie pleine
de A dont les objets sont les objets injectifs (resp. projectifs) de A. On dit que A «pos-
sède suffisamment d’objets injectifs (resp. projectifs) » si tout objet de A est sous-objet
(resp. objet quotient) d’un objet injectif (resp. projectif).

La sous-catégorie IA est une sous-catégorie additive de A et un théorème de base dans
la théorie des résolutions démontre qu’un complexe acyclique I • borné à gauche d’objets
injectifs est toujours homotope à zéro. Par conséquent, quel que soit le foncteur additif F ,
le complexe F (I •) est homotope a zéro donc acyclique. Il s’ensuit (1.1.5) que si la catégo-
rie A possède suffisamment d’objets injectifs, le foncteur IRIA

F est toujours défini. C’est
le « foncteur dérivé à droite de F », noté IRF .

Ces remarques sont valables, dualement, en remplaçant ìnjectif́ par p̀rojectif́ et le
foncteur ILPA

F est noté ILF .

Par exemple, si A est un anneau :

• La catégorie Mod(A) des A-modules possède suffisamment d’objets injectifs et pro-
jectifs. Tout foncteur additif défini sur Mod(A) admet des foncteurs dérivés à droite
et à gauche.

• Pour tout espace topologique X , la catégorie FaisA(X) des faisceaux de A-modules
sur X , possède suffisamment d’objets injectifs, mais généralement pas suffisamment
d’objets projectifs (cf. ex. 1.5.4). Tout foncteur additif sur FaisA(X) admet donc des
foncteurs dérivés à droite, mais pas nécessairement à gauche (cf. 1.1.19).

1.1.10. Définition. Une classe IF d’objets de A, est appelée «classe d’objets F -injectifs
dans A » lorsqu’elle vérifie les conditions de 1.1.5-(a), i.e. :

IF -a) Tout objet de A est sous-objet d’un objet de IF .
IF -b) Si O1 et O2 sont des objets de IF , la somme directe O1 ⊕O2 est un objet de IF .
IF -c) F (N +(IF )) ⊆ N +(A′).

Une classe PF s’objets de A, est appelée «classe d’objets F -projectifs dans A » lors-
qu’elle vérifie les conditions de 1.1.5-(b), i.e. :

PF -a) Tout objet de A est quotient d’un objet de PF .
PF -b) Si O1 et O2 sont des objets de PF , la somme directe O1 ⊕O2 est un objet de PF .
PF -c) F (N −(PF )) ⊆ N −(A′).

1.1.11. Objets et résolutions acycliques. On reprend les données du paragraphe précé-
dent en supposant les conditions de la proposition 1.1.5 satisfaites de sorte que les foncteurs
dérivés par rapport à B sont définis. Une question importante se pose alors, à savoir : l’in-
dépendance des foncteurs dérivés relativement à B. Autrement dit, étant données B et
B′ vérifiant les conditions de 1.1.5, à quelle condition les foncteurs IRB F et IRB′ F (resp.
ILB F et ILB′ F ) sont-ils canoniquement isomorphes.
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Un premier pas dans cette direction passe par la notion d’«objet acyclique » que nous
allons traiter uniquement dans le cas des foncteurs dérivés à droite d’un foncteur additif
exact à gauche (cf. 1.1.8) étant entendu que le cas des foncteurs dérivés à gauche se traite
de manière parfaitement symétrique.

1.1.12. Définition. Un objet O de A est dit «IRB F -acyclique » lorsque IRm
B F (O) = 0,

pour tout m > 0. Une résolution à droite 0 → O → M 0 → M 1 → ·· · où tous les M i sont
IRB F -acycliques est «une ŕesolution IRB F -acyclique de O ».

1.1.13. Exercice. Montrer qu’un objet injectif de A est IRB F -acyclique.

1.1.14. Théorème. Soit F : A � A′ un foncteur additif entre catégories abéliennes exact

à gauche et soit B une classe d’objets F -injectifs dans A. Alors,

a) Tout objet de B est IRB F -acyclique.

b) Étant donnée une suite exacte courte 0 → O1 → O2 → O3 → 0 d’objets de A,

i) Si O1 est IRB F -acyclique, la suite 0 → F (O1) → F (O2) → F (O3) → 0 est exacte.

ii) Si O1 et O2 sont IRB F -acycliques, il en est de même de O3 .

c) Pour tout complexe acyclique borné à gauche (M •,d •) d’objets IRB F -acycliques, le

complexe (F (M •),F (d •)) est exact.

d) La classe des objets IRB F -acycliques est une classe d’objets F -injectifs dans A. Le

foncteur dérivé à droite de F relativement aux objets IRB F -acycliques est canonique-

ment isomorphe à IRB F .

e) Pour tout objet O ∈ A et toute résolution IRB F -acyclique O ↪→ M • , il existe un iso-

morphisme canonique F (M •) → IRB F (O) dans D+(A′). En particulier, on a des iso-

morphismes canoniques

hm[F (M •)]−−−−−−−−−−−−−→≡ IRm
B F (O) .

f) Pour tout complexe M • borné à gauche d’objets IRB F -acycliques, il existe un isomor-

phisme canonique de D+(A′) :

F (M •)−−−−−−−−−−−−−→≡ IRB F (M •) .

Démonstration

a) Par définition de IRB F .
b) Immédiat après inspection de la suite longue de foncteurs IR∗

B F associée à la suite
exacte courte 0 → O1 → O2 → O3 → 0.

c) Il suffit de le vérifier pour un complexe de la forme

0 → M 0 d0−−−−−−−−−−−−−→M 1 d1−−−−−−−−−−−−−→M 2 d2−−−−−−−−−−−−−→·· · d�−1−−−−−−−−−−−−−→M � d�−−−−−−−−−−−−−→·· ·

Comme F est supposé exact à gauche, on a h0(F (M •)) = h1(F (M •)) = 0. D’autre part,

coker(F (d0)) =
1

F (coker(d0)) = F (ker(d2)) =
2

ker(F (d2))
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(=
1
)

d’après (b-i) et
(=

2
)

puisque F est exact à gauche. Par conséquent

hr(F (M •)) = 0 , pour tout r � 2. (	)

On remarque ensuite que hr(F (M •)) = hr−1(F (N •)), pour tout r > 2 (†), où N • est
le complexe

0 → ker(d2)−−−−−−−−−−−−−→M 2 d2−−−−−−−−−−−−−→M 3 d3−−−−−−−−−−−−−→·· · d�−1−−−−−−−−−−−−−→M � d�−−−−−−−−−−−−−→·· ·

Comme ker(d2) est aussi IRB F -acyclique d’après (b-ii), l’égalité (	) s’applique N • et
(†) donne l’annulation de h3(F (M •)). À partir de là, un argument récursif sur r donne
l’annulation de tous les hr(F (M •)) avec r > 0, cqfd.

d,e,f) Conséquence des assertions précédentes. Détails laissés en exercice.

1.1.15. Unicité des foncteurs dérivés. Le théorème suivant, corollaire de 1.1.14, donne
le caractère intrinsèque des foncteurs dérivés.

1.1.16. Corollaire. On reprend les données du théorème 1.1.14. Soient B et B′ deux

classes d’objets F -injectifs dans A. Alors,

a) Un objet de A est IRB′ F -acyclique, si et seulement si, il est IRB F -acyclique. En par-

ticulier la classe des objets IRB F -acycliques est indépendante de B.

b) Les foncteurs IRB F et IRB′ F sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. Compte tenu de 1.1.14-(d), il suffit de prouver (a). Soit O′ un objet
IRB′ F -acyclique et fixons une suite exacte courte 0 → O′ → O → Q → 0 (†) avec O dans
B. La suite exacte longue des foncteurs IR∗

B F associée à (†) commence par :

0 → F (O′)−−−−−−−−−−−−−→F (O) b−−−−−−−−−−−−−→F (Q)−−−−−−−−−−−−−→ IR1
B(O′)−−−−−−−−−−−−−→ IR1

B(O′) = 0−−−−−−−−−−−−−→·· ·

où b est surjectif par hypothèse sur B′ et d’après 1.1.14-(b-i). On en déduit les égalités :
{

IRm
B F (O′) ≡ IRm−1

B F (Q) , pour tout m � 2, et

IR1
B F (O′) = 0 ,

(	)

et ceci, quel que soit l’objet IRB′ F -acyclique O′.

Fixons une suite exacte courte 0 → O → O′′ → R → 0
0 0
↓ ↓

0 → O′ −−−−−−−−−−→ O −−−−−−−−−−→ Q → 0
|| ↓ ↓

0 → O′ −−−−−−−−−−→O′′ −−−−−−−−−−→Q′ → 0
↓ ↓

(D) R −−−−−− R

↓ ↓
0 0

où O′′ est IRB′ F -acyclique. On a le diagramme (D) de
lignes et colonnes exactes ci-après où l’objet Q′ := O′′/O′

est IRB′ F -acyclique d’après 1.1.14-(b-ii).
Comme O est dans B, la suite

0 → F (O) → F (O′′) → F (R) → 0

est exacte ce qui entrâıne aussitôt l’exactitude de

0 → F (Q) → F (Q′) → F (R) → 0 . (∗)

On en déduit une injection IR1
B F (Q) ↪→ IR1

B F (Q′) = 0, et alors IR2
B F (O′) = 0 par (	).
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Nous prouvons maintenant, par récurrence sur m, l’égalité IRm
B F (O′) = 0, pour tout

m � 3 et quel que soit l’objet IRB′ F -acyclique O′. En effet, supposons l’assertion véri-
fiée pour tout n < m. D’après (	), on a IRm

B F (O′) ≡ IRm−1
B F (Q), et la suite longue de

cohomologie associée à la colonne centrale de (D) montre que IRm−2
B F (R) = 0. Par consé-

quent IRm−1
B F (Q) est un sous-objet de IRm−1

B F (Q′) lui-même nul par hypothèse inductive,
cqfd.

1.1.17. Notations et terminologies. Compte tenu de 1.1.16-(b), l’indication de B dans
la notation ÌRB F´ est superflue et peut donc être effacée. Dans la suite, la notation IRF

désignera le foncteur dérivé à droite intrinsèque défini à l’aide d’une quelconque classe
d’objets F -injectifs.

Dans le même ordre d’idées, l’assertion 1.1.16-(a) montre que la notion d’objet IRB F -
acyclique est aussi indépendante de B. L’expression «objet IRB F -acyclique » sera donc
abrégée en «objet IRF -acyclique ». À ce sujet, on trouve souvent dans la littérature l’ex-
pression «objet F -acyclique » ; celle-ci est alors synonyme de «objet IRF -acyclique » lorsque
F est exact à gauche, et de «objet ILF -acyclique » lorsque F est exact à droite.

Le critère suivant est souvent utilisé pour démontrer qu’une classe d’objets de A est
une classe d’objets F -injectifs.

1.1.18. Proposition. Soient F : A � A′ un foncteur additif entre catégories abéliennes

exact à gauche, et IF une classe d’objets de A vérifiant :

IF -i) Pour toute suite exacte 0 → O → N → P → 0 d’objets de A avec O ∈ IF , la suite

0 → F (O) → F (N) → F (P ) → 0 est exacte.

IF -ii) Pour toute suite exacte 0 → O1 → O2 → P → 0 d’objets de A avec O1,O2 ∈ IF ,

on a P ∈ IF .

Alors :

a) Pour toute suite exacte 0 → O0 d0−−−−−−−−→O1 d1−−−−−−−−→·· · d�−1−−−−−−−−−−−−→O� d�−−−−−−−−→·· · d’objets de IF , la suite

(F (M •),F (d •)) est exacte.

b) On suppose que la classe IF vérifie les conditions supplémentaires suivantes :

(IF -iii) Tout objet de A s’injecte dans un objet de IF .

(IF -iv) La somme directe de deux objets de IF est un objet de IF .

Alors IF est une classe d’objets F -injectifs dans A.

Démonstration

a) Même preuve que pour 1.1.14-(c).
b) Immédiat.

1.1.19. Exemple. La catégorie FaisA(X) ne possédant généralement pas suffisamment
d’objets projectifs (cf. ex. 1.5.4), la définition de foncteurs dérivés à gauche résultera de
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prouver auparavant qu’il existe une classe d’objets projectifs pour le foncteur en question.
Un exemple classique en ce sens est celui du foncteur exact à droite «produit tensoriel »
F := (−) ⊗ M : FaisA(X) � FaisA(X), avec M ∈ FaisA(X). Il est facile de voir que la
classe PF des faisceaux dont les germes sont des A-modules plats est une classe d’ob-
jets F -projectifs dans FaisA(X). Le foncteur ILF : D−(FaisA(X)) � D−(FaisA(X)), noté
classiquement (−) ⊗L M, est donc toujours défini.

1.2 Catégories de faisceaux
Dans toute cette partie un espace topologique (noté S,T ,U , . . . ,Z ) sera tacitement sup-

posé métrisable et localement compact. Toute partie localement fermée d’un tel espace est
automatiquement métrisable, localement compact et paracompact. On prendra garde du
fait que le complémentaire d’un sous-espace localement fermé n’est pas nécessairement
localement fermé.

Tous les foncteurs que nous allons considérer dans la suite ont déjà été définis dans les
notes de cours [A].

1.2.1. La suite exacte fondamentale. Pour toute partie localement fermée S ⊆ X de
complémentaire A := X\S et tout faisceau F ∈ Faisk(X), nous avons la suite exacte à
gauche fondamentale dépendant fonctoriellement de F :

0 → iS! ΓS(F )−−−−−−−−−−−−−→F q−−−−−−−−−−−−−→ iA∗ (F A) → 0 . (1)

Lorsque le faisceau F est flasque le morphisme q est surjectif, le faisceau F est ΓS-
acyclique et sa restriction F A est flasque (car X métrisable (3)) donc iA∗-acyclique. On
en déduit un foncteur (exact) de la catégorie dérivée D+

k (X) vers la catégorie (triangulée)
des triangles exacts de D+

k (X) associant à un complexe de faisceaux F • le triangle exact :

∆
(

S,X,A;F •) :=
(

iS!(IRΓS F •)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→F • −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ IRiA∗ (F •
A)

[+1]−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
)

(2)

et à un morphisme de complexes en catégorie dérivée α • : F • → G •, le morphisme de tri-
angles exacts :

iS!(IRΓS F •)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→F • −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ IRiA∗ (F •
A)

[+1]−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→


� iS!(IRΓS α•)



�α•



� IRiA∗(α• A)

iS!(IRΓS G •) −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ G • −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ IRiA∗ (G •
A)

[+1]−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

1.2.2. Le triangle exact ∆(U,X,Z;F •). Lorsque S et une partie ouverte dans X ,
on note alors U := S et Z := X\U , la suite fondamentale (1) est exacte à droite quel
que soit le faisceau F . De plus, les foncteurs ΓU et i−1

U sont naturellement isomorphes,

3 Cf. Godement “Théorie des faisceaux”, page 151.
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iZ∗ = iZ! , et les quatre foncteurs : iU ! , i−1
U , iZ! et i−1

Z qui apparaissent maintenant dans la
suite fondamentale (1), c’est-à-dire dans la suite :

0−−−−−−−−−−−−−→ iU !(F U)−−−−−−−−−−−−−→F −−−−−−−−−−−−−→ iZ! (F Z)−−−−−−−−−−−−−→0 ,

sont tous exacts. En particulier, le triangle (2) correspond à la suite suite exacte courte
de complexes de faisceaux :

∆(U ,X,Z;F •) :=
(

0−−−−−−−−−−−−−→ iU !(F •
U)−−−−−−−−−−−−−→F • −−−−−−−−−−−−−→ iZ! (F •

Z)−−−−−−−−−−−−−→0
)

. (∗)

Les foncteurs IRΓ (X; −) et IRΓc (X; −) appliqués (∗) donnent respectivement :

• La suite exacte longue d’hypercohomologies (à supports fermés) :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IHm
(

X; iU !(F •
U)

)

−−−−−−−−−−−−−→ IHm(X;F •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm
(

Z;F •
Z

) [+1]−−−−−−−−−−−−−→

• La suite exacte longue d’hypercohomologies à support compact :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IHm
c (U ;F •

U)−−−−−−−−−−−−−→ IHm
c (X;F •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm

c (Z;F •
Z)

[+1]−−−−−−−−−−−−−→

puisque (cf. 1.4.5)

IRΓc (X; iU !(−)) ≡ IRΓc (U ; −) et IRΓc (X; iZ!(−)) ≡ IRΓc (Z; −) .

1.2.3. Le triangle exact ∆(Z,X,U ;F •). Lorsque S et une partie fermée dans X , on
note Z := S et U := X\Z ; le triangle fondamental (2) s’écrit alors :

∆(Z,X,U ;F •) :=
(

iZ∗(IRΓZ F •)−−−−−−−−−−−−−→F • −−−−−−−−−−−−−→ IRiU∗ (F •
U)

[+1]−−−−−−−−−−−−−→
)

et donne lieu à la suite exacte longue d’hypercohomologie :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IHm
Z (X;F •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm(X;F •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm(U ;F •)

[+1]−−−−−−−−−−−−−→

1.3 Suites exactes longues de Mayer-Vietoris
1.3.1. Mayer-Vietoris (à supports fermés). Pour tous ouverts U1,U2 ⊆ X , notons
U12 := U1 ∩ U2. Les morphismes de restriction entre les foncteurs des sections

ρU
Ui

(−) : Γ (U, −) → Γ (Ui, −) et ρUi

U12
(−) : Γ (Ui, −) → Γ (U12, −)

donnent lieu à une suite exacte à gauche :

0−−−−−−−−−−−−−→Γ (U, −)
ρU

U1
⊕ρU

U2−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Γ (U1, −)⊕Γ (U2, −)
ρU1

U12
−ρU2

U12−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Γ (U12, −)−−−−−−−−−−−−−→0

qui est exacte à droite lorsque elle est appliquée à un faisceau flasque. On a donc un
foncteur de la catégorie dérivée D+

k (X) à valeurs dans la catégorie des triangles exacts :

F • �
(

IRΓ (U,F •)−−−−−−−−−−−−−→ IRΓ (U1,F •)⊕ IRΓ (U2,F •)−−−−−−−−−−−−−→ IRΓ (U12,F •)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→

)

dont on dérive la suite exacte longue de Mayer-Vietoris d’hypercohomologies :
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[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IHm(U ;F •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm(U1;F •)⊕ IHm(U2;F •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm(U12;F •)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→

1.3.2. Mayer-Vietoris à supports compacts. De manière tout à fait analogue au pa-
ragraphe précédent, on a une suite exacte à gauche des sections à supports compacts :

0−−−−−−−−−−−−−→Γc (U12, −)−−−−−−−−−−−−−→Γc (U1, −)⊕Γc (U2, −)−−−−−−−−−−−−−→Γc (U, −)−−−−−−−−−−−−−→0 ,

qui est exacte lorsque elle est appliquée à un faisceau c-mou (cf. 1.4.4), d’où le foncteur
de la catégorie dérivée D+

k (X) à valeurs dans la catégorie des triangles exacts :

F • �
(

IRΓc (U12,F •)−−−−−−−−−−−−−→ IRΓc (U1,F •)⊕ IRΓc (U2,F •)−−−−−−−−−−−−−→ IRΓc (U,F •)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→

)

et la suite exacte longue de Mayer-Vietoris d’hypercohomologies à support compact :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IHm
c (U12;F •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm

c (U1;F •)⊕ IHm
c (U2;F •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm

c (U ;F •)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→

1.4 Faisceaux c-mous et résolutions c-molles
Étant donné un anneau A, on note FaisA(X) la catégorie des faisceaux de A-modules.

1.4.1. Définition. Un faisceau F est dit «flasque » (resp. «mou, c-mou ») lorsque le mor-
phisme de restriction Γ (X;F ) → Γ (S;F ) est surjectif pour tout partie S ⊆ X ouverte
(resp. fermée, compacte). On a les implications :

injectif =⇒ flasque =⇒ mou =⇒ c-mou

1.4.2. Remarque. La classe de faisceaux injectifs (resp. flasques, mous, c-mous) est stable
par somme directe finie et tout faisceau est sous-faisceau d’un faisceau injectif (cf. 1.1.18).

1.4.3. Proposition. Soient X et Y deux espaces et M ∈ FaisA(X).

a) Le faisceau M est c-mou, si et seulement si, pour tout fermé F ⊆ X , le morphisme de

restriction Γc (X;M) → Γc (F ;M) est surjectif.

b) Soit f : X → Y une application continue. Si M est c-mou, f! M est c-mou.

Démonstration

a) Nécessité. Supposons M c-mou sur X . Pour toute σ ∈ Γc (F ;M), il existe un voisinage
ouvert U de F et une section σ̃ ∈ Γ (U ;M) telle que σ̃ F = σ . Soit V un voisinage ouvert
de |σ| relativement compact dans X et tel que V ⊆ U . La partie K := V # ∪ (F ∩ V )
est compacte et il existe τ ∈ Γ (K;M) vérifiant τ V # = 0 et τ (F∩V ) = σ (F∩V ). Comme
M est c-mou, τ est restriction d’une section τ̃ ∈ Γ (X;M) qu’on peut supposer à sup-
port contenu dans V puisque τ V # = 0. Par conséquent, τ̃ ∈ Γc (X;M) et τ̃ F = σ .
Suffisance. Si F est compact on a Γc (F ;M) = Γ (F ;M) et la surjectivité du morphisme
Γ (X;M) → Γ (F ;M) résulte de celle de Γc (X;M) � Γc (F ;M).
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b) Pour chaque compact K ⊆ Y et chaque σ ∈ Γ (K;f! M) il existe un voisinage ouvert
U de K et σ̃ ∈ Γ (U ;f! M) vérifiant σ̃ K = σ . Par définition de f! , on a

{
σ̃ ∈ Γ (f−1U ;M) , et
f : |σ̃| → U est propre.

En particulier, σ̃ ∈ Γc (f−1K;M) et il existe une section τ ∈ Γc (X;M) telle que τ f−1K =
σ̃ f−1K (d’après (a)). Comme Γc (X;M) ⊆ Γ (Y ;f! M), la section σ est bien l’image de
τ par le morphisme de restriction Γ (Y ;f! M) → Γ (K;f! M).

1.4.4. Proposition. Dans les assertions suivantes X
f−−−−→Y

g−−−→Z sont des applications con-

tinues, U est un ouvert quelconque de X , et 0 → M p−−−→N q−−−→P → 0 est une suite exacte

courte de faisceaux de A-modules sur X .

a) Si M et N sont c-mous, P est c-mou.

b) Si M est c-mou la suite 0 → Γc (U ;M) → Γc (U ;N ) → Γc (U ;P ) → 0 est exacte.

c) Si M est c-mou la suite de faisceaux 0 → f! M−−→f! N −−→f! P → 0 est exacte.

d) Soit F ∈ FaisA(X). Pour chaque résolution de F par des faisceaux c-mous :

0 → F ε−−−−−−−−−−−−−→M0 d0−−−−−−−−−−−−−→M1 d1−−−−−−−−−−−−−→·· · di−1−−−−−−−−−−−−−→Mi di−−−−−−−−−−−−−→·· ·

on a des isomorphismes canoniques pour chaque m ∈ Z

Hm
c (U ;M) ≡ hm[0 → Γc (U ;M0) → Γc (U ;M1) → ·· · → Γc (U ;Mi) → ·· ·]
IRmf! M ≡ hm[0 → f! M0 → f! M1 → ·· · → f! Mi → ·· ·]

e) On a IR(g ◦ f)! = IRg!◦IRf! .

f) Si l’espace X est en plus dénombrable à l’infini, les assertions (b,c,d) restent vraies

après substitution de Γc (U ; −) par Γ (U ; −) et de f! par f∗ .

Démonstration

a) En supposant uniquement que M est c-mou, l’application q(K) : Γ (K;N ) → Γ (K;P )
est surjective, quelle que soit la partie compacte K ⊆ X .

En effet, soit σ ∈ Γ (K;P ). Comme q est surjective et K est compact, il existe une fa-
mille finie de parties compactes K := {K1, . . . ,Kr} recouvrant K et, pour chaque i, une
section τi ∈ Γ (Ki;N ) vérifiant q(τi) = σ Ki

. On peut évidemment supposer que Ki �=
Kj et Ki ∩ Kj �= ∅. Si r > 1, on a τ1 − τ2 ∈ Γ (K1 ∩ K2;M) et il existe ν ∈ Γ (X;M)
tel que ν K1∩K2

= τ1 − τ2 puisque M est c-mou. Les sections τ1 et τ2 − ν K2
définissent

alors une section de N au-dessus de K1 ∪K2 qui relève σ K1∪K2
. L’itération de cette

idée permet de réduire le cardinal r jusqu’à la valeur r = 1, cqfd.
Lorsque, en plus, N est c-mou, il existe τ̃ ∈ Γ (X;G) telle que τ̃ K = τ et alors

q(τ̃) K = q(τ̃ K) = σ . Le faisceau P est alors bien c-mou.
b) Comme la restriction d’un faisceau c-mou à un ouvert est un faisceau c-mou, il suffit

de prouver l’assertion pour U := X .
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Étant donné σ ∈ Γc (X;P ), on choisit deux compacts K1,K2 ⊆ X tels que

|σ| ⊆ K◦
1 ⊆ K1 ⊆ K◦

2 ⊆ K2 .

D’après la preuve de (a), il existe τ ∈ Γ (K2;N ) tel que q(τ) = σ K2
. La restriction

τ K2\K◦
1
appartient alors à Γ (K2\K◦

1 ;M) et comme M est c-mou, il existe ν ∈ Γ (K2;M)
vérifiant ν K2\K◦

1
= τ K2\K◦

1
. La différence τ ′ := τ − ν ∈ Γ (K2;N ) est un relèvement de

σ K2
dont la restriction à K◦

2\K1 est nulle par construction. Le prolongement par zéro
de τ ′ appartient alors à Γc (X;N ) et relève bien σ .

c) Il suffit de regarder la suite des germes en chaque point y ∈ Y :

0 −−−−−−−−−−−−−→(f! M)y −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ (f! N )y −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ (f! P )y −−−−−−−−−−−−−→0
|| || ||

0 → Γc (f−1y;M)−−−−−−−−−−−−−→Γc (f−1y;N )−−−−−−−−−−−−−→Γc (f−1y;P ) → 0

Les égalités résultent de la proposition classique qui affirme que pour tout y ∈ Y et tout
F ∈ FaisA(X), on a (f! F )y = Γc (f−1y;F f−1y). On est ainsi ramené à (b) et l’exacti-
tude de la suite de faisceaux en question en découle.

d) Comme tout faisceau injectif est c-mou, les assertions (a) et (c) prouvent qu’un faisceau
c-mou sur X est f!-acyclique.

e) Pour F ∈ FaisA(X), on a IR(g ◦ f)! F = (g ◦ f)! M • = g!
(

f! M •
)

pour toute résolution
c-molle F ↪→ M • (d’après (d)). Or, f! M • est un complexe de faisceaux c-mous sur Y

(1.4.3-(b)), donc g!-acycliques. Par conséquent,

g!(f! M •) = IRg!(f! M •) = IRg!(IRf! F ) .

f) On réalise X comme réunion d’une famille croissante et dénombrable de compacts
K := {K0 ⊆ K1 ⊆ ·· ·} tels que Ki ⊆ K◦

i+1. Soit σ ∈ Γ (X;P ).
En appliquant les mêmes idées de la preuve de (a), les morphismes Γ (Ki;N ) →

Γ (Ki;P ) sont surjectifs, et on construit, par récurrence sur i, une suite (τi)i∈N de
sections vérifiant

τi ∈ Γ (Ki,N ) , τi+1 Ki
= τi , q(τi) = σ Ki

.

La suite (τi K◦
i
)i∈N vérifie alors les conditions de recollement de sections d’un faisceau

et définit par conséquent une section τ ∈ Γ (X;N ) qui relève σ . Ceci prouve l’assertion
(b) pour le foncteur Γ (X; −) à la place de Γc (X; −).

L’exactitude de la suite 0 → f∗ M−−→f∗ N −−→f∗ P → 0 résulte également d’étudier la
suite des germes 0 → (f∗ M)y −−→ (f∗ N )y −−→ (f∗ P )y → 0 pour tout y ∈ Y , ce qui découle
de l’exactitude des suites

0 → Γ (U ;f∗ M) −−→ Γ (U ;f∗ N ) −−→ Γ (U ;f∗ P ) → 0
|| || ||

0 → Γ (f−1U ;M)−−→Γ (f−1U ;N )−−→Γ (f−1U ;P ) → 0

pour tout ouvert U ⊆ Y , ce qui a déjà été prouvé.
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A partir de là, le fait qu’un faisceau c-mou est Γ (X; −) et f∗-acyclique résulte de la
même manière que dans la preuve de (c).

1.4.5. Exercice

a) On a IRΓc (U ;G) ≡ IRΓc (X; iU ! G), pour tout ouvert U ⊆ X , et tout G ∈ FaisA(U).

Lorsque l’espace X dénombrable à l’infini.
b) On a H∗

c (U ;G) ≡ H∗(X; iU ! G), pour tout ouvert U relativement compact dans X , et
tout G ∈ FaisA(U).

c) F ∈ FaisA(X) est c-mou, si et seulement si, F est mou.

1.4.6. Exercice. Justifier les affirmations du paragraphe 1.3.2.

1.4.7. Exemple. Sur une variété différentielle X , le complexe des faisceaux des formes
différentielles réelles Ω •

X/R
est une résolution du faisceau constant RX d’après le lemme

de Poincaré local. L’existence de partitions de l’unité sur X implique alors que chaque
faisceau Ωi

X est c-mou, et l’on a des isomorphismes canoniques :

H∗
DR(X) ≡ H∗(X;RX) et H∗

DR,c(X) ≡ H∗
c (X;RX)

Ceci prouve que la cohomologie de de Rham est un invariant topologique de X , autrement
dit, indépendant de la structure différentiable dont X est munie.

1.4.8. Proposition. Soit M ∈ FaisA(X). Les assertions suivantes sont équivalentes.

a) M est un faisceau c-mou.

b) Pour tout ouvert U ⊆ X , le faisceau M U est c-mou.

c) Il existe un recouvrement ouvert X :=
⋃

α∈A
Uα tel que les faisceaux M Uα

sont c-mous.

d) Pour tout ouvert U ⊆ X , on a H1
c (U ;M) = 0.

e) Il existe un recouvrement ouvert X :=
⋃

α∈A
Uα tel que, pour chaque α ∈ A et tout

ouvert V ⊆ Uα , on ait H1
c (V ;M) = 0.

Démonstration. Les implications (a)⇒(b)⇒(c) sont évidentes et (a)⇒(d)∧(e) résulte
de la proposition précédente.

Pour tout compact K d’un ouvert V ⊆ X , la suite longue de cohomologie à supports
compacts associée au triangle exact ∆

(

V \K,V ,K;M
)

commence par :

0 → Γc (V \K;M)−−−−−−−−−−−−−→Γc (V ;M)
β−−−−−−−−−−−−−→Γ (K;M)−−−−−−−−−−−−−→H1

c (V \K;M)−−−−−−−−−−−−−→·· ·

En particulier, si H1
c (V \K;M) = 0, le morphisme β est surjectif et comme Γc (V ;M) ⊆

Γ (V ;M), le morphisme de restriction Γ (V ;M) → Γ (K;M) est, lui aussi, surjectif. On
en déduit les équivalences (d)⇔(a) et (e)⇔(c). La proposition résultera maintenant de
prouver l’implication (c)⇒(d).
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La famille U des ouverts W ⊆ U pour lesquels H1
c (W ;M) = 0 est non vide (on a tou-

jours ∅ ∈ U), et munie de l’ordre d’inclusion `⊆´ c’est une famille inductive. En effet, si
{Ui}i ⊆ U est totalement ordonné de réunion W , on a Γc (W ; −) = lim−→ i Γc (Ui; −) auquel
cas H1

c (W ;M) = lim−→ H1
c (Ui;M) = 0. Soit U0 ∈ U maximal (Zorn) et supposons U0 �= U .

Si (e) est vérifiée, il existe α ∈ A tel que V := Uα ∩ U �⊆ U0 et V ∈ U. Par Mayer-Vietoris
à supports compacts, on a

→ H1
c (V ∩ U0;M) → H1

c (V ;M)⊕H1
c (U0;M) → H1

c (V ∪U0;M) → H2
c (V ∩ U0;M) →

|| || || ||
0 0 0 0

puisque M V est c-mou. Il s’ensuit que V ∪U0 ∈ U, mais ceci contredit la maximalité de
U0. Par conséquent, U0 = U et (d) est prouvée.

1.4.9. Exercice. Montrer que la propriété d’être c-mou est locale, autrement dit, prou-
ver que F ∈ FaisA(X) est c-mou, si et seulement si, F Uα

est c-mou pour tout ouvert Uα

de tout (resp. d’un) recouvrement ouvert X =
⋃

α∈A
Uα.

1.5 Dimension cohomologique
Un espace topologique X est dit de «dimension cohomologique finie (sur un anneau

A) » lorsqu’il existe N ∈ N tel que

Hm(X;F ) = 0 , pour tout faisceau de A-modules F et tout m > N . (∗)

Dans ce cas, la «dimension cohomologique de X (sur A) », notée dimch(X/A), est le plus
petit des N ∈ N vérifiant (∗).

1.5.1. Proposition. On suppose l’espace X dénombrable à l’infini.

a) Les assertions suivantes sont équivalentes

i) dimch(X/A) � n.

ii) Pour tout F ∈ FaisA(X) et toute résolution c-molle (en particulier : injective, flasque,

molle)

0 → F ε−−−−−−−−−−−−−→M0 d0−−−−−−−−−−−−−→M1 d1−−−−−−−−−−−−−→·· · dn−1−−−−−−−−−−−−−→Mn dn−−−−−−−−−−−−−→0−−−−−−−−−−−−−→·· ·

le faisceau ker(dn) est c-mou. En particulier, tout faisceau admet une résolution

c-molle de longueur majorée par n.

b) Pour toute partie localement fermée S ⊆ X , on a dimch(S/A) � dimch(X/A) .

c) IRmf! F = 0, pour tous m > dimch(X/A), F ∈ FaisA(X) et f : X → Y continue.

d) Hm
c (X;F ) = 0, pour tous m > dimch(X/A) et F ∈ FaisA(X).

e) Soit X = U
∐

F une partition de X en réunion d’un ouvert U et de son fermé com-

plémentaire F . Alors, dimch(X/A) = sup{dimch(U/A),dimch(F /A)} .
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Démonstration

a) L’implication (a-ii)⇒(a-i) résulte de 1.4.4-(f). Réciproquement, pour tout F ∈ FaisA(X)
et chaque une résolution c-molle ε : F ↪→ M •, on a la suite exacte

0 → F ε−−−−−−−−−−−−−→M0 d0−−−−−−−−−−−−−→M1 d1−−−−−−−−−−−−−→·· · dn−1−−−−−−−−−−−−−→ker(dn) → 0 (	)

donnant des isomorphismes canoniques

Hr
c (V ;ker(dn)) ≡ Hn+r

c (V ;F )

pour tout r > 0 et tout ouvert V ⊆ X . Or, Hn+r
c (V ;F ) = Hn+r(X; iV ! F ) pour tout

V relativement compact dans X (1.4.5) ; par conséquent, si dimch(X/A) � n, on a

Hr
c (V ;ker(dn)) = 0 , pour tout r > 0,

quel que soit l’ouvert V relativement compact dans X . Comme les ouverts relative-
ment compacts recouvrent X , le faisceau ker(dn) est c-mou d’après 1.4.8 et (	) est une
résolution c-molle de longueur majorée par n.

b) On a H∗(Z;F ) = H∗(X; iZ∗ F ), pour tout plongement fermé iZ : Z ↪→ X et tout F ∈
FaisA(Z). L’assertion (b) est donc vérifiée pour S fermé dans X .

Pour tout plongement ouvert iU : U ↪→ X et tout G ∈ FaisA(U), le faisceau iU∗ G
admet une résolution c-molle ε : iU∗ G ↪→ M • de longueur majorée par dimch(X/A).
La restriction ε U : G ↪→ M •

U est clairement une résolution c-molle de G de longueur
majorée par dimch(X/A). Comme U est dénombrable à l’infini, on a donc (1.4.4-(f)) :

dimch(U/A) � dimch(X/A) .

c,d) Conséquence immédiate de (a-ii) et 1.4.4-(d).
e) Soit n > sup{dimch(U/A),dimch(F /A)}. Pour tout F ∈ FaisA(X) la suite longue de

cohomologie associée à la suite exacte courte 0 → iU !(F U) → F → iF !(F F ) → 0 donne
l’encadrement :

Hn
(

X; iU !
(

F U

))

−−−−−−−−−−−−−→Hn
(

X;F
)

−−−−−−−−−−−−−→Hn
(

X; iF !
(

F F

))

où Hn
(

X; iF !
(

F F

))

= Hn
(

F ;F F

)

= 0. Le faisceau F U admet une résolution c-molle
ε : F U ↪→ M • de longueur majorée par dimch(U/A) < n et le foncteur iU ! est exact
et transforme c-mou en c-mou (1.4.3-(b)), il s’ensuit que iU !(ε) : iU ! F U ↪→ iU ! M • est
une résolution c-molle de iU ! F U de longueur strictement majorée par n. Par (a),
Hn

(

X; iU !
(

F U

))

= 0 et alors Hn
(

X;F
)

= 0.

1.5.2. Exercice. On suppose l’espace X dénombrable à l’infini.

a) Montrer que dimch(X/A) = sup{dimch(S)}S , où S parcourt la famille des parties lo-
calement fermées (resp. ouvertes, fermées) de X .

b) dimch(X/A) = supi{dimch(Si/A)} , pour tout recouvrement fini X =
⋃r

i=1 Si par des
parties localement fermées dans X .
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c) dimch(X/A) = supα∈A{dimch(Uα/A)} , pour tout recouvrement ouvert X =
⋃

α∈A
Uα.

d) Soit {Sα}α∈A une famille de parties localement fermées de X telle que X =
⋃

α S◦, où
S◦ désigne l’intérieur de S dans X . Alors

dimch(X/A) = sup{dimch(Sα/A)}α∈A .

En particulier, si X1 et X2 sont des espaces dénombrables à l’infini,

dimch(X1 ×X2/A) = sup{dimch(K1 ×K2/A)}(K1,K2)

où Ki parcourt la famille des parties compactes de Xi.

1.5.3. Exercice

a) Soit X un espace dénombrable à l’infini admettant un plongement localement fermé
f : X ↪→ X . Alors, pour tout S localement fermé dans X vérifiant im(f) ⊆ S , on a
dimch(S/A) = dimch(X/A).

b) dimch(S/A) = dimch(Rn/A), pour tout S ⊆ R
n localement fermée d’intérieur non

vide. En particulier, dimch([0,1]n/A) = dimch(Rn/A).

1.5.4. Exercice. Soit P un faisceau projectif de A-modules sur un espace dénombrable
à l’infini et localement connexe X .

a) Prouver que pour toute partie fermée F ⊆ X , la restriction de P F est un faisceau
projectif de FaisA(F ).

b) En remarquant qu’il existe une surjection
⊕

α AUα

π−−−−�P (cf. 3.4.6-(e)), le faisceau P
est facteur direct de

⊕

α AUα
. Montrer alors que l’ensemble |P | des x ∈ X tels que

Px �= 0 est une partie ouverte dans X telle que chaque x ∈ |P | admet une base de
voisinages fermés V sur lesquels le faisceau constant AV est projectif dans FaisA(V ).

c) À l’aide de l’isomorphisme Hom(AV , −) ≡ Γ (V ; −), montrer que dimch(V /A) = 0.
d) En déduire que |F | est ouvert de dimension cohomologique nulle sur A.
e) Conclure que FaisA(X) admet un faisceau projectif non nul, si et seulement si, X

contient un ouvert de dimension cohomologique nulle sur A.
f) Montrer à l’aide du théorème 1.6.5 que R

n n’a pas de faisceau projectif non nul si n � 1.

Le théorème suivant est le point de départ de la plupart des théorèmes de dimension
cohomologique et d’homotopie pour les espaces topologiques que nous allons considérer.

1.5.5. Théorème. Soient I un intervalle réel et A un anneau.

a) On a :
{

dimch(I/A) = 0 , si I est un singleton,

dimch(I/A) = 1 , autrement.
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b) Soit F ∈ FaisA(I) tel que l’ensemble des x ∈ I pour lesquels le morphisme de restric-

tion Γ (I;F ) → Fx est surjectif est partout dense dans I ; alors

Hm(I;F ) = 0 , pour tout m � 1.

En particulier, Hm(I;MI) = 0 pour tout A-module M et tout m � 1.

Démonstration. Soit F un faisceau de A-modules et

0 → F ε−−−−−−−−−−−−−→I 0 d0−−−−−−−−−−−−−→I 1 d1−−−−−−−−−−−−−→·· · · · · d�−3−−−−−−−−−−−−−→I �−2 d�−2−−−−−−−−−−−−−→I �−1 d�−1−−−−−−−−−−−−−→I � d�−−−−−−−−−−−−−→·· · · · ·

une résolution de F par des faisceaux flasques. Supposons � � 2 et donnons-nous une sec-
tion globale σ ∈ Γ (I;I �) vérifiant d�(σ) = 0. Chaque x ∈ I admet un voisinage Ix ouvert
connexe dans I sur lequel il existe une section τx ∈ Γ (Ix;I �−1) telle que d�−1(τx) = σ Ix

.
La famille d’intervalles {Ix}x∈I est un recouvrement ouvert de I .

Lorsque Ix ∩ Ix′ = ∅ ou bien Ix ⊆ Ix′ , l’existence de
τ ∈ Γ (Ix ∪ Ix′;I �−1) vérifiant τ Ix

= τx, τ Ix′ = τx′ et
d�−1(τ) = σ Ix∪Ix′ est claire. Dans le cas contraire on est
dans la situation de l’illustration avec d�−1(τx − τx′) = 0
sur Ix ∩ Ix′ .

Un élément y ∈ Ix ∩ Ix′ appartient alors à un intervalle ouvert J ⊆ Ix ∩ Ix′ sur le-
quel d�−2(ν) = (τx − τx′) J pour un certain ν ∈ Γ (J ;I �−2). Notons Jx (resp. Jx′) le sous-
ensemble de Ix ∩ Ix′ des éléments majorés (resp. mino-
rés) par un élément de J . On a clairement Ix ∪ Ix′ =
Jx ∪Jx′ et J = Jx ∩ Jx′ . Comme I �−2 est un fais-
ceau flasque, ν est la restriction à J d’une section
ν̃ ∈ Γ (Jx′;I �−2). Les éléments τx Jx

et τx′
Jx′ + d�−2(ν̃),

respectivement dans Γ (Jx;I �−1) et Γ (Jx′;I �−1), se re-
collent alors en une section de Γ (Ix ∪ Ix′;I�−1) qui relève σ (Ix∪Ix′).

Lorsque I est compact, l’intervalle I est recouvert par une famille finie d’intervalles
Ix, et le procédé de recollement successif donne après un nombre fini d’étapes une section
τ ∈ Γ (I;I �−1) vérifiant d�−1(τ) = σ . Par conséquent :

si I est compact, H�(I;F ) = 0 pour tout � � 2, (∗)

auquel cas dimch(I/A) � 1.

Lorsque I n’est pas compact on le réalise comme réunion croissante dénombrable de
sous-intervalles compacts I0 ⊆ I1 ⊆ ·· · ⊆ In ⊆ ·· ·, tels que Ii est contenu dans l’intérieur
de Ii+1. En reprenant les données du premier paragraphe et compte tenue du résultat déjà
démontré (∗), nous construirons une famille de sections {τi}i∈N vérifiant

τi ∈ Γ (Ii;I �−1) , d�−1(τi) = σ Ii
, τi+1 Ii

= τi . (	)

Les sections τi se recollent alors en une section globale τ qui relève σ . Par conséquent,
dimch(I/A) � 1 quel que soit l’intervalle réel I .
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La définition de {τi} est récursive : La section τ0 est un relèvement arbitrairement
choisi de σ I0

(garanti par (∗)). Supposons avoir défini {τ0, . . . , τi} vérifiant (	). La
section τi est la restriction d’une section τ̃i ∈ Γ (Ii,ε;I �−1) vérifiant d�−1(τ̃i) = σ Ii,ε

,
où Ii,ε est un voisinage ouvert con-
nexe de Ii contenu dans Ii+1. Par
(∗), il existe υ ∈ Γ (Ii+1;I �−1) vé-
rifiant d�−1(υ) = σ Ii+1

. On applique
alors la procédure de recollement ex-
pliquée plus haut à la décomposition
Ii+1 = Ii,ε ∪ (Ii+1\Ii) et aux sections
τ̃i et υ (Ii+1\Ii) en choisissant des in-
tervalles J+ et J− assez petits pour ne par perturber τi. Un recollement ainsi construit,
noté τi+1, vérifie les conditions (	), cqfd.

Les raisonnements précédents utilisent uniquement le fait que le faisceau I �−2 est tel
que les restrictions Γ (I;I �−2) → I �−2

x sont surjectives, quels que soit x ∈ I , ils s’appli-
queront par conséquent au cas � = 1 lorsque le faisceau F satisfait cette condition, d’où
l’assertion (b) du théorème.

Pour terminer, on a clairement dimch({•}/A) = 0 et lorsque I n’est pas réduit à un
point, on choisit deux points distincts x0,x1 ∈ I , on pose Z := {x0,x1} et U = I\Z , et
l’on considère la suite longue de cohomologie associé à la suite exacte courte de faisceaux
∆

(

U ,I,Z;AI

)

dont les premiers termes sont :

0 → H0(I; iU ! AU) → H0(I;AI) → H0(Z; iZ∗ AZ) → H1(I; iU ! AU) → H1(I;AI) →
|| || || ||
0 A A2 0

donc H1(I; iU ! AU) ≡ A et alors dimch(I/A) = 1.

1.5.6. Remarque et exercice. Dans cette démonstration, l’égalité dimch([0,1]/A) = 1
implique immédiatement que dimch(I/A) = 1 pour tout I �= {•} moyennant 1.5.3-(b). Les
détails supplémentaires de la démonstration concernent uniquement l’acyclicité des fais-
ceaux constants sur I lorsque I n’est pas compact. C’est un résultat que l’on peut obtenir
facilement du théorème homotopie de la section suivante (1.6.2-(b)) dont la démonstration
utilise uniquement le cas I = [0,1] du théorème 1.5.5.

1.6 Premiers théorèmes d’homotopie
Soit f : X → Y une application continue entre deux espaces topologiques. Pour tout

F • ∈ D+
k (Y ) on dispose du morphisme d’adjonction F • → IRf ∗f

−1F • et des morphismes
entre objets dérivés :

Hm(f) : Hm(Y ,F •)−−−−−−−−−−−−−→Hm(X,f−1F •)

pour tout m ∈ Z. Les théorèmes d’homotopie étudient la manière dont H∗(f) dépend de
la classe d’homotopie de f . Le cas le plus simple concerne la situation où F • est quasi-
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isomorphe à un faisceau localement constant de k-espaces vectoriels sur Y placé en degré
0, ce que nous allons noter L.

Notons I l’intervalle des nombres réels [0,1] ⊆ R, soit h : I ×X → Y une application
continue et it : X ↪→ I ×X le plongement fermé x �→ (t,x). Notons ft := h ◦ it. On a le
diagramme commutatif :

X −−−−−−−−−−−−−−−−−− X

i0


�


� i1 f0


�


� f1

I ×X h−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Y

(H)

Un faisceau localement constant L sur Y est donné par une représentation du groupe
fondamental de chaque composante connexe Y ′

i de Y , noté Π1(Y ′
i ), dans la catégorie des

k-espaces vectoriels. On a donc une famille de k-espaces vectoriels Vi et une famille de re-
présentations ρ := {ρi : Π1(Y ′

i ) → Isok(Vi)}. Comme l’image par une application continue
d’un connexe est connexe, les applications ft induisent des homomorphismes de groupes
fondamentaux Π1(ft) : Π1(X ′

j) → Π1(Y ′
i ) avec ft(X ′

j) ⊆ Y ′
i . On note Π1(ft) la famille de

ces homomorphismes. Le faisceau localement constant f−1
t L correspond alors à la fa-

mille de représentations ρ ◦Π1(ft). Or, on a la factorisation Π1(ft) = Π1(h) ◦Π1(it) où
Π1(it) = Π1(i0) puisque I est contractile. Par conséquent, le faisceau localement constant
f−1

t (L) est indépendant de t ; il sera noté f−1(L).

1.6.1. Exercice. On complète (H) en rajoutant la projection p : I ×X � X , p(t,x) = x.

X −−−−−−−−−−−−−−−−−− X

i0


�


� i1 f0


�


� f1

I ×X h−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Y

p

�

X

(H′)

Justifier l’égalité h−1L = p−1f−1L à l’aide des remarques du dernier paragraphe.

1.6.2. Théorème. Avec les données ci-dessus,

a) Les deux morphismes suivants cöıncident :

H∗(Y ;L)
H∗(f0)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
H∗(f1)

H∗(X;f−1(L)) .

b) Si X est un retract par déformation de Y le morphisme

H∗(Y ;L)
H∗(iY

X)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→H∗(X;L X

)

où iYX : X → Y désigne l’application d’inclusion, est un isomorphisme.

c) Lorsque Y est contractile, L est un faisceau constant et

Hm(Y ;L) = 0 , pour tout m > 0.
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Démonstration. On reprend les notations du diagramme (H′).
a) L’idée de la démonstration est de montrer que

H∗(X;f−1L)
H∗(p)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→H∗(I ×X;p−1f−1L)

est l’inverse de
H∗(I ×X;h−1L)

H∗(it)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→H∗(X;f−1L)

quel que soit t ∈ [0,1] (cf. 1.6.1), ce qui entrâıne l’égalité H∗(i0) = H∗(i1) et alors

H∗(f0) = H∗(h) ◦H∗(i0) = H∗(h) ◦H∗(i1) = H∗(f1) .

Comme p ◦ it = idX , il suffira même de montrer que

H∗(p) : H∗(X;M) → H∗(I ×X;p−1M)

est un isomorphisme quel que soit le faisceau localement constant M. Or, H∗(p) est
induit par le morphisme d’adjonction ε : M → IRp∗p

−1M. Ce morphisme est un quasi-
isomorphisme. En effet, il suffit de le vérifier sur les germes de chaque x ∈ X mais
comme p est propre, on sait que

hm
[(

IRp∗(p
−1M)

)

x

]

= Hm
(

p−1(x),Mxp−1(x)

)

=
{

Mx , si m = 0
0 , sinon

puisque, de plus, p−1(x) = [0,1] (1.5.5). Ceci termine la preuve de (a).
b) On rappelle qu’un sous-espace X ⊆ Y est dit «retract par déformation de Y » lorsqu’il

existe une application continue h : [0,1]×Y → Y telle que






h(t,x) = x, pour tous x ∈ X et t ∈ [0,1],
h(0,y) = y , pour tout y ∈ Y ,
h(1,y) ∈ X , pour tout y ∈ Y .

Il s’ensuit que la composée Y
h1−−−−−−−−−−−−−�X

iY
X↪−−−−−−−−−−−−−→Y où h1 : Y → X désigne l’application y �→

h(1,y), est homotope à idY et alors H∗(h1) ◦H∗(iYX) = id d’après (a). Par conséquent,
le morphisme

H∗(Y ;L)
H∗(iY

X)
↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→H∗(X;L X

)

(†)

est injectif. D’autre part, la composée

X
iY
X↪−−−−−−−−−−−−−→Y

h1−−−−−−−−−−−−−�X

est l’identité sur X et alors

H∗(Y ;h−1(L X)
) H∗(iY

X)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−�H∗(X;L X) (‡)
est surjective.

Pour conclure il ne reste qu’à vérifier que les termes de gauche de (†) et (‡) s’identi-
fient naturellement. C’est une conséquence de la définition de retract par déformation
qui implique que Π1(iYX) : Π1(X) → Π1(Y ) est un isomorphisme d’inverse Π1(h1).

c) Lorsque Y est contractile Π1(Y ) = (0) et un faisceau localement constant est toujours
constant. De plus, tout point de Y est retract par déformation de Y et l’assertion (b)
permet alors de conclure.
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1.6.3. Exercice. Soit F • un complexe de faisceaux sur Y borné à gauche, i.e. F m = 0
pour tout m � 0, et tel que les faisceaux des cohomologie HnF • sont tous des faisceaux
localement constants sur X . Soient f0,f1 : X → Y deux applications homotopes.

a) Montrer que les groupes IHm(X;f−1
t F •) sont indépendants de t.

b) Généraliser le théorème 1.6.2 en remplaçant L par F •.

Indication : Faire une démonstration par récurrence à l’aide de troncatures intelligentes.
Attention à l’énoncé de l’assertion (c) qui doit être modifié.

1.6.4. Remarque et exercice. Un corollaire du théorème d’homotopie (1.6.2-(c)) est le
théorème de comparaison entre la cohomologie singulière d’une variété différentielle X et
la cohomologie de faisceaux des faisceaux constants sur X , ce qui est un cas particulier
du résultat qui établit l’existence d’un isomorphisme naturel H∗

sing(X;M)−−−−→≡ H∗(X;MX)
pour tout espace X localement contractile. Nous indiquons de manière succincte les étapes
de la démonstration de ce phénomène. Soit M un module sur un anneau A.

a) Il existe un morphisme canonique Ξ∗(X;M) : H∗
sing(X;M) → H∗(X;MX) qui est natu-

rel par rapport à X et à M . En effet, la correspondance U �→ S •(U ;M), où Si(U ;M)
désigne le A-module des cochâınes singulières sur U à valeurs dans M , est un complexe
de préfaisceaux sur X . Notons-le S •(M) et soit ε • : S •(M) → S •(M) le morphisme ca-
nonique vers le complexe de faisceaux associé à S •(M). Le complexe S •(M) est une
résolution du faisceau constant MX puisque X est localement contractile (1.6.2-(c)).
Par conséquent, pour toute résolution injective MX ↪→ I • il existe un morphisme de
complexes ϕ • : S •(M) → I •, unique à homotopie près, rendant le diagramme suivant
commutatif

0 → MX −−−−−−−−−−−−−→S0(M)−−−−−−−−−−−−−→S1(M)−−−−−−−−−−−−−→S2(M)−−−−−−−−−−−−−→·· ·
id

∣
∣
∣
∣ ϕ0



� ϕ1



� ϕ2



�

0 → MX −−−−−−−−−−−−−→ I 0 −−−−−−−−−−−−−→ I 1 −−−−−−−−−−−−−→ I 2 −−−−−−−−−−−−−→·· ·
La composée ϕ • ◦ ε • : S •(M) → I • donne lieu alors à un morphisme canonique et na-
turel (en catégorie dérivée) : S •(X;M) → IRΓ (X;MX) d’où le morphisme Ξ∗(X;M) :
H∗

sing(X;M) → H∗(X;MX) annoncé.
b) Le théorème de Mayer-Vietoris (1.3.1) est vérifié aussi bien par la cohomologie de fais-

ceaux que par la cohomologie singulière. Par conséquent, si U1 et U2 sont deux ouverts
de X tels que Ξ∗(U1;M), Ξ∗(U2;M) et Ξ∗(U1 ∩ U2;M) sont des isomorphismes, il en
sera de même de Ξ∗(U1 ∪U2;M).

c) Une variété différentielle X de dimension n admet des recouvrements ouverts et lo-
calement finis U = {Uα}α∈A tels que les intersections finies d’ouverts Uα sont ho-
méomorphe à R

n. Par les théorèmes d’homotopie des cohomologies singulière et de
faisceaux, les morphismes Ξ∗(

⋂r
i=1 Uαi

;M) sont (trivialement) bijectifs. On en dé-
duit, par un argument récursif sur r à l’aide de Mayer-Vietoris, que les morphismes
Ξ∗(

⋃r
i=1 Uαi

;M) sont bijectifs pour toute famille finie {Uα1, . . . ,Uαr
}. En particulier, si

X est compacte Ξ∗(X;M) est bijective quels que soient A et M .
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d) Lorsque X n’est pas compacte, les arguments de (b,c) s’intègrent dans un complexe
de Čhech relatif au recouvrement U dont la cohomologie est alors canoniquement iso-
morphe à la cohomologie de faisceaux de MX et à la cohomologie singulière H∗(X;M).

1.6.5. Proposition Soit X un espace topologique métrisable localement compact dénom-

brable à l’infini. Alors :

a) dimch(X × I/A) = dimch(X/A) + dimch(I/A), pour tout intervalle réel I .

b) dimch(Rn/A) = n, quel que soit A.

c) Si X est une variété topologique de dimension n, dimch(X/A) = n, quel que soit A.

Démonstration. (c) est conséquence de (b) par 1.5.2-(c), et (b) est conséquence immé-
diate de (a) qu’il suffit de vérifier pour I = [0,1] (cf. 1.5.2-(d)). Soit p : X × [0,1] � X la
projection canonique. Pour tout F ∈ FaisA(X × [0,1]) et tout � ∈ N, on a

H�(X × [0,1];F ) = IH�(X;IRp∗ F ) .

D’autre part, comme p est propre, on a :

h�[(IRp∗ F )x] = H�(p−1x;F p−1x) , pour tout x ∈ X ,

et h�[(IRp∗ F )x] = 0 pour � � 2, puisque p−1x = [0,1] et que dimch([0,1]/A) = 1. Il s’ensuit
que le complexe τ�1 IRp∗ F est quasi-isomorphe à (IR1p∗ F )[−1], d’où le triangle exact :

p∗ F −−−−−−−−−−−−−→ IRp∗ F −−−−−−−−−−−−−→ (IR1p∗ F )[−1]
[+1]−−−−−−−−−−−−−→

et la suite exacte longue d’hypercohomologies :

−−−−−−−−−−−−−→ IH�(X,p∗F )−−−−−−−−−−−−−→ IH�(X, IRp∗ F )−−−−−−−−−−−−−→ IH�−1(X, IR1p∗F )−−−−−−−−−−−−−→

donnant l’égalité
IH�(X, IRp∗ F ) = 0 , pour tout � � m + 2.

Par conséquent dimch(X × [0,1]) � dimch(X) + 1.

Pour la majoration inverse on choisit un faisceau F ∈ FaisA(X) tel que Hn(X;F ) �= 0,
avec n := dimch(X/A). On pose G := p−1F et S := X ×{0,1} ⊆ X × [0,1] d’ouvert com-
plémentaire U . La suite longue de cohomologie associée à ∆

(

U ,X × [0,1],S;G
)

donne la
suite exacte :

Hn
(

X × [0,1]; iU ! G U

)

−−−−−−−−→ Hn(X × [0,1];G)
q−−−−−−−−→ Hn(S;G S) c−−−−−−−−→Hn+1(X × [0,1]; iU ! G U

)

|| ||
Hn(X;IRp∗p

−1F )
q′

−−−−−−−−→Hn(X;F )2

où q′ s’identifie au morphisme diagonal ∆ : Hn(X;F ) ↪→ Hn(X;F )2. Le morphisme c

n’est donc pas nul et Hn+1
(

X × [0,1]; iU ! G U

)

�= 0, cqfd.

La proposition précédente est un cas particulier du théorème plus général suivant.
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1.6.6. Théorème. Soient X et Y deux espaces topologiques métrisables localement com-

pacts dénombrables à l’infini. Alors :

dimch(X ×Y /A) = dimch(X/A) + dimch(Y /A)

Démonstration. La minoration dimch(X ×Y /A) � dimch(X/A) + dimch(Y /A) se dé-
montre essentiellement de la même manière que pour 1.6.5. Pour l’inégalité inverse le plus
rapide est de supposer X et Y compacts et d’appliquer le théorème de Künneth (3.7.5)
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§2 Homologie d’Intersection & faisceaux pervers §2.2

§2. Exemples de calculs d’homologie d’intersection

L’homologie d’intersection sera introduite en toute généralité dans la section 4.3, mais
auparavant, en guise de motivation et pour avoir quelques contrexemples montant les li-
mites de la théorie, nous en donnons une définition restreinte sur des espaces topologiques
très simples où des calculs explicites peuvent être menés à bien par des techniques homo-
logiques élémentaires. Notre but sera d’illustrer la dualité de Poincaré dans l’homologie
d’intersection des espaces topologiques singuliers.

2.1 Cadre de travail
Pour simplifier, nous allons nous restreindre au cas le plus simple d’espace stratifié après

celui des variétés topologiques, à savoir : les filtrations fermées X ⊇ Z ⊇ ∅ où

• X est un espace topologique métrisable localement compact, localement
contractile, dénombrable à l’infini, de dimension cohomologique finie dX ,

• Z est une sous-variété topologique fermée dans X , équidimensionnelle de
dimension (cohomologique) dZ (1.6.5-(c)),

• U := X\Z est une sous-variété topologique ouverte et partout dense dans
X , équidimensionnelle de dimension dX .

2.2 Complexe d’intersection pour la perversité p

Avec les données du paragraphe précédent, on note, pour chaque p ∈ N = {0,1,2 . . .}

IC •
p := τ�p IRiU∗(kU)

où kU désigne le faisceau constant sur U de fibres un corps k donné. Le complexe IC •
p est

le «complexe d’intersection de X pour la perversité p (à coefficients dans le système lo-
cal kU ) » ; c’est l’objet de la catégorie dérivée Db

k(X) canoniquement isomorphe à chaque
complexe de faisceaux :

0 → iU∗
(

I0) iU∗(d0)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ iU∗
(

I1) iU∗(d1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→·· · · · · iU∗(dp−1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ iU∗
(

Ip
) iU∗(dp)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� im(iU∗(dp)) → 0

où
0 → kU

ε−−−−−−−−−−−−−→I0 d0−−−−−−−−−−−−−→I1 d1−−−−−−−−−−−−−→·· · dp−1−−−−−−−−−−−−−→Ip dp−−−−−−−−−−−−−→Ip+1 dp+1−−−−−−−−−−−−−→·· ·

est une résolution de kU par des faisceaux injectifs, flasques, c-mous, ou plus généralement
iU∗-acycliques. On note alors pour m ∈ Z :

IpH
m(X;kU) := IRmΓ (X;IC •

p) , resp. IpH
m
c (X;kU) := IRmΓc (X;IC •

p) ,

le «m-ième groupe d’homologie d’intersection (resp. à support compact) de X pour la per-
versité p (à coefficients dans le système local kU ) ».

2.2.1. Remarque. On prendra garde du fait que cette définition est un cas particulier
de la définition générale de l’homologie d’intersection que nous introduirons dans la sec-
tion 4.3. Dans la notation ÌC •

ṕ , la lettre p̀́ désigne un nombre et non pas une suite de
nombres comme c’est le cas dans la définition générale.
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2.3 Objet des calculs
La question que nous allons étudier, proche de la dualité de Poincaré mais non équiva-

lente, est la suivante :

Etudier l’ensemble P (X;U) des couples (p,q) ∈ N×N vérifiant

dimk

(

IpH
m(X;kU)

)

= dimk

(

IqH
dX−m
c (X;kU)

)

pour tout m ∈ Z.

2.4 Homologie d’intersection du cône d’une variété topologique compacte à
coefficients dans le complémentaire de son sommet

2.4.1. Cône d’un espace topologique. Pour tout espace topologique L on note cs(L)
et cs(L) les espaces topologiques quotient :

cs(L) :=
L× [0,1[
L×{0} et cs(L) :=

L× [0,1]
L×{0}

appelés respectivement «cône (ouvert) de L » et «cône
fermé de L ». Le «sommet » des cônes, noté ‘s’ ici, est la classe L×{0}.

2.4.2. Remarques
• Lorsque L est localement compact, dénombrable à l’infini et métrisable, il en est de

même de ses cônes ; si de plus L est de dimension cohomologique finie dL, ses cônes
sont de dimension cohomologique dL + 1.

• Si L est la sphère S
n (4), cs(L) est homéomorphe à R

n+1. En particulier : tout point

d’une variété topologique admet un voisinage homéomorphe au cône d’une variété

compacte orientable.

2.4.3. Soit L une variété topologique compacte de dimension dL non nécessairement con-
nexe. Le complémentaire du sommet du cône ouvert cs(L) est homéomorphe à la variété
topologique L× ]0,1[. On notera dans la suite X := cs(L) et U := cs(L)\{s}. Le couple
(X;{s}) est conforme aux cadre de travail que nous avons fixé dans 2.1.

2.4.4. Proposition. Le tableau suivant donne, pour chaque m ∈ N, un espace vectoriel

canoniquement isomorphe au m-ième groupe l’homologie d’intersection (resp. à support

compact) de X pour la perversité p et pour le système local kU .

m 0 · · · p p + 1 p + 2 · · · dX dX + 1 · · ·

IpH
m(X,kU) H0(L;k) · · · Hp(L;k) 0 0 · · · 0 0 · · ·

IpH
m
c (X;kU) 0 · · · 0 0 Hp+1(L;k) · · · HdL(L;k) 0 · · ·

4 Prendre garde du fait que S
n est, par définition, l’ensemble des points de l’espace euclidien R

n+1

dont la distance à l’origine est égale à 1. En particulier, S
0 possède deux points.
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où H∗(L;k) désigne la cohomologie singulière de L à coefficients dans k .

En particulier, P (X;U) ⊇
{

(p,q) ∈ N×N

∣
∣
∣ p + q = dX − 2

}

Démonstration. Notons F • := τ�p IRiU∗(kU) et is := i{s}.

La suite exacte longue associée au triangle exact ∆(U ,X,{s},F •) (1.2) s’écrit :
[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IHm

(

X; iU !(kU)
)

−−−−−−−−−−−−−→ IHm(X;F •) αm−−−−−−−−−−−−−→ IHm
(

{s}; i−1
s (F •)

) [+1]−−−−−−−−−−−−−→ (	)

puisque
F •

U =
(

τ�p IRiU∗(kU)
)

U
= τ�p

((

IRiU∗(kU)
)

U

)

= kU

D’autre part, les groupes d’hypercohomologie IHm
(

X; iU !(kU)
)

(5) interviennent aussi
dans la suite exacte longue associée au triangle ∆(U ,X,{s},kX) :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IHm
(

X; iU !(kU)
)

−−−−−−−−−−−−−→ IHm(X;kX)
βm−−−−−−−−−−−−−→ IHm

(

{s};k
) [+1]−−−−−−−−−−−−−→

où le morphismes βm sont tous bijectifs puisque X est contractile. On en déduit l’égalité

IHm
(

X; iU !(kU)
)

= 0

pour tout m ∈ Z, ce qui reporté dans (	) entrâıne la bijectivité de αm pour tout m ∈ Z.

Ceci étant, {s} est de dimension cohomologique nulle (6) et IHm
(

{s}; i−1
s (F •)

)

est ca-
noniquement isomorphe à l’homologie en degré m du complexe des germes F •

s ce qu’on
notera hm[F •

s ]. Par conséquent :

IpH
m(X;kU) = IHm(X;F •) αm−−−−−−−−−−−−−→≡ hm[F •

s ] =
{

hm
[(

IRiU∗(kU)
)

s

]

, si m � p ;
0 sinon.

(∗)

Pour la détermination des germes en s on peut considérer la base de voisinages de s de
la forme

Vn =
L× [0,1/n[

L×{0}
, pour tout n ∈ N,

auquel cas
hm

[(

IRiU∗(kU)
)

s

]

= lim−→ n→∞ Hm
(

Vn\{s};k
)

= lim−→ n→∞ Hm
(

L× ]0,1/n[;k
)

= Hm
(

L;k
) (‡)

puisque la cohomologie des faisceaux est canoniquement isomorphe à la cohomologie sin-
gulière et suite aux théorèmes d’homotopie bien connus (Lemme de Poincaré par exemple).
La première ligne de notre tableau résulte alors de (∗) et (‡).

5 Comme iU !(kU) est un complexe de faisceaux concentré en degré 0, le groupe IHm
(

X; iU !(kU)
)

n’est autre que la cohomologie de faisceau en degré m du faisceau iU !(kU).
6 Pour tout anneau A, tout faisceau de FaisA({s}) est flasque, mou, c-mou, . . . . De plus, lorsque A
est un corps k tout faisceau de Faisk({s}) est injectif et projectif.
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Pour l’étude de la deuxième ligne du tableau on fait appel à la suite exacte longue
associée au triangle exact ∆(U ,X,{s};F •) (1.2) :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→Hm
c (U ;kU)−−−−−−−−−−−−−→ IHm

c (X;F •)−−−−−−−−−−−−−→hm
[

F •
s

] c(F )m−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→[+1] (‡‡)

et qui présente l’intérêt que les termes extrêmes sont connus. En effet, celui de droite a déjà
été étudié et pour celui de gauche on peut appliquer l’isomorphisme de Künneth à sup-
ports compacts : Hm

c (U ;k) = Hm
c (L× ]0,1[;k) ≡ Hm−1(L;k) moyennant l’isomorphisme

H∗
c (]0,1[;k) ≡ H1−∗(]0,1[;k) = k[−1] (dualité de Poincaré). Mais ceci ne suffit pas encore

à déterminer le terme du milieu de (‡‡) dans la mesure où le morphisme de liaison c(F )∗
n’est pas explicite.

Notons G • := IRiU∗kU (pas de troncature !). Le morphisme canonique de complexes
F • ↪→ G • et la fonctorialité de ∆(U ,X,{s}, −) donnent lieu à un morphisme de com-
plexes :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→Hm
c (U ;kU)−−−−−−−−−−−−−→ IHm

c (X;F •)−−−−−−−−−−−−−→hm
[

F •
s

] c(F )m−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→[+1] Hm+1
c (U ;kU)−−−−−−−−−−−−−→

=



�



� ιm



� =



�

[+1]−−−−−−−−−−−−−→Hm
c (U ;kU)−−−−−−−−−−−−−→ IHm

c (X;G •) −−−−−−−−−−−−−→ hm
[

G •
s

] c(G)m−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→[+1] Hm+1
c (U ;kU)−−−−−−−−−−−−−→

(		)

On a IHm
c (X;G •) = 0 pour tout m ∈ Z. Pour voir ceci on fait appel à l’espace X := cs(L),

compactification naturelle de X dont on note j : X ↪→ X le plongement (ouvert) donné
par l’inclusion. On remarquera l’égalité X\X = L×{1} qui permet d’identifier le fermé
complémentaire de X dans X à L.

Notons K • := IRj∗ G •. La suite exacte longue associée au triangle ∆(X,X,L;K •) s’écrit
[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IHm

c (X;G •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm(X;K •)
qm−−−−−−−−−−−−−→ IHm(L;K •

L
)

[+1]−−−−−−−−−−−−−→ (�)

puisque X et L sont compacts.

On a IHm(X;K •) = Hm(U ;k) = Hm(L× ]0,1[,k) puisque

K • = IRj∗ IRiXU∗(kU) = IRiXU∗(kU) .

En particulier, la restriction à L×{1} du morphisme d’adjonction kX → IRiXU∗
(

kX U

)

donne un morphisme de complexes de faisceaux kL×{1} → K •
L×{1} dont le germe en chaque

(�,1) ∈ L×{1} est un quasi-isomorphisme puisque la famille des parties

V (�)m,n := B(�,1/m)× ]1− 1/n,1]

avec n,m ∈ N et où B(�,1/m) désigne la “boule ouverte centrée en � de rayon 1/m”, est
une base de voisinages de (�,1) dans X telle que V (�)m,n ∩ U = B(�,1/m)× ]1− 1/n,1[
est contractile, ce qui implique que le complexe K •

V (�)m,n
a son hypercohomologie con-

centrée en degré 0 où elle est isomorphe à k puisqu’elle calcule H∗(V (�)m,n ∩ U ;k), par
définition.
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Moyennant ces remarques, on a un diagramme commutatif

Hm(X\{s};k) −−−−−−−−−−−− Hm(X\{s};k)

i∗U



� i∗

L



�

Hm(U ;k)
qm−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Hm(L;k)

où les morphismes verticaux sont ceux respectivement associés aux inclusions U ⊆ X\{s}
et L×{1} ⊆ X\{s}, ce sont des isomorphismes d’après les théorèmes d’homotopie.

Les morphismes qm sont donc bijectifs, IHm
c (X;G •) = 0 pour tout m ∈ Z d’après (�) et

les morphismes c(G)m sont bijectifs d’après la deuxième ligne de (		).
La suite (		) devient :

−−−−−−−−−−−−−→ IHm
c (X;F •)−−−−−−−−−−−−−→hm

[

F •
s

] c(F )m−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→[+1] Hm+1
c (U ;kU)−−−−−−−−−−−−−→

ιm



� =



�

hm
[

G •
s

] c(G)m←−−−−−→≡ Hm+1
c (U ;kU)

On en déduit :
• Lorsque m � p, le morphisme ιm est bijectif et donc

IHm
c (X;F •) = 0 , pour tout m � p.

• Le morphisme c(F )p est surjectif et hp+1[F •
s ] = 0 donc aussi

IHp+1
c (X;F •) = 0

• Lorsque m > p+ 1 on a hm−1[F •
s ] = 0 et alors Hm

c (U ;k) ≡ IHm
c (X;F •) d’où

IHm
c (X;F •) ≡ Hm−1(L;k) , pour tout m � p + 2

puisque d’après la formule de Künneth à supports compacts

H∗
c (U ;k) ≡ H∗

c (L× ]0,1[;k) ≡ H∗
c (L;k) ⊗ H∗

c (]0,1[;k) ≡ H∗−1(L;k) .

Ce qui termine la vérification du tableau de la proposition.

Enfin, la partie concernant l’ensemble P (X;U) résulte d’une vérification rapide à l’aide
du tableau moyennant la dualité de Poincaré sur L.

2.4.5. Remarque importante. La proposition montre qu’un espace contractile peut
très bien posséder des groupes d’homologie d’intersection non nuls en degrés positifs.
L’homologie d’intersection n’est donc pas un invariant homotopique.

2.4.6. Remarques

a) On a IqH
0
c (X;kU) = IqH

1
c (X;kU) = 0, quel que soit q ∈ N, et

IpH
dL(X;kU) = HdL(L;k) ≡ H0(L;k) �= 0 ,

lorsque p � dL. On en déduit que P (X;U) ne contient aucun couple (p,q) avec p � dL.
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b) Lorsque dL = 0, X est le cône d’un ensemble fini de points (7) et P (X;U) = ∅.
c) L’inclusion

P (X;U) ⊇
{

(p,q) ∈ N×N

∣
∣ p + q = dX − 2

}

est une égalité lorsque Hm(L;k) �= 0 pour tout 0 < m < dL.
d) Lorsque L est une réunion disjointe de sphères S

dL , le complexe
(

IRiU∗(kU)
)

s
a de la

cohomologie uniquement en degrés 0 et dL et les morphismes canoniques

IC •
0−−−−−−−−−−−−−→ IC •

1−−−−−−−−−−−−−→ IC •
2−−−−−−−−−−−−−→ ·· · −−−−−−−−−−−−−→ IC •

dL−1

sont tous des quasi-isomorphismes. Par conséquent, lorsque dL � 1, on a

P (X;U) = [0,dX − 2]2

2.5 Homologie d’intersection sur des espaces topologiques compacts
A partir de maintenant X est un espace topologique compact, ce qui nous évitera de

distinguer entre les groupes IpH
m et IpH

m
c .

2.6 Homologie d’intersection du double cône d’une variété topologique com-
pacte à coefficients dans le complémentaire des sommets

2.6.1. Double cône d’un espace topologique Pour
tout espace topologique L on note bs,t(L) l’espace to-
pologique quotient :

bs,t(L) :=
L× [0,1]

(�1,1) ∼ (�2,1) et (�1,0) ∼ (�2,0)

appelé le «double cône de L ». Le «sommets du double cône », notés ‘s, t’ ici, désignent
respectivement les classes d’équivalence L×{0} et L×{1}.

2.6.2. On considère, comme dans 2.4, une variété topologique compacte L de dimen-
sion dL non nécessairement connexe. Le complémentaire des sommets du double cône
bs,t(L) est homéomorphe à la variété topologique L× ]0,1[. On notera X := bs,t(L) et
U := bs,t(L)\{s, t}.

2.6.3. Proposition. Le tableau suivant donne, pour chaque m ∈ N, un espace vectoriel

canoniquement isomorphe au m-ième groupe l’homologie d’intersection de X pour la per-

versité p et pour le système local kU .

m 0 · · · p p + 1 p + 2 · · · dX dX + 1 · · ·

IpH
m(X,kU) H0(L;k) · · · Hp(L;k) 0 Hp+1(L;k) · · · HdL(L;k) 0 · · ·

où H∗(L;k) désigne la cohomologie singulière de L à coefficients dans k .

7 X est un bouquet de segments de droite cf. 2.8.
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En particulier P (X;U) ⊇
{

(p,q) ∈ N×N

∣
∣
∣ p + q = dX − 2

}

Démonstration. Considérons les parties ouvertes Ut = X\{s} et Us := X\{t}. La suite
exacte longue de Mayer-Vietoris (à supports fermés) relative à la décomposition X =
Ut ∪Us est clairement :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IpH
m(X;kU)−−−−−−−−−−−−−→ IpH

m(Ut;kU)⊕ IpH
m(Us;kU)

qm−−−−−−−−−−−−−→H∗(Ut ∩ Us;k)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→

où U∗ est homéomorphe à c∗(L) et Ut ∩ Us = U = L× ]0,1[.

Nous pouvons donc appliquer la proposition 2.4.4 qui montre aussitôt que qm est sur-
jective pour tout m � p et alors

IpH
m(X;kU) ≡ ∆

[

IpH
m(Ut;kU)⊕ IpH

m(Us;kU)
]

≡ Hm(L;k) , pour tout m � p.

Comme qp est surjective et que IpH
p+1(U∗;kU) = 0, on a aussi

IpH
p+1(X;kU) = 0 ,

et, enfin, comme IpH
m(U∗;kU) = 0 pour tout m � p + 1, on a :

IpH
m(X;kU) ≡ Hm−1(L;k) , pour tout m � p + 2.

ce qui termine la preuve de la proposition.

2.7 Homologie d’intersection d’une variété topologique compacte à coeffi-
cients dans le complémentaire d’un ensemble fini

Dans cette partie le couple (X,Z) est constitué d’une variété topologique compacte de
dimension dX connexe orientable X et d’un ensemble fini Z ⊆ X .

2.7.1. Proposition. On suppose dX � 2 et Z �= ∅. Alors

IpH
∗(X;kU) ≡ H∗(X;k) , pour tout p � dX − 2 ,

IpH
∗(X;kU) ≡ H∗(U ;k) , pour tout p � dX − 1 .

De plus : P (X;U) = [0,dX − 2]2 .

Démonstration. Comme chaque x ∈ Z admet une base de voisinages homéomorphe à
cx(SdX−1) et que S

dX−1 est connexe (car dX � 2), la remarque (d) de 2.4.6 s’applique au
cas présent avec comme précision supplémentaire : le fait que le morphisme d’adjonction
kX → iU∗(kU) est un isomorphisme. On a donc

kX ≡ IC •
p , pour tout p � dX − 2,

dans la catégorie dérivée D+
k (X) et la première assertion encadrée résulte.

D’autre part :
IC •

p ≡ IRiU∗(kU) , pour tout p � dX − 1,

pour des raisons analogues, d’où la deuxième assertion encadrée.
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Enfin, l’inclusion P (X;U) ⊆ [0,dX − 2]2 est claire et sa réciproque résulte de remarquer
que HdX(U ;k) = H0

c (U ;k) = 0 par dualité de Poincaré et puisque U est connexe et non
compact.

2.8 Homologie d’intersection d’un bouquet de variété topologiques à coeffi-
cients dans le complémentaire du point de base

2.8.1. Bouquets. Soient X et Y deux espaces topologiques et choisissons des points
x ∈ X et y ∈ Y . On appelle «bouquet de X et Y (aux
points x et y) », l’espace topologique quotient

X x∨y Y :=
X

∐

Y

x ∼ y

Lorsque X et Y sont des variétés topologiques connexes,
la classe d’homéomorphie de l’espace X x∨y Y est indépen-
dante du choix des points x ∈ X et y ∈ Y , le bouquet est
alors noté X ∨Y . Le point b := x = y ∈ X ∨Y est « le point
de base du bouquet ».

2.8.2. Proposition. Soient X et Y deux variétés topologiques compactes connexes orien-

tables de même dimension d � 2. Soit U l’ouvert complémentaire du point de base b du

bouquet X ∨Y . Alors :

IpH
∗(X ∨Y ;kU) = H∗(X;k)⊕H∗(Y ;k) , pour tout p � d− 2.

IpH
∗(X ∨Y ;kU) = H∗(X ′;k)⊕H∗(Y ′;k) , pour tout p � d− 1.

où X ′ et Y ′ désignent les complémentaires d’un point dans X et Y respectivement.

De plus

P (X ∨Y ,U) = [0,d− 2]2

Démonstration. Dans le cas présent le point de base b admet une base de voisi-
nages homéomorphes au cône de deux sphères de dimension
d− 1. Il s’ensuit, comme dans 2.4.6-(d), que les morphismes
naturels IC •

0 → IC •
1 → IC •

2 → ·· · → IC •
d−2 sont des quasi-

isomorphismes.
D’autre part, IC •

0 = iU∗(kU) = iX ′∗(kX ′)⊕ iY ′∗(kY ′) et mieux
encore :

iX ′∗(kX ′)⊕ iY ′∗(kY ′) = iX∗(kX)⊕ iY ∗(kY )

puisque d � 2. On a donc :

IH∗(X ∨Y ;IC •
0) ≡ IH∗ (X ∨Y ; iX∗(kX)

)

⊕ IH∗ (X ∨Y ; iY ∗(kY )
)

≡ H∗(X;kX)⊕H∗(Y ;kY )

puisque iX∗ est un foncteur exact qui transforme injectif en injectif (idem pour iY ∗).
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La première assertion encadrée est ainsi démontrée et le reste de la proposition résulte
comme dans 2.7.1.

2.9 Homologie d’intersection d’un espace singulier compact à singularités iso-
lées à coefficients dans sa partie lisse

Nous généralisons dans cette partie les exemples étudiés dans 2.6 et 2.8.

L’espace topologique X est compact et Z est une partie finie non vide de X telle
que U := X\Z est une variété topologique équidimensionnelle de dimension dX � 2, et
telle que, pour chaque z ∈ Z il existe une variété topologique compacte Lz , de dimension
dX − 1, et une base de voisinages ouverts de z dans X homéomorphes à cz(Lz). On dit
alors que «X est un espace singulier (compact) à singularités isolées. »

Comme chaque point z ∈ Z admet un voisinage ouvert de la forme Vz = cz(Lz) «aussi
petit que l’on veut », on peut toujours supposer que Vz1 ∩ Vz2 = ∅ pour z1 �= z2. Notons Zε

l’ouvert réunion d’un tel choix de voisinages coniques et Zε/2 la réunion des même voisi-
nages mais de «hauteur » moitié. L’espace Ũ := X\Zε/2, retract par déformation de U ,
est une variété topologique à bord δ(Ũ) homéomorphe à L :=

∐

z∈Z Lz . On aura besoin
du résultat suivant.

2.9.1. Lemme. Soit Y un espace topologique compact homéomorphe à une variété topo-

logique à bord. Les nombres de Betti de Y sur k (8) sont finis.

Indication. L’idée est de recoller deux copies de Y en identifiant les points correspon-
dants de leurs bords. Notons Db(Y ) l’espace ainsi obtenu (parfois appelé « le double de
Y »). On vérifie facilement que Db(Y ) est une variété topologique compacte et possède,
par conséquent, des nombres de Betti finis. D’autre part, on a une suite longue de Mayer-
Vietoris

[+1]−−−−−−−−−−−−−→H∗(Db(Y );k)−−−−−−−−−−−−−→H∗(Y ;k)⊕H∗(Y ;k)−−−−−−−−−−−−−→H∗(δ(Y );k)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→ (∗)

où δ(Y ) désigne le bord de Y . Comme δ(Y ) est une variété topologique compacte, ses
nombres de Betti sur k sont également finis. L’exactitude de (∗) permet de conclure.

2.9.2. Proposition. Le tableau suivant donne, pour chaque m ∈ N, un espace vectoriel

ayant la même dimension que le m-ième groupe l’homologie d’intersection de X pour la

perversité p et pour le système local kU .

m 0 · · · p p + 1 p + 2 · · · dX dX + 1

IpH
m(X,kU) H0(U) · · · Hp(U) ker(qp+1) Hp+2

c (U) · · · HdX
c (U) 0

où H∗(−) (resp. H∗
c (−)) désigne la cohomologie (resp. à support compact) à coefficients

dans k , et qp+1 : Hp+1(Ũ) → Hp+1(δ(Ũ)) = Hp+1(L) est le morphisme de restriction. De

8 On rappelle qu’on appelle ainsi les nombres Bm(Y ;k) := dimk(Hm(Y ;k)).
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plus,

P (X;U) ⊇
{

(p,q) ∈ N×N

∣
∣
∣ p + q = dX − 2

}

Démonstration. On reprend les notations de paragraphes qui précèdent la proposition.
La suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour la décomposition X = Ũ ∪Zε et le com-
plexe de faisceaux F • = τ�p IRiU∗(kU) vaut dans notre cas :

[+1]



�

IpH
m(X;kU)



�

Hm(Ũ)⊕
(
⊕

z∈Z IpH
m(cz(Lz))

)

βm



�

Hm(Ũ∩Zε)=Hm(δ(Ũ)×]0,1[)≡Hm(L)

[+1]



�

Les morphismes βm sont surjectifs pour tout m � p (cf. 2.4.4), donc :

dimk

(

IpH
m(X;kU)

)

= dimk

(

Hm(Ũ ;k)
)

= dimk

(

Hm(U ;k)
)

, pour tout m � p.

puisque Ũ est retract par déformation de U (cf. 1.6.2-(b)).

Lorsque m � p + 1, on a IpH
m(cz(Lz)) = 0 pour tout z ∈ Z , et βm s’identifie au mor-

phisme de restriction β̃m : Hm(Ũ ;k) → Hm(L;k) que l’on retrouve, par ailleurs, dans la
suite exacte longue associée au triangle exact ∆(Ũ\L,Ũ ,L;kŨ) :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→Hm
c (Ũ\L;k) αm−−−−−−−−−−−−−→Hm(Ũ ;k)

β̃m−−−−−−−−−−−−−→Hm(L;k)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→ (�)

On en déduit :

dimk

(

IpH
m(X;kU)

)

= dimk

(

Hm
c (Ũ\L;k)

)

= dimk

(

Hm
c (U ;k)

)

, pour m > p + 1.

puisque Ũ\L est homéomorphe à U . Et, pour terminer :

IpH
p+1(X;kU)

)

= ker(β̃p+1)

puisque βp est surjective. Ce qui achève la justification du tableau de la proposition.

La deuxième partie de la proposition est conséquence immédiate de la dualité de Poincaré
vérifiée par U sauf à un endroit où l’on est conduit à vérifier l’égalité des dimensions
dimk

(

ker(q̃p+1)
)

= dimk

(

ker(q̃dX−(p+1))
)

, ou encore, par l’exactitude de (�), l’égalité :

dimk

(

im(α̃p+1)
)

= dimk

(

im(α̃dX−(p+1))
)

(��)
où
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H∗
c (U ;k) α̃∗−−−−−−−−−−−−−→H∗(U ;k)

est la composée de α∗ avec le morphisme de restriction H∗(Ũ ;k) → H∗(U ;k) qui est un
isomorphisme pour des raisons d’homotopie. Or, comme U est supposée lisse et orientable,
elle vérifie la dualité de Poincaré, i.e.

H∗(U ;k) ≡ Hom(HdU−∗
c (U ;k);k) ,

et comme les nombres de Betti sur k de U sont finis (lemme 2.9.1), on a aussi :

H∗
c (U ;k) ≡ Hom(HdU−∗(U ;k);k) .

Le morphisme α̃∗ cöıncide alors avec son transposé au décalage près, i.e. α̃m = tα̃dX−m

pour tout m ∈ Z. L’égalité (��) en résulte et la proposition est démontrée.

2.10 Homologie d’intersection d’une variété topologique compacte à coeffi-
cients dans le complémentaire d’une sous-variété fermée

Cette partie généralise l’étude de la section 2.9 et c’est le premier exemple où le sous-
espace Z n’est pas supposée de dimension nulle.

On se donne une variété topologique X compacte de dimension dX et une sous-variété
topologique Z ⊆ X de dimension dZ . L’ouvert U := X\Z est alors une variété topologique
de dimension dX dont on suppose qu’elle est orientable (9). On rappelle que, par définition
de sous-variété topologique, pour chaque point z ∈ Z , il existe un voisinage ouvert Vz de z

dans X et un homéomorphisme ϕz : Vz → R
dZ ×R

dX−dZ tel que ϕz(Vz ∩ Z) = R
dZ ×{0}.

En particulier, Vz ∩ U est homéomorphe à R
dZ ×

(

R
dX−dZ\{0}

)

et on a une homotopie

Vz ∩ U ∼ S
dX−dZ−1 , pour tout z ∈ Z . (∗)

Il est d’autre part clair qu’à partir de la donnée d’un tel voisinage Vz on peut construire
une base de voisinages ouverts de z dans X vérifiant la propriété (∗). Il s’ensuit que,
pour tout z ∈ Z , le complexe

(

IRiU∗(kU)
)

z
calcule la cohomologie de la sphère S

dX−dZ−1

(nulle en tous degrés sauf 0 et dX − dZ − 1). Par conséquent, les morphismes naturels entre
troncatures successives suivants sont tous des quasi-isomorphismes.







IC •
0 → IC •

1 → IC •
2 → ·· · · · · → IRiU∗(kU) , lorsque dX − dZ � 1 ;

IC •
0 → IC •

1 → IC •
2 → ·· · · · · → IC •

dX−dZ−2

IC •
dX−dZ−1 → IC •

dX−dZ
→ ·· · → IRiU∗(kU)

}

lorsque dX − dZ � 2.

Ces remarques constituent l’essentiel de la démonstration de la proposition suivante
dont nous laissons les détails comme exercice.

9 Lorsque dX − dZ � 2, cette condition équivaut à l’orientabilité de X puisque, dans ce cas, les mor-
phismes d’adjonction OrX → iU∗OrU ≡ iU∗kU ← kX sont des isomorphismes. Par contre, lorsque
dX − dZ = 1, la variété X peut ne pas être orientable comme le montre l’exemple où X est le ruban
de Möbius et Z est son cercle médian.
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2.10.1. Proposition. Avec les données précédentes, on a :

IpH
∗(X;kU) =

{
H∗(U ;k) lorsque p � dX − dY − 1,

H∗(X;k) sinon.

En particulier






P (X;U) ⊇ [0,dX − dY − 2]2 , en général, et

P (X;U) = ∅ , lorsque dX − dZ = 1.

P (X;U) = N
2 , lorsque dX = dZ.

2.10.2. Remarque. Les conséquences suivantes méritent d’être relevées.

a) Lorsque Z est de codimension 1 dans X les groupes d’homologie d’intersection ne
vérifient jamais la dualité de Poincaré.

b) Lorsque Z est de codimension strictement plus grande que 1 dans X , des groupes d’ho-
mologie d’intersection vérifiant la dualité de Poincaré existent et s’identifient tous à la
cohomologie ordinaire de X .

c) Dans (b) l’homologie d’intersection de X ne voit pas la sous-variété Z .

2.11 Comparaison des études 2.9 et 2.10
La définition de espace singulier à singularités isolées de 2.9 n’exclu pas le cas où X est

une variété topologique et Z est un sous ensemble fini de X (on dit dans ce cas que les sin-
gularités de Z sont « inessentielles »). Le cas où dX � 2 est donc commun aux propositions
2.9.2 et 2.10.1. A ce propos 2.9.2 donne le tableau suivant :

m 0 · · · p p + 1 p + 2 · · · dX dX + 1 · · ·

IpH
m(X,kU) H0(U) · · · Hp(U) ker

(

Hp+1(Ũ) → Hp+1(L)
)

Hp+2
c (U) · · · HdX

c (U) 0 · · ·

La suite exacte longue associée au triangle exact ∆(U ,X,Z;kX) est :
[+1]−−−−−−−−−−−−−→H∗

c (U ;k) ν∗−−−−−−−−−−−−−→H∗(X;k)−−−−−−−−−−−−−→H∗(Z;k)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→

et comme Hm(Z;k) = 0, pour tout m > 0, on a toujours :
{

Hm
c (U ;k) ≡ Hm(X;k) , pour tout m � 2, et

H1
c (U ;k) ν1−−−−−−→H1(X;k) , est surjective.

(‡)

D’autre part, la suite exacte longue associée au triangle exact ∆(Z,X,U ;kX) est :
[+1]−−−−−−−−−−−−−→H∗

Z(X;k)−−−−−−−−−−−−−→H∗(X;k)−−−−−−−−−−−−−→H∗(U ;k)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→

où Hm
Z (X;k) = 0, pour tout m �= dX , puisque X est une variété topologique. On en dé-

duit :
Hm(X;k) ≡ Hm(U ;k) , pour tout m � dX − 2.

Enfin, L est maintenant une réunion de sphères de dimension dX − 1, donc Hp+1(L;k) = 0
pour tout p � dX − 3, et alors :
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ker
(

Hp+1(Ũ) → Hp+1(L)
)

= Hp+1(Ũ) = Hp+1(U) = Hp+1(X)

pour tout 0 � p � dX − 3.

Reste à comprendre ker
(

HdX−1(Ũ) → HdX−1(L)
)

.

Le morphisme de triangles exacts ∆(U ,Ũ ,L;k) → ∆(U
∐

Zε,X,L;k) associé au plon-
gement fermé Ũ ⊆ X induit un morphisme de suites exactes longues :

−−−−−−−−−−−−−→HdX−2(L)−−−−−−−−−−−−−→HdX−1
c (U)⊕HdX−1

c (Zε)
β−−−−−−−−−−−−−→HdX−1(X)−−−−−−−−−−−−−→HdX−1(L)−−−−−−−−−−−−−→

∣
∣
∣

∣
∣
∣ α



� γ



�

∣
∣
∣

∣
∣
∣

−−−−−−−−−−−−−→HdX−2(L) −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ HdX−1
c (U) −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ HdX−1(Ũ) δ−−−−−−−−−−−−−→HdX−1(L)−−−−−−−−−−−−−→

où HdX−1
c (Zε) = 0 puisque Zε est une réunion disjointe de variétés topologiques homéo-

morphes à R
dX . Le morphisme α est l’identité et γ est donc bijectif. Enfin, comme

dX − 1 � 1, le morphisme β est surjectif (‡) et, par conséquent, ker(δ) = HdX−1(X).

Ces remarques montrent bien la concordance des propositions en question.

2.12 Conclusions

a) Dans tous les exemples considérés où Z est de codimension supérieure ou égale à 2
dans X , on a

dimk

(

IpH
m(X;kU)

)

= dimk

(

IqH
dX−m
c (X;kU)

)

, pour tout m ∈ Z. (	)

pour tous les couples

(p,q) ∈ N×N tels que p + q = dX − 2 . (		)

b) Lorsque Z est de codimension 1 dans X , il existe des exemples pour les quels (	) n’est
jamais vérifié.

Une large partie des sections suvantes est consacrée à l’explication et à la généralisation
de ces phénomènes.
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§3. Dualité sur les espaces stratifiés

L’homologie d’intersection sur les espaces localement compacts concerne la classe d’es-
paces topologiques connus sous le nom de «pseudovariétés ». Voici un extrait des articles
de Goresky-MacPherson [GoMc1,GoMc2] où la notion est introduite.

Definition. A topological pseudomanifold of dimension n is a purely n-dimen-
sional stratified paracompact Hausdorff topological space X which admits a
stratification

X = Xn ⊇ . . . ⊇ X1 ⊇ X0

such that Xn−1 = Xn−2 (i.e., Sn = X −Xn−2 is an n-dimensional manifold which
is dense in X). We use the symbol Σ to denote the singularity subset Xn−2.

Le but de cette section est de revoir chaque ingrédient intervenant dans cette défini-
tion et aussi de rappeler le formalisme de la «dualité de Grothendieck-Verdier » pour les
espaces stratifiées et donc pour les pseudovariétés.

3.1 Espace topologiquement stratifié
Dans la définition de «pseudovariété » rappelée dans le paragraphe précédent, apparâıt

l’expression «purely n-dimensional stratified paracompact Hausdorff topological space ». Les
paragraphes qui suivent sont destinés à rappeler sa signification.

Commençons par la notion d’«espace topologiquement stratifié de dimension d » dont la
définition, de nature inductive (cf. [GoMc1,GoMc2]), est la suivante :

a) En dimension 0. Il s’agit des ensembles finis ou dénombrables munis de la topologie
discrète ;

b) En dimension positive d, il s’agit d’un espace topologique X muni d’une filtration par
des parties fermées :

F :=
(

X = Xd ⊇ Xd−1 ⊇ ·· · ⊇ X1 ⊇ X0 ⊇ X−1 = ∅

)

,

telle que pour chaque c = 0, . . . ,d et chaque x ∈ Xd−c\Xd−(c+1), il existe un voisinage
ouvert Nx de x dans X , un espace compact L(x) topologiquement stratifié de dimen-
sion c− 1 :

L(x) = L(x)c−1 ⊇ L(x)c−2 ⊇ ·· · ⊇ L(x)1 ⊇ L(x)0 ⊇ L(x)−1 = ∅ ,

et un homéomorphisme
φ : R

d−c × c(L(x)) ∼−−−−−−−−−−−−−→Nx (	)

dont la restriction au sous-espace R
d−c×c(L(x)j) est bijective sur Nx ∩ Xd−c+j+1, pour

tout j vérifiant c− 1 � j � −1. En particulier, (Nx ∩ Xd−c) ∼ R
d−c et le sous-espace

Sc := Xd−c\Xd−(c+1) est une partie localement fermée de X qui est une variété topo-
logique de dimension réelle d− c lorsque elle est non vide.

Les voisinages Nx sont souvent appelés «distingués ».
Chaque composante connexe de Sc est appelée «strate (de codimension c) » de l’es-

pace stratifié X .
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3.1.1. Remarques complémentaires

a) Le cône d’un espace topologique L est le quotient topologique de [0,1[×L par la rela-
tion d’équivalence qui identifie les points de première coordonnée nulle. Il est commode
de noter c(L) par une notation qui rappelle celle du produit d’un scalaire par un vec-
teur,

c(L) = {t·� | � ∈ L; t ∈ [0,1[} .

Le produit de deux cônes se décompose en trois parties

c(L)× c(M) =
{(

t·�,v·m
)}

=







t·
(

�,(v/t)·m
)

pour t > v � 0
t·(�,m) pour t = v � 0

v·
(

(t/v)·�,m
)

pour v > t � 0

qui font apparâıtre c(L)× c(M) comme le cône d’un nouvel espace
topologique : « la jonction » (« the join » en anglais) de L et M, notée
L � M et définie par

{(

t·�,(1− t)·m
)}

. On a :

c(L)× c(M) = c(L � M) (∗)

Exercice. Montrer que tout point d’un espace topologiquement stratifiable admet un
voisinage homéomorphe au cône d’un espace topologiquement stratifiable.

Lorsque L = Ld ⊇ Ld−1 ⊇ ·· · ⊇ L0 ⊇ ∅ est un espace topologiquement stratifié, le cône
c(L), muni de la filtration :

c(Ld) ⊇ c(Ld−1) ⊇ ·· · ⊇ c(L0) ⊇ c(∅) = pt ⊇ ∅

est topologiquement stratifié de dimension d + 1. De même, si (L,F) et (M,G) sont
stratifiés de dimensions dL et dM, l’espace L×M est muni de la filtration F×G définie
par :

(L×M)m = ∪a+b=m(La ×Mb) ,

est stratifié de dimension dL + dM.
Nous laissons au soin du lecteur d’imaginer la stratification de L � M, de se convaincre

que l’isomorphisme (∗) est bien un isomorphisme d’espaces stratifiés, et de prouver le
lemme suivant.
Lemme. Étant données deux espaces topologiquement stratifiés

Xd ⊇ Xd−1 ⊇ ·· · ⊇ Xr ⊇ ∅ et Xr ⊇ Xr−1 ⊇ ·· · ⊇ X0 ⊇ ∅ ,

la filtration

Xd ⊇ Xd−1 ⊇ ·· · ⊇ Xr ⊇ Xr−1 ⊇ ·· · ⊇ X0 ⊇ ∅

est une stratification topologique de X .

Exercice. Montrer par un contrexemple que l’implication inverse est fausse en général,
même lorsque Xr est une variété topologique.
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b) Dans la condition 3.1-(b)-(	), l’espace L(x) est localement constant sur la strate conte-
nant x, mais on prendra garde du fait qu’il dépend de manière essentielle de la stratifica-
tion, par exemple, dans une variété topologique X de dimension d munie de la stratifica-
tion triviale (Xd−1 = ∅), on a L(x) = ∅, mais munie de la stratification X ⊇ {x} ⊇ ∅,
on a L(x) = S

d−1.
c) On prouve par récurrence sur la dimension qu’un espace topologiquement stratifié est

toujours séparé, localement compact, dénombrable à l’infini, métrisable, de dimension
cohomologique finie.

d) D’après la condition (	) un espace topologiquement stratifié est toujours localement
contractile donc localement connexe par arcs.

Dans la suite nous allons supposer ces conditions vérifiées par tous les espaces topo-
logiques nous serons amenés à considérer. Ceci ne nous empêchera pourtant pas de le
rappeler explicitement dans certains énoncés.

3.1.2. Commentaire. Il faut bien faire attention au fait que dans la définition 3.1 la
différence Sd peut être vide, ce qui implique qu’un espace topologiquement stratifié de
dimension d est également de dimension d′ pour tout d′ > d.

D’autre part, les espaces L(x) peuvent eux-aussi être vides, ce qui, dans un autre lan-
gage, implique qu’un espace topologiquement stratifié peut être non équidimensionnel. Par
exemple, X = {(x,y,z) ∈ R

3 | z(x2 + y2) = 0} muni de la filtration

X ⊇ Σ := {x = y = 0} ⊇ {0}

est un espace topologiquement stratifié de dimension 2, où certains points ont des voisi-
nages de dimension 1. Plus précisément, on a L(x) = ∅, pour tout x �= 0 et L(0) = S

1 ∐

S
0 :

3.1.3. Exemples. Les variétés algébriques X (complexes ou réelles) irréductibles ou non,
équidimensionnelles ou non, munies d’une stratification algébrique (10) vérifiant les condi-
tions de Whitney, sont des exemples d’espace topologiquement stratifié.

3.1.4. Espace topologiquement stratifié purement de dimension d. Il est facile de
voir que si dans un espace topologiquement stratifié (X;F), l’ensemble S0 est non vide et

10 Chaque Xi est un fermé algébrique de X .
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partout dense, il en est de même pour les espaces L(x), quel que soit x ∈ X . Dans un tel
cas, la dimension de X est uniquement déterminée (elle cöıncide alors avec dimch(X)).
Cette remarque est à la base de la définition suivante :

Définition. Un espace topologiquement stratifié de dimension d est dit «purement de di-
mension d » lorsque la réunion S0 des strates de codimension nulle est non vide et partout
dense dans X .

3.1.5. Exercices

1) Montrer que si (X;F) est un espace topologiquement stratifié purement de dimen-
sion d, l’espace L(x) est un espace topologiquement stratifié purement de dimension
d− i+ 1, quel que soit x ∈ Si.

2) Soit (X;F) un espace topologiquement stratifié de dimension d. Montrer que pour tout
Si non vide, son adhérence Si munie de la filtration obtenue en restreignant F à Si

est un espace topologiquement stratifié purement de dimension d− i.
3) Montrer qu’un espace topologiquement stratifié de dimension d est réunion d’espaces

topologiquement stratifiés purement de dimensions d′ avec d′ � d.

3.1.6. Commentaire. Il est clair que l’exemple de 3.1.2 n’est pas purement de dimension
2. Dans cet exemple, S0 est le plan {z = 0} et S1 est la droite {x = y = 0}.

Dans le même ordre d’idées, les variétés algébriques X (réelles ou complexes) munies
de stratifications algébriques sont purement dimensionnelles, si et seulement si, elles sont
algébriquement équidimensionnelles (11).

3.1.7. Condition d’équisingularité. Dans la définition d’espace topologiquement stra-
tifié, la condition (	) (cf. 3.1-(b)) est une condition dite d’« équisingularité locale » en ce
sens que pour chaque strate S et pour chaque x ∈ S , le type de singularité de x dans X

est localement constant par rapport à la strate S . Il est important de comprendre que une
filtration fermée d’un espace topologique X où les différences Xi\Xi−1 sont des variétés
topologiques, ne vérifie pas nécessairement la condition d’équisingularité. Dans l’exemple
3.1.2, l’ensemble Σ := X\S0 est homéomorphe à la droite R et les strates de la filtration
X ⊇ Σ ⊇ ∅ sont des variétés topologiques, pourtant la strate Σ ne vérifie pas la condition
d’équisingularité locale au point 0.

La condition d’équisingularité locale joue un rôle essentiel dans la constructibilité des
complexes de faisceaux, thème que nous développons dans la section suivante.

3.2 Constructibilité
3.2.1. Faisceaux dérivés. Pour tout complexe M • d’objets d’une catégorie abélienne A :

11 Toutes ses composantes irréductibles sont de la même dimension algébrique.
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M • =
(

· · ·Mm−1 dm−1−−−−−−−−−−−−−−−→Mm dm−−−−−−−−−−−−−−→Mm+1 dm+1−−−−−−−−−−−−−−−→·· ·
)

,

et tout m ∈ Z, on appelle «m-ième objet dérivé de M • » l’objet de A défini par :

hmM • :=
ker(dm)

im(dm−1)
.

Dans le même ordre d’idées, si α • : M • → N • est un morphisme de complexes de caté-
gorie dérivée D(A), on note hmα • : hmM • → hmN • le morphisme induit entre les objets
dérivés correspondants.

La correspondance M � hmM •, α • � hmα • définit un foncteur de la catégorie dérivée
D(A) vers la catégorie A.

Lorsque F • ∈ C∗(Fais(X)
)

, on parle plutôt de « faisceaux dérivés du complexe F • » et
on note H mF • plutôt que hmF •.

3.2.2. Faisceaux dérivés à supports dans une partie localement fermé. Pour toute
partie S localement fermée dans X , on note H m

S la composée des deux foncteurs i!S :
D+(X) � D+(S) et H m : D+(S) � Fais(S) :

H m
S F • := H m(i!SF •) ∈ Fais(S)

Cette définition généralise celle de H m puisque H m
X = H m de manière évidente.

3.2.3. Le triangle exact fondamental. Pour toute partie S localement fermée dans X ,
de complémentaire A := X\S , on a le triangle exact de D+(X) :

iS !i
!
S F • −−−−−−−−−−−−−→F • −−−−−−−−−−−−−→ IRiA∗ i

−1
A (F •)

[+1]−−−−−−−−−−−−−→,

où iS : S ↪→ X et iA : A ↪→ X désignent les applications d’inclusion, dont on déduit la
suite exacte longue :

−−−−−−−−−−−−−→iS ! H m
S F •−−−−−−−−−−−−−→H mF •−−−−−−−−−−−−−→H m

(

IRiA∗(F •
A)

)

−−−−−−−−−−−−−→iS ! H m+1
S F •−−−−−−−−−−−−−→

3.2.4. Amplitudes d’un complexe. Soit A une catégorie abélienne. Pour tout complexe
M • ∈ C∗(A), on appelle

• «amplitude de M • », notée [[M •]]cplx, la réunion des intervalles [a,b] ⊆ Z tels que
Ma �= 0 et M b �= 0.

• «amplitude cohomologique de M • », notée [[M •]]ch, la réunion des intervalles [a,b] ⊆ Z

tels que haM • �= 0 et hbM • �= 0.

Remarques. Pour tout complexe M • ∈ C∗(A), on a :

a) [[M •]]ch ⊆ [[M •]]cplx.
b) [[M •[m]]]ch = [[M •]]ch −m et [[M •[m]]]cplx = [[M •]]cplx −m.
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3.2.5. Troncatures intelligentes. Il convient de rappeler les définitions des deux types
de troncature intelligentes :

Troncatures τ et τ ′. Soit m ∈ Z. Pour tout complexe de C∗(A) :

M • =
(

· · ·Mm−1 dm−1−−−−−−−−−−−−−−−→ Mm dm−−−−−−−−−−−−−→ Mm+1 dm+1−−−−−−−−−−−−−−−→Mm+2 dm+2−−−−−−−−−−−−−−−→ ·· ·
)

,

on pose
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣ ⊆

�
 0

�


τ�m M • :=
(

· · ·Mm−1 dm−1−−−−−−−−−−−−−−−→ Mm dm−−−−−−−−−−−−−→ im(dm) 0−−−−−−−−−−−−−→ 0 0−−−−−−−−−−−−−→ ·· ·
)

,

et
∣
∣
∣
∣ ⊆

�
 0

�
 0

�


τ�m
′M • :=

(

· · ·Mm−1 dm−1−−−−−−−−−−−−−−−→ker(dm) 0−−−−−−−−−−−−−→ 0 0−−−−−−−−−−−−−→ 0 0−−−−−−−−−−−−−→ ·· ·
)

,

On définit ensuite :

τ>m M • := M •/τ�m M • et
′

τ>m M • := M •/
′

τ�m M •

Remarque. Les notations τ ∗
<m et τ ∗

�m−1 (resp. τ ∗
>m et τ ∗

�m+1) seront considérées équiva-
lentes.

Pour tout morphisme de complexes α • : M • → N •, on a les inclusions naturelles

αm(ker(dm(M))) ⊆ ker(dm(N)) et αm+1(im(dm(M))) ⊆ im(dm(N))

et on peut définir

(τ�m α•)n =







αn si n � m

αm+1 im(dm(M)) , si n = m + 1

0 sinon






(

′
τ�m α•)n =







αn si n < m

αm ker(dm(M)) , si n = m

0 sinon

On obtient ainsi des correspondances fonctorielles (additives) et des inclusions et sur-
jections naturelles

′
τ�m ⊆ τ�m ⊆ id : C∗(A) � C∗(A) et id � ′

τ>m � τ>m : C∗(A) � C∗(A)
∗

τ�m ⊆ ∗
τ�n et

∗
τ>m � ∗

τ>n , pour tous m � n.

le tout compatible au passage en catégorie dérivée.

3.2.6. Lemme. Pour tout complexe M • ∈ C∗(A) et tout m ∈ Z, on a :

a) hi(τ�m
∗M •) =

{

hiM • si i � m ;

0 sinon.

}

et hi(τ>m
∗M •) =

{

0 si i � m ;

hiM • sinon.

}

où τ ∗ désigne indifféremment τ et τ ′ ;

b) des suites exactes courtes (induisant des triangles exacts en catégorie dérivée)

0−−−−−−−−−−−−−→ τ�m M • ⊆−−−−−−−−−−−−−→M • −−−−−−−−−−−−−→ τ>m M • −−−−−−−−−−−−−→0

0−−−−−−−−−−−−−→ ′
τ�m M • ⊆−−−−−−−−−−−−−→M • −−−−−−−−−−−−−→ ′

τ>m+1 M • −−−−−−−−−−−−−→0
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c) des inclusions pour les amplitudes des complexes :

[[τ�m M •]]cplx ⊆ [m,+∞] et [[
′

τ�m M •]]cplx ⊆ [−∞,m]

d) Pour tous a � b ∈ Z∪{±∞}, il existe un complexe N • vérifiant [[N •]]cplx ⊆ [a,b] et un

isomorphisme canonique en catégorie dérivée de N • vers τ�a
∗ (τ�b

∗M •
)

. Un tel

complexe sera noté a�M •	b . En particulier,

i) M • est canoniquement isomorphe à un complexe dont l’amplitude en tant que com-

plexe cöıncide avec [[M •]]ch .

ii) Pour tous a � b < c ∈ Z∪{±∞} et tout complexe M • , on a un triangle exact en

catégorie dérivée :
a�M •	b−−−−−−−−−−−−−→ a�M •	c−−−−−−−−−−−−−→ b+1�M •	c−−−−−−−−−−−−−→

Démonstration. Tout est évident dans la mesure ou τ�m
′ préserve la cohomologie en

degrés inférieurs ou égaux à m et tue les objets en degrés strictement supérieurs à m (mu-
tatis mutandis pour τ�m

′). L’assertion (d), dans le cas τ�a
′ (τ�b M •

)

, résulte de composer
en catégorie dérivée les quasi-isomorphismes canoniques :

′
τ�a

(

τ�b M •)←−−−−−−−−−−−−−−− ′
τ�a

( ′
τ�b M •)−−−−−−−−−−−−−→ τ�a(

′
τ�b M •) =: a�M •	b .

3.2.7. Complexes X-cohomologiquement localement constants

Définitions. Un complexe F • ∈ C∗(Fais(X)) est dit «cohomologiquement localement cons-
tant », «clc » en bref, lorsque ses faisceaux dérivés H mF • sont localement constants.

Plus généralement, soit X une partition de X . Un complexe F • ∈ C∗(Fais(X)) est dit
«X-cohomologiquement localement constant », «X-clc » en bref, lorsque la restriction F •

S

est clc, quel que soit S ∈ X. Bien évidemment, il revient au même de demander que les
restrictions H mF •

S soient des faisceaux localement constants sur S , pour tous S ∈ X et
m ∈ Z.

Un complexe X-clc F • est dit «X-cohomologiquement constructible », «X-cc » en bref, si
chaque faisceau H mF •

S est un système local.

On dira qu’un faisceau F est clc, X-clc, X-cc, lorsque le complexe F [0] l’est.

3.2.8. Notations. Les sous-catégories pleines des catégories D∗(X) (∗ = {+,−, b}) des
complexes clc, X-clc, X-cc seront notées D∗

clc(X), D∗
X-clc(X) D∗

X-cc(X).

3.2.9. Théorème. Soit X une partition de X en parties localement contractiles. La sous-

catégorie Dk;X-clc(X) (resp. X-cc) munie des triangles exacts de Dk(X) dont les sommets

sont des complexes X-clc (resp. X-cc), est une catégorie triangulée.
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Démonstration. Il suffit de montrer que le cône d’un morphisme de complexes X-clc est
X-clc. Soit α • : F • → G • un tel morphisme. Pour tout S ∈ X, on considère la suite exacte
longue de faisceaux

[+1]−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→H mF •
S

H mα•−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→H mG •
S −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→H mC (α •) S

[+1]−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

Nous avons montré que les noyau et conoyau d’un morphisme de faisceaux entre deux
faisceaux localement constants sont eux-mêmes localement constants. En particulier, le
faisceau H mC (α •) S est extension de deux faisceaux localement constants :

0−−−−−−−−−−−−−→L1−−−−−−−−−−−−−→H mC (α •) S

q−−−−−−−−−−−−−→L2−−−−−−−−−−−−−→0 (‡)

Pour x ∈ S soit Wx un voisinage contractile de x dans S . On a la suite longue de
cohomologie :

0−−−−−−−−−−−−−→Γ (Wx,L1)−−−−−−−−−−−−−→Γ
(

Wx;H mC (α •) S

) q(Wx)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Γ (Wx,L2)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→H1(Wx,L1)−−−−−−−−−−−−−→

où H1(Wx;L1) = 0, d’après le théorème d’homotopie sur les espaces contractiles. Le mor-
phisme q(Wx) est alors surjectif et toute section de q(Wx) donne lieu à une section, dans
la catégorie des faisceaux, de la restriction de (‡) à Wx. Par conséquent, H mC (α •) Wx

est isomorphe au faisceau constant L1 Wx
⊕L2 Wx

. Tout ceci étant vrai au voisinage de
chaque point de S , le faisceau H mC (α •) S est bien localement constant.

3.2.10. Remarque. Dans le cas «cc », l’hypothèse de locale contractibilité des parties
de X n’est pas nécessaire. En effet, une surjection de faisceaux sur un système local
est de la forme q : F � kV

m pour V assez petit. Comme d’autre part, Hom(kV
m,F ) =

Hom(cm,Γ (V ;F )), le morphisme q admet une section, si et seulement si, on peut relever
simultanément les m générateurs canoniques de kV

m, ce qui est toujours possible, quitte
à rétrécir V , puisque m < ∞.

3.2.11. Remarque. Soient O1,O2,E trois objets d’une catégorie triangulée T . On dit que
«E est extension de O2 par O1 », lorsqu’il existe un triangle exact :

O1
u−−−−−−−−−−−−−→E v−−−−−−−−−−−−−→O2

w−−−−−−−−−−−−−→[+1] · (∗)

Une sous catégorie pleine T ′ ⊆ T , stable par le foncteur de translation de T , est dite
«sous-catégorie triangulée », lorsque, munie des triangles exacts de T à sommets dans T ′,
c’est une catégorie triangulée.

Une sous catégorie triangulée T ′ d’une catégorie triangulée T est toujours «stable par
extensions dans T ». En effet, étant donné un triangle (∗) exact dans T , avec Oi ∈ Ob(T ′),
le morphisme U2

w−−−−−−−−→U1[1] se complète en un triangle exact de T ′

O2
w−−−−−−−−−−−−−→O1[1] u−−−−−−−−−−−−−→O3

v−−−−−−−−−−−−−→[+1]

et il existe un morphisme h : E[1] → O3 tel que
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O2
w−−−−−−−−−−−−−→O1[1] −u−−−−−−−−−−−−−→E[1] −v−−−−−−−−−−−−−→[+1]

|| || ↓h

O2
w−−−−−−−−−−−−−→O1[1] u−−−−−−−−−−−−−→ O3

v−−−−−−−−−−−−−→[+1]

est un morphisme de triangles exacts de T . Le morphisme h alors est nécessairement un
isomorphisme et E est bien isomorphe à un objet de T ′.

Le théorème 3.2.9 montre donc que les catégories D∗
k,X-clc(X) et D∗

k,X-cc(X) sont stables
par extension dans Dk(X). On a donc :

3.2.12. Proposition. Soit X un espace topologique muni d’une partition en parties lo-

calement contractiles X. Pour tout ouvert U ⊆ X réunion de parties de X, de fermé

complémentaire F := X\U , il suffit que deux termes des triangles exacts ∆(U ,X,F ;F •)
et ∆(F ,X,U ;F •) soient X-clc (resp. X-cc) pour que le troisième le soit.

3.3 Théorème d’homotopie
3.3.1. Filtrations fermées. Pour toute filtration finie F d’un espace topologique X par
des parties fermées Xi :

F =
(

X = Xd ⊇ Xd−1 ⊇ ·· · ⊇ X0 ⊇ X−1 = ∅

)

on note :

• U c
F := X\Xd−(c+1), et U c pour F sous-entendue ; d’où la filtration ouverte :

U 0 i0↪−−−−−−−−−−−−−→⊆ U 1 i1↪−−−−−−−−−−−−−→⊆ ·· · id−2
↪−−−−−−−−−−−−−→⊆ Ud−1 id−1

↪−−−−−−−−−−−−−→⊆ Ud = X

• Sc
F := Xd−c\Xd−(c+1), et Sc pour F sous-entendue ; d’où la partition en parties loca-

lement fermées :
U c = S0 ∐

S1 ∐ · · ·∐

Sc

où l’inclusion jc : Sc ↪→ U c est un plongement fermé.
• U c+1 = U c ∐

Sc réunion disjointe d’un ouvert et un fermé de U c+1. En particulier,
pour tout F • ∈ D(U c+1), on a les triangles exacts :

∆(U c,U c+1,Sc+1;F •) : ic!
(

F •
Uc

)

−−−−−−−−−−−−−→F • −−−−−−−−−−−−−→ jc+1!
(

F •
Sc+1

) [+1]−−−−−−−−−−−−−→
∆(Sc+1,U c+1,U c;F •) : jc+1∗

(

j!
c+1F •)−−−−−−−−−−−−−→F • −−−−−−−−−−−−−→ IRic∗

(

F •
Uc

) [+1]−−−−−−−−−−−−−→

Notations et terminologie particulières

• Par analogie avec les espaces stratifiés, chaque composante connexe d’une partie Sc

non vide sera appelée «strate (de codimension c) de F ».
• La notation Strat(F) désignera suivant le contexte :

– l’ensemble de toutes les strates de F,
– la partition de X définie par les strates de F,
– l’espace topologique réunion disjointe des strates de F,
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• On notera aussi :
U ∈ F : pour indiquer que U est l’une des parties U •.
F ∈ F : pour indiquer que F est l’une des parties X •.

D∗
F-clc(U

c) : clc par rapport à la partition de U c induite par Strat(F).
D∗

F-cc(U
c) : cc par rapport à la partition de U c induite par Strat(F).

3.3.2. Homotopies filtrées. Étant donnés un espace topologique filtré (Y ;F) et une
application continue f : X → Y , on induit une filtration fermée sur X , notée f−1F, en
posant Xi := f−1Yi.

Il est clair que la restriction de f à une strate de f−1F est a valeurs dans une unique
strate de F. L’application f se relève, par conséquent, en une application continue Strat(f) :
Strat(f−1F) → Strat(F).

Homotopie filtrée. Avec les notations précédentes, on dira que deux applications conti-
nues f,g : X → Y sont «F-homotopes » lorsqu’il existe une application continue

h : [0,1]×X −−−−−−−−−−−−−→Y

telle que h0 = f , h1 = g et h−1
t S = h−1

t′ S pour tous t, t′ ∈ [0,1] et S ∈ Strat(F). Une telle
application est appelée une «homotopie entre f et g filtŕee par F ».

3.3.3. Remarque. Il est clair que si f et g sont F-homotopes, Strat(f−1F) = Strat(g−1F)
et les applications Strat(f) et Strat(g) sont homotopes au sens classique du terme.

3.3.4. Exercice. Soit Y = [0,2] ⊆ R muni de la filtration F = (Y ⊇ {0,1,2} ⊇ ∅). Soient
f,g : Y → Y les applications f(x) = x/2 et g(x) = (x+ 1)/2. Vérifier les assertions sui-
vantes.

a) f et g sont homotopes au sens classique du terme.
b) f−1F = g−1F.
c) f et g ne sont pas F-homotopes.

Déformation de rétraction filtrée. On considère maintenant un sous-espace X de Y .
On rappelle qu’une «déformation de ŕetraction de Y sur X » est une application continue
h : [0,1]×Y → Y telle que

h0 = idY , h1(Y ) ⊆ X , et h1 X = idX

Lorsque, de plus, pour chaque strate S de F la restriction h [0,1]×S est à valeurs dans
S , on dit que «h est une déformation de ŕetraction de Y sur X filtŕee par F », ou encore,
que «X est F-retract par déformation de Y ».

Remarque. Soit iX : X ↪→ Y l’inclusion, l’application Strat(iX) : Strat(i−1
X F) → Strat(F)

est un homéomorphisme sur son image et Strat(i−1
X F) se voit comme sous-espace de
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Strat(F). Lorsque X est un F-retract par déformation de Y , le sous-espace Strat(i−1
X F)

est un retract par déformation de Strat(F) au sens classique du terme

Commentaire. Ce qu’il faut retenir des définitions précédentes, c’est le fait que les ho-
motopies et déformations que l’on considère lorsque l’on se donne une filtration F, sont
globalement définies et “respectent” la filtration en ce sens qu’elles se restreignent natu-
rellement aux strates.

3.3.5. Théorème d’homotopie. Le théorème suivant est une généralisation fondamentale
du théorème d’homotopie pour les faisceaux localement constants 1.6.2.

Théorème. Soit (Y ;F) un espace topologique muni d’une filtration fermée. Alors

a) Pour toute application continue f : X → Y , on a

f−1D∗
F-clc(Y ) ⊆ D∗

f−1F-clc(X) et f−1D∗
F-cc(Y ) ⊆ D∗

f−1F-cc(X)

On suppose maintenant F • ∈ D+
F-clc(Y ).

b) Si f0,f1 : X → Y sont F-homotopes, il existe un isomorphisme canonique en catégorie

dérivée entre les complexes f−1
0 F • et f−1

1 F • qui identifie les morphismes

IH∗(Y ;F •)
IH∗(f0)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ IH∗(X;f−1

0 F •) et IH∗(Y ;F •)
IH∗(f1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ IH∗(X;f−1

1 F •)

c) Si X est F-retract par déformation de Y , le morphisme de restriction

IH∗(Y ;F •)−−−−−−−−−−−−−→ IH∗ (X;F •
X

)

est un isomorphisme.

Démonstration

a) Affirmation évidente.
b) Soit h : [0,1]×X → Y une F-homotopie entre f0 et f1. Pour

chaque t ∈ [0,1], notons it : X → [0,1]×X l’application x �→
(t,x) et ft := h ◦ it = h(t, −). Soit p : [0,1]×X � X la pro-
jection canonique (t,x) �→ x, on a p ◦ it = idX . En appli-
quant au morphisme d’adjonction(h−1F •) → it∗ i

−1
t (h−1F •) ≡

it∗
(

f−1
t F •

)

le foncteur p∗, on obtient un morphisme naturel de foncteurs :

Ξt(F •) : p∗(h−1F •)−−−−−−−−−−−−−→p∗ it∗
(

f−1
t F •) ≡ f−1

t F • .

Montrons que IRΞt(−) : IRp∗h
−1(−) → f−1

t (−) est un isomorphisme naturel de
foncteurs définis sur la catégorie D+

FY -clc(Y ) à valeurs dans D+(X).

Réduction au cas des faisceaux F-clc. Soient F ,G : A1 � A2 deux foncteurs addi-
tifs entre catégories abéliennes dont A1 possède assez d’injectifs. Soit Ξ : F → G une
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transformation naturelle entre ces foncteurs. Pour tout complexe M • ∈ D(A1) et tout
m ∈ Z, on a le triangle exact (cf. 3.2.6-(d)) :

−∞�M •	m−−−−−−−−−−−−−→M • −−−−−−−−−−−−−→m+1�M •	∞ [+1]−−−−−−−−−−−−−→

dont on déduit le morphisme de triangles exacts

IRF
(−∞�M •	m

)

−−−−−−−−−−−−−→ IRF
(

M •)−−−−−−−−−−−−−→ IRF
(
m+1�M •	∞

) [+1]−−−−−−−−−−−−−→
IRΞ(−∞�M •	m)



� IRΞ(M •)



�



�

IRG
(−∞�M •	m

)

−−−−−−−−−−−−−→ IRG
(

M •)−−−−−−−−−−−−−→ IRG
(
m+1�M •	∞

) [+1]−−−−−−−−−−−−−→

Or, [[m+1�M •	∞]]cplx ⊆ [m+ 1,+∞] et alors, par la définition même de foncteur dérivé
à droite, on a

[[IRF
(
m+1�M •	∞

)

]]cplx ⊆ [m+ 1,+∞] .

En particulier, IRcΞ(M •) est un isomorphisme pour tout c � m, si et seulement si,
il en est de même pour IRcΞ(−∞�M •	m). Par conséquent, il suffit de s’assurer que
IRΞ(−∞�M •	m) est un isomorphisme pour tout m ∈ Z, pour que IRF (M •) le soit éga-
lement.

Or, lorsque M • ∈ D+(A1), on a [[M •]]ch ⊆ [−N,∞] pour un certain N ∈ N assez grand
et le triangle exact de complexes d’amplitude finie (cf. 3.2.6-(d)) :

−N�M •	m−1−−−−−−−−−−−−−→−N�M •	m−−−−−−−−−−−−−→m�M •	m = hmM • −−−−−−−−−−−−−→

A partir de là, il est aisé de démontrer par induction sur la taille de l’amplitude des
complexes, qu’il suffit que le morphisme IRΞ(hcM •) : IRF (hcM •) → IRG(hcM •) soit
un isomorphisme pour chaque c ∈ Z, pour que IRΞ(−∞�M •	m), et alors aussi IRΞ(M •),
le soient.

Dans le cas qui nous occupe, F • ∈ D+
F-clc(Y ) et chaque H mF • est F-clc. Nous

sommes donc réduits à prouver que IRΞt(F ) est isomorphisme pour un faisceau F
tel que F S est localement constant sur toute strate S de FY .

La démonstration est une induction sur le nombre de fermés non vides de la filtra-
tion fermée FY . Lorsqu’il n’y a qu’un fermé, le faisceau F est localement constant
et on a déjà démontré que IRΞt(F ) est un isomorphisme. Dans le cas général, on a
la partition Y = S0 ∐

Y1 dont on déduit la partition X = U
∐

F , avec U := f−1
t (S0) et

F := f−1
t (Y1). On note iU : U ↪→ X et iF : F ↪→ X les inclusions respectivement ouverte

et fermée d’où la suite exacte courte de foncteurs

0−−−−−−−−−−−−−→ iU ! i−1
U (−)−−−−−−−−−−−−−→ (−)−−−−−−−−−−−−−→ iF ! i−1

F (−)−−−−−−−−−−−−−→0

permettant de «dévisser » le morphisme IRΞt(F ) suivant :

iU ! i−1
U IRp∗ h−1F −−−−−−−−−−−−−→ IRp∗h

−1F −−−−−−−−−−−−−→ iF ! i−1
F IRp∗ h−1F

[+1]−−−−−−−−−−−−−→
α



� IRΞt(F )



� β



�

iU ! i−1
U f−1

t F −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ f−1
t F −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ iF ! i−1

F f−1
t F

[+1]−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(	)
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L’homotopie h étant filtrée par F, on a le diagramme commutatif

S0 iS0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⊆ Y
iY1←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−⊇ Y1

hU

�

 ⊕

�

h ⊕

�

hF

[0,1]×U
iU−−−−−−−−−−−−−→⊆ [0,1]×X

iF←−−−−−−−−−−−−−−− [0,1]×F

pU



� 




�p 




�pF

U
iU−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⊆ X

iF←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−⊇ F

et, par changement de base sur les sous-diagrammes cartésiennes (p, pU et pF , sont
propres !),

{

i−1
U IRp∗ h−1 = IRpU∗ i−1

U h−1 = IRpU∗ h−1
U

i−1
F IRp∗ h−1 = IRpF ∗ i−1

F h−1 = IRpU∗ h−1
F

dont on déduit les identifications

α = iU !
(

IRΞt(F S0)
)

et β = iF !
(

Ξt(F Y1
)
)

,

qui montrent que α et β sont tous les deux des isomorphismes puisque F S0 est loca-
lement constant, et par hypothèse inductive pour le second, puisque la filtration que F

induit sur Y1 possède un fermé de moins. Ceci termine la démonstration du fait que
IRΞt(F •) est un isomorphisme en catégorie dérivée. La deuxième affirmation de (b) en
découle.

c) On utilise (b) où h est une déformation de rétraction de Y sur X filtrée par F.
Comme h1 est homotope à idY , le complexe h−1

1 F • est isomorphe en catégorie dérivée
à h−1

0 F • = F • et le morphisme naturel

IH∗(Y ,F •)−−−−−−−−−−−−−→≡ IH∗(X;h−1
1 F •) (∗)

est un isomorphisme. En factorisant h1 à travers X par h1 = iYX ◦h′
1, on obtient la fac-

torisation de (∗) en composée d’une injection et une surjection :

IH∗(Y ,F •) ν∗↪−−−−−−−−−−−−−→ IH∗(X;F •
X) ε∗−−−−−−−−−−−−−� IH∗(Y ;h−1

1 F •)

Or, ε∗ est injectif puisque h−1
1 F • = h′

1
−1(F •

X) et que h′
1
−1 ◦ iYX = idX . Par conséquent,

ν∗ est bien bijectif et le théorème est démontré.

3.3.6. Corollaire. Soit (X;F) un espace topologiquement stratifié. Pour tout c ∈ N,

l’image du foncteur

IRic∗ : D+
F-clc(U

c) � D(U c+1)

est contenue dans D+
F-clc(U

c+1). En particulier,

IRiXU 0∗
(

D+
clc(U

0)
)

⊆ D+
F-clc(X) .
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Démonstration. Soit F • ∈ D+
F-clc(U

c). On doit montrer que pour toute strate S de F

contenue dans U c+1 et pour chaque m ∈ Z, le faisceau H m
(

IRic∗ F •
)

S est localement
constant.

Lorsque S ⊆ U c on n’a rien à démontrer puisque H m
(

IRic∗ F •
)

S = H mF •
S .

Lorsque S ⊆ Sc+1, et puisque la question est de nature locale, on se ramène, grâce à la
structure d’espace topologiquement stratifié de U c+1, au voi-
sinage de chaque point x ∈ S de la forme Nx ∼ R

n × cx(L(x)),
où L(x) est un espace topologiquement stratifié compact. La
filtration de Nx induite par F correspond alors à la filtration
donnée par les inclusions

R
n × cx(L(x)j) ⊇ R

n × cx(L(x)j−1) ⊇ ·· · ⊇ R
n × cx(L(x)−1) = R

n ,

et N ′
x := U c ∩ Nx correspond à R

n × cx(L(x))\R
n ×{x} = R

n × ]0,1[×L(x).

Notons L := {0}×{1/2}×L(x). Il est parfaitement clair que chaque y ∈ Nx ∩ S admet
une base de voisinages Ny “homothétique” de Nx et tels que les ouverts N ′

y := U c ∩ N(y)
sont tous F-homotopes à L. Il s’ensuit, grâce au théorème d’homotopie 3.3, que pour tout
F • ∈ D+

F-clc(N
′
x) et tout m ∈ Z, les morphismes canoniques de restriction

IHm(L;F •
L
)←−−−−−−≡ IHm(N ′

x;F •)−−−−−→≡ IHm(N ′
y;F

•)=IHm(Ny,IRic∗F •)=
[

H mIRic∗F •]

y
αNy

�


≡

sont des isomorphismes. En particulier, on a une suite naturelle de morphismes dont la
composée est bijective pour tout y ∈ Nx ∩ S :

IHm (L;F •
L
)

αNx−−−−−−−−−−−→≡ IHm (Nx, IRic∗ F •)→Γ (Nx∩S;H m IRic∗ F •
S)→

[

H m IRic∗ F •]

y

βNx

�


Le morphisme βNx
définit ainsi un morphisme de faisceaux clairement bijectif :

IHm (L;F •
L
)
Nx∩S

−−−−−−−−−−−−−→H m IRic∗ F •
Nx∩S .

Il convient de relever le résultat suivant prouvé dans cette démonstration.

3.3.7. Corollaire. On a ic : U c ↪→ U c+1 ⊇ Sc+1 � x et F • ∈ D+
F-clc(U

c).

a) Il existe un isomorphisme canonique :

[

H m IRic∗ F •]

x
≡ IHm

(

L(x);F •
L(x)

)

Le sens intrinsèque du complexe F •
L(x) étant celui donné par le théorème d’homotopie

(3.3-(b)).

b) Il existe une base de voisinages ouverts Nx de x dans U c+1 tels que

IH∗
c (Nx;IRic∗ F •) = 0
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Démonstration. L’assertion (a) est claire. Pour (b), on considère pour chaque voisinage
Nx ∼ R

n × cx(L) de la démonstration, les sous-voisinages

N ′
x ∼ IBn×c′x(L) ⊆ N ′

x ∼ IBn×c′x(L) ,

où on a noté IBn la boule fermée de R
n de centre 0 et rayon 1, et

c′s(L) :=
L× [0,1/2[

L×{0} et c′s(L) :=
L× [0,1/2]

L×{0}
.

On observera que N ′
x est un voisinage compact de x réunion disjointe du voisinage ou-

vert N ′
x et du compact Z :=

(

IBn×L×{1/2}
)

. La suite d’hypercohomologie à supports
compacts relative à cette décomposition et au complexe IRic∗ F • est :

[+1]−−−−−−−−−−−−−→ IHm
c (N ′

x;IRic∗ F •)−−−−−−−−−−−−−→ IHm (N ′
x;IRic∗ F •)

qm−−−−−−−−−−−−−→ IHm (Z;
(

IRic∗ F •)

Z)
[+1]−−−−−−−−−−−−−→

où qm s’identifie au morphisme de restriction de IHm (N ′
x ∩ U c;F •) vers IHm (Z;F •), car

Z ⊆ U c. Le morphisme qm est donc un isomorphisme en vertu théorème d’homotopie (3.3)
puisque N ′

x ∩ U c est F-homotope à Z . On en déduit l’annulation des termes IHm
c (N ′

x;F •)
ce qui termine la preuve du corollaire.

3.4 Dualité de Grothendieck-Verdier
3.4.1. Image directe à supports propres. Soit f : X → Y une application continue
entre deux espaces localement compacts. Le foncteur « image directe à supports propres »
f! : Faisk(X) � Faisk(Y ) associe à un faisceau F le faisceau :

U ⊆ Y � f!F (U) :=
{

σ ∈ Γ (U ;F )
∣
∣
∣ f |σ| : |σ| → U est propre

}

;

c’est un foncteur additif et exact à gauche. Un faisceau c-mou est f!-acyclique et comme
le produit tensoriel par un c-mou est c-mou, le foncteur dérivé IRf ! est entièrement dé-
terminé par la donnée d’une résolution c-molle particulière du faisceau constant kX . En
effet, étant donnée une telle résolution I • :

0 → kX
ε−−−−−−−−→I 0−−−−−−−−→I 1−−−−−−−−→·· ·−−−−−−−−→I d−−−−−−−−→·· · ,

le complexe

0 → F = F ⊗kX
kX

ε−−−−−−−−→F ⊗kX
I 0−−−−−−−−→F ⊗kX

I 1−−−−−−−−→·· ·−−−−−−−−→F ⊗kX
I d−−−−−−−−→·· · (∗)

est exact pour tout F ∈ Faisk(X) puisque tout faisceau de k-espaces vectoriels est néces-
sairement plat. La suite (∗) définit donc une résolution c-molle de F et

IRf !(F ) ≡ f!(F ⊗ I •)

3.4.2. Remarque importante. Lorsque F • est un complexe de faisceaux (illimité),
le terme de degré m de F • ⊗ I • est la somme directe

⊕

a+b=m F a ⊗ I b et c’est un
faisceau c-mou (12). D’autre part, le foncteur fI •,! : F • � f!(F • ⊗ I •), étant additif de

12 Conséquence du fait qu’une limite inductive filtrante de faisceaux c-mous est c-molle
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C∗
k(X) vers C∗

k(Y ), définit un foncteur entre les catégories de complexes à homotopie
près K∗

k(X) � K∗
k(Y ), et induira un foncteur entre catégories dérivées s’il transforme

un quasi-isomorphisme en quasi-isomorphisme, ou bien s’il transforme un complexe acy-
clique en un complexe acyclique (argument du cône d’un morphisme), ou bien encore si
f! transforme un complexe acyclique c-mou en complexe acyclique ; ceci parce que fI •,!

est la composée du foncteur exact − ⊗ I •, qui produit de complexes c-mous, par f! . Le
domaine de définition du foncteur dérivé IRf ! dans Dk(X) dépend de la réponse à cette
question.

La théorie générale des foncteurs dérivés à droite prouve l’existence de IRf ! sur D+
k (X)

et montre même que fI •,! en est une réalisation. Lorsque dimch(X) = d < ∞ on peut aller
beaucoup plus loin.

En effet, soit (M •;∂ •) un complexe (illimité) acyclique de faisceaux c-mous. Pour tout
m ∈ Z, le complexe τ�m−d M • :

0 → N := ker(∂m−(d+1))↪−−−−−−−−−−−−−→⊆ Mm−(d+1) ∂m−(d+1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→·· · · · · ∂m−1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Mm ∂m−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→·· ·

est une résolution c-molle de N et donc

hm[f!(M •)] =
ker(f!(∂m))

im(f!(∂m−1))
≡ IRd+1f !(N ) = 0

puisque, X étant de dimension cohomologique d, le faisceau constant kX admet une ré-
solution c-molle de longueur d, et qu’alors le complexe IRf !(N ) = f!(N ⊗ I •) est nul en
degrés supérieurs à d.

Par conséquent, lorsque dimch(X) < ∞ (ce que nous supposons désormais), le foncteur
fI •,! : K∗

k(X) � K∗
k(Y ) préserve l’acyclicité des complexes, qu’ils soient limités ou non,

et induit un foncteur de fI •,! : Dk(X) � Dk(Y ) sans restrictions.
Ce foncteur ne dépend pas de I •. En effet, soit kX → Q • une autre résolution c-molle

de kX . En appliquant le foncteur − ⊗ Q • à la résolution F • ε−−−→F • ⊗ I • on a un quasi-
isomorphisme de complexes c-mous F • ⊗ Q • → F • ⊗ I • ⊗ Q •, dont on déduit le quasi-
isomorphisme canonique

fQ•,!(F •)−−−−−−−−−−−−−→fI •⊗Q•,!(F •)

puisque f! préserve les quasi-isomorphismes entre complexes c-mous. On a de même un
quasi-isomorphisme canonique fI •,!(F •) → fI •⊗Q•,!(F •) et donc fI •,! ≡ fQ•,! . On note
alors

IRf ! : Dk(X) � Dk(Y )

le foncteur ainsi défini dont on retiendra la réalisation

IRf !(F •) = f!(F • ⊗kX
I •)

avec kX → I • une résolution c-molle de longueur égale à dimch(X).

3.4.3. Proposition. Soient X
f−−−−−−−−→Y

g−−−−−−−−→Z deux application continues entre espaces lo-

calement compacts métrisables.

a) Si F ∈ Faisk(X) est c-mou, f!F est c-mou.
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b) Le morphisme canonique IR(g ◦ f) → IRg!◦IRf ! est un isomorphisme.

Démonstration

a) Soit K une partie compacte de Y et σ une section de f!F au-dessus de K . On sait que
cette section est la restriction à K d’une section τ ∈ Γ (U ;f!F ) pour un certain voisi-
nage ouvert U de K . Notons Ũ := f−1U . Par définition de f! , on a τ ∈ Γ

(

Ũ ;F
)

telle
que f |τ | : |τ | → U est propre. Comme F est c-mou et que K̃ := f−1K est une partie
compacte de Ũ (propreté de f |τ |), il existe un voisinage compact K̃ε de K̃ dans U , et
une section τ̃ ∈ Γ (Ũ ;F ) telle que :

|τ̃ | ⊆ K̃ε et τ̃ K̃ = τ K̃

Il est clair maintenant que τ̃ ∈ Γ (U ;f!F ) est à support compact contenu dans U et
qu’elle prolonge τ K . La section τ̃ se prolongeant par zéro à Y tout entier, ceci prouve
que f!F est c-mou.

b) Soit F → I • une résolution injective de F ∈ Faisk(X). Comme tout injectif est c-mou,
le complexe f!I • est un complexe d’objets acycliques pour g! et le morphisme canonique
g!(f!I •) → IRg!(f!I •) est un quasi-isomorphisme. Or le premier terme est précisément
IR(g ◦ f)!(F ) et le second est IRg!(IRf ! F ).

3.4.4. Plongements localement fermés. Les premiers exemples du foncteur image
directe à support propre apparaissent dans le cas des plongements localement fermés
iS : S ↪→ X , où le foncteur iS! est exact et admet un adjoint à droite : le foncteur des «sec-
tions à support dans S ». On a un isomorphisme canonique naturel pour tous F ∈ Fais(S)
et G ∈ Fais(X)

Hom(iS! F ,G) ≡ Hom(F ,ΓSG) .

d’où un isomorphisme d’adjonction en catégories dérivées :

HomDk(X)
(

iS! − , −
)

≡ HomDk(S)
(

− , IRΓS −
)

.

Dans le cas particulier où S est une partie ouverte U de X , le foncteur de restriction
i−1
U est aussi adjoint à droite de iU ! et donc i−1

U = ΓU . Par conséquent

Γ (U , −) = Hom
(

kU , i−1
U −

)

≡ Hom
(

iU !(kU), −
)

,

où le faisceau iU !(kU), appelé le «prolongement par zéro de kU », est traditionnellement
noté ‘kU ’ malgré l’ambigüıté manifeste de cette notation.

La dernière équivalence induit une équivalence de foncteurs définis sur C∗(X) :

Γ (U ,F •) = Hom•(kU , i−1
U (F •)

)

≡ Hom•( iU !(kU),F •)

dont on déduit, sur D+
k (X) :

IRΓ (U , −) ≡ IRHom•(kU ; −) ≡ IRΓ
(

X;IRHom•(kU ; −)
)
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3.4.5. Remarque. Nous nous sommes limités à formuler l’équivalence sur D+ et non pas
sur D. En fait, sous des hypothèses de finitude de dimch(X), les foncteur IRΓ (U , −) et
IRHom•(kX, −) sont bien définis sur la catégorie Dk(X) tout entière (13) et l’équivalence
en question est toujours vérifiée. Comme nous n’aurons pas besoin de cette généralité, les
foncteurs IRHom•(− , −) et IRHom•(− , −) seront considérés définis uniquement sur les
sous-catégories C− ×C+ et C∗ ×Cb dans lesquelles il est facile de vérifier l’acyclicité de
Hom•(F •,I •) lorsque F • ou I • (chaque I m étant injectif !) est acyclique. En effet, Hom•

est alors le complexe simple associé au bicomplexe Hom((−) •,(−) •) (anti-diagonales fi-
nies !) et il sera acyclique lorsque toutes les lignes ou toutes les colonnes du bicomplexe
sont exactes.

Pour tous F •,G • ∈ C− ×C+ (resp. F •,G • ∈ C∗ ×Cb), on a donc

IRHom•(F •,G •) ≡
ε

Hom•(F •,I •)

où ε : G • → I • est une résolution injective avec I • ∈ C+ (resp. I • ∈ Cb (14))

3.4.6. Exercices. Pour tout ouvert U ⊆ X et tout faisceau F , on note FU := iU !(F U).
L’application f : X → Y est continue.

a) Montrer que kU est un faisceau d’anneaux (pas nécessairement avec identité multipli-
cative). Montrer que FU est muni d’une structure naturelle de kU -module.

b) Montre l’égalité f−1kU = kf−1(U).
c) Étant données deux ouvert V ⊆ U le morphisme iV ! i

−1
V → id donne une injection ca-

nonique FV → FU . En particulier, pour tous ouverts U1,U2 on a deux injections cano-
niques

FU1∩U2 −→ FU1 ⊗ kU1
←− FU1 ⊗ kU2

.

Montrer que leurs images cöıncident et que FU1∩U2 ≡ FU1 ⊗ kU2

d) Comme dans (c), on a des injections :

f!
(

Ff−1(U)
)

−→ f!F ←−
(

f!F
)

⊗ kU

Montrer que leurs images cöıncident et qu’on a un isomorphisme canonique

f!(F ⊗ f−1kU) ≡
(

f!F
)

⊗ kU

e) Prouver que tout faisceau est le quotient d’une somme directe infinie de faisceaux de
la forme kU . En déduire que pour tout Q ∈ Faisk(X) il existe une présentation (suite
exacte à droite) de la forme :

⊕

β kUβ
−−−−−−−−−−−−−→⊕

α kUα
−−−−−−−−−−−−−�Q → 0

13 Cf. [BoAl] §V 5.18 p. 112.
14 Possible sous l’hypothèse dimch(X) < ∞, cf. [BoAl] §V 1.18 p. 58.
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f) D’après (e), pour tous M,Q il existe Q′ et une suite exacte courte :

0 → M ⊗ Q′ −−−−−−−−−−−−−→⊕

α MUα
−−−−−−−−−−−−−�M ⊗ Q → 0

En supposant M c-mou, montrer que le terme centrale de cette suite est c-mou, puis
que H1(U ,M ⊗ Q) = H2(U ;M ⊗ Q′) pour tout ouvert U ⊆ X .

En déduire que si dimch(X) < ∞, le produit tensoriel N ⊗ M est c-mou pour tout
N ∈ Faisk(X) pour peu que M le soit.
Indication. Utiliser le critère qui affirme qu’un faisceau N est c-mou, si et seulement si,
H1

c(U ,N ) = 0, pour tout ouvert U ⊆ X .
g) Généraliser l’isomorphisme de (d) lorsque M est c-mou en un isomorphisme

f!(M ⊗ f−1G) ≡
(

f!M
)

⊗ G pour tout G ∈ Faisk(X).

Indication. Sous l’hypothèse M est c-mou, le foncteur f!
(

M ⊗ f−1(−)
)

est exact d’après
(f). Appliquer alors (d) à une présentation (e) de G.

h) En conclure à l’existence d’un isomorphisme naturel pour tous F •,G • ∈ D+
k (X) :

IRf !(F • ⊗ f−1G •) ≡
(

IRf ! F
•) ⊗ G •

3.4.7. Adjonction et dualité de Grothendieck-Verdier. Un exemple fondamental du
foncteur d’image directe à supports propres est cX! où cX : X → pt est l’application cons-
tante. Dans ce cas, cX! est le foncteur de sections à support compact Γc (X, −) et alors
IRmcX! ≡ Hm

c (X, −).

Lorsque X est une variété différentiable (réelle) de dimension d, la dualité de Poincaré
exprime l’existence d’un isomorphisme canonique

Homk

(

H∗
c (X;k),k

)

≡ Hd−∗(X;OrX(k)
)

que nous pouvons réécrire en termes de foncteurs dérivés comme une équivalence de la
forme :

IRHom• (IRcX!(kX),k
)

≡ IRHom• (kX,OrX[d]
)

. (	)

À ce sujet, l’une des contributions majeures de Grothendieck a été de réaliser que l’équi-
valence (	) était le reflet l’existence d’un adjoint à droite pour le foncteur cX! , non pas
dans la catégorie des faisceaux, ce qui est généralement impossible, mais en catégories
dérivées. Intéressé à l’époque par les conjectures de Weil et travaillant dans la cohomo-
logie étale des schémas, Grothendieck démontre l’existence de l’adjoint à droite de IRf !

lorsque f est un plongement fermé ou un morphisme lisse (suffisant dans la pratique),
et demande à J.-L. Verdier d’étudier l’analogue dans le contexte des espaces localement
compacts. Dans sa thèse, Verdier définit, pour toute application continue f : X → Y , le
foncteur « image inverse exceptionnelle » :

f ! : D+
k (Y ) � D+

k (X)
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et démontre l’existence d’un isomorphisme canonique :

IRf ∗ IRHom• (F •,f !G •) ≡ IRHom• (IRf ! F
•,G •) (		)

naturel par rapport à F • ∈ D−
k (X) et G • ∈ D+

k (X), auquel on réfère souvent par «dualité
de Grothendieck-Verdier ».

En appliquant IRΓ (Y , −) à chaque membre de (		), on obtient la forme globale

IRHom• (F •,f !G •) ≡ IRHom• (IRf ! F
•,G •) (��)

dont la cohomologie en degré 0 donne l’adjonction des foncteurs (IRf !,f
!)

HomD(X)
(

F •,f !G •) ≡ HomD(Y )
(

IRf ! F
•,G •)

3.4.8. Exercice. Démontrer à l’aide de la formule de dualité (		) et de l’isomorphisme
3.4.6-(h) l’existence d’un isomorphisme canonique :

f ! IRHom•(F •,G •) ≡ IRHom•(f−1F •,f !G •) (††)

3.4.9. Image inverse exceptionnelle. On remarquera que la simple égalité formelle (��)
renseigne par elle-même de la définition de f ! . En effet, si cette égalité est vérifiée, on doit
avoir pour chaque ouvert U ⊆ X et tout G • ∈ D+

k (Y ) (cf. 3.4.4) :

Γ (U ;f !G •) = Hom•(kU ,f !G •) ≡ Hom•(IRf !(kU);G •) ,

pour peu que G • et f !G • soient tous les deux des complexes de faisceaux injectifs. Par
conséquent, pour toute résolution c-molle kX

ε−−−→I •de longueur dimch(X), on a

Γ (U ;f !G •) ≡ Hom•(f!(kU ⊗ I •),G •) = Hom•(f!(I •
U),G •) .

Réciproquement, si on prend cette dernière équivalence comme définition d’un complexe
de préfaisceaux sur X , i.e., si on pose pour tout G • ∈ D+

k (Y ) :

f !
I •G • : U � Hom•(f!(I •

U),G •) , (‡)

on obtient un complexe de faisceaux qui est injectif lorsque G • l’est (15). Le foncteur addi-
tif f !

I • : C+(Y ) � C+(X) ainsi défini vérifie f !
I •

(

Cb(Y )
)

⊆ Cb(X) et induit un foncteur
de D+

k (Y ) vers D+
k (X) (cf. 3.4.5) indépendant de la résolution (finie) I •, autrement dit,

si K • est une autre résolution c-molle de kX les foncteurs f !
I • et f !

K • sont canoniquement
isomorphes en catégorie dérivée (loc.cit.). Ce foncteur canonique, noté :

f ! : D+
k (Y ) � D+

k (X) ,

est « l’image inverse exceptionnelle ». On a :

15 Cf. [BoAl] §7.14 p. 129
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f !(Db
k(Y )

)

⊆ Db
k(X) .

Les ingrédients de la formule de dualité de Grothendieck-Verdier étant maintenant ex-
plicites, la validité de l’équivalence naturelle (		) dans le cas général se réduit à une
vérification (loc.cit.).

3.4.10. Remarque. Dans le cas d’une composition X
f−−−−−−−−→Y

g−−−−−−−−→Z d’applications conti-
nues, on a un isomorphisme canonique g! ◦ f ! ≡ (g ◦ f)!, obtenu par adjonction de l’isomor-
phisme IR(g ◦ f)! ≡ IRg!◦IRf ! (3.4.3-(b)).

3.4.11. Complexe dualisant. En appliquant la formule de dualité de Grothendieck-
Verdier (3.4-(		)) à f = cX : X → pt, on a c!

X k ∈ Db(X) et

Hom•
k(IRcX! F •,k) ≡ IRHom• (F •, c!

X k
)

≡ IRΓ
(

X;IRHom•(F •, c!
X k)

)

(∗)

d’où
Homk

(

IH∗
c (X;F •),k

)

≡ IH−∗ (X;IRHom•(F •, c!
X k)

)

qui montre que : le dual de l’hypercohomologie à support compact d’un complexe s’identifie

à l’hypercohomologie d’un autre complexe : son dual de Verdier.

3.4.12. Définitions
a) Pour tout F • ∈ Dk(X) on appelle «dual de Verdier de F • » l’objet de Dk(X) :

D•
X,kF • := IRHom•(F •, c!

X k) , (	)
On note plutôt D•

X pour k sous-entendu. La première équivalence de (∗) s’écrit alors :
D•

pt ◦ IRcX! = IRcX∗ ◦D•
X .

b) Le «(complexe) dualisant de X » est le dual de Verdier du faisceau constant :

ID•
X,k := D•

X(kX) = c!
X k .

On a, par construction,
[[ID•

X,k]]ch ⊆ [−dimch(X),0]

On note plutôt ID•
X pour k sous-entendu, p. e. : D•

XF • := IRHom•(F •, ID•
X).

La proposition suivante donne une liste de conséquences formelles de la dualité de
Grothendieck-Verdier.

3.4.13. Proposition. On suppose dimch(X) < ∞ et dimch(Y ) < ∞.

a) Le foncteur D•
X : Dk(X) → Dk(X) est additif, contravariant et exact. De plus, il vérifie

D•
X(Db

k(X)) ⊆ Db
k(X), et est autoadjoint sur Db

k(X), i.e. :

IRHom•(F •,D•
XG •) ≡ IRHom•(G •,D•

XF •)

pour tous F •,G • ∈ Db
k(X). En particulier, l’adjoint de id : D•

X → D•
X est un morphisme

canonique de foncteurs sur Db
k(X) :

id � D•
X ◦D•

X .
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b) Le foncteur (contravariant) Homk

(

IHm
c (X; −),k

)

: Dk(X) � Vect(k) est représentable

quel que soit m ∈ Z. Plus précisément :

Homk

(

IHm
c (X; −),k

)

≡ HomDk(X)
(

− , ID•
X[−m]

)

c) Pour toute application continue f : X → Y , on a :






i) ID•
X ≡ f ! ID•

X

ii) D•
Y ◦ IRf ! ≡ IRf ∗ ◦D•

X : Db
k(X) � Db

k(Y )

iii) D•
X ◦ f−1 ≡ f ! ◦D•

Y : Db
k(Y ) � Db

k(X)

En particulier, la dualité de Grothendieck-Verdier commute à la restriction à un ou-

vert et à l’image directe d’un fermé.

d) Soit U une parte ouverte de X de complémentaire F := X\U . Le foncteur D•
X trans-

forme le triangle fondamental :

iU ! i−1
U F • −−−−−−−−−−−−−→F • −−−−−−−−−−−−−→ iF ! i−1

F F • [+1]−−−−−−−−−−−−−→
en un triangle exact

iF ! D•
F

(

F •
F

)

−−−−−−−−−−−−−→D•
XF • −−−−−−−−−−−−−→ IRiU∗ D•

U

(

F •
U

) [+1]−−−−−−−−−−−−−→
|| || ||

iF ! i!F D•
XF • −−−−−−−−−−−−−→D•

XF • −−−−−−−−−−−−−→ IRiU∗ i−1
U D•

XF • [+1]−−−−−−−−−−−−−→
naturellement isomorphe au deuxième triangle fondamental pour X = U

∐

F , soit

D•
X

(

∆(U ,X,F ; −)
)

≡ ∆
(

F ,X,U ;D•
X −

)

Démonstration. Les endroits où la dualité de Grothendieck-Verdier (3.4) est utilisée sont
indiqués par le signe ‘GV’.

a) Découle des identifications naturelles

IRHom•(F •,D•
XG •)=IRHom•(F •,IRHom(G •,ID•

X))≡IRHom(F •⊗kX
G •,ID•

X)

où le rôles de F • et G • peuvent être interchangés.
b) Hom

(

Hm
c (X; −),k

)

= h−m
[

Hom•(IRΓc (X; −),k
)]

||| GV

h−m
[

IRHom• (− , ID•
X

)]

||
h0[IRHom• (− , ID•

X[−m]
)]

= HomD(X)
(

− , ID•
X[−m]

)

c) (i) f ! ID•
Y = f ! c!

Y k = c!
Xk, d’après 3.4.10.

(ii) D•
Y ◦ IRf !(−) =

1
IRHom•(IRf !(−), ID•

Y ) ≡
GV

IRf ∗ IRHom•((−),f ! ID•
Y )

≡
2

IRf ∗ IRHom•((−), ID•
X) =

3
IRf ∗D

•
X(−)

=
1
,=

3
par définition, ≡

2
d’après (i).

(iii) Par adjonctions, d’après (ii) et (a).
d) Exercice.
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3.4.14. Remarque. Le morphisme de foncteurs id → D•
X ◦D•

X de 3.4.13-(a) peut être dé-
fini plus généralement sur tout Dk(X), mais nous n’avons pas besoin de cette généralité
(cf. [BoAl] §V 8.9 p. 138).

3.5 Dualité de Poincaré sur les variétés topologiques
On rappelle qu’une «variété topologique de dimension d » est un espace topologique mé-

trisable, dénombrable à l’infini et tel que tout point admet un voisinage homéomorphe à
R

d. Une variété topologique de dimension d est de dimension cohomologique égale à d.
Une variété topologique peut ne pas admettre de structure différentielle.

3.5.1. Faisceau d’orientations. Sur une variété topologique X de dimension d, la cor-
respondance :

U � HomZ(Hd
c (U ;Z);Z)

défini un préfaisceau sur X localement constant de fibres Hd−1(Sd−1;Z) � Z, puisque tout
point admet une base de voisinages homéomorphes à R

d. Le faisceau engendré par ce
préfaisceau, noté OrX(Z), est « le faisceau d’orientations de X » ; c’est un ZX-module lo-
calement libre de rang 1. Plus généralement, le faisceau OrX(A) construit par ce procédé
en remplaçant Z par un anneau A est « le faisceau des A-orientations de X ». Il existe
un isomorphisme canonique

OrX(A) ≡ OrX(Z) ⊗kX
AX .

On dit que X est «orientable sur A » lorsque OrX(A) est isomorphe au faisceau cons-
tant AX . Dans ce cas, «choisir une orientation » signifie fixer un isomorphisme particulier
OrX(A) ≡ AX .

3.5.2. Exercice. Soit k un corps. Montrer que sur un espace topologique connexe, un fais-
ceau localement constant de fibres isomorphes à k et isomorphe à kX , si et seulement si,
il admet une section globale non nulle.

D’un point de vue heuristique, orienter une variété topologique sur Z revient à fixer, de
manière cohérente sur X , un générateur de Hd−1(Sd−1;Z) pour chaque sphère assez pe-
tite ; chaque générateur correspondant alors à l’une des deux orientations possibles de la
sphère.

Exemples. Comme le faisceau OrX(A) est localement constant sur X , il correspond à
une famille de représentations {ρi : π1(Xi) → IsoA(A)}, où {Xi} est la famille des com-
posantes connexes de X . Par conséquent :

• Si X est connexe et simplement connexe, elle est toujours orientable.
• Si A est le corps à deux éléments F2 = {0,1}, on a IsoF2(F2) = id et les représentations

ρi sont triviales. Toute variété topologique est donc orientable sur F2.

– 63 –



§3.5 Alberto Arabia §3

3.5.3. Le cas des variétés différentielles. Lorsque X est une variété différentielle con-
nexe de dimension d, le complexe des faisceaux des formes différentielles réelles (complexe
de de Rham) Ω∗

X est une résolution du faisceau constant RX (lemme de Poincaré) où
chaque faisceau Ωr

X est c-mou puisque X admet des partitions de l’unité C ∞. Il s’ensuit
que IRΓc (U ;kR) = Γc (U ;Ω∗

X) = Ω∗
c(U) et la correspondance

U � HomR(Ω∗
c(U);R)

est un complexe de faisceaux (!) injectifs d’amplitude [−d,0] et d’amplitude cohomologique
concentrée en [−d] :

0 → I −d δ−d+1−−−−−−−−−−−−−−−−→I −d+1 δ−d+2−−−−−−−−−−−−−−−−→·· · · · · δ−1−−−−−−−−−−−−−−−→I −1 δ0−−−−−−−−−−−−−−−→I 0 → 0

Comme le préfaisceau ker(δ−d+1) est toujours un faisceau et qu’il s’agit précisément de
OrX(R), les sections de OrX(R) au-dessus de un ouvert U sont données par

Γ (U ;OrX(R)) = HomR(Hd
DR,c(U),R) (

∫

U)
et, en particulier :

Γ (X;OrX(R)) = HomR(Hd
DR,c(X),R)

dont on déduit les équivalences

X est orientable ⇐⇒ dimk(Hd
DR,c(X)) = 1 ⇐⇒ dimk(Hd

DR,c(X)) �= 0

Enfin, les égalités (
∫

U) montrent aussi que choisir une orientation revient à se donner
une famille d’« intégrales » ∫

U

: Hd
DR,c(U) → R

“compatibles” en ce sens que si µ ∈ Hd
DR,c(V ) et que V ⊆ U , on a

∫

V µ =
∫

U µ. À partir
de là, il est aisé de retrouver d’autres notions d’orientabilité pour les variétés différentielles
habituellement introduites à l’occasion de l’intégration.

3.5.4. Le cas des variétés topologiques. Tout ce que nous venons de dire pour les
variétés différentielles est vrai pour les variétés topologiques moyennant les changements
suivants :

• R est remplacé par un corps k.
• Ω∗

X est remplacé par une résolution c-molle de kX d’amplitude [0,d].
• HDR,c(U) est remplacé par Hc(U ;kU).

3.5.5. Proposition. Soit X une variété topologique.

a) D•
X,kkX ≡ OrX(k)[dim(X)].

b) D•
X,kOrX(k) ≡ kX[dim(X)].
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Démonstration. L’assertion (a) se démontre de manière tout à fait analogue au cas dif-
férentiable (cf. 3.5). Pour (b), on a

D•
XOrX = IRHom•(OrX,OrX)[dim(X)] ,

par définition de D•
X et d’après (a). D’autre part

IRHom•(OrX,OrX)[dim(X)] = Hom(OrX,OrX)[dim(X)]

puisque pour tout système local L on a IRHom•(L, −) = Hom•(L, −). Enfin, le fais-
ceau Hom(OrX,OrX) est un système local de fibre k ayant une section globale nulle part
nulle, à savoir id : OrX → OrX , donc Hom(OrX,OrX) ≡ kX (cf. ex. 3.5.2).

3.5.6. Théorème. Soit X une variété topologique.

a) Pour tous F •,G • ∈ Db
clc(X) et tout x ∈ X , le morphisme canonique

[

IRHom•(F •,G •)
]

x
−−−−−−−−−−−−−→Hom•

k(F •
x,G •

x)

est un isomorphisme.

b) IRHom• (Db
clc(X),Db

clc(X)
)

⊆ Db
clc(X) et de même pour Db

cc(X).
c) D•

X

(

Db
clc(X)

)

⊆ Db
clc(X) et D•

X

(

Db
cc(X)

)

⊆ Db
cc(X).

d) Pour tout F • ∈ Db
clc(X), on a [[D•

XF •]]ch = −[[F •]]ch −dimch(X).
e) Le morphisme de bidualité F • → D•

X ◦D•
X(F •) (3.4.13-(a)) est un isomorphisme pour

tout F • ∈ Db
cc(X).

f) Si X est équidimensionnelle et orientable elle vérifie la dualité de Poincaré.

g) Si X est compacte, dimk

(

IH∗(X;F •)
)

< ∞, pour tout F • ∈ Db
cc(X). En particulier,

les nombres de Betti de X sont finis.

Démonstration. On notera (−)∨ := Homk(− ,k).

a,b) Comme les catégories Db
clc(X) et Db

cc(X) sont triangulées stables par troncature et
décalage, et que IRHom•(− , −), [IRHom•(− , −)]x et Homk

(

(−)x,(−)x

)

sont des
(bi)foncteurs exacts, on se ramène par troncatures et décalages successifs à vérifier que
pour tous L1,L2, faisceaux localement constants, on a

{
a-loc)

[

IRHom•(L1,L2)
]

x
→ Hom•

k(L1,x,L2,x) est un isomorphisme

b-loc) IRHom(L1,L2) est clc (resp. cc si les Li le sont)

On commence par remarquer que pour toute résolution injective ε : L2 → I • le mor-
phisme induit

Hom(L1,L2)−−−−−−−−−−−−−→(ε) Hom(L1,I •)

est un quasi-isomorphisme. En effet, pour tout ouvert contractile V ⊆ X , on a

Γ
(

V ;Hom(L1,I •)
)

= Homk

(

Γ (V ;L1),Γ (V ;I •)
)

puisque L1 V est isomorphe au faisceau constant Γ (V ;L1)V
. D’autre part, le complexe

Γ (V ;I •) calcule la cohomologie H∗(V ;L2) dont on sait qu’elle nulle en degrés posi-
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tifs puisque V est contractile et que L2 est localement constant. Par exactitude de
Homk(− , −) (kdimk est un corps), on conclut que

hm
[

Γ
(

V ;Hom(L1,I •)
)]

= 0 , pour tout m > 0.
On a donc bien

{
H mHom(L1,I •) = 0 pour m > 0, et
Hom(L1,L2)−−−−−−−−→(ε) H 0Hom(L1,I •) est un isomorphisme

Par conséquent, IRHom(L1,L2) = Hom(L1,L2), où ce dernier faisceau est locale-
ment constant puisque sa restriction à tout ouvert contractile V vérifie :

Hom(L1,L2) V ≡ Homk(L1(V ),L2(V ))
V

,

et les assertions (a-loc) et (b-loc) suivent.
c) Conséquence immédiate de (b) puisque ID•

X est un système local sur une variété topo-
logique (3.5.5).

d) Le complexe D•
XF • est clc d’après (c) et on peut appliquer (a). Pour x ∈ X , on a donc

(D•
XF •)x ≡ Hom•

k(F •
x,(ID•

X)x) ≡ Hom•
k(F •

x,k)[dimch X], d’où l’égalité voulue.
e) Comme dans (a) et (b), on se ramène par troncatures et décalage à vérifier que pour

tout système local L le morphisme canonique ε : L → D•
X ◦D•

XL est bien bijectif. Par
(c), le complexe D•

X ◦D•
XL est clc et on peut appliquer (a). Pour chaque x ∈ X le

morphisme εx : Lx → (D•
X ◦D•

XL)x s’identifie alors à l’injection canonique Lx ↪→ L∨∨
x ,

bijective lorsque Lx est de dimension finie.
f) Par dualité de Grothendieck-Verdier et 3.5.5, on a

H∗
c (X;kX)∨ ≡ H−∗(X, ID•

X,k

)

≡ Hdim(X)−∗(X;OrX(k)
)

,

et comme X est orientable, OrX(k) � kX .
g) Lorsque X est compacte, on peut effacer l’indice ‘c’ dans la cohomologie et alors

IH∗(X;F •)∨∨ ≡ IH−∗ (X;D•
XF •)∨ ≡ IH∗ (X;D•

XD•
XF •) ≡ IH∗(X;F •) ,

d’après (d). Ceci prouve la finitude des dimensions des espaces IHm(X;F •).

3.6 Stabilité de Db
F-clc(X) par dualité de Grothendieck-Verdier

Nous démontrons les principales propriétés de la dualité de Grothendieck-Verdier (sur
un corps k) sur les catégories triangulées Db

F-clc(X) et Db
F-cc(X), où (X;F) est un espace

topologiquement stratifié.

3.6.1. Lemme technique. On reprend les notations de 3.3.7 pour l’espace topologique-

ment stratifié (X,F) de dimension d. On note

U c ic−−−−−−−−−−−−−→⊆ U c+1 jc+1←−−−−−−−−−−−−−−−⊇ Sc+1 , et Zc := X\U c = Sc+1 ∐

Sc+2 ∐ · · ·∐

Sd .

a) Il existe un isomorphisme naturel de foncteurs définis sur Db
F-clc(U

c)
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ic!◦D•
Uc −−−−−−−−−−−−−→≡ D•

Uc+1 ◦ IRic∗

En particulier, (iXUc)! ◦D•
Uc −−−−−−−−−−−−−→≡ D•

X ◦ IR(iXUc)∗ .
b) Il existe un isomorphisme de foncteurs de Db

F-clc(X) vers Db
F-clc(Z

c)

i−1
Zc ◦D•

X −−−−−−−−−−−−−→≡ D•
Zc ◦ i!Zc

En particulier,

i−1
S ◦D•

X −−−−−−−−−−−−−→≡ D•
S ◦ i!S , pour toute strate S ∈ F.

c) Les isomorphismes de (a) et (b) induisent un isomorphisme de triangles exacts :

D•
X

(

∆(Zc,X,U c; −)
)

≡ ∆
(

U c,X,Zc;D•
X(−)

)

sur Db
F-clc(X).

En particulier, on a des isomorphismes de foncteurs définis sur Db
F-clc(X)

D•
X ◦D•

X

(

∆
(

U c,X,Zc; (−)
)

≡ ∆
(

U c,X,Zc;D•
X ◦D•

X(−)
)

,

D•
X ◦D•

X

(

∆
(

Zc,X,U c; (−)
)

≡ ∆
(

Zc,X,U c;D•
X ◦D•

X(−)
)

.

Démonstration

a) Le morphisme en question, qu’on va noter γ , est obtenu par composition de morphismes
déjà rencontrés :

ic!◦D•
Uc ←−→≡ ic!◦D•

Uc ◦ i−1
c ◦IRic∗ ←−→≡ iUc!◦ i−1

c ◦D•
Uc+1 ◦ IRic∗−−−−−−−−−→D•

Uc+1 ◦ IRic∗
γ

�


Comme γ U est l’identité, γ sera un isomorphisme, si et seulement si, le germe γx est un
quasi-isomorphisme pour tout x ∈ Sc+1, ou encore, comme i−1

x ◦ ic! = 0 par changement
de base, si et seulement si, les cohomologies suivantes sont nulles :

H ∗[D•
Uc+1 IRic∗ F •]x = lim−→ V �x h∗[IRΓ (V ;D•

Uc+1 IRic∗ F •)]

= lim−→ V �x Homk

(

IH∗
c (V ∩ U c;F •);k

)

Or, c’est ce qui a été prouvé dans 3.3.7-(b).
La deuxième assertion découle par itération de la première sur l’égalité

(iXUc)! ◦D•
Uc = id−1!◦· · · ◦ ic+1!◦ ic!◦D•

Uc

b,c) À l’aide de l’isomorphisme de (a) nous construisons un morphisme de triangles de
∆(U c,X,Zc;D•

X(F •)) vers D•
X

(

∆(Zc,X,U c;F •)
)

:

D•
X IRiXUc∗ iX−1

Uc F • −−−−−−−−−−−−−→D•
XF • −−−−−−−−−−−−−→ D•

X iXZc! i
X!
Zc F • [+1]−−−−−−−−−−−−−→

α

�

 (I)

∣
∣
∣

∣
∣
∣ (II) β

�



iXUc! i
X−1
Uc D•

X F • −−−−−−−−−−−−−→D•
XF • −−−−−−−−−−−−−→ iXZc! i

X−1
Zc D•

X F • [+1]−−−−−−−−−−−−−→

Le morphisme α composé des isomorphes

iXUc! i
X−1
Uc D•

X F • ≡ iXUc! D
•
Uc

(

iX−1
Uc F •) ≡

γ
D•

X IRiXUc∗
(

iX−1
Uc F •)
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le premier général et le second donné dans (a). Comme, d’autre part la construction
de γ est fonctorielle et ne repose sur “rien” elle se fait également sur X auquel cas
il est immédiat de constater son identification à id. Il s’ensuit que le sous-diagramme
(I) est commutatif. Par conséquent, il existe un morphisme β en catégorie dérivée ren-
dant (II) commutatif. Ce morphisme est nécessairement un isomorphisme et comme
D•

X ◦ iXZc! ≡ iXZc!◦D•
Zc , il induit, par restriction à Zc, l’isomorphisme (16)

iX−1
Zc D•

X F • β Zc−−−−−−−−−−−−−→D•
Zc iX!

Zc F •

annoncé dans (b) et (c).
Ceci étant, comme Sc+1 est ouvert dans Zc, on a (iZ

c

Sc+1)! = (iZ
c

Sc+1)−1 et la deuxième
partie de (b) suit.

la preuve de la deuxième partie de (c) utilise 3.4.13-(d).

3.6.2. Dualité de Grothendieck-Verdier sur les espaces stratifiés. Le théorème sui-
vant, généralisation de 3.5.6, est l’une des conséquences majeures du théorème d’homotopie
3.3, notamment de ses corollaires 3.3.6, 3.3.7 et de 3.6.1.

3.6.3. Théorème. Soit (X;F) un espace topologiquement stratifié.

a) IRHom• (Db
F-clc(X),Db

F-clc(X)
)

⊆ Db
F-clc(X) et de même pour Db

F-cc(X).
b) D•

X

(

Db
F-clc(X)

)

⊆ Db
F-clc(X) et D•

X

(

Db
F-cc(X)

)

⊆ Db
F-cc(X).

c) Pour tout F • ∈ Db
F-clc(X), on a [[D•

XF •]]ch =
⋃

S∈F

(

− [[i!S F •]]ch −dimch(S)
)

.

d) Le morphisme de bidualité F • → D•
X ◦D•

X(F •) (3.4.13-(a)) est un isomorphisme pour

tout F • ∈ Db
F-cc(X).

e) Si X est compact, dimk

(

IH∗(X;F •)
)

< ∞, pour tout F ∈ Db
F-cc(X). En particulier,

les nombres de Betti de X sont finis.

Démonstration. Par récurrence sur le nombre de fermés non vides qui interviennent
dans la filtration F. Lorsqu’il n’y a qu’un seul fermé, X est une variété topologique et le
théorème a déjà été démontré (3.5.6).

Dans le cas général, on considère la décomposition X = U
∐

Σ dans laquelle U := S0

est une variété topologique et (Σ;F) est stratifié par une filtration possédant un fermé de
moins que celle de X . Le théorème pourra donc être considéré vérifié pour U et Σ .

a) Pout tout G • ∈ Db
F-clc(X), on a G •

U ∈ Db
clc(U) et alors IRiU∗

(

G •
U

)

∈ Db
F-clc(X), d’après

la corollaire 3.3.6. On a donc le triangle exact de Db(X) :

iΣ∗ i!Σ G • −−−−−−−−−−−−−→G • −−−−−−−−−−−−−→ IRiU∗
(

G •
U

) [+1]−−−−−−−−−−−−−→ (∗)

où deux termes appartiennent à Db
F-clc(X). Comme Db

F-clc(X) est stable par extension
dans D(X) (3.2.12), on a aussitôt iΣ∗ i!Σ G • ∈ Db

F-clc(X) mais aussi i∗Σ G • ∈ Db
F-clc(Σ)

puisque iΣ∗ est exact et préserve les strates.

16 On peut prouver que ce morphisme est l’inverse en catégorie dérivée du morphisme obtenu en com-
posant D•

Z i!Z = i−1
Z iZ! D•

Z i!Z = i−1
Z D•

X iZ! i!Z → i−1
Z D•

X .
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Ceci étant, soit F • ∈ Db
F-clc(X). On a, par l’adjonction ordinaire,

{

IRHom• (F •, iΣ∗ i!Σ G •
)

≡ iΣ∗ IRHom• (F •
Σ, i!Σ G •

)

IRHom• (F •, IRiU∗ G •
U

)

≡ IRiU∗ IRHom• (F •
U ,G •

U

)

et donc, par l’hypothèse inductive sur U et Σ , grâce au fait que i!ΣG • ∈ Db
F-clc(Σ) et

comme IRiU∗
(

Db
F-clc(U)

)

⊆
(

Db
F-clc(X)

)

(3.3.6), on conclut que les deux termes appar-
tiennent bien à Db

F-clc(X). Or, ces termes sont sommets d’un triangle exact de D(X)
de troisième sommet IRHom•(F •,G •), de sorte que, en invoquant, une fois de plus, la
stabilité de Db

F-clc(X) par extensions dans D(X), on a montré que

IRHom•(F •,G •) ∈ Db
F-clc(X)

Pour que les raisonnements précédents restent vrais en remplaçant «clc » par «cc », il
suffit de prouver l’inclusion IRiU∗

(

Db
F-cc(U)

)

⊆
(

Db
F-cc(X)

)

, où encore, pour chaque c,
l’inclusion :

IRic∗
(

Db
F-cc(U

c)
)

⊆
(

Db
F-cc(U

c+1)
)

(	)

au sujet de laquelle laquelle on sait que, pour tout F • ∈ Db
F-cc(U

c) et tout x ∈ Sc+1, on
a (3.3.7) :

H m(IRiU∗ F •)x ≡ IHm(L(x);F •
L
)

Comme les liens L(x) sont compacts et que la filtration induite par F sur L(x) possède
un fermé de moins que celle de X , l’assertion (e) est vérifiée par le couple (L(x),F •

L(x)),
par hypothèse inductive, et les fibres H m(IRiU∗ F •)x sont bien de dimension finie, d’où
(	) et la fin de la preuve de (a).

b) D’après (a), il suffit de vérifier que ID•
X ∈ Db

F-cc(X). Or la suite (∗) ci-dessus, pour
G • := ID•

X , donne (cf. 3.4.13-(c)) :

iΣ∗ ID
•
Σ −−−−−−−−−−−−−→ ID•

X −−−−−−−−−−−−−→ IRiU∗ ID
•
U

[+1]−−−−−−−−−−−−−→

où les termes extrêmes, et donc ID•
X , appartiennent à Db

F-cc(X).
c) Pour tout F • ∈ Db

F-clc(X), on a

[[D•
XF •]]ch =

⋃

S⊆F

[[i−1
S D•

XF •)]]ch =
1

⋃

S⊆F

[[D•
S(i!S F •))]]ch

=
2

⋃

S⊆F

(

− [[i!S F •]]ch −dimch(S)
)

(=
1
)

par 3.6.1-(b), et
(=

2
)

par 3.5.6-(d) puisque S est une variété topologique.
d) On a un morphisme de triangles (3.6.1-(c))

∆(U ,X,Σ;F •)−−−−−−−−−−−−−→∆(U ,X,Σ;D•
X ◦D•

XF •) ≡ D•
X ◦D•

X∆(U ,X,Σ;F •)

associé au morphisme canonique F • → D•
X ◦D•

XF •. Comme D•
X commute aux fonc-

teurs iU ! et iΣ! , on est réduit à prouver que

F •
U −−−−−−−−−−−−−→D•

U ◦D•
U(F •

U) et F •
Σ −−−−−−−−−−−−−→D•

U ◦D•
U(F •

Σ)
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sont des isomorphismes ce qui résulte de l’hypothèse inductive.
e) Se démontre exactement comme dans le cas des variétés topologiques (3.5.6-(g)).

3.6.4. Remarque importante. Dans le cas des variétés topologiques on a démontré que
pour tous F •,G • ∈ Db

clc(X) et tout x ∈ X , le morphisme canonique
[

IRHom•(F •,G •)
]

x
−−−−−−−−−−−−−→Hom•

k(F •
x,G •

x)

est un isomorphisme. Ce résultat est faux en général dans le cas des espaces stratifiés.
Par exemple, si x est un point d’une strate de dimension 0, le faisceau gratte-ciel ix!k

appartient à Db
F-cc(X) et par dualité de Grothendieck-Verdier :

IRHom•(ix! k,G •)x ≡
(

ix∗ Hom•
k(k,i!x G •)

)

x
= Hom•

k(k,i!x G •) = i!x G •

Or, il n’y a aucune raison pour que i!x G • = i−1
x G •, comme le montre le cas où X est une

variété topologique de dimension d > 0 (ce qui n’empêche pas qu’elle admette une stra-
tification avec des strates ponctuelles) et que G • = ID•

X , auquel cas, i−1
x G •

x = k[d] mais
i!x G •

x = k.

Les propriétés de finitude obtenues dans la preuve du théorème 3.6.3 nous permettent
maintenant de renforcer le lemme technique 3.6.1.

3.6.5. Proposition. Soient (X;F) un espace topologiquement stratifié et Z une partie

localement fermée de X réunion de strates de F. Alors :

i!Z
(

Db
F-clc(X)

)

⊆ Db
F-clc(Z) et i−1

Z

(

Db
F-clc(X)

)

⊆ Db
F-clc(Z)

iZ!
(

Db
F-clc(Z)

)

⊆ Db
F-clc(X) et IRiZ∗

(

Db
F-clc(Z)

)

⊆ Db
F-clc(X)

Et de même en remplaçant «clc » par «cc ». On a aussi :

i!Z ◦D•
X = D•

Z ◦ i−1
Z , i−1

Z ◦D•
X = D•

Z ◦ i!Z ,

iZ!◦D•
Z = D•

X ◦ IRiZ∗ , IRiZ∗ ◦D•
Z = D•

X ◦ iZ!

Démonstration. On factorise l’injection iZ à travers l’adhérence Z qui est, elle aussi,
réunion de strates de F. Il suffit alors de vérifier la proposition pour Z tantôt ouverte tan-
tôt fermée. Lorsque Z est ouverte, la proposition a été démontrée dans lemme technique
pour «clc », et dans la preuve de 3.6.3 pour «cc ». À partir de là, le cas “fermé” s’en déduit
à l’aide des triangles ∆(Z,X,U ; −) et ∆(U ,X,Z; −).

3.7 Produits et théorème de Künneth
3.7.1. Dans cette section on fera souvent référence au diagramme car-

X ×Y
q−−−−−−−−−−−−−→Y

p



� 




� cY

X −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→cX
pt

tésien ci-après où X et Y sont métrisables, localement compacts et con-
tractiles, de dimension cohomologique finie, et où où p et q désignent les
projections canoniques.
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Le théorème de changement de base affirme, dans ce cas, que le morphisme naturel des
foncteurs :

c−1
X ◦ IRcY !−−−−−−−−−−−−−→≡ IRp!◦q−1

est un isomorphisme, et donc de même, par adjonction,

IRp∗ ◦q! ≡ c!
X ◦ IRcY ∗ .

3.7.2. Produit tensoriel externe. Pour F ∈ Faisk(X), G ∈ Faisk(Y ), on note

F � G := p−1F ⊗kX×Y
q−1G ∈ Faisk(X ×Y )

On vérifie que F � G est le faisceau sur X ×Y engendré par le préfaisceau défini, sur la
base de la topologie produit donnée par les produits d’ouverts, par :

U ×V � F (U) ⊗k G(V ) .

De même si α : F1 → F2 et β : G1 → G2 sont des morphismes de faisceaux, on note α � β :
F1 � G1 → F2 � G2 le morphisme de faisceaux associé au morphisme de préfaisceaux :

U ×V � α(U) ⊗k β(V ) .

On obtient ainsi un bifoncteur �: Faisk(X)×Faisk(Y ) � Faisk(X ×Y ) clairement cova-
riant, additif et exact par rapport à chaque variable.

3.7.3. Exercice. Donner un sens et prouver les égalités suivantes :

a) (F1 � G1) ⊗ (F2 � G2) = (F1 ⊗ F2) � (G1 ⊗ G2).
b) Hom(F1,G1) � Hom(F2,G2) = Hom(F1 � F2,G1 � G2).
c) kU � kV = kU×V , pour tous ouverts U ⊆ X et V ⊆ Y .
d) (c-mou) � (c-mou) est c-mou.
e) Étant données des partitions X de X et Y de Y , on note X×Y la partition produit

de X ×Y . Alors (cf. 3.2) :

(X-clc) � (Y-clc) est (X×Y)-clc et (X-cc) � (Y-cc) est (X×Y)-cc .

f) IRp!(kX � G •) = IRΓc (Y ;G •)
X

.

3.7.4. Théorème. Les notations étant celles des paragraphes précédents, on suppose X

et Y munis de stratifications FX et FY . Alors :

a) Il existe un isomorphisme canonique de foncteurs de D+
k (X) vers D+

k (X ×Y ) :

(−) � ID•
Y → p!(−)

b) p!
(

Db
FX-clc(X)

)

⊆ Db
(FX×FY )-clc(X ×Y ) et de même pour «cc ».

c) ID•
X � ID•

Y ≡ ID•
X×Y et (ID•

X)x ⊗ (ID•
Y )y ≡ (ID•

X×Y )(x,t) .
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d) Pour tous F • ∈ Db
k(X), G • ∈ Db

k(Y ), on a

D•
X×Y (F • � G •) ≡ D•

XF • � D•
Y G • .

En particulier,

D•
X×Y

(

Db
FX-clc(X) � Db

FY -clc(Y )
)

⊆ Db
(FX×FY )-clc(X ×Y ) ,

et de même pour «cc ».

e) On a des isomorphismes canoniques de foncteurs de Db
FX-clc(X) :

D•
X×Y ◦ p−1 ≡ p! ◦D•

X et D•
X×Y ◦ p! ≡ p−1 ◦D•

X .

Démonstration

a) La construction du morphisme se fait au niveau des préfaisceaux sur les ouverts de la
forme U ×V . Soit I • un complexe borné à gauche de faisceaux injectifs sur X . On a :

Γ (U ×V ;p!I •) =
0

Hom•(IRp!(kU×V ),I •)

= Hom•(IRp!(p
−1kU ⊗ q−1kV ),I •)

=
1

Hom•(kU ⊗ IRp! q
−1kV ,I •) =

2
Hom•(kU ⊗ c−1

X IRcY ! kV ,I •)

= Hom•(c−1
X IRcY ! kV ,Hom •(kU ,I •)

)

=
3

Hom•(IRcY ! kV , cX∗Hom •(kU ,I •)
)

=
4

Hom•(IRcY ! kV ,Γ (U ;I •)
)

←−−−−−−−−−ε Γ (U ;I •) ⊗ Hom•(IRcY ! kV ,k
)

=
5

Γ (U ;I •) ⊗ Γ (V ;ID•
Y )

avec :
(=

0
)

par définition de p! ;
(=

1
)

par 3.4.6-(h) ;
(=

2
)

par changement de base ;
(=

3
)

par adjonction ordinaire ;
(=

4
)

par 3.4 et
(=

5
)

par définition, de ID•
Y .

D’où la définition du morphisme (−) � ID•
Y → p!(−) qui sera, en plus, un isomor-

phisme, lorsque ε l’est. Or, il est bien connu que ε est un quasi-isomorphisme si l’un
ou l’autre des facteurs est «cc », c’est là qu’on a besoin d’une condition de finitude, et
c’est là qu’il est naturel de se restreindre au cas des espaces topologiquement stratifiés
car alors on peut prendre à la place de U des voisinages distingués Ny , auquel cas

IHm(Ny;ID•
Y ) ≡ IH−m

c (Ny;k)∨ ≡ H1−m
(

L(y);k
)∨

est de dimension finie d’après 3.6.3-(e).
b,c) Immédiats d’après (a) et 3.7.3-(e).
d) On a (cf. 3.7.3-(b)) :

D•
X×Y (F • � G •) = IRHom•(F • � G •, ID•

X � ID•
Y ) ≡ D•

XF • � D•
Y G •

e) La première équivalence est générale (3.4.13-(c)), la seconde résulte de (a) et (d).

– 72 –



§3 Homologie d’Intersection & faisceaux pervers §3.8

3.7.5. Exercice

a) Künneth à supports compacts. Prouver qu’il existe un isomorphisme naturel

IH∗
c (X ×Y ;F • � G •) ≡ IH∗

c (X;F •) ⊗ IH∗
c (Y ;G •)

pour tous, F • ∈ D+(X) et G • ∈ D+(Y ).
Indication. Penser à l’isomorphisme IRp!(F • � G •) ≡ F • ⊗ c−1

X IRcY ! G • (3.4.6-(h)).
b) Prouver qu’il existe un isomorphisme naturel

IH∗
(x,y)(X ×Y ;F • � G •) ≡ IH∗

x(X;F •) ⊗ IH∗
y(Y ;G •)

pour tous, F • ∈ D+(X) et G • ∈ D+(Y ).

3.7.6. Remarque. Il faut se méfier du foncteur p! qui demandera, en général, plus de
conditions pour conserver la constructibilité. Par exemple, l’équivalence :

IRp!(kX×Y ) = IRp!(kX � kY ) = c−1
X ◦ IRcY ! (kY )

montre qu’une condition nécessaire pour conserver cette propriété sera la finitude de la
cohomologie à supports compacts de Y .

3.8 Applications stratifiées
Soient (X;FX) (Y ,FY ) deux espaces topologiquement stratifiés. Une application con-

tinue f : X → Y sera dite «stratifiée », on note alors f : (X;FX) → (Y ,FY ), lorsque :

Str(i) Pour toute strate S ∈ FY , l’ensemble f−1S est réunion de strates de FX .
Str(ii) Pour toute strate S ∈ FY et pour tout y ∈ S , il existe un voisinage Vy de y

dans S , un espace stratifié (Z,FZ), et un homéomorphisme d’espaces stratifiés
h : (f−1Vy,FX) → Vy × (Z,FZ), tels que f f−1Vy

= p1 ◦h. Un tel voisinage sera ap-
pelé «f-distingué ».

Enfin, l’application f : X → Y sera dite «stratifiable » s’il existe des structures d’espace
stratifié pour X et Y rendant f stratifiée.

3.8.1. Exemples et commentaires

• Une application stratifiable est surjective et ouverte.
• Dans un espace topologiquement stratifié (Y ,F), toute réunion X de strates de F, lo-

calement fermée dans Y , munie de la filtration induite par F, est un espace stratifié.
L’inclusion (X,F) ⊆ (Y ,F) est alors une application stratifiée.

• Un morphisme propre et algébrique entre deux variétés algébriques complexes est
(algébriquement) stratifiable.

• Si (X;FX) et (Y ;FY ) sont topologiquement stratifiés, le produit des strates défi-
nit une structure d’espace topologiquement stratifié sur X ×Y notée FX ×FY . La
projection canonique p : (X ×Y ;FX ×FY ) � (X;FX) est stratifiée.
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• Le sous-espace X ⊆ S
1 ×R des couples (s, t) avec s = −1 ou bien de la forme

(eiπt/2, t/(t2 − 1)) est une sous-variété différentiable fermée de dimension
1 de S

1 ×R.
Les projections canoniques p1 : X � S

1, p2 : X → R sont toutes les
deux stratifiables. La première par rapport à toute stratification de S

1

dans laquelle {−1} est une strate de dimension 0, la seconde sans aucune
restriction puisque revêtement à deux feuillets de R.

Le théorème suivant généralise 3.7.4 au cas des applications stratifiées.

3.8.2. Théorème. Soit f : (X;FX) → (Y ;FY ) une application continue stratifiée. Alors :

a) IRf ! (Db
FY -clc(Y )

)

⊆ Db
FX-clc(X) ⊇ f−1(Db

FY -clc(Y )
)

b) On a des isomorphismes naturels de foncteurs de Db
FX-clc(Y ) vers Db

FX-clc(X) :

D•
X ◦ f ! ≡ f−1 ◦D•

Y et D•
X ◦ f−1 ≡ f ! ◦D•

Y

Et de même en remplaçant «clc » par «cc ».

Démonstration. Lorsque le cardinal de l’ensemble des parties fermées non vides de FX

vaut 1 on se retrouve (localement sur Y ) dans les hypothèses du théorème 3.7.4 et on
peut conclure. Dans le cas général, on note Z le plus petit des fermés non vides de FX et
U l’ouvert complémentaire. Pour tout F • ∈ Db

FY -clc(Y ), on a le triangle exact :

iZ∗ i
!
Z F • −−−−−−−−−−−−−→F • −−−−−−−−−−−−−→ IRiU∗ F •

U

[+1]−−−−−−−−−−−−−→

Par changement de base, f ! «commute » à IRi∗ et donc

if−1Z∗ f !
Z(i!Z F •)−−−−−−−−−−−−−→f !F • −−−−−−−−−−−−−→ IRif−1U∗ f !

U(F •
U)

[+1]−−−−−−−−−−−−−→ (	)

où fZ et fU désignent les restrictions de f respectivement à f−1Z et f−1U .

On a i!Z F • ∈ Db
FY -clc(Z) (3.6.5) et F •

U ∈ Db
FY -clc(U) et, par induction, f !

Z(F •
Z) et

f !
U(F •

U) sont FX-clc respectivement sur f−1Z et f−1U . Les termes extrêmes de (	)
sont alors dans Db

FX-clc(X) (3.6.5) et de même pour f !F • ∈ Db
FX-clc(X) car extension de

FX-clc. Mêmes arguments pour «cc », d’où (a).

L’assertion (b) se démontre de la même manière à l’aide de 3.6.5.

3.8.3. Remarque à propos de la bidualité. On observera que l’isomorphisme de droite
dans l’assertion (b) est vérifié sans hypothèse sur l’application f (3.4.13-(c)). Dans le cas
«cc », il suffit alors de vérifier que f−1

(

Db
FY -cc(Y )

)

⊆ Db
FX-cc(X), ce qui est immédiat, pour

que l’isomorphisme de gauche soit automatiquement vérifié. En effet, dans ce cas, on a par
bidualité sur Db

FY -cc(Y ) et Db
FX-cc(X) :

f−1 ◦D•
Y ≡ D•

X ◦D•
X ◦ f−1 ◦D•

Y = D•
X ◦ f ! ◦D•

Y ◦D•
Y = D•

X ◦ f !

D’où l’intérêt pratique de travailler dans la catégorie F-cc plutôt que dans F-clc.
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On aura compris que sur Db
FY -cc(Y ), on a :

• quelle que soit l’application continue f : X → Y ,
{

f ! ◦D•
Y = D•

X ◦ f−1

f ! = D•
X ◦ f−1 ◦D•

Y

• de même que l’équivalence des assertions suivantes :






f−1(Db
FY -cc(Y )

)

⊆ Db
FX-cc(X) ;

f !(Db
FY -cc(Y )

)

⊆ Db
FX-cc(X) ;

f−1 = D•
X ◦ f !D•

Y ;

f−1 ◦D•
Y = D•

X ◦ f ! .

Il suffit donc de vérifier l’une quelconque des assertions de la deuxième liste pour les
avoir toutes.

Nous laissons en exercice l’étude du cas des foncteurs IRf ! et IRf ∗ pour lesquels on a le
même phénomène. La proposition suivante en est un exemple.

3.8.4. Proposition. Soit f : (X;FX) → (Y ,FY ) une application continue stratifiée à

fibres compactes. Alors :

a) IRf !
(

Db
FX-cc(X)

)

⊆ Db
FY -cc(Y ) ⊇ IRf ∗

(

Db
FX-cc(X)

)

b) On a des isomorphismes naturels sur Db
FY -cc(Y ) :

D•
Y ◦ IRf ! ≡ IRf ∗ ◦D•

X et D•
Y ◦ IRf ∗ ≡ IRf !◦D•

X

Indications. D’après la remarque précédente, tout résulte de vérifier l’inclusion

IRf !
(

Db
FX-cc(X)

)

⊆ Db
FY -cc(Y )

Or, pour toute strate S ⊆ FY et chaque y ∈ S , il existe un voisinage Vy de y dans S qui
est contractile et f -distingué. Par changement de base, on a

(

IRf ! F
•)

Vy
= IRfVy,!

(

F •
f−1Vy

)

où fVy
:= f f−1Vy

. Ce qui nous conduit à considérer le cas d’un diagramme cartésien de
projections canoniques

Vy × (F ;F)
q−−−−−−−−−−−−−→ (F ;F)

p



�



� cF

Vy

cVy−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ pt

où (F ,F) est un espace stratifié et d’un complexe F • ∈ Db(Vy ×F ) cohomologiquement
constructible par rapport à la filtration de Vy ×F. Comme Vy est contractile, on a F • ≡
q−1(F •

F ) et donc (3.7.3-(f))

IRp! F
• = IRp!

(

kVy
� (F •

F )
)

= IRΓc (F ;F •
F )

Vy
,

et IRp! F
• ∈ Db

cc(Vy) puisque F = f−1y est compact par hypothèse (3.6.3-(e)).
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3.8.5. Remarque. On prendra garde du fait que dans l’énoncé de la proposition précé-
dente, l’hypothèse qui demande aux fibres de f d’être compactes n’est pas équivalente
à la propreté de f . Par exemple, l’inclusion iU : U ↪→ X d’un ouvert vérifie bien cette
l’hypothèse alors iU n’est généralement pas propre.

On remarquera aussi que la compacité des fibres n’intervient que pour garantir la fi-
nitude des groupes IHm

c (F ;F •). Or, lorsque F est un ouvert d’un espace compact to-
pologiquement stratifié (F ;G) tel que la trace sur F de la filtration G raffine celle de
FX , on dit alors que (F ;FX) est compactifiable, on a G • := iFF !(F •

F ) ∈ Db
G-cc(F ) et la

suite exacte longue associée au triangle exact ∆(F ,F ,F \F ;G •) donne un encadrement de
IHm

c (F ;F •
F ) par IHm−1(F \F ;G •) et IHm(F ;G •) tous les deux de dimension finie puisque

F et F \F sont compacts (3.6.3-(e)). Il s’ensuit que l’hypothèse « à fibres compactes » peut
être remplacée par « à fibres compactifiables » (17). Dans le cas algébrique complexe cette hy-
pothèse peut même être effacée puisque si f,X,Y sont algébriques complexes, les fibres de
f sont des variétés algébriques stratifiées et il est bien connu qu’elles sont compactifiables.

§4. Prolongement intermédiaire, perversité, homologie d’intersection

La notion de «perversité » a été introduite par Goresky-MacPherson dans [GoMc1]
comme une “mesure” de l’impossibilité de rendre transverses deux simplexes sur un es-
pace topologique singulier, ce qui est à la base de l’obstruction pour la dualité de Poincaré
sur de tels espaces. En voici un extrait de [GoMc2] où la notion est définie.

A perversity is a sequence of integers p = (p2,p3, . . . ,pn) with p2 = 0 and
pc � pc+1 � pc + 1. We shall often write p(c) instead of pc. There are several per-
versities of particular importance:

the zero perversity 0 = (0,0,0, ....,0)
the lower middle perversity m = (0,0,1,1,2,2,3, . . .)
the upper middle perversity n = (0,1,1,2,2,3,3, . . .)
the logarithmic perversity l = (0,1,2,2,3,3,4,4, . . .)
the sublogarithmic perversity s = (0,0,1,1,2,2,3, . . .)
the top perversity t = (0,1,2,3,4,5, . . .).
For any perversity p, the complementary perversity is defined to be

t− p = (0,1− p3,2− p4,3− p5, . . .).

For example, 0 and t are complementary, as are m and n.

On aura remarqué dans les définitions de «pseudovariété » et de «perversité » un certain
nombre de restrictions, notamment :

Res-i) La contrainte codimX(Σ) � 2 dans la définition de pseudovariété.
Res-ii) Le type de croissance imposée à une perversité p.
Res-iii) L’égalité p2 = 0.

17 Cf. [BoAl] §V 10.6 p. 167.
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Dans cette section et les suivantes, nous verrons que ces restrictions s’imposent naturel-
lement pour étendre la dualité de Poincaré sur les variétés topologiques aux pseudovariétés,
mais aussi, plus profondément, pour garantir l’indépendance de l’homologie d’intersection
vis-à-vis des stratifications.

Rappelons pour terminer que dans nos calculs explicites autour de la dualité de Poincaré
(numérique) de l’homologie d’intersection des espaces topologiques très simples, nous avons
déjà rencontré (Res-i) comme nécessaire à la dualité de Poincaré, et souligné que (Res-iii)
était imposée sur tous les “bons” exemples.

Nous reprenons dans ce qui suit les paragraphes des notes [A] concernant le prolonge-
ment intermédiaire et les complexes d’intersections pour la «perversité moyenne » pour les
replacer dans le contexte des perversités générales.

4.1 Équivalence de catégories de Deligne
On reprend les notations de 3.3 concernant la donnée d’un espace topologique X muni

d’une filtration fermée F :

F =
(

X = Xd ⊇ Xd−1 ⊇ Xd−2 ⊇ ·· · ⊇ X0 ⊇ X−1 = ∅

)

(

∅ = U−1 ⊆
i−1

U 0 ⊆
i0

U 1 ⊆
i1

· · · ⊆
id−2

Ud−1 ⊆
id−1

Ud = X
)

où U c := X\Xd−(c+1). On note aussi Σ = Xd−1 et Sc := Xd−c\Xd−(c+1).

4.1.1. Prolongement intermédiaire des faisceaux. Pour toute suite croissante d’entiers
naturels p = (p1,p2,p3 . . .), le «prolongement intermédiaire relatif à (F,p) », est le foncteur :

iF,p
!∗ : Faisk(U 0) � Db(X)

défini par :

iF,p
!∗ :=

(

τ�pn
IRιn−1∗

)

◦ · · · ◦
(

τ�p2 IRι1∗
)

◦
(

τ�p1 IRι0∗
)

4.1.2. Exercice

a) Montrer que lorsque Sc+1 est vide, la troncature τ�c+1 est inoffensive et la composée
(

τ�pc+2 IRic+1∗
)

◦
(

τ�pc+1 IRic∗
)

peut être remplacée par
(

τ�pc+2 IR( ic+1◦ ic)∗
)

.
b) Montrer, plus généralement, que si F • ∈ D+(U c) est tel que

{
[[F •]]ch ⊆ [0,pc]

[[(IRic∗ F •) Sc+1]]ch ⊆ [0,pc]

alors τ�pc+1 IRic∗ F • ≡ IRic∗ F •.
c) Soit (V ;F V ) la donnée d’un ouvert de X muni de la filtration induite par F. Alors

i−1
V ◦ iF;p

!∗ ≡ i
F V ;p
!∗ ◦ i−1

V

4.1.3. Théorème (Deligne). Le prolongement intermédiaire iF,p
!∗ établit une équivalence

de catégories entre Faisk(U 0) et la sous-catégorie pleine de Db
k(X) des complexes de fais-

ceaux F • vérifiant les trois conditions suivantes.
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(0) HmF •
U 0 = 0, pour tout m �= 0 ;

et pour chaque c � 1, les conditions de «support » (S) et de «cosupport » (S’) :

(S) HmF •
Sc = 0, pour tout m > pc ; (S’) Hm

ScF • = 0, pour tout m < pc + 2.

L’image essentielle de iF,p
!∗ est une sous-catégorie pleine abélienne de Db

k(X).

4.1.4. Prolongement intermédiaire des systèmes locaux. Lorsque (X;F) est un es-
pace topologiquement stratifié, la restriction du foncteur de prolongement intermédiaire à
la sous-catégorie Lock(U 0), a son image essentielle, notée dorénavant :

ICF;p(X) := iF,p
!∗

(

Lock(U 0)
)

,

contenue dans Db
F-cc(X) (application itérée de 3.6.5 et troncatures) où la bidualité de

Grothendieck-Verdier est satisfaite. Le théorème de Deligne se formule alors de la manière
suivante.

Théorème. Lorsque (X;F) est un espace topologiquement stratifié purement de dimen-

sion dX , on a

ICF;p(X) := iF,p
!∗ (Loc(U 0)) ⊆ Db

F-cc(X)

et les objets de ICF;p(X) sont les complexes F • ∈ Db
F-cc(X) vérifiant







(a) [[F •
U 0]]ch ⊆ {0} ;

(b) [[F •
Sc]]ch ⊆ ]−∞,pc] ;

(c) [[(D•
XF •)[−dX] Sc]]ch ⊆ ]−∞,p ′

c] .

où, nous avons noté p ′
c := (c− 2)− pc .

Démonstration. Immédiat d’après 3.6.3, le théorème de Deligne 4.1.3, et en appliquant
l’estimation d’amplitudes 3.6.3-(c).

4.2 Perversité et pseudovariétés
4.2.1. Définition. Une application p : {2,3, . . .} → N croissante est une «perversité » lorsque
l’application p ′ : c �→ p ′

c := (c− 2)− pc est croissante et à valeurs dans N. Dans ce cas p ′

est la «perversité complémentaire de p ». On a

(p + p ′)(k) = c− 2 , (	)

et p est la perversité complémentaire de p ′.

4.2.2. Remarques et exercices

a) Les perversités sont les applications p : {2,3, . . .} → N vérifiant

p2 = 0 et pc � pc+1 � pc + 1 .
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b) L’idée dans la définition 4.2.1 est d’assurer les conditions d’application du théorème de
Deligne pour la suite p ′. La disparition de 1 dans le domaine de p s’explique alors par le
fait que l’égalité (	) n’admet pas de solution dans N pour c = 1. Il faudra alors exclure
l’appel à l’indice c = 1 dans le prolongement intermédiaire, autrement dit, les stratifi-
cations que nous devrons considérer doivent être dépourvues de strates de codimension
1, i.e. Σ = Xd−2.

c) Étant données deux perversités p,q , on note p � q lorsque pc � qc pour tout c. L’ensemble
des perversités et partiellement ordonné par cette relation et possède deux éléments ex-
trémaux, à savoir :

{
0 : c �→ 0 , la perversité nulle («zero perversity » en anglais),
t : c �→ c− 2 , la perversité maximum (« top perversity » en anglais).

Si p,q sont des perversités, les applications c �→ sup(pc, qc) et c �→ inf(pc, qc) sont des
perversités. En particulier, l’ordre partiel `�´ est filtrant supérieurement et inférieure-
ment.

4.2.3. Définition. Une «pseudovariété de dimension d » est un espace topologiquement
stratifié (X;F), purement de dimension d, dans lequel S1 = ∅. La pseudovariété est
«orientable » (resp. «orientée ») lorsque la variété topologique U 0 l’est.

L’expression «X est une pseudovariété (orientable, orientée) », sans préciser la stratifica-
tion, sera synonyme de « il existe une stratification de pseudovariété (orientable, orientée)
pour X ».

4.2.4. Exercice. Prouver que si (X;F) est une pseudovariété dans laquelle U 0
F est orien-

table, l’ouvert U 0
G de toute stratification de pseudovariété G de X l’est également. Enfin,

si U 0
F est orienté, il existe une unique orientation sur U 0

G compatible à celle de U 0
F.

4.3 Homologie d’intersection des pseudovariétés
Soient (X;F) une pseudovariété et L ∈ Loc(U 0). On appelle «complexe d’intersection

pour la perversité p, à coefficients dans L », le complexe de faisceaux

IC •
F,p(X;L) := iF,p

!∗ (L)

On note alors pour m ∈ Z :
{

IF,pH
m(X;L) = IRmΓ (X;IC •

F,p(X;L))

IF,pH
m
c (X;L) = IRmΓc (X;IC •

F,p(X;L))

le «m-ième groupe d’homologie d’intersection (resp. à support compact) de X pour la per-
versité p, à coefficients dans le système local L ».
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4.3.1. Théorème. Soient (X;F) une pseudovariété et p une perversité.

a) Pour tout système local L ∈ Loc(U 0), on a :

D•
X

(

IC •
F,p(X;L)

)

≡ IC •
F,p ′

(

X; (D•
U 0L[−dimch(X)])

)

[dimch(X)]

b) En particulier

IF,pH
m
c (X;L) ≡ IF,p ′HdX−m

(

X;Hom(L,OrU 0)
)

et

IF,pH
m
c (X;L) = IF,pH

m(X;L) = 0 , pour m �∈ [0,dimch(X)]

c) Si X est en plus orientable,

IF,pH
m
c (X;L) ≡ IF,p ′HdX−m

(

X;L∨)

d) Les conditions (4.1.4-(b,c)) caractérisant F • ∈ ICF;p(X) deviennent :

(b’) [[F •
Sc]]ch ⊆ [0,pc] et (c’) [[(D•

XF •)[−dX] Sc]]ch ⊆ [0,p ′
c] .

Démonstration. Corollaire immédiat de 4.1.4 et du théorème de Deligne 4.1.3.

§5. Caractère intrinsèque de l’homologie d’intersection

5.1 Filtrations à strates lisses
Soit X un espace topologique. On rappelle que dans une filtration fermée F =

(

X =
Xd ⊇ Xd−1 ⊇ ·· · ⊇ X1 ⊇ X0 ⊇ ∅

)

on appelle (par abus) «strate de codimension c » chaque
composante connexe non vide de Sc = Xd−c\Xd−c−1.

5.1.1. Définition. Lorsque X est de dimension cohomologique d, la filtration sera dite
« à strates lisses » lorsque Sc est une variété topologique de dimension d− c.

5.1.2. Remarque. Une stratification purement dimensionnelle est une filtration à strates
lisses vérifiant, en plus, la condition d’équisingularité locale.

5.2 Raffinements de filtrations
5.2.1. Définition. Étant données deux filtrations fermées F,G de X , on dira que «G raf-
fine F », et on note F � G, lorsque U c

F ⊇ U c
G pour tout c. En particulier, chaque strate

de F est réunion de strates de G. La relation `�´ est un ordre partiel sur l’ensemble des
filtrations fermées de X .

Lorsque F et G sont des filtrations à strates lisses, F � G, si et seulement si, chaque
strate de F est réunion de strates de G.
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5.2.2. Remarques et notations

a) On notera Strpsv(X) l’ensemble des stratifications de pseudovariété de X . Le système
(Strpsv(X);�) n’est pas toujours filtrant supérieurement. Par exemple, si Z est une
sous-variété topologique de R

3 compacte de dimension 1 (un cercle),
la filtration X ⊇ Z ⊇ ∅ est une stratification de pseudovariété de X .
Dans l’exemple illustré ci-après, un raffinement F des stratifications
X ⊇ Zi ⊇ ∅ doit nécessairement vérifier Z1 ∩ Z2 ⊆ S3

F. Mais S3
F, muni

de la topologie induite par R
3, est une variété topologique de dimen-

sion 0, et alors Z1 ∩ Z2 est discret donc fini puisque compact, ce qui
n’est évidemment pas le cas.

b) Lorsque X est une variété algébrique complexe, l’ensemble Xreg des points réguliers
est un ouvert de Zariski de X et c’est une variété différentielle, son complémentaire
XΣ := X\Xreg est une variété algébrique de codimension positive. L’itération de cette
idée donne une filtration canonique FΣ de X par de fermés de Zariski dont les diffé-
rences successives sont des variétés différentielles de dimensions paires, c’est « la filtration
par lieux singuliers de X ». Cette filtration est à strates lisses mais ne vérifie pas tou-
jours la condition d’équisingularité locale (3.1-(b)) comme le montre l’exemple classique
du parapluie de Whitney. En géométrie algébrique on démontre qu’il existe néanmoins
un raffinement FW 
 FΣ vérifiant les conditions de Whitney qui garantissent, elles,
la condition d’équisingularité locale. On note StrWh

alg (X) l’ensemble des stratifications
algébriques de X vérifiant ces conditions, on a

∅ �= StrWh
alg (X) ⊆ Strpsv(X) .

Le système (StrWh
alg (X);�) est filtrant supérieurement.

5.3 Comparaison de complexes d’intersection
Un des aspects du problème de l’indépendance des complexes d’intersection relativement

aux filtrations concerne leur comportement vis-à-vis des raffinements. Étant données deux
filtrations fermées F � G de X et une perversité p, on a, pour chaque c, un morphisme
canonique de foncteurs définis sur D+(U c

F) :

(

τ�pc+1 IRiFc∗(−)
)

Uc+1
G

−−−−−−−−−−−−−→ τ�pc+1 IRiGc∗
(

− Uc
G

)

U c
F

iF
c−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⊆ U c+1

F

∪∣

�



�

∪∣

U c
G

iG
c−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⊆ U c+1

G

qui n’est pas nécessairement un isomorphisme dans la mesure où le diagramme de droite
n’est pas toujours cartésien (cf. 4.1.2), mais qui permet de construire, de proche en proche,
un morphisme canonique

iF,p
!∗ (−)

Ξ(− )
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ iG,p

!∗ (−)

qui prolonge le morphisme de restriction Fais(U 0
F) → Fais(U 0

G).

Le théorème suivant affirme que Ξ(L) est un isomorphisme lorsque F et G sont des fil-
trations lisses et lorsque iF,p

!∗ (L) est F-cc. Cette dernière condition étant vérifiée dans
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le cas des pseudovariétés, le théorème établit donc l’invariance du complexe d’intersection
lors d’un raffinement lisse d’une stratification de pseudovariété.

Le contexte en apparence inutilement général dans lequel nous énonçons le théorème
trouvera toute sa motivation lors de l’étude de l’indépendance des complexes d’intersec-
tion vis-à-vis des stratifications, qu’elles admettent ou non des raffinements communs.

5.3.1. Théorème. Soient X un espace topologique et p une perversité.

a) Si F � G sont deux filtrations fermées à strates lisses de X ne possédant pas de strates

de codimension 1, on a

ICF;p(X) ∩ Dd
F-cc(X) ⊆ ICG;p(X)

b) Si F � G sont deux stratifications de pseudovariété de X , on a

ICF;p(X) ⊆ ICG;p(X)
et le diagramme :

Loc(U 0
F)

iF,p
!∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→� ICF;p(X)

restriction



�

⊕


�⊆

Loc(U 0
G) �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

iG,p
!∗

ICG;p(X)
est commutatif.

c) Soient F1 � G 
 F2 trois stratifications de pseudovariété de X .

Étant donnés Li ∈ Loc(U 0
Fi

) vérifiant L1 U 0
G
≡ L2 U 0

G
, il existe un isomorphisme cano-

nique

IC •
F1,p

(

X;L1
)

≡ IC •
F2,p

(

X;L2
)

Démonstration

a) Les filtration F et G étant uniquement des filtrations lisses, il n’y a aucune raison pour
que le critère de cosupport de 4.1.4 s’applique, nous utilisons donc le critère général du
théorème de Deligne 4.1.3 valable pour toute filtration fermée.

Soit F • ∈ ICF;p(X) ∩ Dd
F-cc(X). Comme U 0

F ⊇ U 0
G on a trivialement

[[F •
U 0

G
]]ch ⊆ [[F •

U 0
F
]]ch ⊆ {0} (0)

Pour toute strate T de G de codimension cdT > 0 deux cas peuvent se produire :
i) T ⊆ U 0

F, alors






[[F •
T ]]ch ⊆ [[F •

U 0
F
]]ch ⊆ {0}

[[i!T F •]]ch = [[i!T (F •
U 0

F
)]]ch = [[D•

T i−1
T D•

U 0
G
(F •

U 0
F
)]]ch ⊆ {cdT}

ii) T ⊆ S , où S est une strate de codimension cdS > 0 de F, alors






[[F •
T ]]ch ⊆ [[F •

S]]ch ⊆ ]−∞,pcdS
]

[[i!T F •]]ch = [[i!T (i!S F •)]]ch = [[D•
T i−1

T D•
S(i!S F •)]]ch

⊆ [pcdS
+ 2 + cdT −cdS,+∞[
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Tandis que les conditions pour que F • ∈ ICG;p(X) sont, dans les deux cas,

[[F •
T ]]ch ⊆ ]−∞,pcdT

] et [[i!T F •]]ch ⊆ [pcdT
+ 2,+∞[ ,

et résultent de (i) et (ii) des inégalités :
{

0 � pcdT
� cdT −2 , si T ⊆ U 0

F,
pcdS

� pcdT
� pcdS

+ cdT −cdS , si T ⊆ S et cdS > 0,

toutes caractéristiques des perversités.
b) Conséquence immédiate de (a) puisque ICF;p(X) ⊆ Dd

F-cc(X).
c) Car IC •

Fi,p

(

X;Li

)

≡ IC •
G,p

(

X;Li U 0
G

)

d’après (a).

5.3.2. Remarque. Lorsque l’on se place dans le contexte général d’un espace topolo-
giquement stratifié (X;F) purement de dimension dX et pour une suite croissante de
nombres naturels quelconque p = (p1,p2, . . .), on a, pour tout raffinement G de F, tout
F • ∈ ICF;p(X) tel que F •

U 0
F

est nulle part nul, et toute strate T ∈ G contenue dans
U 0

F ∈ F,
[[F •

T ]]ch = [[(D•
XF •)[−dX] T ]]ch = {0} ,

D’autre part, la condition de cosupport pour F • ∈ ICG,p(X) sur T avec cdT > 0 est

[[(D•
XF •)[−dX] T ]]ch ⊆ ]−∞,p ′

cdT

]

.

Par conséquent, si cdT > 0 et si T ⊆ U 0
F, on doit avoir

0 � p ′
cdT

= cdT −2− pcdT
.

En particulier cdT � 2. Il s’ensuit que si l’on recherche des conditions générales garan-
tissant l’invariance par raffinement, il faut exclure dans les stratifications les strates de
codimension 1. Ceci donne une deuxième raison pour se limiter aux «pseudovariétés » (cf.
4.2.2-(a)).

L’exercice suivant est destiné à justifier la notion de perversité.

5.3.3. Exercice. Notons T
n le tore n-dimensionnel T

n = S
1 × ·· ·× S

1 dont on rappelle que
les nombres de Betti sont tous non nuls entre les degrés 0 et n. Soient X = R

m × cs(Tn)
et Σ := R

m ×{s}. La filtration fermée F = X ⊇ Σ ⊇ ∅ définit une structure de pseudo-
variété de dimension m +n + 1 sur X .

a) Montrer que pour toute suite croissante d’entiers naturels p (pas forcément une perver-
sité !), on a l’égalité :

[[(D•
X IC •

F,p(X;kU 0))[−dX] Σ]]ch = [0,p ′
cdΣ

] .
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b) Soit G une filtration fermée

X ⊇ Σ = Σm ⊇ Σm−1 ⊇ ·· · ⊇ Σ0 ⊇ ∅

obtenue en rajoutant les fermés d’une filtration d’espace topologiquement stratifié pour
R

m (cf. lemme de 3.1.1-(a)). Montrer que si IC •
F,p(X;kU 0)) ∈ ICG,p(X) quelle que soit

la filtration G ainsi définie, alors

p ′
c+1 � p ′

c , pour tout c+ 1 � c � c+ 1 + m.

c) En déduire l’équivalence entre les deux assertions suivantes concernant une suite crois-
sante de nombres naturels p :

• Pour toute pseudovariété (X;F) et toute stratification de pseudovariété G de X ,
telle que F � G, on a ICF,p(X) ⊆ ICG,p(X).

• p est une perversité.

5.3.4. Remarque. Le théorème de comparaison 5.3.1 est très bien adapté au contexte al-
gébrique puisque StrWh

alg (X) est filtrant supérieurement, par contre il ne peut être appliqué
tel quel au cas topologique (cf. 5.2.2-(a)). Pour cela, on aura besoin de pousser plus loin
la notion de variété topologique, plus précisément, on aura besoin de la notion de variété
cohomologique.

5.4 Variétés cohomologiques
5.4.1. Définition. Par analogie au cas des variétés topologiques, un espace topologique
X , métrisable, dénombrable à l’infini, localement compact, localement contractile, de di-
mension cohomologique finie, sera dit «variété cohomologique (sur k) de dimension d »

lorsque
{

[[ID•
k;X]]ch = {−d} ; et que

H −d ID•
k;X est localement libre de rang 1.

Le faisceau Ork;X := H −d ID•
k;X est le « faisceau d’orientations » de la variété cohomolo-

gique.

Dans tout espace topologique Y , une partie S ⊆ Y sera dite «sous-variété cohomolo-
gique (de dimension d) de Y » si elle est localement fermée dans Y et si, munie de la
topologie induite, c’est une variété cohomologique (de dimension d).

5.4.2. Proposition. La dimension d’une variété cohomologique sur k est la dimension

cohomologique sur k de l’espace topologique sous-jacent.

Démonstration. Soit X une variété cohomologique de dimension d. Les propriétés to-
pologiques de X permettent d’affirmer que

dimch(X) � d ⇐⇒ Hd+m
c (U ;k) = 0

{
pour tout U contractile ;
pour tout m � 1.
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La raison de cette équivalence est, de manière succincte, la suivante :

• Un faisceau c-mou est Γ (X, −)-acyclique, essentiellement parce que X est dénom-
brable à l’infini.

• L’inégalité dimch(X) � d résulte alors de montrer que tout F ∈ Faisk(X) admet une
résolution c-molle de longueur d, et comme F est plat (k est un corps !), il suffit
même que kX admette une telle résolution (cf. 3.4.1, 3.4.6-(f)).

• Pour toute résolution injective

0 → kX → I 0 → I 1 → ·· · d−1−−−−−−−−−−−−−→I d d−−−−−−−−−−−−−→,

on a Hm
c (U ;ker(d)) ≡ Hd+m

c (U ;kX), pour m � 1. Il s’ensuit que ker(d) est c-mou
lorsque Hd+m

c (U ;k) = 0 pour toute ouvert dans une base de la topologie de X , en
particulier, pour tout ouvert contractile.

Dans notre cas, on a par dualité de Grothendieck-Verdier :

Hd+m
c (U ,kX)∨ ≡ IH−d−m(U ;ID•

U) ≡ IH−d−m(U ;Ork;U [d]) ≡ H−m(pt;k)

puisque U est contractile et que Ork;X est localement libre de rang 1. Alors :

Hd+m
c (U ,k) =

{

k si m = 0,
0 sinon.

et par conséquent dimch(X;k) � d. D’autre part, si U est contractile et relativement com-
pact dans X , on a H∗(X; iU !kU) ≡ H∗

c (U ;k), d’où dimch(X;k) � d.

5.4.3. Exercice

a) Montrer qu’une variété cohomologique de dimension nulle est un espace topologique
discret au plus dénombrable.

b) Montrer qu’un espace topologiquement stratifiable qui est une variété cohomologique
de dimension 1 est une réunion disjointe au plus dénombrable d’espaces homéomorphes
à R ou S

1.

5.4.4. Une variété cohomologique non topologique. Soit P
n(R) l’espace projectif

réel de dimension n. On rappelle que sa cohomologie sur un corps k de caractéristique
différente de 2 vérifie :

Hm(Pn(R);k) =
{

k si m=0
0 si 0 < m < n

et Hn(Pn(R);k) =
{

k si n est impair
0 si n est pair > 0

de sorte que P
2n+1(R) à les mêmes nombres de Betti que la sphère S

2n+1 (18). On rappelle
aussi que ce qui distingue les projectifs réels de dimension impaires des autres c’est le fait
qu’ils sont orientables, leurs faisceaux d’orientations sont donc constants.

18 Le morphisme H∗(P2n+1(R);k) → H∗(S2n+1;k) induit par la projection canonique S
2n+1 � P

2n+1(R)
est déjà un isomorphisme (char(k) �= 2).
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Notons L := P
2n+1(R) et X := c0

(

L
)

. D’après 3.7.4-(c) le germes du dualisant vérifient,
pour tous t ∈ I := [0,1[ et � ∈ L,

(ID•
X)t·� =

{
(ID•

I )t ⊗ (ID•
L
)� ≡ k[1] ⊗ k[dL] si t �= 0,

Homk(IRΓc (c(L);k),k) ≡ Homk(H(L,k)[−1],k) autrement.

et donc [[ID•
X]]ch = {−dL − 1} .

Par conséquent, X est une variété cohomologique de dimension dL + 1, si et seulement
si, ID•

X est localement constant, et même constant car X est contractile.

Notons U := X\{0} et considérons le triangle exact ∆({0},X,U ;ID•
X) :

i0∗ i
!
0 ID•

X −−−−−−−−−−−−−→ ID•
X −−−−−−−−−−−−−→ IRiU∗ ID

•
U

[+1]−−−−−−−−−−−−−→

Comme i!0 ID•
X = k, le terme de gauche n’intervient pas en degrés < 1 dans la suite longue

des faisceaux dérivés et alors

H −1−dL ID•
X ≡ H −1−dL IRiU∗ ID

•
U ≡

1
iU∗ H −1−dL ID•

U ≡
2

iU∗kU ≡
3

kX

où
(≡

1
)

s’explique par l’exactitude à gauche de iU∗ et le fait que ID•
U est cohomologique-

ment nul en degrés < −1− dL,
(≡

2
)

résulte de l’équivalence ID•
U ≡ ID•

]0,1[ � ID•
L
≡ kU [1 + dL]

puisque L est orientable, et
(≡

3
)

car 0 de codimension � 2 dans X .

Ces remarques prouvent que X = c0(P2n+1)(R) est une variété cohomologique orientable
de dimension 2(n + 1) sur tout corps de caractéristique �= 2. L’espace topologique topolo-
gique X n’est pourtant pas une variété topologique. En effet, si tel en était le cas, on
devrait avoir pour k = F2 = Z/2Z

H∗
0 (X;F2) = F2[−2(n + 1)]

alors que
H∗

0 (X;F2) = H∗−1(
P

2n+1(R);F2
)

= 0[0] ⊕0[1] ⊕F
[2]
2 ⊕ ·· · ⊕F

[2n+2]
2

d’après des résultats classiques en topologie algébrique sur le projectif réel (19).

5.4.5. Exercice. Remarquer que ce qui fait marcher l’exemple précédent c’est essentielle-
ment le fait que L est une variété cohomologique dont la cohomologie globale est celle de

la sphère de dimension dimch(L), c’est ce que l’on appelle une «sphère cohomologique »

En déduire que les espaces c0(P2n) et c0(P2n ∐

P
2m) (m,n > 0) ne sont pas des variétés

cohomologiques sur un corps, quelle que soit la caractéristique de celui-ci.

5.5 Dualité de Poincaré sur les variétés cohomologiques
Les conditions de 5.4.1 qui définissent une variété cohomologique sur un corps k sont

tout ce dont on a besoin pour suivre les raisonnements de la section “Dualité de Poincaré
sur les variétés topologiques” (3.5). Le théorème 3.5.6 est donc vérifié par les variétés
cohomologiques sur un corps k.

19 Cf. Greenberg-Harper. Algebraic topology, th. 19.27, p. 121.
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5.5.1. Espaces cohomologiquement stratifiés. Maintenant que nous disposons de la
classe des variétés cohomologiques sur k, nous pouvons étendre la classe d’espaces topo-
logiquement stratifiables par la notion d’«espace cohomologiquement stratifié (sur k) »
dont la définition est la suivante (cf. 3.1) :

a) En dimension 0. Il s’agit des ensembles finis ou dénombrables munis de la topologie
discrète ;

b) En dimension positive d, il s’agit d’un espace topologique X muni d’une filtration
par des parties fermées : F :=

(

X = Xd ⊇ Xd−1 ⊇ ·· · ⊇ X0 ⊇ ∅
)

, telle que pour chaque
c = 0, . . . ,d , l’espace Sc = Xd−c\Xd−(c+1), lorsqu’il n’est pas vide, est une variété coho-
mologique de dimension d− c telle que, pour chaque x ∈ Sc, il existe un voisinage ouvert
Nx de x dans X , un espace compact L(x) cohomologiquement stratifié de dimension
c− 1, et un homéomorphisme

φ : (Sc ∩ Nx)× c(L(x)) ∼−−−−−−−−−−−−−→Nx (	)

qui respecte les filtrations. Lorsque Nx est tel que Sc ∩ Nx est contractile (toujours
possible car Sc est localement contractile), il est dit «distingué ».

On notera (Strpsv-ch(X);�) l’ensemble des stratifications de pseudovariété cohomolo-
gique de X muni de l’ordre partiel de raffinement.

Un espace cohomologiquement stratifié sera dit «purement dimensionnel de dimension
d », resp. «pseudovariété cohomologique », lorsqu’il vérifie les conditions analogues du cas
topologique 3.1.4, resp. 4.2.3.

Lorsque la condition d’équisingularité (	) n’est pas garantie, on parlera de «filtration à
strates cohomologiquement lisses » ce qui généralise la notion topologique correspondante
5.1.1.

5.5.2. Commentaire. On peut imaginer des définitions beaucoup plus générales que
celles des sections précédentes pour passer des objets « topologiques » aux objets «cohomo-
logiques », mais celles que nous avons données nous suffiront pour l’application que nous
avons en vue, à savoir : l’étude de l’indépendance des stratifications dans l’homologie d’in-
tersection.

Les théorèmes : d’homotopie 3.3.6, de cohomologie des liens 3.3.7, de stabilité des catégo-
ries F-cc et de bidualité 3.6.3, continuent d’être vrais pour les espaces cohomologiquement
stratifiés. Le prolongement intermédiaire et le théorème de Deligne 4.1.3 qui ne parlent
que des filtrations fermées restent évidemment valables, de même, pour terminer, que la
dualité de Poincaré pour l’homologie d’intersection 4.3.1 et le théorème de comparaison
5.3.1.

Dans ces généralisations le gain n’est pas négligeable. Par exemple, dans 5.4.4 nous
avons montré que l’espace X := c0

(

P
2n+1(R)

)

est une variété cohomologique qui n’est pas
une variété topologique. Il admet clairement une structure de pseudovariété F d’où les
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complexes d’intersection pour les différentes perversités IC •
F;p(X;kU 0). Or, comme X est

une variété cohomologique, on a kX ∈ ICp(X) quelle que soit p, et comme toute strati-
fication topologique est cohomologique et raffine la stratification triviale, le théorème de
comparaison 5.3.1, donne aussitôt : kX ≡ IC •

F;p(X;kU 0), quelle que soit p.

5.5.3. Tableau récapitulatif des caractérisations des complexes d’intersection. Le
tableau suivant indique pour chaque type de filtration fermée d’un espace topologique X

les résultats déjà établis dans le cadre « topologique » et qui restent valables dans le cadre
«cohomologique ».

Filtrations F � G Propriétés

Fermées Le prolongement intermédiare est défini pour toute suite
croissante d’entiers naturels p = (p1,p2,p3, . . .)

iF;p
!∗ : Loc(U 0

F) �≡ ICF;p(X) ⊆ D+(X)

Condition de (co)supports pour F • ∈ ICF;p(X) :

[[i−1
S F •]]ch ⊆ ]−∞,pcdS

] ; [[i!S F •]]ch ⊆ [pcdS
+ 2,+∞[

À strates lisses.
Sans strate de co-
dimension 1.

Pour toute perversité p = (p2,p3, . . .) :

ICF;p(X) ∩ Db
F-cc(X) ⊆ ICG;p(X)

Stratifications Pour toute suite croissante p = (p1,p2,p3, . . .)

ICF;p(X) ⊆ Db
F-cc(X)

Condition de (co)supports pour F • ∈ ICF;p(X) :

[[i−1
S F •]]ch ⊆ ]−∞,pcdS

] ; [[i−1
S (D•

XF •)[−dX]]]ch ⊆ ]−∞,p ′
cdS

]

Pseudovariétés Pour toute perversité p = (p2,p3, . . .)

ICF;p(X) ⊆ ICG;p(X)

Condition de (co)supports pour F • ∈ ICF;p(X) :

[[i−1
S F •]]ch ⊆ [0,pcdS

] ; [[i−1
S (D•

XF •)[−dX]]]ch ⊆ [0,p ′
cdS

]

Pour tout système local L au-dessus de U 0
F :

IC •
F;p(X;L) ≡ IC •

G;p(X;L)

Dualité de Poincaré :

IpH
m
c (X;L)∨ ≡ Ip ′HdX−m(X;L∨)

Si X compacte, dim(IpH
∗(X;L)) < ∞.

5.6 Filtration associée à une perversité et un système local
Étant donné un faisceau F sur un espace topologique X , il existe toujours un plus grand

ouvert λ(F ) tel que F λ(F ) est un système local. Il en est évidemment de même pour la
famille (finie) des faisceaux dérivés d’un complexe à cohomologie bornée F • ∈ Db(X), au-

– 88 –



§5 Homologie d’Intersection & faisceaux pervers §5.6

quel cas on note λ(F •) =∩m λ(H mF •) ; c’est le plus grand ouvert de X tel que F •
λ(F •)

est cohomologiquement constructible.

Dans le même ordre d’idées lorsque X est localement contractile et de dimension coho-
mologique finie dX , il existe un plus grand ouvert Xreg ⊆ X qui soit une variété cohomo-
logique de dimension dX ; c’est l’ouvert contenu dans λ(ID•

X) sur lequel H −dX ID•
X est de

rang 1 et H m ID•
X = 0 pour m �= −dX.

Ainsi, pour tout F • ∈ Db(X), l’ensemble λ(F •)reg est la plus grande sous-variété coho-
mologique de dimension dX sur laquelle F • est cohomologiquement constructible. Bien
évidemment, sans hypothèses supplémentaires cet ensemble est généralement vide.

5.6.1. Proposition. Soit X une variété cohomologique de dimension dX � 2. Pour tout

système local L défini sur X tout entier et tout fermé F ⊆ X de dimension coho-

mologique dF � dX − 2 d’ouvert complémentaire U := X\F , le morphisme d’adjonction

L → iXU∗
(

L U

)

est un isomorphisme de faisceaux.

En particulier, tout point de F admet une base de voisinages ouverts dans X dont

l’intersection avec U est connexe.

Démonstration. La suite exacte longue de faisceaux dérivés associée à ∆(F ,X,U ;L)
place le morphisme L → iU∗ L U entre les faisceaux H m

F L pour m = 0,1. Ces faisceaux
sont engendrés par les préfaisceaux sur X

V � Hm
F (V ;L) = IHm(V ; i!F L) = IHm(V ; i!F D•

X ◦D•
XL) = IHm(V ;D•

F i−1
F D•

XL)

Or, comme L est un système local sur une variété cohomologique, D•
XL est cc et est

concentré en degré −dX . D’autre part, on a :

D•
F (i−1

F D•
XL) = Hom(i−1

F D•
XL, ID•

F )

avec [[ID•
F ]]ch ⊆ [−dF ,0] (3.4-(b)), et par conséquent :

[[D•
F i−1

F D•
XL]]ch ⊆ [dX − dF ,dX] .

On en déduit l’annulation de H m
F L pour m = 0,1. Le morphisme L → iU∗ L U est donc

bien un isomorphisme.

Lorsque L = kX , on a kX ≡ iU∗kU et pour tout x ∈ F et tout ouvert contractile V � x,
on a k = Γ (V ;kX) = Γ (V ; iU∗kU) = Γ (V ∩ U ;kU), d’où la deuxième partie du lemme.

5.6.2. Remarques et exercices

a) La proposition précédente est généralement fausse si X n’est pas une variété cohomo-
logique. Montrer que le bouquet de deux sphères de dimension 2 où U est le complé-
mentaire du point de base, en est un contrexemple.

b) Donner un contrexemple avec F de codimension 1.
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5.6.3. Système locaux maximaux sur les variétés cohomologiques .Contrairement
au paragraphe précédent où nous avions des données globalement définies sur X , nous
nous intéressons maintenant à des données partielles.

Étant donnés, un espace topologique X de dimension cohomologique dX et un système
local L défini sur une sous-variété cohomologique ouverte U ⊆ X telle que dimch(X\U) �
dX − 2, la famille R(L), des couples (V ;M) vérifiant

{
U ⊆ V et V est une sous-variété cohomologique ouverte de X,
M est un système local sur V tel que M U � L,

ordonnée par la relation : (V ;M) � (V ′;M′) lorsque V ⊆ V ′ et M � M′
V , possède un

unique élément maximal à isomorphisme canonique près, c’est le «prolongement maximal
de L », noté (WL,L̃).

En effet, supposons l’assertion vérifiée, comme dimch(X\U) � dX − 2, il en sera de même
dimch(UL\U) et le morphisme d’adjonction

L̃−−−−−−−−−−−−−→ iUL
U∗(L̃ U)

est un isomorphisme (5.6.1). Comme L̃ U ∼ L, on voit que WL = λ(iUL
U∗(L̃ U))reg et L̃ :=

(iXU∗ L) WL
est l’élément maximum de la famille R(L).

Un système local (W ;L) est dit «maximal dans X » lorsque W est une sous-variété
ouverte de X et que W = WL .

5.6.4. Proposition. Soient (V1;L1) et (V2;L2) des systèmes locaux définis sur des sous-

variétés cohomologiques ouvertes dans X et dont les complémentaires sont de codimension

� 2. Notons (W1;L̃1), (W2;L̃2) leurs prolongements maximaux. Alors, pour tout mor-

phisme ϕ : L1 V1∩V2
→ L2 V1∩V2

, il existe un et seul morphisme ϕ̃ : L̃1 W1∩W2
→ L̃2 W1∩W2

qui prolonge ϕ.

Démonstration. Le complémentaire de V12 := V1 ∩ V2 dans W12 := W1 ∩ W2 étant de
codimension � 2, on a nécessairement ϕ̃ = iW12

V12∗(ϕ).

5.6.5. Exercice. Soit X une pseudovariété. Soit (V ;L) un système local. Montrer que
pour toute filtration F de pseudovariété cohomologique de X telle que U 0

F ⊆ V , l’ouvert
de définition du prolongement maximal de L et réunion de strates de F.

5.6.6. Théorème. Étant donnés : une pseudovariété (X;F), un système local maximal

(W ;M) tel que W ⊇ U 0
F , et une perversité p, il existe une filtration fermée canonique à

strates cohomologiquement lisses F(M,p) de X , dépendant uniquement de M et de p,

telle que

a) F est un raffinement de F(M;p).
b) IC •

F(M,p);p(X;M) ≡ IC •
G;p(X;M) de manière canonique.
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Démonstration. L’idée est de construire la filtration F(M,p) en même temps que le
prolongement intermédiaire. Notons d := dimch(X).

D’après 5.6.5, l’ouvert W est une réunion de strates de F. Notons Xd := X , W 0 := W ,
S0 := W , et Xd−c1 := X\W , où

c1 := d−dimch(Xd\S0) � 2 .

Soit iX0 : W 0 ⊆ X l’inclusion. Comme le complexe

Pc1 := τ�pc1

(

IRiX0∗ M
)

Xd−c1

est F-cc sur Xd−c1 (Xd−c1 est stratifié par F), il existe une plus grande sous-variété
ouverte Sc1 ⊆ Xd−c1 , non vide de dimension d− c1 et sur laquelle Pc1 est cc. Cette sous-
variété contient clairement toutes les strates de F de dimension d− c1 qui sont contenues
dans Xd−c1 de sorte que

c2 := d−dimch(Xd−c1\Sc1) > c1

On note alors W c1 := S0 ∐

Sc1 et Xd−c2 := Xd−c1\Sc1

Soit iXc1
: W c1 ⊆ X l’inclusion. Comme le complexe

Pc2 := τ�pc2

(

IRiXc1 ∗ Pc1

)

Xd−c2

est F-cc sur Xd−c2 (Xd−c2 est stratifié par F), il existe une plus grande sous-variété
ouverte Sc2 ⊆ Xd−c2 , non vide de dimension d− c2 et sur laquelle Pc2 est cc. Cette sous-
variété contient clairement toutes les strates de F de dimension d− c2 qui sont contenues
dans Xd−c2 de sorte que

c3 := d−dimch(Xd−c2\Sc2) > c2

On note alors W c2 := S0 ∐

Sc1
∐

Sc2 et Xd−c3 := Xd−c2\Sc2

L’itération de ce processus aboutit clairement à la construction de la filtration à strates
cohomologiquement lisses F(M;p) et au complexe IC •

F(M,p);p(X;M) annoncés. L’assertion
(a) est claire par construction, et (b) résulte de la version cohomologique du théorème de
comparaison 5.3.1-(a).

5.6.7. Notations. Comme la filtration F(M;p) ne dépend que de M et de p, la notation
IC •

F(M;p);p(X;M) est redondante et sera simplifiée à IC •
p(X;M).

Le théorème précédent montre que pour tout système local L dont le domaine de défini-
tion contient l’ouvert U 0

F pour une certaine stratification de pseudovariété de X , le com-
plexe IC •

F;p(X;L) est canoniquement isomorphe à IC •
p(X;L̃) et la notation IC •

p(X;L)
a un sens intrinsèque pour de tels systèmes locaux.

5.6.8. Mise en garde. Il n’est pas vrai en général qu’un système local maximal (W ,M)
soit défini sur les strates de codimension 0 d’une stratification de pseudovariété de X ,
même si le complémentaire de W est de codimension � 2. L’exemple classique consiste à
considérer sur {0,1}×R

2 la relation d’équivalence qui identifie (0,0,1/n) ∼ (1,0,1/n) et
(0,0,0) ∼ (1,0,0). On note Z le quotient topologique de {0,1}×R

2 par «∼ ». La projec-
tion canonique p2 : {0,1}×R

2 � R
2 induit alors l’application p2 : X � R

2 (propre de fibres
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finies) et le faisceaux p2∗kX est un système local maximal de rang 2 sur R
2\{(0,1/n)}.

Comme le sous-espace {(0,1/n)} n’est pas discret, il ne peut être contenu dans aucune
sous-variété de dimension 0 de R

2.

5.6.9. Théorème. Soient F et G deux filtrations de pseudovariété (cohomologique) pour

X . Soient (U 0
F;L) et (U 0

G,M) deux systèmes locaux et ϕ : L U 0
F∩U 0

G
→ M U 0

F∩U 0
G

un mor-

phisme. Il existe alors un unique morphisme

IC •
p(ϕ) : IC •

p(X;L)−−−−−−−−−−−−−→ IC •
p(X;M)

qui prolonge ϕ.

En particulier, si ϕ est un isomorphisme, IC •
p(ϕ) l’est aussi.

Démonstration. Le prolongement maximal L̃ de L est également un prolongement maxi-
mal de M, les complexes d’intersection sont donc tous les deux canoniquement isomorphes
au complexe IC •

F(p(X;L̃) et l’équivalence de catégories de Deligne termine la démonstra-
tion.

5.7 Caractérisation intrinsèque des complexes d’intersection
5.7.1. Support cohomologique des complexes de faisceaux. Pour tout F ∈ Fais(X),
on appelle «support de F » l’ensemble |F | := {x ∈ X | Fx �= 0}. On prendra garde du fait
que dans notre définition |F | n’est généralement pas une partiel localement fermée de
X , contrairement à la définition que l’on rencontre dans la littérature où le support est
l’adhérence de notre ensemble |F |.

Plus généralement, si F • ∈ D(X), on appelle «support cohomologique de F • » l’ensemble
|F •|ch :=

⋃

m∈Z
|HmF •|

Lorsque F • ∈ Db
F-clc(X), |F •|ch est une réunion finie de strates de F.

5.7.2. Notation. Pour toute perversité p et tout � ∈ N, on note

p−1(�) :=
{

+∞ si � > pc pour tout c ∈ N ;
inf{c | pc � �} autrement.

Le théorème suivant donne une caractérisation des complexes d’intersection pour une
pseudovariété X , indépendante du choix d’une stratification pour X .

5.7.3. Théorème. Soit X une pseudovariété de dimension dX := dimch(X). Un com-

plexe de faisceaux F • ∈ D(X) est un complexe d’intersection pour la perversité p, si et

seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

a) F • ∈ Db
F-cc(X) pour une certaine stratification F de pseudovariété cohomologique.

b) H iF • = 0 pour tout i < 0 et il existe une sous-variété cohomologique ouverte U ⊆ X ,

de complémentaire de codimension minorée par 2, telle que F •
U est un système local.
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c) Pour tout � > 0, on a :
{

dimch |H�F •| � dX − p−1(�) ,

dimch |H�−dXD•
XF •| � dX − p′−1(�) .

La condition (c) peut être remplacée par :

c’) {

dimch{x | h�[i−1
x F •] �= 0} � dX − p−1(�) , pour tout � > 0,

dimch{x | h�[i!xF •] �= 0} � dX − p′−1(dX − �) , pour tout � < dX.

Démonstration. Il est clair que tout complexe d’intersection pour la perversité p vérifie
les conditions. Réciproquement, la filtration F étant fixée, le complexe F •

U 0
F

est cohomo-
logiquement localement constant. Notons i : U 0

F ∩ U ↪→ U 0
F l’inclusion. Pour chaque � ∈ Z,

le morphisme d’adjonction H�F U 0
F
→ i∗ H�F U 0

F∩U est un isomorphisme de systèmes lo-
caux d’après 5.6.1 et donc F •

U 0
F

est quasi-isomorphe à un système local d’après (b). Les
conditions (c) (resp. (c’)) jointes au fait que F • est F-clc donnent alors les conditions de
support et cosupport pour que F • ∈ ICF;p(X). Les détails sont laissés en exercice.

5.8 Caractère local des complexes d’intersection
Proposition. Soit X une pseudovariété. Pour tout complexe de faisceaux F • ∈ D(X) les

conditions suivantes sont équivalentes :

a) F • est un complexe d’intersection pour la perversité p.

b) F •
U est un complexe d’intersection pour la perversité p quel que soit l’ouvert U ⊆ X .

c) F •
Uα

est un complexe d’intersection pour la perversité p, pour chaque ouvert Uα d’un

certain recouvrement ouvert X :=
⋃

α∈A
Uα .

Démonstration. Les implications (a)⇒(b)⇒(c) sont immédiates. Lorsque (c) est véri-
fiée, il existe sur chaque ouvert Uα un système local maximal (Wα;Lα), une filtration
fermée canonique à strates cohomologiquement lisses F(Lα,p) et un isomorphisme ca-
nonique IC •

F(Lα,p);p(X;Lα) ≡ F •
Uα

(5.6.6). Le caractère intrinsèque des constructions
garantit l’égalité des filtrations induites sur Uα ∩ Uβ , i.e. :

F(Lα,p) ∩
(

Uα ∩ Uβ

)

= F(Lβ,p) ∩
(

Uα ∩ Uβ

)

de sorte que la famille de filtrations fermées {F(Lα,p)}α∈A définit (par recollement) une
filtration fermée F(L;p) à strates cohomologiquement lisses où L est le système local
maximal associé au recollement des systèmes locaux Lα. Le complémentaire de l’ouvert
de définition de L est de codimension > 1.

Ceci étant, les condition de 5.7.3 sont satisfaites par IC •
F(L,p);p(X;L) puisqu’il en est

ainsi de ses restrictions sur les Uα où la condition 5.7.3-(a) fait référence à la restriction
d’une stratification de pseudovariété de X fixe, i.e. indépendante de α ∈ A ; la validité de
cette condition est assurée par le théorème 5.6.6-(a). Par conséquent, IC •

F(L,p);p(X;L) est
un complexe d’intersection sur X pour la perversité p.
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Enfin, les conditions 5.7.3 sont vérifiées par F • puisque localement canoniquement iso-
morphes (en catégories dérivées) à IC •

F(L,p);p(X;L). Le complexe F • est donc globalement

isomorphe au complexe d’intersection IC •
F(L,p);p(X;L), cqfd.

§6. Formule de Künneth pour l’homologie d’intersection

6.1 Quelques opérations sur les perversités
Notons P l’ensemble des «perversités » p : N → N, i.e. des applications vérifiant

0 = p(0) = p(1) = p(2) et p(c) � p(c+ 1) � p(c) + 1 , pour tout c ∈ N.

Les propriétés suivantes sont élémentaires :

P -a) La relation `�´ définie dans P par

p � q ⇐⇒ p(c) � q(c) , pour tout c ∈ N.

est un ordre partiel qui est filtrant supérieurement et inférieurement.
P -b) Étant données deux perversités p,q , on note p∧ q et p∨ q les perversités :

c �→ (p∧ q)(c) := inf(p(c), q(c)) et c �→ (p∨ q)(c) := sup(p(c), q(c))

On a p∨ q = inf{r ∈ P | p � r & q � r} et p∧ q = sup{r ∈ P | r � p & r � q}.
P -c) Les applications 0 : c �→ 0 et t : c �→ sup(c− 2,0) sont les éléments respectivement

plus petit et plus grand de (P ,�).
P -d) Le système (P ,∨,∧,0,t) est une algèbre de Boole.
P -e) Pour tout p ∈ P , l’application p′ := t− p appartient à P . L’application (−)′ : P → P

est une involution sans point fixe qui échange ∨ ↔ ∧, et �↔
.
P -f) Pour chaque θ ∈ [0,1], les applications «affines » :

0 � c
λθ�−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Λθ

{
λθ(c) := �θ(c− 2)� ,

Λθ(c) := �θ(c− 2) ,

où, �x� désigne la partie entière de x et �x = �x�+ 1, sont des perversités. On a

t := Λ1 = λ1 , 0 = Λ0 = λ0 , λ′
θ = Λ1−θ , Λ′

θ = λ1−θ

6.1.1. Définition. On dira qu’une perversité p est «de Künneth » lorsque

p(a) + p(b) � p(a+ b) � p(a) + p(b) + 2 (	)

pour tous a,b ∈ N.

6.1.2. Remarque. Les inégalités (	) sont vérifiées par toute perversité p lorsque a � 2
ou b � 2. Par conséquent, p est de Künneth, si et seulement si, (	) est vérifiée pour tous
a,b > 2.
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6.1.3. Proposition

a) p est de Künneth, si et seulement si, p′ l’est.

b) La perversité λθ est de Künneth si et seulement si :
{

(b-1) θ ∈ [0,1/2] , ou bien

(b-2) θ =
x

2x− 1
, pour un certain x ∈ N.

En particulier, λθ n’est pas de Künneth pour θ ∈ ]2/3,1[.

Démonstration. L’assertion (a) résulte d’une vérification immédiate (cf. 6.1.2).

Les inégalités (	) à tester sont

�θ(a− 2)�+ �θ(b− 2)� �
1
�θ(a+ b)− 2� �

2
�θ(a− 2)�+ �θ(b− 2)�+ 2 ,

pour tous a > 2 et b > 2.
(�
1

)

. Immédiate car θ(a− 2) + θ(b− 2) = θ(a+ b− 2)− 2θ � θ(a+ b− 2) . L’inégalité est
satisfaite quelle que soit la valeur de θ ∈ [0,1] ⊆ R.
(�
2

)

. Pour m ∈ N, notons εm := θm−�θm� ∈ [0,1[ ⊆ R. On a :

�θm + θn + 2θ� = �θm�+ �θn�+ �εm + εn + 2θ� , (∗)

où εm + εn < 2, et l’inégalité
(�

2

)

est équivalente à :

εm + εn + 2θ < 3 , pour tous m,n ∈ N. (†)

On a (b-1) puisque εm + εn + 2θ � εm + εn + 1 < 3.

Si θ > 1/2 est irrationnel, la somme εm + εn prendra des valeurs aussi proche que l’on
veut de 2, auxquels cas εm + εn + 2θ > 3 et λθ n’est pas de Künneth.

Si θ > 1/2 est rationnel, on pose θ = x/y avec pgcd(x,y) = 1. La plus grande valeur at-
teinte de εm vaut 1− 1/y et le terme de gauche dans (†) atteint la valeur 2(1− 1/y) + 2x/y .
Nous cherchons à vérifier l’inégalité 2(1− 1/y) + 2x/y < 3, ou, ce qui revient au même,

2x � y + 1 (‡)

Or, comme θ > 1/2, on a aussi 2x � y + 1 et donc θ = x/(2x− 1), cqfd.

6.1.4. Remarque. Dans ce qui précède on a justifié les assertions suivantes :
a) Pour toute perversité p il y a équivalence entre

i) p(a) + p(b) � p(a+ b), pour tous a,b ∈ N ;
ii) p′(a+ b) � p′(a) + p′(b) + 2, pour tous a,b ∈ N ;

b) λθ(a) + λθ(b) � λθ(a+ b) , pour tous a,b ∈ N et θ ∈ [0,1] ⊆ R.

6.1.5. Proposition. Étant données deux perversités p,q , l’application

N � c �−→ (p � q)(c) := sup
{

p(a) + q(b)
∣
∣ a+ b = c

}

est une perversité.
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L’opération � : P ×P → P vérifie pour tous p,q ∈ P et θ ∈ [0,1] ⊆ R :

(a) (p � q) � r = p � (q � r), (b) p �0 = p, (c) p � t = t,

(d) (λθ � λθ) = λθ, (e) p∨ q � p � q, (f) (p � q)′ � p′ � q′,

g) Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) (p � q)′ = p′ � q′ ,

ii) p = q , p � p = p et p′ � p′ = p′ ,

iii) p = q et p est de Künneth.

Démonstration. Les assertions (a,b,c,e) sont presque immédiates. L’assertion (d) est
équivalente à 6.1.4. L’assertion (f) résulte de (e) qui implique (p � q)′ � p′ ∧ q′ et donc :

(p � q)′ � p′ ∧ q′ � p′ ∨ q′ � p′ � q′ (∗)

Lorsque (g-i) est vérifié, les inégalités (∗) montrent que p′ ∧ q′ = p′ ∨ q′ et alors

p = q et p′ = p′ � p′ et p � p = p ;

des conditions qui impliquent immédiatement (g-i). Comme d’autre part les conditions
p = p � p et p′ = p′ � p′ sont équivalentes à p(a) + p(b) � p(a+ b) � p(a) + p(b) + 2, on a aus-
sitôt (g-ii)⇔(g-iii).

6.1.6. Remarque exercice. Si λθ = λθ � λθ est valable quel que soit θ ∈ [0,1] ⊆ R, il n’en
est pas de même pour Λθ .

a) Montrer l’équivalence

Λθ = Λθ � Λθ ⇐⇒ θ ∈
[
1
2
,1

]

∪
{

m

m + (m + 1)

∣
∣
∣ m ∈ N

}

b) Les deux perversités moyennes sont de Künneth.

6.2 Homologie d’intersection d’un produit de pseudovariétés
Théorème. Soient X,Y deux pseudovariétés et L,M deux systèmes locaux définis sur

les ouverts lisses de certaines stratifications de pseudovariété de X et Y . Pour toute

perversité de Künneth p, p.e. l’une des perversités moyennes, il existe un isomorphisme

canonique

IC •
p(X;L) � IC •

p(Y ;M) ≡ IC •
p(X ×Y ;L � M)

et donc

IpH
∗
c (X;L) ⊗ IpH

∗
c (Y ;M) ≡ IpH

∗
c (X ×Y ;L � M)

Si, de plus, IpH
m
c (X,L) est de dimension finie pour tout m (p.e. si X est compacte)

IpH
∗(X;L) ⊗ IpH

∗(Y ;M) ≡ IpH
∗(X ×Y ;L � M)
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Démonstration. On fixe des stratifications F de X et G de Y adaptées aux systèmes
locaux L et M respectivement. On munit X ×Y de la stratification produit F×G.

Étant données des strates S ∈ F et T ∈ G, on a la condition de support :

[[IC •
p(X;L) � IC •

p(Y ;M) S×T ]]ch = [[IC •
p(X;L) S]]ch + [[IC •

p(Y ;M) T ]]ch
⊆ [0,pcdS

+ pcdT
] ⊆ [0,(p � p)(cdS×T )]

et la condition de cosupport, par 3.7.4-(d),

[[IC •
p ′(X;L) � IC •

p ′(Y ;M) S×T ]]ch = [[IC •
p ′(X;L) S]]ch + [[IC •

p ′(Y ;M) T ]]ch
⊆ [0,p ′

cdS
+ p ′

cdT
] ⊆ [0,(p ′ � p ′)(cdS×T )]

Par conséquent, lorsque p est de Künneth, on a p = p � p et p ′ = p ′ � p ′ et le complexe
IC •

p(X;L) � IC •
p(Y ;M) est bien d’intersection pour la perversité p, donc canoniquement

isomorphe à IC •
p(X ×Y ;L � M).

La deuxième partie est conséquence du théorème de Künneth à supports compacts pour
les complexes de faisceaux 3.7.5. La formule de Künneth à supports fermés pour la perver-
sité p résulte de dualiser la formule de Künneth à supports compacts pour la perversité p ′

dont on sait qu’elle est aussi de Künneth (6.1.3-(a)). L’hypothèse à propos de la finitude
des nombres de Betti intervient uniquement pour assurer que le dual du produit tensoriel
est bien le produit tensoriel des duaux.

6.2.1. Remarque. Le théorème précédent est en quelque sorte générique par rapport à la
perversité et aux pseudovariétés. En effet, l’opération �̀́ entre perversités est une borne
grossière des sommes pcdS

+ qcdT
qui interviennent dans l’étude des conditions de support

d’un complexe donné IC •
p(X;L) � IC •

q(Y ;M) ce pourquoi une meilleure borne serait :

N � c �−→ sup
{

pa + qb

∣
∣ a+ b = c & a � dX, b � dY

}

De même, lorsque les pseudovariétés X et Y admettent des stratifications où il n’existe
pas de strates dans certaines codimensions, la borne en question peut à nouveau être amé-
liorée et les restrictions concernant la perversité dans la formule de Künneth peuvent être
allégées. En ce sens, un cas qui mérite d’être relevé est celui où X est une variété cohomo-
logique munie d’un système local L globalement défini ; dans ce cas, on vérifie aisément
l’existence d’un isomorphisme

L � IC •
p(Y ;M) ≡ IC •

p(X ×Y ;L � M)

quelle que soit la perversité p.

Nous rassemblons ces remarques sous la forme de théorème.

6.2.2. Théorème. Étant donnés une variété cohomologique X , une pseudovariété Y , un

système local globalement défini L ∈ Loc(X) et un système local M défini sur l’ouvert

lisse d’une stratification de pseudovariété de Y , il existe un isomorphisme canonique

H∗
c (X;L) ⊗ IpH

∗
c (Y ;M) ≡ IpH

∗
c (X ×Y ;L � M)
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quelle que soit la perversité p. Si, de plus, Hm
c (X;L) (resp. IpH

m
c (Y ,L)) est de di-

mension finie pour tout m (p.e. si X (resp. Y ) est compacte), on a un isomorphisme

canonique

H∗(X;L) ⊗ IpH
∗(Y ;M) ≡ IpH

∗(X ×Y ;L � M)

§7. Fonctorialité de l’homologie d’intersection

7.1 Images inverses par des morphismes lisses
7.1.1. Proposition. Soit π : Y ×M � Y la projection canonique où Y est une pseudo-

variété et où M est une variété cohomologique. Alors :

a) π−1ICp(Y ) ⊆ ICp(Y ×M) et π!ICp(Y )[−dM ] ⊆ ICp(Y ×M).
b) Il existe un morphisme naturel IpH

∗(π) : IpH
∗(Y ,L) → IpH

∗(Y ×M ;π−1L).

Démonstration. On munit X := Y ×M de la stratification dont les strates sont le pro-
duit d’une strate de Y par M . Soit F • ∈ ICp(Y ). Il est clair que π−1F • est un système
local sur un ouvert partout dense de X de complémentaire de codimension > 1. Soit
T = S ×M une strate de codimension positive cdT dans X , on a cdT = cdS , où cdS dé-
note la codimension de S dans Y . Les conditions de support sont immédiates, on a par
exactitude de π−1 :

[[(π−1F •) T ]]ch = [[(π−1F •) S]]ch ⊆ [0,pcdS
] = [0,pcdT

]

Les conditions de cosupport résultent d’appliquer les résultats de la section 3.7 notamment
le théorème 3.7.4. On a :

[[

D•
X(π−1F •)[−dX] T

]]

ch =
[[(

D•
Y (F •)[−dY ] � ID•

M [−dM ]
)

T

]]

ch
=

[[

D•
Y (F •)[−dY ] S

]]

ch ⊆ [0,p ′
cdS

] = [0,p ′
cdT

] .

Ce qui prouve la première partie de (a). On en déduit par dualité de Grothendieck-Verdier :

π!ICp ′(Y )[−dM ] = D•
X

(

π−1ICp(Y )
)

[−dX] ⊆
(

D•
X ICp(X)

)

[−dX] = ICp ′(X)

Enfin, l’assertion (b) résulte alors du morphisme d’adjonction F • → IRπ∗π−1F •.

7.1.2. Définition. Une application continue f : X → Y est un «morphisme lisse » si pour
tout x ∈ X , il existe un voisinage ouvert Ux de x dans X , un voisinage ouvert Vf(x) de
f(x) dans Y , une variété cohomologique Fx et un homéomorphisme h : Ux → Vf(x) ×Fx

tels que f Ux
= π ◦h.

7.1.3. Exemples. Une fibration localement triviale de fibre une variété cohomologique.
Une composée de telles applications (qui n’est pas toujours une fibration localement tri-
viale !).
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7.1.4. Corollaire. Soit f : X → Y un morphisme lisse entre pseudovariétés. Alors :

a) π−1ICp(Y ) ⊆ ICp(X).
b) Il existe un morphisme naturel IpH

∗(π) : IpH
∗(Y ,L) → IpH

∗(X;π−1L).
c) Si les fibres de f sont de dimension n, on a π!ICp(Y )[−n] ⊆ ICp(X).

Démonstration. Exercice (utiliser 5.8 pour “recoller” 7.1.1).

7.2 À propos de la fonctorialité de l’homologie d’intersection
Étant donnée une application stratifiée f : X → Y entre deux pseudovariétés, il n’est

généralement pas vrai que le foncteur f∗ transforme un système local défini sur les strates
de codimension nulle d’une stratification de pseudovariété de X en un système local sur
Y vérifiant cette dernière propriété (mutatis mutandis pour f−1). C’est là une obstruc-
tion sérieuse à la fonctorialité de la correspondance X � ICp(X) sur la catégorie des
pseudovariétés.

Des énoncés du même style que 7.1.4 concernant des classes d’applications plus larges que
les morphismes lisses apparaissent dès que l’on se restreint aux seuls complexes d’intersec-
tion associés aux faisceaux constants. C’est le cas des applications propres «(semi)petites »
(cf. [A], p. 50) et des applications «normalement non singulières » (cf. [GoMc2], §5.4.3),
les première vis-à-vis des images directes et les secondes vis-à-vis des images inverses.

La proposition suivante est prouvée dans la section §5.4.3 de l’article [GoMc2] auquel
nous renvoyons pour plus de détails.

7.2.1. Proposition. Pour chaque perversité p l’homologie d’intersection IpH
∗(− ;k) est

un foncteur covariant (via f∗) et contravariant (via f−1) sur la catégorie des pseudovariétés

et des applications normalement non singulières.
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[CGJ] Cohen, Goresky, Ji. On the Künneth formula for intersection cohomology ; Trans.
Amer. Math. Soc. 333, no. 1, 63–69 (1992).
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Théorie des Groupes
Samedi 16 mars 2003

– 100 –


