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§1. Rappels

1.1 Foncteurs dérivés
Dans cette section nous rappelons assez rapidement des résultats classiques concernant
les foncteurs dérivés. Les références [H,KS] sont recommandées.

1.1.1. Notations. Etant donnée une catégorie abélienne A et une sous-catégorie pleine
et additive B de A ('), on note:
o KT (B), resp. H (B): catégorie des complexes bornés a gauche, resp. a droite, d’ob-
jets de B, ou les morphismes sont les morphismes de complexes modulo homotopie.
o A*(B): classe des complexes acycliques de #~(B).
o H*E(B)/NE(B) : catégorie quotient.
e DT(A), resp D™ (A) : catégorie dérivée des complexes d’objets de A bornés & gauche,
resp. a droite.
e 2(A): H*(A) ~ DF(A) : foncteur de localisation.

On rappelle que le foncteur de localisation 2(A) : #~(A) ~ D*(A) est la correspon-
dance qui associe & un objet de #*(A) le méme objet dans D*(A) et & un morphisme
@ € Mor y+(4)(01,03) sa classe @ € Morp+(4)(01,0) apres localisation.

1.1.2. Résolutions. Une «résolution a droite d’un objet O de A par des objets de B »
est la donnée d’un complexe (M*,d.) de CZ°(B) et d'un morphisme ¢ : O — M" vérifiant
dyoe =0 tels que le complexe:

dll

dy dy

0—-0—-M" M! M?

est exact.

'l revient au méme de demander que B soit une sous-catégorie pleine de A stable par sommes
directes finies dans A.
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Dualement, une «résolution a gauche d’un objet O de A par des objets de B» est
la donnée d’un complexe (M*,d.) de C<°(B) et d'un morphisme e: M" — O vérifiant
eod_1 =0 tels que le complexe:

d_3 _9 do 1 da

M M M'—~50-0

est exact.

La preuve de la proposition suivante est laissée en exercice.

1.1.3. Proposition

a) Si tout objet de A est sous-objet d’un objet de B :
i) Tout objet de A admet une résolution a droite par des objets de B.
ii) Pour chaque complexe borné a gauche O* d’objets de A, il existe un complexe borné
a gauche M* d’objets de B et un quasi-isomorphisme ¢, : O0* — M*.
iii) Le foncteur 2 4 induit une équivalence de catégories de H# " (B) /N T (B) vers DT(A).
b) Si tout objet de A est quotient d’un objet de B :
i) Tout objet de A admet une résolution a gauche par des objets de B.
ii) Pour chaque complexe borné a droite O® d’objets de A, il existe un complexe borné
a droite M* d’objets de B et un quasi-isomorphisme p,: M* — O".
iii) Le foncteur 2 4 induit une équivalence de catégories de K~ (B)/ N~ (B) vers D~ (A).

1.1.4. Existence des foncteurs dérivés. Lorsque un foncteur F : A — A’ entre caté-
gories abéliennes est additif, il induit par son action terme a terme, des foncteurs de
catégories triangulées notés A~ (F) : HE(A) ~ HE(A').

La proposition suivante est corollaire immédiat de la proposition m

1.1.5. Proposition et définition. Soit B une sous-catégorie pleine et additive de A.

a) Si pour tout M* e A" (B), le complexe F(M"*) est acyclique, le foncteur " (F):
HT(A) ~ HH(A') induit un foncteur K (F): KT (B)/ N (B) ~ DF(A'). Si de plus,
tout objet de A est sous-objet d’un objet de B, le foncteur A+ (F) est naturellement
défini sur D (A) ou il est noté IRp F :

HH(B) —— H(A)

l l 2(A) l 2(A)
(

HH(B))AH(B) = D (A) -T2, DA
| wn ]

Le foncteur IR F : Dt (A) ~» D' (A’) est un foncteur exact entre catégories triangulées,
c’est «le foncteur dérivé a droite de F' relativement a B ».

b) Si pour tout M* € A (B), le complexe F(M?*) est acyclique, le foncteur # (F):
H(A) ~ H~(A') induit un foncteur K (F): K~ (B) /N (B) ~ D~(A’). Si de plus,

HT(F)
_—
-




g1 HoMOLOGIE D’INTERSECTION & FAISCEAUX PERVERS §1.1

tout objet de A est quotient d’'un objet de B, le foncteur #~(F) est naturellement
défini sur D~ (A) ou il est noté ILgF :
H(B) — x(A) L )

>

l l 2(A) l 2(A)
(
| se ]

Le foncteur ILgF : D~ (A) ~ D~ (A’) est un foncteur exact entre catégories triangulées,
c’est «le foncteur dérivé a gauche de F relativement & B ».

1.1.6. Notation. Dans les cas considérés dans[L1H]si O est un objet de A et si O dé-

signe le complexe dont les termes son nuls sauf celui en degré 0 qui vaut O, on pose pour
meZ (%)

R{F(0)="[RsF(OY)],  L§F(O):=h"[LsF(O")].

1.1.7. Exercice. En supposant les condition de la proposition [LL5]remplies, prouver les
assertions suivantes.

a) Le foncteur IR : A ~ A’ est exact & gauche et
Ry F(M)=F(M) et IR{F(M)=0, pour tout m € Z\{0},
pour tout objet M de B.
b) Le foncteur Ly : A ~» A’ est exact & droite et
Ly F(M)=F(M) et ILFF(M)=0, pour tout m € Z\{0},

pour tout objet M de B.

¢) Pour toute suite exacte courte 0 — O; — O3 — O3 — 0 d’objets de A, on a des suites
exactes longues:

= Ry 'F(03) » RE F(O0,) — IR F(0,) — IRE F(O3) — RET F(Oy) — -+
o — L' F(O3) — L F(Oy) — ILE F(Oy) — ILE F(O3) — L™ F(O) — -

1.1.8. Remarque. Un corollaire de cet exercice qui mérite d’étre souligné est que la ca-
tégorie B permet également de définir le foncteur dérivé a droite IRg(IR% F). Dans ce
cas, on a IRY (IR, F) = IR (F), pour tout m > 0. Autrement dit, les foncteurs dérivés a
droite d’ordre supérieur proviennent toujours de dériver un foncteur exact a gauche. Cette
méme remarque s’applique, dualement, aux foncteurs dérivés a gauche.

?Tout au long de ces notes, la notation A™[C°] désignera le m-iéme objet de cohomologie d'un com-
plexe (C*,d.) d’objets d'une catégorie abélienne; i.e. h[C°] := ker(d,,)/im(dy—1).
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1.1.9. Commentaire et terminologie. Notons #4 (resp. #4) la sous-catégorie pleine
de A dont les objets sont les objets injectifs (resp. projectifs) de A. On dit que A «pos-
sede suffisamment d’objets injectifs (resp. projectifs)» si tout objet de A est sous-objet
(resp. objet quotient) d’un objet injectif (resp. projectif).

La sous-catégorie #4 est une sous-catégorie additive de A et un théoreme de base dans
la théorie des résolutions démontre qu’un complexe acyclique I° borné a gauche d’objets
injectifs est toujours homotope a zéro. Par conséquent, quel que soit le foncteur additif F,
le complexe F(I*) est homotope a zéro donc acyclique. Il s’ensuit ([LI5] que si la catégo-
rie A possede suffisamment d’objets injectifs, le foncteur IRy, F' est toujours défini. C’est
le «foncteur dérivé a droite de F », noté IRF'.

Ces remarques sont valables, dualement, en remplagant “injectif” par “projectif’ et le
foncteur Ly, F' est noté ILF.

Par exemple, si .« est un anneau :

o La catégorie Mod(.«¢) des .«Z-modules possede suffisamment d’objets injectifs et pro-
jectifs. Tout foncteur additif défini sur Mod(.«#) admet des foncteurs dérivés a droite
et a gauche.

« Pour tout espace topologique X, la catégorie Fais /(X)) des faisceaux de .«/-modules
sur X, possede suffisamment d’objets injectifs, mais généralement pas suffisamment
d’objets projectifs (cf. ex. [LE4]. Tout foncteur additif sur Fais (X ) admet donc des
foncteurs dérivés a droite, mais pas nécessairement & gauche (cf. [LT.19).

1.1.10. Définition. Une classe #r d’objets de A, est appelée «classe d’objets F-injectifs
dans A » lorsqu’elle vérifie les conditions dem(_a_.).,l i.e.:

Ir-a) Tout objet de A est sous-objet d'un objet de Fr.

Fp-b) Si Op et Oy sont des objets de Zp, la somme directe O; @ O, est un objet de Fp.
Ip-c) F(NT(Ip)) CNHNT(A).

i.e.:

Une classe & s’objets de A, est appelée «classe d’objets F-projectifs dans A » lors-
qu’elle vérifie les conditions de E_,J_AZTL(_‘D_;_]j

Pp-a) Tout objet de A est quotient d’un objet de Pp.
Pp-b) Si O; et Os sont des objets de Pr, la somme directe O1 @ Oy est un objet de Pr.
Pp-c) F(N~(Pp)) N (A).

1.1.11. Objets et résolutions acycliques. On reprend les données du paragraphe précé-
dent en supposant les conditions de la proposition[L.1.5satisfaites de sorte que les foncteurs
dérivés par rapport a B sont définis. Une question importante se pose alors, a savoir : I'in-
dépendance des foncteurs dérivés relativement a B. Autrement dit, étant données B et
B’ vérifiant les conditions de[[.1.5] & quelle condition les foncteurs IRp F' et IRp F (resp.
ILg F et ILg F') sont-ils canoniquement isomorphes.
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Un premier pas dans cette direction passe par la notion d’«objet acyclique» que nous
allons traiter uniquement dans le cas des foncteurs dérivés a droite d’un foncteur additif
exact & gauche (cf. [LI8] étant entendu que le cas des foncteurs dérivés a gauche se traite
de maniere parfaitement symétrique.

1.1.12. Définition. Un objet O de A est dit «IRg F-acyclique » lorsque IRg F(O) =0,
pour tout m > 0. Une résolution & droite 0 — O — M" — M' — ... ot1 tous les M* sont
IRs F-acycliques est «une résolution IRs F-acyclique de O ».

1.1.13. Exercice. Montrer qu'un objet injectif de A est IRg F-acyclique.

1.1.14. Théoréme. Soit F : A ~ A’ un foncteur additif entre catégories abéliennes exact

a gauche et soit B une classe d’objets F-injectifs dans A. Alors,

a) Tout objet de B est IRg F-acyclique.

b) Etant donnée une suite exacte courte 0 — O; — Oy — O3 — 0 d’objets de A,

i) Si O, est IRg F-acyclique, la suite 0 — F(O,) — F(O;) — F(Os3) — 0 est exacte.
ii) Si O; et Oy sont IRy F-acycliques, il en est de méme de Os.

¢) Pour tout complexe acyclique borné a gauche (M*,d.) d’objets IRg F-acycliques, le
complexe (F(M*),F(d.)) est exact.

d) La classe des objets IR F-acycliques est une classe d’objets F-injectifs dans A. Le
foncteur dérivé a droite de F relativement aux objets IRg F-acycliques est canonique-
ment isomorphe a IRg F'.

e) Pour tout objet O € A et toute résolution IRg F-acyclique O «— M *, il existe un iso-
morphisme canonique F(M"*) — IRg F(O) dans D" (A’). En particulier, on a des iso-
morphismes canoniques

h"[F(M")] — IRz F(O).

f) Pour tout complexe M* borné a gauche d’objets IRg F-acycliques, il existe un isomor-
phisme canonique de D*(A') :

F(M")—— Rg F(M").

Démonstration

a) Par définition de IRs F'.

b) Immédiat apres inspection de la suite longue de foncteurs IRy F' associée & la suite
exacte courte 0 — O; — Oy — O3 — 0.

¢) I suffit de le vérifier pour un complexe de la forme

dy dy de1

0—>MO dy Ml M2 Mg dy

Comme F est supposé exact & gauche, on a h*(F(M*)) = h'(F(M*)) = 0. D’autre part,

coker(F(dy)) = F(coker(dy)) = F(ker(ds)) 5 ker(F'(ds))

T
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(T) d’apres (b-i) et (T) puisque F' est exact & gauche. Par conséquent
R"(F(M*)) =0, pour tout r < 2. ()

On remarque ensuite que h"(F(M*)) = h""}(F(N")), pour tout 7 >2 ({), o N* est

le complexe
d: d: _ d
2 .Z\4—3 i e Me ‘

0 — ker(dy) M?

Comme ker(dy) est aussi IRg F-acyclique d’apres (b-ii), 'égalité (¢) s’applique IN* et
(1) donne Pannulation de h3(F(M?*)). A partir de 13, un argument récursif sur r donne
lannulation de tous les A"(F(M*)) avec r > 0, CQFD.

d,e,f) Conséquence des assertions précédentes. Détails laissés en exercice. =

1.1.15. Unicité des foncteurs dérivés. Le théoreme suivant, corollaire de|l.1.14] donne
le caractere intrinseque des foncteurs dérivés.

1.1.16. Corollaire. On reprend les données du théoréme [L1.14] Soient B et B’ deux
classes d’objets F-injectifs dans A. Alors,

a) Un objet de A est IRg F-acyclique, si et seulement si, il est IRg F-acyclique. En par-
ticulier la classe des objets IRg F-acycliques est indépendante de B.
b) Les foncteurs IRg F' et IRy F sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. Compte tenu de IE(_d.)..I il suffit de prouver (a). Soit O’ un objet
IRy F-acyclique et fixons une suite exacte courte 0 — O’ — O — Q — 0 (1) avec O dans
B. La suite exacte longue des foncteurs IRy F' associée a () commence par:

0— F(0') — F(0) —— F(Q) — R3(0") — IR5(0') =0 — - --
ol b est surjectif par hypothese sur B’ et d’apres [1.1.14-(b-i)] On en déduit les égalités :

RE F(O') = Ry F(Q), pour tout m > 2, et
R F(O') =0,

(0)

et ceci, quel que soit I'objet IRy F-acyclique O'. 0 0

Fixons une suite exacte courte 0 =0 - 0" — R— 0 l !
ot 0" est IRy F-acyclique. On a le diagramme (2) de 0-0 O Q—0

lignes et colonnes exactes ci-apres ot 'objet Q' := 0" /0O’ ” | )
est IRy F-acyclique d’apres

! " /
Comme O est dans B, la suite 0—-0—0"—Q —0

! !
0— F(O)— F(O")— F(R)—0 (D) R — R
est exacte ce qui entraine aussitot I'exactitude de ! !
0 0
0—F(Q)— FQ')— F(R)—0. ()

On en déduit une injection IRy F(Q) — IR% F(Q') =0, et alors IR% F(O') =0 par (o).
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Nous prouvons maintenant, par récurrence sur m, l'égalité IRy F(O’) =0, pour tout
m >3 et quel que soit I'objet IRy F-acyclique O’. En effet, supposons 'assertion véri-
fibe pour tout n <m. D’apres (o), on a IR F(O') = IRl F(Q), et la suite longue de
cohomologie associée & la colonne centrale de (%) montre que IRy > F(R) = 0. Par consé-
quent ZR%“1 F(Q) est un sous-objet de ]R%I*1 F(Q’) lui-méme nul par hypothése inductive,
CQFD. n

1.1.17. Notations et terminologies. Compte tenu dem I'indication de B dans
la notation "IRg F’ est superflue et peut donc étre effacée. Dans la suite, la notation IRF
désignera le foncteur dérivé a droite intrinseque défini a ’aide d’une quelconque classe
d’objets F'-injectifs.

Dans le méme ordre d’idées, 'assertion montre que la notion d’objet IRy F'-
acyclique est aussi indépendante de B. L’expression «objet IRp F-acyclique» sera donc
abrégée en «objet IRF-acyclique ». A ce sujet, on trouve souvent dans la littérature 1’ex-
pression « objet F'-acyclique » ; celle-ci est alors synonyme de «objet IRF -acyclique » lorsque
F est exact a gauche, et de «objet ILF-acyclique » lorsque F' est exact a droite.

Le critere suivant est souvent utilisé pour démontrer qu’une classe d’objets de A est
une classe d’objets F-injectifs.

1.1.18. Proposition. Soient F : A ~ A’ un foncteur additif entre catégories abéliennes

exact a gauche, et S une classe d’objets de A vérifiant :

Fr-1) Pour toute suite exacte 0 — O — N — P — 0 d’objets de A avec O € Sr, la suite
0— F(O)— F(N)— F(P)— 0 est exacte.

Fp-ii) Pour toute suite exacte 0 — O; — Oy — P — 0 d’objets de A avec 01,0, € IF,
ona P e 9.

Alors :

. do- . .
a) Pour toute suite exacte 0 — o LN, I S N, LI d’objets de Y, la suite

(F(M*),F(d.)) est exacte.
b) On suppose que la classe Fg vérifie les conditions supplémentaires suivantes :
(Fp-iii) Tout objet de A s’injecte dans un objet de Fp.
(Fr-iv) La somme directe de deux objets de Fr est un objet de Fp.

Alors JF est une classe d’objets F-injectifs dans A.

Démonstration
a) Méme preuve que pour [1.1.14-(c).
b) Immédiat. m

1.1.19. Exemple. La catégorie Fais /(X) ne possédant généralement pas suffisamment
d’objets projectifs (cf. ex. [54], la définition de foncteurs dérivés & gauche résultera de
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prouver auparavant qu’il existe une classe d’objets projectifs pour le foncteur en question.
Un exemple classique en ce sens est celui du foncteur exact a droite « produit tensoriel»
F:=(_)®Jl:Fais 4(X) ~ Fais 4(X), avec . € Fais 4(X). 1l est facile de voir que la
classe #Pp des faisceaux dont les germes sont des .«Z-modules plats est une classe d’ob-
jets F-projectifs dans Fais ,(X). Le foncteur ILF : D~ (Fais (X)) ~» D~ (Fais,(X)), noté
classiquement (_) ®p, 4, est donc toujours défini.

1.2 Catégories de faisceaux

Dans toute cette partie un espace topologique (noté S, T U, ..., Z) sera tacitement sup-
posé métrisable et localement compact. Toute partie localement fermée d’un tel espace est
automatiquement métrisable, localement compact et paracompact. On prendra garde du
fait que le complémentaire d’'un sous-espace localement fermé n’est pas nécessairement
localement fermé.

Tous les foncteurs que nous allons considérer dans la suite ont déja été définis dans les
notes de cours [A].

1.2.1. La suite exacte fondamentale. Pour toute partie localement fermée S C X de
complémentaire A := X\S et tout faisceau F € Fais,(X), nous avons la suite exacte a
gauche fondamentale dépendant fonctoriellement de & :

0—ig I's(F) —— F ——ia(F|,) — 0. (1)

Lorsque le faisceau & est flasque le morphisme ¢ est surjectif, le faisceau F est [g-
4 est flasque (car X métrisable (%)) donc i4.-acyclique. On
en déduit un foncteur (exact) de la catégorie dérivée D} (X)) vers la catégorie (triangulée)

acyclique et sa restriction &

des triangles exacts de D;(X ) associant & un complexe de faisceaux 7 ° le triangle exact :

A(57X7A;‘a/7.) = (iS!(RFS(@‘.) (97. RZA* (eg.‘A) [+1] ) (2)

et a un morphisme de complexes en catégorie dérivée a, : F* — G°, le morphisme de tri-
angles exacts:

isi(IR[ F") s Rig (77],) -
J,iS[(lRFS Qo) la. J,RiA*(a.‘A)
isi(R[5%") < Ria. (97],) —

1.2.2. Le triangle exact A(U,X,Z;7"*). Lorsque S et une partie ouverte dans X,
on note alors U := 8 et Z:= X\U, la suite fondamentale (Iﬂ est exacte a droite quel

g

que soit le faisceau & . De plus, les foncteurs [y et it}l sont naturellement isomorphes,

3 Cf. Godement “Théorie des faisceaux”, page 151.

— 10 —
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iz =1z, et les quatre foncteurs: iy, i,}l, iz et igl qui apparaissent maintenant dans la
suite fondamentale ([[J, c’est-a-dire dans la suite:

0 —i(Fly) —F —iz(Flz) —0,

sont tous exacts. En particulier, le triangle (2] correspond & la suite suite exacte courte
de complexes de faisceaux :

AU, X,Z;F°) = (O—>iU!(§]'\U)—>97'—>izg (J\Z)—>O) (%)

Les foncteurs IRI'(X; _) et IRI:(X;

y —

) appliqués (x) donnent respectivement :

« La suite exacte longue d’hypercohomologies (& supports fermés) :

L H (X (5 ) — H™(X 57— H™ (257 )

« La suite exacte longue d’hypercohomologies a support compact :

e H (U ) — H (X F ) — H (25|

puisque (cf.
RI(Xsip( 2 ) = RE(U; _) et RIN(X3iz(_))=RI(Z; ).

1.2.3. Le triangle exact A(Z,X,U;.7°). Lorsque S et une partie fermée dans X, on
note Z:= S et U := X\Z; le triangle fondamental (2] s’écrit alors:
[+1]
) —’)

AZ, X U;F") = (iz*(lRFZ F) T Riy. (F°

et donne lieu a la suite exacte longue d’hypercohomologie :

L HY (X3 7) — H™(X3F) — H"(U357)

1.3 Suites exactes longues de Mayer-Vietoris
1.3.1. Mayer-Vietoris (& supports fermés). Pour tous ouverts U;,Us C X, notons
Uyo := Uy N U;y. Les morphismes de restriction entre les foncteurs des sections

PU(_):I(U, ) =T (Ui, _) et pgi(_):T(Ui, )= T'(Un, )

donnent lieu a une suite exacte a gauche:
Uy Uy

PG, HPY, PUL,=PUY,
0—)F(U77)—)F(U1,7)@F(U277) — F(Ulg,i)—>0

qui est exacte a droite lorsque elle est appliquée a un faisceau flasque. On a donc un
foncteur de la catégorie dérivée D) (X)) a valeurs dans la catégorie des triangles exacts:

T (ZRF(U,,OJ-) LRI, TS RE Uy, F°) —— RI(Upg, ) )

dont on dérive la suite exacte longue de Mayer-Vietoris d’hypercohomologies :

— 11 —
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[+1] [+1]

H™(U;F") —— H™(U; F%) & H"(Us; F*) — H™(U19; F*) —

1.3.2. Mayer-Vietoris & supports compacts. De maniére tout a fait analogue au pa-
ragraphe précédent, on a une suite exacte a gauche des sections a supports compacts :

0—>R(U123 —)—)Z—ZZ(Ula —)@]—E‘(U% —)—)172<U7 —)—)07

qui est exacte lorsque elle est appliquée a un faisceau c-mou (cf. m, d’ou le foncteur
de la catégorie dérivée D} (X)) a valeurs dans la catégorie des triangles exacts:

F* oo (RE(Us, %) — RE(U, 77) & R Uy, ) — RE(U,77) 1)

et la suite exacte longue de Mayer-Vietoris d’hypercohomologies a support compact :

D U 5) —— B (U ) © H Uy ) — HU;57) 1

1.4 Faisceaux c-mous et résolutions c-molles
Etant donné un anneau ., on note Fais (X)) la catégorie des faisceaux de .«-modules.

1.4.1. Définition. Un faisceau Z est dit «flasque» (resp. « mou, c-mow») lorsque le mor-
phisme de restriction I'(X ;%) — I'(S;Z) est surjectif pour tout partie S C X ouverte
(resp. fermée, compacte). On a les implications :

injectif = flasque = mou = c-mou

1.4.2. Remarque. La classe de faisceaux injectifs (resp. flasques, mous, c-mous) est stable
par somme directe finie et tout faisceau est sous-faisceau d’un faisceau injectif (c¢f. [LITIS].

1.4.3. Proposition. Soient X et Y deux espaces et i € Fais ,(X).

a) Le faisceau 4 est c-mou, si et seulement si, pour tout fermé F C X | le morphisme de
restriction I.(X; ) — I.(F;.l) est surjectif.

b) Soit f: X —Y une application continue. Si 4 est c-mou, fi.d est c-mou.

Démonstration

a) Nécessité. Supposons # c-mou sur X . Pour toute o € I..(F;.4), il existe un voisinage
ouvert U de F et une section ¢ € I'(U; .4 ) telle que 7|, = 0. Soit V' un voisinage ouvert
de |o| relativement compact dans X et tel que V C U. La partie K :=V#U(FNV)
est compacte et il existe 7 € I'(K;.) vérifiant 7|, =0 et T‘(Fmv) =0l(pv)- Comme
Al est c-mou, T est restriction d'une section 7 € I'(X;.4) qu’on peut supposer a sup-
port contenu dans V' puisque 7|y, = 0. Par conséquent, 7 € I (X ;M) et T|p=0.
Suffisance. Si F' est compact on a I (F;.) = I'(F;l) et la surjectivité du morphisme
I'(X; ) — I'(F; ) résulte de celle de I (X ;) — I (F;Al).

- 12 —
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b) Pour chaque compact K CY et chaque o € I'(K; fi.4) il existe un voisinage ouvert
U de K et 6 € I'(U; fi4) vérifiant 7|, = 0. Par définition de fi, on a

Gel(fU:M), et
f:|6| — U est propre.

En particulier, & € I.(f ' K;.4) et il existe une section 7 € I} (X ;.4 ) telle que T\ pag =
0|1 (dapres (a)). Comme I¢(X;.4) C I'(Y; fidl), la section o est bien I'image de
7 par le morphisme de restriction I'(Y; fi-l) — I'(K; fidl). ]

1.4.4. Proposition. Dans les assertions suivantes X ER Y L Z sont des applications con-
tinues, U est un ouvert quelconque de X, et 0 — M2 N L P — 0 est une suite exacte
courte de faisceaux de .«Z-modules sur X .

a) Si M et N sont c-mous, & est c-mou.

b) Si M est c-mou la suite 0 — I (U; M) — I.(U; N) — I.(U;P) — 0 est exacte.

¢) Si M est c-mou la suite de faisceaux 0 — fill — fi N — [P — 0O est exacte.
d) Soit F € Fais 4(X). Pour chaque résolution de F par des faisceaux c-mous :

dy d; d;

0— F —tt® =% ! RSN

on a des isomorphismes canoniques pour chaque m € Z
HMU; ) = W0 — L(U; M%) — LU M) — - — L(U; ") — -]
R™f e =h™[0— fidl® — frdl' — - — frdl’ — -]
e) On a IR(go f)1= IRgioIRf.

f) Si I'espace X est en plus dénombrable a l'infini, les assertions (b,c,d) restent vraies
apres substitution de I.(U; _) par I'(U; _) et de fi par f,.

Démonstration
a) En supposant uniquement que .# est c-mou, 'application ¢(K): I'(K;.A) — ['(K;Z)
est surjective, quelle que soit la partie compacte K C X.

En effet, soit o € I'(K;#). Comme q est surjective et K est compact, il existe une fa-
mille finie de parties compactes # := {K3,..., K, } recouvrant K et, pour chaque 7, une
section 7; € I'(K; /) vérifiant ¢(7;) = o[, . On peut évidemment supposer que K; #
Kiet KKNK;#@.8ir>1,onamn—mnel (K NKy) etil existe ve I'(X;.M)
tel que v/ KK, =T1— T2 puisque # est c-mou. Les sections 7 et 7 — V| 5, définissent
alors une section de A au-dessus de K;U K> qui releve o] KUK, L’itération de cette
idée permet de réduire le cardinal r jusqu’a la valeur r =1, CQFD.

Lorsque, en plus, .4 est c-mou, il existe 7€ I'(X;%) telle que 7|, =7 et alors
q(7) | = q(T|g) = 0. Le faisceau & est alors bien c-mou.

b) Comme la restriction d’un faisceau c-mou & un ouvert est un faisceau c-mou, il suffit
de prouver 'assertion pour U := X.

— 13 —



§1.4 ALBERTO ARABIA 61

Etant donné o € I.(X; &), on choisit deux compacts Ki, Ky C X tels que
o] CK] C K, CK; CK,.

D’apres la preuve de (a), il existe 7€ I'(Ka;eH) tel que (1) =0l . La restriction
Tk, x: appartient alors & I'(K\K7;Al) et comme A est c-mou, il existe v € I'(Ko; M)
vérifiant vy, ge = T|g, k- La différence 7':=7—v € '(KyN) est un relevement de
olk, dont la restriction & K35\ K, est nulle par construction. Le prolongement par zéro
de 7" appartient alors a I¢.(X;.#) et releve bien o.

c¢) 1 suffit de regarder la suite des germes en chaque point y €Y :

0 —(fidl)y ——— (fih)y ——— (fi#)y —0

[ | [
0— L(f ly;ll) — L(f'y; ) — L (fy;2) — 0

Les égalités résultent de la proposition classique qui affirme que pour tout y € Y et tout
F € Fais y(X), on a (iF),= Fc(f’ly;e%f,ly). On est ainsi ramené a (b) et l'exacti-
tude de la suite de faisceaux en question en découle.

d) Comme tout faisceau injectif est c-mou, les assertions (a) et (c) prouvent qu'un faisceau
c-mou sur X est fi-acyclique.

e) Pour € Fais (X)), on a R(go f)1F = (go f)id" = g/ ( fi.#") pour toute résolution
c-molle F — * (d’apres (d)). Or, fi.d* est un complexe de faisceaux c-mous sur Y’
, donc gr-acycliques. Par conséquent,

g(fiddl”) = Rg(fidl") = Rg(IRfi1F).

f) On réalise X comme réunion d’une famille croissante et dénombrable de compacts
H={K)C K; C--} tels que K; C K7, ,. Soit 0 € I'(X;&).
En appliquant les mémes idées de la preuve de (a), les morphismes I'(K;;.A) —
I'(K;;#) sont surjectifs, et on construit, par récurrence sur i, une suite (7;);eny de
sections vérifiant

7, € D(K;,N), Tivllg, = Tis Q(Ti):U‘Ki‘

La suite (7] K?)ieN vérifie alors les conditions de recollement de sections d’un faisceau
et définit par Zconséquent une section 7 € I'(X;.A) qui reléve o. Ceci prouve l'assertion
(b) pour le foncteur I'(X; _) & la place de I (X; _).

L’exactitude de la suite 0 — f, M — f, N — f. P — 0 résulte également d’étudier la
suite des germes 0 — (fioll)y — (fieH)y — (f« &)y — 0 pour tout y € Y, ce qui découle
de I'exactitude des suites

0— DU foll) — T(U; fo.h) — DU . ) —0

I [ I
0—I(f'U,M)—T(f'UN)—=T(f'UP)—0

pour tout ouvert U C Y, ce qui a déja été prouvé.

— 14 —
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A partir de 14, le fait qu’un faisceau c-mou est I'(X; _) et f.-acyclique résulte de la
méme maniere que dans la preuve de (c). m

1.4.5. Exercice
a) On a IRI.(U;%) = IRI.(X;itn%), pour tout ouvert U C X, et tout % € Fais ,(U).
Lorsque 'espace X dénombrable a I'infini.

b) On a HX(U;%) = H*(X;itn%), pour tout ouvert U relativement compact dans X, et
tout & € Fais »(U).

c) F € Fais 4(X) est c-mou, si et seulement si, & est mou.
1.4.6. Exercice. Justifier les affirmations du paragraphe [3.2]

1.4.7. Exemple. Sur une variété différentielle X, le complexe des faisceaux des formes
différentielles réelles Q% p est une résolution du faisceau constant Rx d’aprés le lemme
de Poincaré local. L’existence de partitions de I'unité sur X implique alors que chaque
faisceau QZX est c-mou, et 'on a des isomorphismes canoniques :

Hpp(X)=H"(X;Rx) et Hpg  (X)=H/(X;Rx)

Ceci prouve que la cohomologie de de Rham est un invariant topologique de X , autrement
dit, indépendant de la structure différentiable dont X est munie.

1.4.8. Proposition. Soit .# € Fais,;(X). Les assertions suivantes sont équivalentes.
a

)
b)
c) I existe un recouvrement ouvert X :=J,cq Ua tel que les faisceaux .|y, sont c-mous.
d) Pour tout ouvert U C X, on a HX(U;.il) = 0.

)

e) Il existe un recouvrement ouvert X :=|J,.q Ua tel que, pour chaque o €2l et tout
ouvert V.CU,, on ait H{(V ;) = 0.

Al est un faisceau c-mou.

Pour tout ouvert U C X, le faisceau |, est c-mou.

Démonstration. Les implications (a)=(b)=-(c) sont évidentes et (a)=(d)A(e) résulte
de la proposition précédente.
Pour tout compact K d’un ouvert V C X, la suite longue de cohomologie a supports
compacts associée au triangle exact A(V\K V. K ;./M) commence par :
0— IL(V\K; ) —T.(V; M) i>F(K;,/%) — H'(V\K;ll) — -

En particulier, si H(V\K;.#) =0, le morphisme f3 est surjectif et comme I} (V;.4#) C
I'(V;.l), le morphisme de restriction I'(V;.) — I'(K ;) est, lui aussi, surjectif. On
en déduit les équivalences (d)<(a) et (e)<(c). La proposition résultera maintenant de
prouver I'implication (c¢)=-(d).

— 15 —
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La famille 22 des ouverts W C U pour lesquels H!(W;.4) =0 est non vide (on a tou-
jours @ € @), et munie de l'ordre d’inclusion "C” c’est une famille inductive. En effet, si
{U;}i C % est totalement ordonné de réunion W', on a I (W; _) = lim; I (U;; _ ) auquel
cas H)(W ;) =1lim H}(U;;4) = 0. Soit Uy € 2 maximal (Zorn) et supposons Uy # U .
Si (e) est vérifide, il existe « € A tel que V:=U, NU Z Uy et V € %L. Par Mayer-Vietoris
a supports compacts, on a

— HNV N Uy;ll) — HA(V ;) © HN(Up; ) — HY(V UUp; ) — H2(V 0 Uyp;odl) —

I I I I
0 0 0 0

puisque |, est c-mou. Il s’ensuit que V' UU, € %/, mais ceci contredit la maximalité de
Uy. Par conséquent, Uy =U et (d) est prouvée. m

1.4.9. Exercice. Montrer que la propriété d’étre c-mou est locale, autrement dit, prou-
ver que 7 € Fais ,(X) est c-mou, si et seulement si, F ‘Ua est c-mou pour tout ouvert U,
de tout (resp. d'un) recouvrement ouvert X =J,cq Ua-

1.5 Dimension cohomologique
Un espace topologique X est dit de «dimension cohomologique finie (sur un anneau
) » lorsqu’il existe N € N tel que

H™(X;Z)=0, pour tout faisceau de .Z-modules & et tout m > N. ()

Dans ce cas, la «dimension cohomologique de X (sur ) », notée dim,(X /«Z), est le plus
petit des N € N vérifiant (x).

1.5.1. Proposition. On suppose 'espace X dénombrable a I'infini.
a) Les assertions suivantes sont équivalentes
i) dimeg, (X /) <n
ii) Pour tout & € Fais (X)) et toute résolution c-molle (en particulier : injective, flasque,

molle)

do dy d

0— F —= " i SN/ N

le faisceau ker(d,) est c-mou. En particulier, tout faisceau admet une résolution
c-molle de longueur majorée par n.

b) Pour toute partie localement fermée S C X, on a dimy,(S/#) < dim o, (X /7).
c) R™(F =0, pour tous m > dimy,(X /), F € Fais 4(X) et f: X —Y continue.
d) H™(X ;) =0, pour tous m > dimy (X /) et F € Fais 4(X).

e) Sozt X ULl F une partition de X en réunion d’un ouvert U et de son fermé com-
plémentaire F. Alors, dime, (X /) = sup{dime,(U/Z),dime,(F /L) } .

— 16 —
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Démonstration

a) L'implication (a-ii)=-(a-1) résulte dem Réciproquement, pour tout # € Fais ,(X)
et chaque une résolution c-molle € : ¥ — J°, on a la suite exacte

d() d 1 d

0—F - A "L ker(d,) — 0 (o)

donnant des isomorphismes canoniques
H!(Viker(d,)) = H'"" (V%)

pour tout >0 et tout ouvert V.C X. Or, H""(V;F) = H"™"(X;iy1F) pour tout
V relativement compact dans X (L43]; par conséquent, si dimg, (X /#) <n, on a

H!(V;ker(d,)) =0, pour tout r >0,

quel que soit I'ouvert V' relativement compact dans X. Comme les ouverts relative-
ment compacts recouvrent X, le faisceau ker(d,,) est c-mou d’apres [L48]et (o) est une
résolution c-molle de longueur majorée par n.

b) On a H(Z;F) = H*(X;iz.Z), pour tout plongement fermé iz : Z — X et tout & €
Fais,,(Z). L’assertion (b) est donc vérifiée pour S fermé dans X.

Pour tout plongement ouvert iy : U — X et tout 9 € Fais »(U), le faisceau iy.%9
admet une résolution c-molle ¢ : iy, G < " de longueur majorée par dimgq,(X /).
La restriction €| : G < . °|; est clairement une résolution c-molle de & de longueur
majorée par dimg, (X /7). Comme U est dénombrable & I'infini, on a donc m :

dime, (U /o) < dimey(X /o).

c,d) Conséquence immédiate de (a-ii) et

e) Soit n > sup{dimy,(U/+Z),dimq,(F/.«£)}. Pour tout & € Fais »(X) la suite longue de
cohomologie associée a la suite exacte courte 0 — ip\(F ;) — F — ip(F|p) — 0 donne
I’encadrement :

HY(X3iv (Fy)) — B (X:F) — H" (Xsip ()

ou H™ (X;Z'Fg (97\1,)) =H" (F;J‘J\F) = 0. Le faisceau #|;; admet une résolution c-molle
€:F |y — Al de longueur majorée par dimg,(U/.«4) <n et le foncteur iy, est exact
et transforme c-mou en c-mou , il s’ensuit que iyi(e) : iy |y — iyrAM”° est
une résolution c-molle de iy F|;; de longueur strictement majorée par n. Par (a),

H™(X;ip (Fly;)) =0 et alors H*(X;F) =0. -

1.5.2. Exercice. On suppose 'espace X dénombrable a I'infini.

a) Montrer que dima,(X /) = sup{dim,(S)}g, ot S parcourt la famille des parties lo-
calement fermées (resp. ouvertes, fermées) de X.

b) dime, (X /.#) = sup;{dima,(S;/-#)}, pour tout recouvrement fini X = J;_; S; par des
parties localement fermées dans X.
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c) dimg, (X /) = sup e {dima, (Ua/#) } , pour tout recouvrement ouvert X = J,cq Ua-

d) Soit {S4}aca une famille de parties localement fermées de X telle que X =|J,S°, ou
S° désigne l'intérieur de S dans X . Alors

dim ey, (X /o) = sup{dime,(Sa /) }oent -
En particulier, si X; et X5 sont des espaces dénombrables a l'infini,
dime, (X x Xo/.#) = sup{dima, (K1 x K»/.#)}(k, k)

ou K; parcourt la famille des parties compactes de X;.

1.5.3. Exercice

a) Soit X un espace dénombrable & U'infini admettant un plongement localement fermé
f: X — X. Alors, pour tout S localement fermé dans X vérifiant im(f) C S, on a
dime,(S/e#) = dime, (X /o).

b) dime,(S/) = dimg,(R™/.+Z), pour tout S CR™ localement fermée d’intérieur non
vide. En particulier, dimg,([0,1]"/#) = dime, (R™/Z).

1.5.4. Exercice. Soit & un faisceau projectif de .«Z-modules sur un espace dénombrable
a 'infini et localement connexe X .

a) Prouver que pour toute partie fermée F C X, la restriction de &

 est un faisceau
projectif de Fais 4(F).

b) En remarquant qu’il existe une surjection @, .4y, — Z (cf. , le faisceau &
est facteur direct de @, .y, . Montrer alors que l'ensemble |#| des z € X tels que
P #0 est une partie ouverte dans X telle que chaque z € |#| admet une base de
voisinages fermés V' sur lesquels le faisceau constant .«Zy est projectif dans Fais (V).

¢) A Paide de lisomorphisme Hom(.#y,, ) =I'(V; _), montrer que dimg,(V /.Z) = 0.
d) En déduire que |Z| est ouvert de dimension cohomologique nulle sur ..

e) Conclure que Fais ,(X) admet un faisceau projectif non nul, si et seulement si, X
contient un ouvert de dimension cohomologique nulle sur .«Z.

f) Montrer a I’aide du théoreme [L6.5lque R™ n’a pas de faisceau projectif non nul si n > 1.

Le théoreme suivant est le point de départ de la plupart des théoremes de dimension
cohomologique et d’homotopie pour les espaces topologiques que nous allons considérer.

1.5.5. Théoréme. Soient I un intervalle réel et .«/ un anneau.

a) On a:
dimy,(I/+2) =0, sil est un singleton,
dimy,(I/+4) =1, autrement.
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b) Soit F € Fais 4(I) tel que I'ensemble des = € I pour lesquels le morphisme de restric-
tion I'(I;F) — Z,, est surjectif est partout dense dans I ; alors

H™(I;F)=0, pour tout m > 1.

En particulier, H™(I; M) =0 pour tout .«/-module M et tout m > 1.

Démonstration. Soit & un faisceau de .«Z-modules et

. d d dess g5 des g q de d
0—»F 90 2 gt 2 . 8, gt=2 Y gl G gl de

une résolution de # par des faisceaux flasques. Supposons ¢ > 2 et donnons-nous une sec-
tion globale o € I'(I;.#%) vérifiant dy(c) = 0. Chaque 2 € I admet un voisinage I, ouvert
connexe dans I sur lequel il existe une section 7, € I'(I;.#*7!) telle que dy_1(7,) = oy, -
La famille d’intervalles {I,},cr est un recouvrement ouvert de I. \

Lorsque I, NI, = @ ou bien I, C I, 'existence de T _
Te€ (I,UIy;9") vérifiant 7 1, =Ta Tlp, =To et I, Ty — Ty —>
de_1(7) = J\ImUle est claire. Dans le cas contraire on est T
dans la situation de 'illustration avec dy_1 (7, — 77) =0 T r 5
sur I, N 1,.

Un élément y € I, NI, appartient alors a un intervalle ouvert J C I, NI, sur le-
quel dy_s(v) = (7, — 7w)|; pour un certain v € I'(J;.#*°%). Notons J, (resp. J,/) le sous-
ensemble de I, N I,/ des éléments majorés (resp. mino-

rés) par un élément de J. On a clairement I, UI,, = ‘Iz i To— Tx'—:
J,UJy et J=J,NJy. Comme 2 est un fais- J, ‘y 7 ‘

ceau flasque, v est la restriction a J d’une section ‘:_V_>‘ T

U € I(Jy;7°72). Les éléments Tzl y, €t Tx/\le +dpo(D), I
respectivement dans I'(J,; #°71) et I'(J;F71), se re- = Ta! £

collent alors en une section de I'(I, U I;I°7") qui releve |t

Lorsque I est compact, I'intervalle I est recouvert par une famille finie d’intervalles
I, et le procédé de recollement successif donne aprés un nombre fini d’étapes une section
7€ [(I; 47" vérifiant dy_1(7) = 0. Par conséquent :

si I est compact, H(I;#) =0 pour tout £>2, (%)

auquel cas dimg,(I/.7) < 1.

Lorsque I n’est pas compact on le réalise comme réunion croissante dénombrable de
sous-intervalles compacts Iy C I, C--- C I, C---, tels que I; est contenu dans l'intérieur
de I;,1. En reprenant les données du premier paragraphe et compte tenue du résultat déja
démontré (), nous construirons une famille de sections {7;};en vérifiant

T; € F(Ii;ege_l), dg_l(Ti) =0 I, Ti+1‘1i =T;. (<>)

Les sections 7; se recollent alors en une section globale 7 qui releve o. Par conséquent,
dime, (I/.#4) <1 quel que soit I'intervalle réel I.
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La définition de {;} est récursive: La section 7y est un relevement arbitrairement
choisi de of; (garanti par (x)). Supposons avoir défini {7p,...,7;} vérifiant (o). La
section 7; est la restriction d’une section %iEF(Iiyg;ﬂe_l) vérifiant df—l(ﬂ)za‘h.g’
ol I; . est un voisinage ouvert con-
nexe de I; contenu dans I;;;. Par

(), il existe ve I'(I11;9°) vé- b T

rifiant dg_i(v) = o/, . On applique - | T I; |+ |

al?rs }a procédure \de rec/ollemenjc fex— (Ii\I) v ] v, ] (I \I)
pliquée plus haut a la décomposition B

Iy =1I,.U(I;;1\I;) et aux sections v o

T, et v (L) €0 choisissant des in-
tervalles J, et J_ assez petits pour ne par perturber 7;. Un recollement ainsi construit,
noté 7,41, vérifie les conditions (¢), CQFD.

Les raisonnements précédents utilisent uniquement le fait que le faisceau #¢~2 est tel
que les restrictions F(I;JZ’Q) — Jf’Q sont surjectives, quels que soit x € I, ils s’appli-
queront par conséquent au cas £ =1 lorsque le faisceau & satisfait cette condition, d’ou
lassertion (b) du théoreme.

Pour terminer, on a clairement dimg,({e}/.«/) =0 et lorsque I n’est pas réduit & un
point, on choisit deux points distincts zg,x1 € I, on pose Z :={xg,21} et U=1I\Z, et
I’on considere la suite longue de cohomologie associé a la suite exacte courte de faisceaux
A(U,I, Z;MI) dont les premiers termes sont :

0 — H(Ligr.dy) — H(L;edg) — HY(Z;igeed z) — H (Lyigydyy) — H (I 1) —

[ | [ [
0 R oA? 0

done H(I;iyyy) = A4 et alors dimy,(I/.#) = 1. L]
1.5.6. Remarque et exercice. Dans cette démonstration, 1’égalité dimg, 0I1 idl =1

implique immédiatement que dime,(I/.#) =1 pour tout I # {¢} moyennant[1.5.3-(b)JLes
détails supplémentaires de la démonstration concernent uniquement 'acyclicité des fais-

ceaux constants sur I lorsque I n’est pas compact. C’est un résultat que ’on peut obtenir
facilement du théoreme homotopie de la section suivante dont la démonstration
utilise uniquement le cas I = [0,1] du théoreme [L5.5]

1.6 Premiers théorémes d’homotopie
Soit f: X — Y une application continue entre deux espaces topologiques. Pour tout
ANS D;(Y) on dispose du morphisme d’adjonction & * — IRf, f'Z* et des morphismes
entre objets dérivés:
H™(f):H™(Y,7")— H™(X,f17")

pour tout m € Z. Les théoremes d’homotopie étudient la maniere dont H*(f) dépend de
la classe d’homotopie de f. Le cas le plus simple concerne la situation ou & * est quasi-
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isomorphe a un faisceau localement constant de k-espaces vectoriels sur Y placé en degré
0, ce que nous allons noter Z.

Notons I Dintervalle des nombres réels [0,1] C R, soit h: I x X —Y une application
continue et i;: X — I x X le plongement fermé x — (t,2). Notons f;:=hoi;. On a le

diagramme commutatif :
X Pt X

ol Lo alla (30)

IxX—" vy

Un faisceau localement constant # sur Y est donné par une représentation du groupe
fondamental de chaque composante connexe Y, de Y, noté II;(Y]), dans la catégorie des
k-espaces vectoriels. On a donc une famille de k-espaces vectoriels V; et une famille de re-
présentations P := {p; : II;(Y]) — Isox(V;)}. Comme 'image par une application continue
d’un connexe est connexe, les applications f; induisent des homomorphismes de groupes
fondamentaux IL;(f;) : 111 (X}) — 1 (Y]) avec fi(X}) CY;. On note II;(f;) la famille de
ces homomorphismes. Le faisceau localement constant ft_lfﬂ correspond alors a la fa-
mille de représentations polIl;(f;). Or, on a la factorisation II;(f;) =1II;(h) oIl (i) ou
T, (i¢) = 11 (3) puisque I est contractile. Par conséquent, le faisceau localement constant
fr {(#) est indépendant de ¢ ; il sera noté f~1(2).

1.6.1. Exercice. On complete (H) en rajoutant la projection p: I x X — X | p(t,z) = x.

X=—=X
iollil fullfl
IxX—"l vy (30)
a2l

X

Justifier I'égalité h™'% =p~ ' f~1.2 & I'aide des remarques du dernier paragraphe.

1.6.2. Théoréme. Avec les donndes ci-dessus,

a) Les deux morphismes suivants coincident :
(v, H*(fo)
b) Si X est un retract par déformation de Y le morphisme

H (i)
—_—

H (X f71(9)).
HY(Y; %) H (X;9)x)

ot i%: X —Y désigne 'application d’inclusion, est un isomorphisme.

¢) Lorsque Y est contractile, & est un faisceau constant et

H™Y;%)=0, pour tout m > 0.
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Démonstration. On reprend les notations du diagramme (H’).
a) L’idée de la démonstration est de montrer que

)

H (X f'2) 2 (I x Xip ' ' 2)

est l'inverse de '
H- (ir)
_—

HY(Ix X;h'2) HY(X;f'2)

quel que soit t € [0,1] (c¢f. [L6.1], ce qui entraine I'égalité H*(ig) = H*(i1) et alors
H*(fy) = H* () o H' (i) = H'(h) o H' (i) = H*(fy).
Comme poi; =idy, il suffira méme de montrer que
H*(p): H'(X3ll) — H*(I x Xs5p~'ll)

est un isomorphisme quel que soit le faisceau localement constant .#. Or, H*(p) est
induit par le morphisme d’adjonction ¢ : .# — IRp,p ' . Ce morphisme est un quasi-
isomorphisme. En effet, il suffit de le vérifier sur les germes de chaque z € X mais
comme p est propre, on sait que

Moy, sim=0

W (Bp.(p ') | = H™ (p7H (), ol ) = { 0, sinon

puisque, de plus, p~'(z) = [0,1] (LE5). Ceci termine la preuve de (a).
b) On rappelle qu'un sous-espace X CY est dit «retract par déformation de Y » lorsqu’il
existe une application continue h:[0,1] x Y — Y telle que
h(t,z) =z, pour tous z € X et t €[0,1],
h(0,y) =y, pourtoutyey,
h(1l,y) € X, pour tout y €Y.

'y
Il s’ensuit que la composée Y o x XLy oon hy:Y — X désigne 'application y +—
h(1,y), est homotope & idy et alors H*(hy)o H*(i%) =id d’apres (a). Par conséquent,
le morphisme

1 (Y59) 200 1 (X3 2 ()
est injectif. D’autre part, la composée
XXy My
est identité sur X et alors
H (Y37 (2]y)) =0 H' (X3 ) (1

est surjective.

Pour conclure il ne reste qu’a vérifier que les termes de gauche de (1) et (f) s’identi-
fient naturellement. C’est une conséquence de la définition de retract par déformation
qui implique que I1;(i%) : T1;(X) — I1;(Y") est un isomorphisme d’inverse II;(hy).

c¢) Lorsque Y est contractile II;(Y) = (0) et un faisceau localement constant est toujours
constant. De plus, tout point de Y est retract par déformation de Y et l'assertion (b)
permet alors de conclure. [
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1.6.3. Exercice. Soit #° un complexe de faisceaux sur Y borné a gauche, i.e. F™ =0

pour tout m < 0, et tel que les faisceaux des cohomologie H#"F * sont tous des faisceaux

localement constants sur X . Soient fj, fi : X — Y deux applications homotopes.

a)
b)

Montrer que les groupes IH™(X; f; 17 *) sont indépendants de t.
Généraliser le théoreme [L6.2]len remplacant & par F°.

Indication : Faire une démonstration par récurrence a l'aide de troncatures intelligentes.
Attention & I’énoncé de I'assertion (¢) qui doit étre modifié.

1.6.4. Remarque et exercice. Un corollaire du théoréme d’homotopie m est le
théoreme de comparaison entre la cohomologie singuliere d’une variété différentielle X et

la

du résultat qui établit 'existence d’un isomorphisme naturel H*

cohomologie de faisceaux des faisceaux constants sur X, ce qui est un cas particulier
(X;M) = H"(X;Mx)

sing

pour tout espace X localement contractile. Nous indiquons de maniéere succincte les étapes

de la démonstration de ce phénomene. Soit M un module sur un anneau ..

a)

b)

c)

Il existe un morphisme canonique Z,(X; M) : Hg,,(X; M) — H*(X; M x) qui est natu-

rel par rapport & X et & M. En effet, la correspondance U — S*(U; M), ot SY(U; M)

désigne le .«Z-module des cochaines singulieres sur U a valeurs dans M , est un complexe

de préfaisceaux sur X . Notons-le S*(M) et soit £.: S (M) — S*°(M) le morphisme ca-

nonique vers le complexe de faisceaux associé a S*(M). Le complexe S (]\/H est une
1

résolution du faisceau constant M x puisque X est localement contractile (1.6.2-(c)).

Par conséquent, pour toute résolution injective M x < #° il existe un morphisme de
complexes ¢.: S (M) — #°, unique & homotopie pres, rendant le diagramme suivant

commutatif
0->Mx—S"(M)— S' (M) — S*(M) —---

id || SD(IJ/ LPlJ, LPzJ/

0-Myx— 4 — g' — g° ..

La composée p.oe,: S (M) — #° donne lieu alors & un morphisme canonique et na-
turel (en catégorie dérivée): S*(X; M) — IRI'(X; M x) d’out le morphisme Z,(X; M) :
H W (X5 M) — H*(X; M x) annoncé.

Le théoréme de Mayer-Vietoris (L3I} est vérifié aussi bien par la cohomologie de fais-
ceaux que par la cohomologie singuliere. Par conséquent, si Uy et Uy sont deux ouverts
de X tels que Z,(Uy; M), Z.(Uy; M) et Z.(Uy N Uy; M) sont des isomorphismes, il en
sera de méme de Z,(U; UUy; M).

Une variété différentielle X de dimension n admet des recouvrements ouverts et lo-
calement finis 2 = {U,}aen tels que les intersections finies d’ouverts U, sont ho-
méomorphe a R™. Par les théoremes d’homotopie des cohomologies singuliere et de
faisceaux, les morphismes =,((;_;U,,; M) sont (trivialement) bijectifs. On en dé-
duit, par un argument récursif sur r a 'aide de Mayer-Vietoris, que les morphismes
E.(U;_1 Ua,; M) sont bijectifs pour toute famille finie {U,,,...,U,, }. En particulier, si
X est compacte Z,(X; M) est bijective quels que soient .« et M.
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d) Lorsque X n’est pas compacte, les arguments de (b,c) s’intégrent dans un complexe
de Chech relatif au recouvrement %/ dont la cohomologie est alors canoniquement iso-
morphe a la cohomologie de faisceaux de M x et & la cohomologie singuliere H*(X; M).

1.6.5. Proposition Soit X un espace topologique métrisable localement compact dénom-
brable a I'infini. Alors:

a) dime, (X x I/Z) = dime, (X /) + dime, (I /o), pour tout intervalle réel I.
b) dimg,(R™/.) = n, quel que soit .

¢) Si X est une variété topologique de dimension n, dimy, (X /.Z) =n, quel que soit L.

Démonstration. (c¢) est conséquence de (b) par et (b) est conséquence immé-
diate de (a) qu’il suffit de vérifier pour I =[0,1] (cf. . Soit p: X x[0,1] » X la
projection canonique. Pour tout & € Fais,,(X x [0,1]) et tout £ €N, on a

HYX x[0,1;F) = H*(X;Rp, F).
D’autre part, comme p est propre, on a:
RY[(Rp, F).] = Hé(p_lx;ff\p,lx), pour tout z € X,

et h'[(IRp, F),] = 0 pour £ > 2, puisque p—'z = [0,1] et que dim,([0,1]/.#4) = 1. Il s’ensuit
que le complexe 751 IRp, F est quasi-isomorphe a (IR'p,#)[—1], d’olt le triangle exact :

poF — Rp, F— (R'p, 7)[-1] 2L

et la suite exacte longue d’hypercohomologies :
— HYX,p.F) — HYX,Rp,F) — H" (X, R'p.T) —
donnant 1’égalité
H*(X,Rp,7) =0, pour tout £>m+2.
Par conséquent dimg, (X x [0,1]) < dime,(X) + 1.

Pour la majoration inverse on choisit un faisceau & € Fais ,(X) tel que H"(X ;) # 0,
avec n 1= dimy,(X /). On pose G :=p 'F et §:= X x {0,1} C X x [0,1] d’ouvert com-
plémentaire U. La suite longue de cohomologie associée a A(U , X x[0,1],8 ;(5) donne la
suite exacte:

H"(X x [0,1];itn %)) — H™(X x [0,1];%9) - H"(8;9|g) ~= H"™ (X x [0,1];itn %))
I [
H"(X;:Rp,p”'F) = H"(X;F)’
olt ¢’ s’identifie au morphisme diagonal A: H"(X;%)— H"(X;%)?. Le morphisme c
n’est donc pas nul et H"*! (X x [0, 1};@'U1(5\U) %0, CQFD. [

La proposition précédente est un cas particulier du théoreme plus général suivant.
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1.6.6. Théoréme. Soient X et Y deux espaces topologiques métrisables localement com-
pacts dénombrables a 'infini. Alors:

dime, (X X Y /o) = dimen (X /o) + dime, (Y /o)

Démonstration. La minoration dimg,(X XY /.Z) < dime, (X /eZ) + dim e, (Y /eoZ) se dé-
montre essentiellement de la méme maniere que pour [L6.5] Pour I'inégalité inverse le plus
rapide est de supposer X et Y compacts et d’appliquer le théoréme de Kiinneth (B7.5) m
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§2. Exemples de calculs d’homologie d’intersection

L’homologie d’intersection sera introduite en toute généralité dans la section (3] mais
auparavant, en guise de motivation et pour avoir quelques contrexemples montant les li-
mites de la théorie, nous en donnons une définition restreinte sur des espaces topologiques
tres simples ou des calculs explicites peuvent étre menés a bien par des techniques homo-
logiques élémentaires. Notre but sera d’illustrer la dualité de Poincaré dans I’homologie
d’intersection des espaces topologiques singuliers.

2.1 Cadre de travail
Pour simplifier, nous allons nous restreindre au cas le plus simple d’espace stratifié apres
celui des variétés topologiques, a savoir : les filtrations fermées X O Z O @ ou

e X est un espace topologique métrisable localement compact, localement
contractile, dénombrable a I'infini, de dimension cohomologique finie dx,

o Z est une sous-variété topologique fermée dans X, équidimensionnelle de
dimension (cohomologique) dz q(lm,

o U := X\ Z est une sous-variété topologique ouverte et partout dense dans

X, équidimensionnelle de dimension dx .

2.2 Complexe d’intersection pour la perversité p
Avec les données du paragraphe précédent, on note, pour chaque p € N={0,1,2...}

IC} = 7<) Riy.(ky)

ou ky désigne le faisceau constant sur U de fibres un corps k donné. Le complexe IC' est
le «compleze d’intersection de X pour la perversité p (a coefficients dans le systeme lo-
cal ky)»; c’est 'objet de la catégorie dérivée Dz (X)) canoniquement isomorphe a chaque
complexe de faisceaux:

0 — iy, (30) M it (31) ivdd) iv(dp-1) it (gp) M im(ig.(d,)) — 0

ou
o . oo Jr o gr+l dovt

0 ky —=—9° 29!

est une résolution de kg par des faisceaux injectifs, flasques, c-mous, ou plus généralement
iys-acycliques. On note alors pour m € Z :

LH™(X;ky) = R™'(X;1C,) |, resp. |[,H™(X;ky):=IR".(X;IC,})|,

le «m-iéme groupe d’homologie d’intersection (resp. a support compact) de X pour la per-
versité p (a coefficients dans le systéme local ki) ».

2.2.1. Remarque. On prendra garde du fait que cette définition est un cas particulier
de la définition générale de ’homologie d’intersection que nous introduirons dans la sec-
tion 3] Dans la notation IC,, la lettre "p” désigne un nombre et non pas une suite de
nombres comme c’est le cas dans la définition générale.
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2.3 Objet des calculs
La question que nous allons étudier, proche de la dualité de Poincaré mais non équiva-
lente, est la suivante:

Etudier I'ensemble (X ;U) des couples (p,q) € N x N vérifiant

dimy, (I,H™(X;ky)) = dimy (I,HX™(X;ky))

pour tout m € Z.

2.4 Homologie d’intersection du cone d’une variété topologique compacte a
coefficients dans le complémentaire de son sommet

2.4.1. Céne d’un espace topologique. Pour tout espace topologique I on note cs(IL)

et T4(IL) les espaces topologiques quotient : ) L
L x [0,1] ~ L x [0,1]
JL) == JL) ==
appelés respectivement « cone (ouvert) de L » et «cone V——— s

fermé de L ». Le « sommet » des cones, noté ‘s’ ici, est la classe L x {0}.

2.4.2. Remarques

o Lorsque L est localement compact, dénombrable & 'infini et métrisable, il en est de
méme de ses cones; si de plus I est de dimension cohomologique finie d,, ses cones
sont de dimension cohomologique dy, + 1.

¢ Si L est la sphere S™ ('), cs(L) est homéomorphe & R™*!. En particulier: tout point
d’une variété topologique admet un voisinage homéomorphe au cone d’une variété
compacte orientable.

2.4.3. Soit L une variété topologique compacte de dimension dr, non nécessairement con-
nexe. Le complémentaire du sommet du cone ouvert cs(IL) est homéomorphe a la variété
topologique L x ]0,1[. On notera dans la suite X :=c4(L) et U :=c4(IL)\{s}. Le couple
(X;{s}) est conforme aux cadre de travail que nous avons fixé dans[ZT]

2.4.4. Proposition. Le tableau suivant donne, pour chaque m € N, un espace vectoriel
canoniquement isomorphe au m-iéme groupe I’homologie d’intersection (resp. a support
compact) de X pour la perversité p et pour le systéme local k.

m 0 P p+1| p+2 dx dx +1
LH™(X,ky)|H(L;k)| -~ |HP(L;k)| 0 0 0 0
LH™(X:;ky)| O 0 0 [HPYY(L;k)| -+ |H®(L;k)| 0O

‘Prendre garde du fait que S™ est, par définition, ’ensemble des points de I’espace euclidien R"*+!
dont la distance & I'origine est égale & 1. En particulier, S° posséde deux points.
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ou H*(L;k) désigne la cohomologie singuliére de 1L & coefficients dans k.

En particulier, ZP(X;U)D {(p,q) eNxN ‘ p+qg=dx —2}

Démonstration. Notons 7 := 1<, Riy.(ky) et is:=i.
La suite exacte longue associée au triangle exact A(U, X, {s},Z") s’écrit :

L 1 (Xsiv(ky)) — H™ (X 57) 22 1™ (s}, 1(F) 5 (0)

puisque
Fly = (Tgp ZRiU*(kU)) \U =7 ((]Rz‘U*(k:U)) \U) — ky

D’autre part, les groupes d’hypercohomologie IH™ (X ;Z'Uz(ku)) (°) interviennent aussi
dans la suite exacte longue associée au triangle A(U, X, {s},kx) :
1 1
™ (X)) — H™ (X x) 22 H™ ({3} )
ou le morphismes (3, sont tous bijectifs puisque X est contractile. On en déduit 1’égalité
H™ (X;ipi(ky)) =0

pour tout m € Z, ce qui reporté dans (¢) entraine la bijectivité de «,, pour tout m € Z.

Ceci étant, {s} est de dimension cohomologique nulle (*) et JH™ ({s};i;'(F ")) est ca-
noniquement isomorphe a I’homologie en degré m du complexe des germes &; ce qu’on
notera h™[Z;]. Par conséquent :

1,H™(X k) = H™ (X 57) <2 17 7,] = {h (ko)) ). sim<ps )
B 0 sinon.
Pour la détermination des germes en s on peut considérer la base de voisinages de s de

la forme
_Lx [0,1/n[

Yo =0y

R [(Riv.(ky)), | =1im e H™(Vi\{s};k)
=lim, o H™(Lx]0,1/n[;k) = H™(L;k)

) pour tout n € N,

auquel cas

(1)

puisque la cohomologie des faisceaux est canoniquement isomorphe a la cohomologie sin-
guliére et suite aux théoremes d’homotopie bien connus (Lemme de Poincaré par exemple).
La premiere ligne de notre tableau résulte alors de () et (1).

>Comme iy (ky) est un complexe de faisceaux concentré en degré 0, le groupe IH™ (X;iU!(kU))
n’est autre que la cohomologie de faisceau en degré m du faisceau iy (ky).

SPour tout anneau A, tout faisceau de Faisa({s}) est flasque, mou, c-mou, .... De plus, lorsque A
est un corps k tout faisceau de Faisg({s}) est injectif et projectif.
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Pour I’étude de la deuxieme ligne du tableau on fait appel a la suite exacte longue

associée au triangle exact A(U,X,{s};Z") (L2):

[+1] e o F)m

P 0P Ushy) — B X5 — 0 7] 20 (1)
et qui présente I'intérét que les termes extrémes sont connus. En effet, celui de droite a déja
été étudié et pour celui de gauche on peut appliquer I'isomorphisme de Kiinneth a sup-
ports compacts: H™(U;k) = H™(L x]0,1[;k) = H™ !(LL;k) moyennant isomorphisme
H:(]0,1[;k) = H'7*(]0,1[;k) = k[—1] (dualité de Poincaré¢). Mais ceci ne suffit pas encore
a déterminer le terme du milieu de (1f) dans la mesure ou le morphisme de liaison (¥ ),
n’est pas explicite.

Notons 9*:= IRiy.ky (pas de troncature!). Le morphisme canonique de complexes
F*— G et la fonctorialité de A(U,X,{s}, _) donnent lieu & un morphisme de com-

plexes:
L B U hy) — H (X F7) — W [~ B (U ) —

] | | o

L H U k) — (X357 — b7 (2]~ P (U k) —

Ona IH™(X;%") = 0 pour tout m € Z. Pour voir ceci on fait appel & I'espace X :=¢,(IL),
compactification naturelle de X dont on note j: X — X le plongement (ouvert) donné
par l'inclusion. On remarquera 1'égalité X\ X =1L x {1} qui permet d’identifier le fermé
complémentaire de X dans X a L.

Notons & * := IRj,%". La suite exacte longue associée au triangle A(X, X, L; #*) s’écrit

[+1]

- D (a)

— H™X;9") — H™(X; ") 2 H™(L; %

puisque X et L sont compacts.

On a H™(X; )= H™(U;k) = H™(LL x ]0,1[, k) puisque
A= Rj Ry, (ko) = IR, (k).

En particulier, la restriction a Lx{1} du morphisme d’adjonction kg — IRif, (kxly)
donne un morphisme de complexes de faisceaux ky (1} — #°| o dont le germe en chaque
(,1) e L x {1} est un quasi-isomorphisme puisque la famille des parties

V(O)mn:=DB1/m)x]1—-1/n,1]

avec n,m € N et ot B({,1/m) désigne la “boule ouverte centrée en ¢ de rayon 1/m”, est
une base de voisinages de (£,1) dans X telle que V(£),, , NU = B({,1/m) x |1 —1/n,1]
est contractile, ce qui implique que le complexe & .‘V(E)m,n a son hypercohomologie con-
centrée en degré 0 ou elle est isomorphe & k puisqu’elle calcule H*(V (¢),,,, NU;k), par
définition.
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Moyennant ces remarques, on a un diagramme commutatif
H™(X\{s};k) == H"(X\{s};k)
o |
H™U; k) —&—— H™(L;k)

ott les morphismes verticaux sont ceux respectivement associés aux inclusions U C X\ {s}
et L x {1} C X\{s}, ce sont des isomorphismes d’apres les théorémes d’homotopie.
Les morphismes ¢,, sont donc bijectifs, IH™(X;%") = 0 pour tout m € Z d’apres (A) et
les morphismes ¢(9),, sont bijectifs d’aprés la deuxiéme ligne de (¢¢).
La suite (o¢) devient:
. . cF)m
— HMX;F") —— " [F]] THQM(U;JCU) —

Lom, =

W] <L HE Y (Ushy)

On en déduit :
e Lorsque m < p, le morphisme ¢, est bijectif et donc
H™(X;7") =0, pour tout m < p.
o Le morphisme c(¥),, est surjectif et h?™1[F;] =0 donc aussi
HPY (X 7)) =0
e Lorsque m >p+1 ona h™ 1[F] =0 et alors H™(U;k) = H™(X;Z") d’ott
H™(X;7°) = H™ '(L;k), pour tout m >p+2
puisque d’apres la formule de Kiinneth a supports compacts

H¥ U k) = H (L x 0, 1[:k) = H(L; k) © H*(]0,1[;k) = H(L; k).

Ce qui termine la vérification du tableau de la proposition.

Enfin, la partie concernant l’ensemble &(X;U) résulte d’une vérification rapide a I’aide

du tableau moyennant la dualité de Poincaré sur L. =

2.4.5. Remarque importante. La proposition montre qu'un espace contractile peut
trés bien posséder des groupes d’homologie d’intersection non nuls en degrés positifs.
L’homologie d’intersection n’est donc pas un invariant homotopique.

2.4.6. Remarques
a) On a [,H)(X;ky) = I,H (X;ky) =0, quel que soit ¢ €N, et
LH™(X;ky) = H" (L k) = H(L: k) £0,

lorsque p = dr,. On en déduit que Z(X;U) ne contient aucun couple (p,q) avec p > dr.
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b) Lorsque di, =0, X est le cone d'un ensemble fini de points () et 2(X;U) = 2.
¢) L’inclusion
P(X;U) 2 {(p,q) ENxN| p+q=dx -2}
est une égalité lorsque H™(LL;k) # 0 pour tout 0 < m < d,.

d) Lorsque L est une réunion disjointe de spheres S%, le complexe (]RiU*(k:U))s a de la
cohomologie uniquement en degrés 0 et di, et les morphismes canoniques

IC;——IC; —IC; - cy

sont tous des quasi-isomorphismes. Par conséquent, lorsque di, > 1, on a

P(X;U)=1[0,dx —2]*

2.5 Homologie d’intersection sur des espaces topologiques compacts
A partir de maintenant X est un espace topologique compact, ce qui nous évitera de
distinguer entre les groupes I,H™ et I,H".

2.6 Homologie d’intersection du double céne d’une variété topologique com-
pacte a coefficients dans le complémentaire des sommets

2.6.1. Double céne d’un espace topologique Pour 1 be.s (L) t
tout espace topologique L on note b, +(L) I'espace to- Lx[0,1] '
pologique quotient : '

L % [O7 1] 0 ——————— ) s

bs (L) :=

(€1,1) ~ (£2,1) et (£1,0) ~ (£2,0)

appelé le «double cone de L». Le «sommets du double cone», notés ‘s,t’ ici, désignent
respectivement les classes d’équivalence L x {0} et L x {1}.

2.6.2. On considere, comme dans une variété topologique compacte L de dimen-
sion dp, non nécessairement connexe. Le complémentaire des sommets du double cone
bs (L) est homéomorphe & la variété topologique L x ]0,1[. On notera X :=b, (L) et
U :=bs(L)\{s,t}.

2.6.3. Proposition. Le tableau suivant donne, pour chaque m € N, un espace vectoriel
canoniquement isomorphe au m-iéme groupe I’homologie d’intersection de X pour la per-
versité p et pour le systéme local k.

m 0 D p+1 p+2 |- dx dx +1|---
LH™(X,ky)|H(L;k)|---|HP(L; k)| 0 |HPYY(L;k)|---|H®(L;k)| O

ou H*(L;k) désigne la cohomologie singuliére de I a coefficients dans k.

7 X est un bouquet de segments de droite cf.
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En particulier Q(X;U)Z_D{(p,q)eNxN p+q:dX—2}

Démonstration. Considérons les parties ouvertes U, = X \{s} et U, := X \{t}. La suite
exacte longue de Mayer-Vietoris (& supports fermés) relative a la décomposition X =
U, UU, est clairement :

B 1L H™(X k) —— LH™ (Us ko) © LA™ (Ui ky) -2 H*(U, N U k) 125

ot U, est homéomorphe a c.(L) et U, NUs=U =L x]0,1].
Nous pouvons donc appliquer la proposition [2.4.4|qui montre aussitdt que ¢, est sur-
jective pour tout m < p et alors

LH™(X;ky) = A[LH™ (U ky) ® I, H™(Us; ky)| = H™(L; k), pour tout m < p.
Comme ¢, est surjective et que IpHPH(U*;kU) =0, on a aussi
LH ™ (X;ky) =0,
et, enfin, comme I,H™(U,;ky) =0 pour tout m >p+1, on a:
L,H™(X;ky) = H™ Y (LL;k), pour tout m >p+2.
ce qui termine la preuve de la proposition. [
2.7 Homologie d’intersection d’une variété topologique compacte a coeffi-
cients dans le complémentaire d’un ensemble fini
Dans cette partie le couple (X, Z) est constitué d’une variété topologique compacte de
dimension dx connexe orientable X et d’un ensemble fini Z C X.
2.7.1. Proposition. On suppose dx > 2 et Z # &. Alors
I,H (X ;ky) = H(X; k), pour tout p<dx —2,
I,H* (X ;ky) = H (U k), pour tout p>dx —1.
De plus: #(X;U) = [0,dx — 2]°.

Démonstration. Comme chaque x € Z admet une base de voisinages homéomorphe a
co(S¥71) et que S ! est connexe (car dx >2), la remarque (d) de R-4.6]s’applique au
cas présent avec comme précision supplémentaire : le fait que le morphisme d’adjonction
kx — iy«(ky) est un isomorphisme. On a donc

kx =1C,,, pour tout p < dx —2,

dans la catégorie dérivée D} (X) et la premiere assertion encadrée résulte.

D’autre part :
IC}, = Riy.(ky), pour tout p >dx —1,

pour des raisons analogues, d’ou la deuxieéme assertion encadrée.
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Enfin, I'inclusion #2(X;U) C [0,dx — 2]? est claire et sa réciproque résulte de remarquer
que H¥*(U;k) = H)(U;k) =0 par dualité de Poincaré et puisque U est connexe et non
compact. [

2.8 Homologie d’intersection d’un bouquet de variété topologiques a coeffi-
cients dans le complémentaire du point de base

2.8.1. Bouquets. Soient X et Y deux espaces topologiques et choisissons des points

ze€X et yeY. On appelle «bouquet de X et Y (auz
points x et y)», Uespace topologique quotient °
Lorsque X et Y sont des variétés topologiques connexes,
la classe d’homéomorphie de I’espace X ;V, Y est indépen-
dante du choix des points x € X et y € Y, le bouquet est
alorsnoté X VY .Lepoint b:=x=y € X VY est «le point

XV, Y

X1y
de base du bouquet».

XV, Y =
T~y

2.8.2. Proposition. Soient X et Y deux variétés topologiques compactes connexes orien-
tables de méme dimension d > 2. Soit U l'ouvert complémentaire du point de base b du
bouquet X VY . Alors:

I,H (X VY;ky)=H"(X;k)® H (Y;k), pour tout p<d—2.
I,H (X VY;ky)=H"(X";k)® H*(Y';k), pour tout p>d—1.

ot X' et Y’ désignent les complémentaires d’un point dans X et Y respectivement.

De plus
P(XVY,U)=[0,d—2)?

Démonstration. Dans le cas présent le point de base b admet une base de voisi-
nages homéomorphes au cone de deux spheres de dimension
d—1. 1l s'ensuit, comme dans P46](d), que les morphismes
naturels ICj— IC; —1C5— --- — IC; , sont des quasi-
isomorphismes.

D’autre part, IC) =iy.(ky) = ix(kx) ® iyn(ky') et mieux
encore :

Ix7s (]:fX’) @ iY’*UﬁY’) = iX*(EX) @ iY*(liY)
puisque d > 2. On a donc:

HY (X VY;ICH) = H (X VY;ix.(kx)) ® H (X VY;iy.(ky))
= H'(X;kx) ® H'(Y;ky)

puisque ix, est un foncteur exact qui transforme injectif en injectif (idem pour iy ).
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La premiere assertion encadrée est ainsi démontrée et le reste de la proposition résulte
comme dans [

2.9 Homologie d’intersection d’un espace singulier compact a singularités iso-
lées a coefficients dans sa partie lisse

Nous généralisons dans cette partie les exemples étudiés dans 2.Glet B8]

L’espace topologique X est compact et Z est une partie finie non vide de X telle
que U := X\Z est une variété topologique équidimensionnelle de dimension dx > 2, et
telle que, pour chaque z € Z il existe une variété topologique compacte L., de dimension
dx — 1, et une base de voisinages ouverts de z dans X homéomorphes a c,(L.). On dit
alors que « X est un espace singulier (compact) a singularités isolées. »

Comme chaque point z € Z admet un voisinage ouvert de la forme V, =c,(L,) «aussi
petit que l’on veut », on peut toujours supposer que V, NV, =@ pour z; # zo. Notons Z.
I’ouvert réunion d’un tel choix de Voisinagest coniques et Z_/y la réunion des méme voisi-
nages mais de «hauteur» moitié. L’espace U := X \Z, 5, retract par déformation de U,
est une variété topologique a bord §(U) homéomorphe a L :=1]]
du résultat suivant.

vez L. On aura besoin

2.9.1. Lemme. Soit Y un espace topologique compact homéomorphe a une variété topo-
logique a bord. Les nombres de Betti de Y sur k (%) sont finis.

Indication. L’idée est de recoller deux copies de Y en identifiant les points correspon-
dants de leurs bords. Notons Db(Y") I'espace ainsi obtenu (parfois appelé «le double de
Y »). On vérifie facilement que Db(Y') est une variété topologique compacte et possede,
par conséquent, des nombres de Betti finis. D’autre part, on a une suite longue de Mayer-
Vietoris

[+1]

T B DY) k) — B (Y3 k) @ H (Y k) — H* (5(Y): k) 2L

(%)
ot §(Y) désigne le bord de Y. Comme §(Y) est une variété topologique compacte, ses
nombres de Betti sur k sont également finis. L’exactitude de (%) permet de conclure. m

2.9.2. Proposition. Le tableau suivant donne, pour chaque m € N, un espace vectoriel
ayant la méme dimension que le m-iéme groupe I’homologie d’intersection de X pour la
perversité p et pour le systeme local k.

m 0 D p+1 p+2 dx dx +1
LH™(X ky) | H'(U) | - | HP(U) |ker(gps1) | HE(U) | -+ [HX(U)| 0

ou H*(_) (resp. H(_)) désigne la cohomologie (resp. a support compact) & coefficients
dans k, et gy, : H*'Y(U) — HP*(§(U)) = HP*'(L) est le morphisme de restriction. De

*On rappelle qu’on appelle ainsi les nombres B,,(Y;k) := dimg(H™(Y;k)).
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plus,
P(X;U) 2 {(p,q) eNxN p+q:dx—2}

Démonstration. On reprend les notations de paragraphes qui précedent la proposition.
La suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour la décomposition X =U U Z. et le com-
plexe de faisceaux F* = 7<), IRiy.(ky) vaut dans notre cas:

L. L.,
Y\

zZ1 Z9

H™(0) (@.czlpH™(c(L2)) )

UnZ. 8
2 H™(UNZ:)=H™(6(U)x)0,1)=H™(L)
E [+1]

]Lzzx}ovll

Les morphismes (3, sont surjectifs pour tout m < p (cf. B244), donc:
dimy, (I,H™(X;ky)) = dimy, (Hm(ﬂ',k)) =dim (H™(U;k)), pour tout m < p.

puisque U est retract par déformation de U (¢f. IL623(b)).

Lorsque m >p+1, on a I,H™(c.(L.)) =0 pour tout z € Z, et [3,, s’identifie au mor-
phisme de restriction ,,: H™(U;k) — H™(LL;k) que l'on retrouve, par ailleurs, dans la
suite exacte longue associée au triangle exact A(U\L,U,L; k) :

LD H @ \Ls ) -2 (T k) L2 7 () (+)

On en déduit:
dimy, (I, H™(X;ky)) = dimy, (H™(U\L; k) = dimy, (H™(U;k)), pour m >p+1.
puisque ﬁ\IL est homéomorphe a U. Et, pour terminer :
ILHP™ (X ky)) = ker(Bpi1)

puisque [, est surjective. Ce qui acheve la justification du tableau de la proposition.

La deuxieme partie de la proposition est conséquence immédiate de la dualité de Poincaré
vérifiée par U sauf a un endroit ou l'on est conduit a vérifier ’égalité des dimensions
dimy, (ker(Gp41)) = dimg (ker(Gay—(p+1)))» Ou encore, par I'exactitude de (x), I'égalité :

\ dimy, (im(Gp11)) = dimy (im(dgy—(p+1)) (%)
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H(U; k) -2 HY (U k)

est la composée de a, avec le morphisme de restriction H*(U;k) — H*(U;k) qui est un
isomorphisme pour des raisons d’homotopie. Or, comme U est supposée lisse et orientable,
elle vérifie la dualité de Poincaré, i.e.

H*(U;k) = Hom(H" (U3 k); k) ,
et comme les nombres de Betti sur k& de U sont finis (lemme R.9.1), on a aussi:
H!(U; k) =Hom(HY *(U;k); k).

Le morphisme @, coincide alors avec son transposé au décalage pres, i.e. @, = ‘Gay—m
pour tout m € Z. L’égalité (%) en résulte et la proposition est démontrée. [

2.10 Homologie d’intersection d’une variété topologique compacte a coeffi-
cients dans le complémentaire d’une sous-variété fermée

Cette partie généralise 1’étude de la section 2-9]et c’est le premier exemple ot le sous-
espace Z n’est pas supposée de dimension nulle.

On se donne une variété topologique X compacte de dimension dx et une sous-variété
topologique Z C X de dimension dz. L’ouvert U := X\ Z est alors une variété topologique
de dimension dx dont on suppose qu’elle est orientable (). On rappelle que, par définition
de sous-variété topologique, pour chaque point z € Z, il existe un voisinage ouvert V, de z
dans X et un homéomorphisme ¢, : V, — R4 x R~z tel que ¢,(V, N Z) =R x {0}.
En particulier, V. NU est homéomorphe & R% x (R?™*~92\{0}) et on a une homotopie

V,NU ~S% 4271 pour tout z € Z. ()

Il est d’autre part clair qu’a partir de la donnée d’un tel voisinage V, on peut construire
une base de voisinages ouverts de z dans X vérifiant la propriété (k). Il s’ensuit que,
pour tout z € Z, le complexe (lRiU*(kU))Z calcule la cohomologie de la sphere S4x—dz—1
(nulle en tous degrés sauf 0 et dx — dz — 1). Par conséquent, les morphismes naturels entre
troncatures successives suivants sont tous des quasi-isomorphismes.

IC,—IC; —ICy— -+ — Riy.(ky) , lorsque dx —dz < 1;

I1Cy;— IC] —=IC5 — -+ — 105, a4, 2

. . ; lorsque dx —dz > 2.
IOdX*dZ*l - ICdxfdz o T ‘ZRZU*(kU) }

Ces remarques constituent ’essentiel de la démonstration de la proposition suivante
dont nous laissons les détails comme exercice.

" Lorsque dx —dz > 2, cette condition équivaut a l'orientabilité de X puisque, dans ce cas, les mor-
phismes d’adjonction Oryx — iy, Ory =iy« ky < kx sont des isomorphismes. Par contre, lorsque
dx —dz =1, la variété X peut ne pas étre orientable comme le montre ’exemple ou X est le ruban
de Mdbius et Z est son cercle médian.
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2.10.1. Proposition. Avec les donndes précédentes, on a :

LH (X hy) H*(U;k) lorsque p>dx —dy — 1,
b U HY(XE)  sinon.

En particulier

P(X;U) 2 [0,dx —dy —2]*, en général, et
(X;U) =@, lorsque dx —dz = 1.
P(X;U) =N, lorsque dx = dz.

S

2.10.2. Remarque. Les conséquences suivantes méritent d’étre relevées.

a) Lorsque Z est de codimension 1 dans X les groupes d’homologie d’intersection ne
vérifient jamais la dualité de Poincaré.

b) Lorsque Z est de codimension strictement plus grande que 1 dans X, des groupes d’ho-
mologie d’intersection vérifiant la dualité de Poincaré existent et s’identifient tous a la
cohomologie ordinaire de X .

¢) Dans (b) 'homologie d’intersection de X ne voit pas la sous-variété Z.

2.11 Comparaison des études [2.9]et [2.10]

La définition de espace singulier & singularités isolées de[Z:9]n’exclu pas le cas ot X est
une variété topologique et Z est un sous ensemble fini de X (on dit dans ce cas que les sin-
gularités de Z sont «inessentielles»). Le cas ou dx > 2 est donc commun aux propositions

B92et BETOT] A ce propos 229 2]donne le tableau suivant :

LH™X,ky)| HO(U) |- |HP(U) |ker (H?*1(U) — HPTY(L)) |HPT2(U)|---|HIX(U)| 0

La suite exacte longue associée au triangle exact A(U,X,Z;kx) est:
T 1 (U k) 2 B (X k) —— HY(Z3k) —
et comme H™(Z;k) =0, pour tout m >0, on a toujours:
H™U;k)=H™(X;k), pour tout m >2; et
HNU;k) <5 HY(X;k), est surjective.
D’autre part, la suite exacte longue associée au triangle exact A(Z,X,U;kx) est:
U Hy (X k) —— HY (X k) — H (U k)
ou H}(X;k) =0, pour tout m # dx, puisque X est une variété topologique. On en dé-
duit :
H™(X;k)=H™(U;k), pour tout m < dx — 2.

Enfin, L est maintenant une réunion de sphéres de dimension dx — 1, donc HP™(LL;k) =0
pour tout p < dx — 3, et alors:
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ker(HP*'(U) — HP*\ (L)) = HP*Y(U) = HP*'(U) = HPY(X)
pour tout 0 < p<dx — 3.
Reste & comprendre ker(H*~Y(U) — H™x"(L)).

Le morphisme de triangles exacts A(U,ﬁJL;k:) — AU Z.,X,L;k) associé au plon-
gement fermé U C X induit un morphisme de suites exactes longues:

— (L) — HIX U (U) © HX N (Z0) == H 7 (X) — (L) —
| -| | H
— B L) ——— HE'(U) ——— H*(0) B —

ou fo’l(ZE) =0 puisque Z. est une réunion disjointe de variétés topologiques homéo-
morphes & R% . Le morphisme a est l'identité et v est donc bijectif. Enfin, comme
dx —1>1, le morphisme 3 est surjectif (i) et, par conséquent, ker(§) = H¥x~}(X).

Ces remarques montrent bien la concordance des propositions en question.

2.12 Conclusions

a) Dans tous les exemples considérés ot Z est de codimension supérieure ou égale a 2
dans X, on a

dimy, (I, H™(X;ky)) = dimy, (I,H>™(X;ky)) , pour tout m € Z. (0)
pour tous les couples
(p,q) ENXN telsque p+qg=dx—2. (00)
b) Lorsque Z est de codimension 1 dans X, il existe des exemples pour les quels (¢) n’est
jamais vérifié.

Une large partie des sections suvantes est consacrée a l’explication et a la généralisation
de ces phénomenes.
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§3. Dualité sur les espaces stratifiés

L’homologie d’intersection sur les espaces localement compacts concerne la classe d’es-
paces topologiques connus sous le nom de «pseudovariétés». Voici un extrait des articles
de Goresky-MacPherson [GoMc;,GoMcs| ou la notion est introduite.

Definition. A topological pseudomanifold of dimension n is a purely n-dimen-
sional stratified paracompact Hausdorff topological space X which admits a
stratification

X=X,D2...0X; 02X,

such that X,,_; = X,,_» (i.e., S,, = X — X,,_5 is an n-dimensional manifold which
is dense in X'). We use the symbol X to denote the singularity subset X,, _».

Le but de cette section est de revoir chaque ingrédient intervenant dans cette défini-
tion et aussi de rappeler le formalisme de la «dualité de Grothendieck-Verdier» pour les
espaces stratifiées et donc pour les pseudovariétés.

3.1 Espace topologiquement stratifié

Dans la définition de «pseudovariété» rappelée dans le paragraphe précédent, apparailt
I’expression « purely n-dimensional stratified paracompact Hausdorff topological space». Les
paragraphes qui suivent sont destinés a rappeler sa signification.

Commencons par la notion d’«espace topologiquement stratifié de dimension d» dont la
définition, de nature inductive (cf. [GoMc;,GoMcs)), est la suivante :

a) En dimension 0. Il s’agit des ensembles finis ou dénombrables munis de la topologie
discrete ;

b) En dimension positive d, il s’agit d’un espace topologique X muni d’une filtration par
des parties fermées:

Fi= (X =X42Xs 122X 2 X2 X 1 =2),

telle que pour chaque ¢=0,...,d et chaque z € X4_.\Xg_(c11), il existe un voisinage
ouvert N, de x dans X, un espace compact L(z) topologiquement stratifié de dimen-
sion c—1:

L(z) = L(2)e1 2 L(z)e—2 2 -~ 2 L(a); 2 L(w)o 2 L(x)_1 = 2,

et un homéomorphisme
¢ : R x c(L(z)) —=— N, (0)

dont la restriction au sous-espace R4 ¢xc(L(z);) est bijective sur N N Xg_cy;11, pour
tout j vérifiant ¢—1>j > —1. En particulier, (N, N X4_.) ~R% ¢ et le sous-espace
S¢:= Xq-c\X4—(c+1) est une partie localement fermée de X qui est une variété topo-
logique de dimension réelle d — ¢ lorsque elle est non vide.

Les voisinages N, sont souvent appelés «distingués ».

Chaque composante connexe de S¢ est appelée «strate (de codimension c)» de l'es-
pace stratifié X .
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3.1.1. Remarques complémentaires

a) Le cone d'un espace topologique L est le quotient topologique de [0,1] X IL par la rela-
tion d’équivalence qui identifie les points de premiere coordonnée nulle. Il est commode
de noter ¢(IL) par une notation qui rappelle celle du produit d’un scalaire par un vec-
teur,

c(Ly={tL|lel; te[0,1[}.

Le produit de deux cones se décompose en trois parties
t-(¢,(v/t)m) pourt>wv >0
¢(L) x ¢(M) = {(t-l,vm)} = t-(¢,m) pour t=v2>0
v-((t/v)-,m) pour v>t=>0
qui font apparaitre c(IL) x ¢(M) comme le cone d'un nouvel espace Ly xLy

topologique : «la jonction» («the join» en anglais) de L et M, notée L /
L |-
2

L+ M et définie par {(¢-¢,(1—t)-m)}. On a:

¢(L) x ¢(M) = c(L+xM) (%)
Exercice. Montrer que tout point d’un espace topologiquement stratifiable admet un
voisinage homéomorphe au cone d’un espace topologiquement stratifiable.

Lorsque L=1Lg DLy 12 - DLy D & est un espace topologiquement stratifié, le cone
¢(LL), muni de la filtration :

c(Lg) 2c(Lg1)2--2c¢(Ly) Dc(@)=pt 2@

est topologiquement stratifié de dimension d+ 1. De méme, si (L,F) et (M,§G) sont
stratifiés de dimensions dy, et dyg, 'espace L x M est muni de la filtration F x G définie
par:

(]L X M)m = Ua+b:m(]]-‘a X Mb) )

est stratifié de dimension di, + dyy.

Nous laissons au soin du lecteur d’imaginer la stratification de IL x M, de se convaincre
que isomorphisme () est bien un isomorphisme d’espaces stratifiés, et de prouver le
lemme suivant.

Lemme. Etant données deux espaces topologiquement stratifiés
XdQdelg"'QXrgg et X'/‘Qerlg"'QXOQ@a

la filtration
Xi2Xg 122X 2X, 12 2X929

est une stratification topologique de X .

Exercice. Montrer par un contrexemple que I'implication inverse est fausse en général,
méme lorsque X,. est une variété topologique.
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b) Dans la condition M(o), I'espace L(z) est localement constant sur la strate conte-
nant x, mais on prendra garde du fait qu’il dépend de maniere essentielle de la stratifica-
tion, par exemple, dans une variété topologique X de dimension d munie de la stratifica-
tion triviale (X4-1 = @), on a L(z) = @, mais munie de la stratification X D {z} D @,
on a L(x) =S4,

¢) On prouve par récurrence sur la dimension qu'un espace topologiquement stratifié est
toujours séparé, localement compact, dénombrable a I'infini, métrisable, de dimension
cohomologique finie.

d) D’apres la condition (¢) un espace topologiquement stratifié est toujours localement
contractile donc localement connexe par arcs.

Dans la suite nous allons supposer ces conditions vérifiées par tous les espaces topo-
logiques nous serons amenés a considérer. Ceci ne nous empéchera pourtant pas de le
rappeler explicitement dans certains énoncés.

3.1.2. Commentaire. Il faut bien faire attention au fait que dans la définition B.1]la
différence 87 peut étre vide, ce qui implique qu'un espace topologiquement stratifié de
dimension d est également de dimension d’ pour tout d’ > d.

D’autre part, les espaces L(z) peuvent eux-aussi étre vides, ce qui, dans un autre lan-
gage, implique qu’'un espace topologiquement stratifié peut étre non équidimensionnel. Par
exemple, X = {(x,y,2) € R®| z(2> +y*) = 0} muni de la filtration

XDoX: ={z=y=0}D2{0}

est un espace topologiquement stratifié de dimension 2, ol certains points ont des voisi-
nages de dimension 1. Plus précisément, on a L(z) = @, pour tout = # 0 et L(0) = S' IS :

z
x st co(SY)
; s V4
O T 0 0 X<S¢
= : =
@) 0 O
{r=y=0} co(S7)

3.1.3. Exemples. Les variétés algébriques X (complexes ou réelles) irréductibles ou non,
équidimensionnelles ou non, munies d'une stratification algébrique () vérifiant les condi-

tions de Whitney, sont des exemples d’espace topologiquement stratifié.

3.1.4. Espace topologiquement stratifié purement de dimension d. Il est facile de
voir que si dans un espace topologiquement stratifié (X;JF), ’'ensemble S° est non vide et

10 Chaque X; est un fermé algébrique de X.
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partout dense, il en est de méme pour les espaces L(z), quel que soit x € X . Dans un tel
cas, la dimension de X est uniquement déterminée (elle coincide alors avec dimg,(X)).
Cette remarque est a la base de la définition suivante :

Définition. Un espace topologiquement stratifié de dimension d est dit « purement de di-
mension d» lorsque la réunion SY des strates de codimension nulle est non vide et partout
dense dans X .

3.1.5. Exercices

1) Montrer que si (X;F) est un espace topologiquement stratifié purement de dimen-
sion d, espace L(z) est un espace topologiquement stratifié purement de dimension
d—1i+1, quel que soit x € S°.

2) Soit (X;F) un espace topologiquement stratifié de dimension d. Montrer que pour tout
S non vide, son adhérence S* munie de la filtration obtenue en restreignant F a S*
est un espace topologiquement stratifié purement de dimension d — .

3) Montrer qu’un espace topologiquement stratifié de dimension d est réunion d’espaces
topologiquement stratifiés purement de dimensions d’ avec d’ < d.

3.1.6. Commentaire. Il est clair que I'exemple de[3.1.2]n’est pas purement de dimension
2. Dans cet exemple, S° est le plan {z =0} et S! est la droite {z =y = 0}.

Dans le méme ordre d’idées, les variétés algébriques X (réelles ou complexes) munies
de stratifications algébriques sont purement dimensionnelles, si et seulement si, elles sont
algébriquement équidimensionnelles ().

3.1.7. Condition d’équisingularité. Dans la définition d’espace topologiquement stra-
tifié, la condition (o) (cf. est une condition dite d’«équisingularité locale» en ce
sens que pour chaque strate S et pour chaque z € S, le type de singularité de x dans X
est localement constant par rapport a la strate S. Il est important de comprendre que une
filtration fermée d'un espace topologique X ou les différences X;\X,;_1 sont des variétés
topologiques, ne vérifie pas nécessairement la condition d’équisingularité. Dans I'exemple
I'ensemble X := X\ S est homéomorphe & la droite R et les strates de la filtration
X D X' D @ sont des variétés topologiques, pourtant la strate X' ne vérifie pas la condition
d’équisingularité locale au point 0.

La condition d’équisingularité locale joue un role essentiel dans la constructibilité des
complexes de faisceaux, theme que nous développons dans la section suivante.

3.2 Constructibilité
3.2.1. Faisceaux dérivés. Pour tout complexe M * d’objets d'une catégorie abélienne A :

'"Toutes ses composantes irréductibles sont de la méme dimension algébrique.
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. 1 dm- d d
M :(...Mm 1L1>MWL)M7”+1L“>...)7

et tout m € Z, on appelle «m-iéme objet dérivé de M*» ’objet de A défini par:

ker(d,,)

h"M*® = ———.
im(dmfl)

Dans le méme ordre d’idées, si o, : M* — N* est un morphisme de complexes de caté-
gorie dérivée D(A), on note h"«.: h™M*— h™N"* le morphisme induit entre les objets
dérivés correspondants.

La correspondance M ~~ h™M*, a. ~~ h™«, définit un foncteur de la catégorie dérivée
D(A) vers la catégorie A.

Lorsque J* € C’*(Fais(X )), on parle plutét de «faisceaux dérivés du complexe F°» et
on note H"F* plutot que h'™F*.

3.2.2. Faisceaux dérivés a supports dans une partie localement fermé. Pour toute
partie S localement fermée dans X, on note " la composée des deux foncteurs i :
DT (X)~ D*(S) et #™: D' (S) ~ Fais(S) :

HT = A" (i T ") € Fais(S)

Cette définition généralise celle de H#™ puisque ' =A™ de maniére évidente.

3.2.3. Le triangle exact fondamental. Pour toute partie S localement fermée dans X,
de complémentaire A := X\S, on a le triangle exact de D" (X):

. . . . . .— . 1

istig T —— T —— IRi i, (F°) i,
ou ig:S— X et ig: A— X désignent les applications d’inclusion, dont on déduit la
suite exacte longue:

—>iS!Jﬂg“g.—“%mg.—’%m(lRiA*(37°\A)) —>isu7f5m+1,97‘—>

3.2.4. Amplitudes d’un complexe. Soit A une catégorie abélienne. Pour tout complexe
M* € C*(A), on appelle
o «amplitude de M*», notée [M°]
M #£0 et MY 0.
o «amplitude cohomologique de M*», notée [M*], , la réunion des intervalles [a,b] C Z
tels que h®M* #0 et h®M* # 0.

eplxs 1a Téunion des intervalles [a,b] CZ tels que

Remarques. Pour tout complexe M* € C*(.A), on a:
a) [[M .HCh c [[M.]]cplx'

b) [M*[m]],, =[M]y,—m et HM.[m]]](zplx = [[M.]]Cplx —m.
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3.2.5. Troncatures intelligentes. Il convient de rappeler les définitions des deux types
de troncature intelligentes :

Troncatures 7 et 7/. Soit m € Z. Pour tout complexe de C*(A) :

M = ( . MTTL71 dm-1 Mm dm Mm+1 A1 Mm+2 [o S— . )
on pose H H QT OT
Tem M* = (...Mmflﬂ M™ &im(dm)L 0 L)),

c H 1 o o

Tem M* = (mMm_leer(dm)L o 2. o L)’

On définit ensuite :

Tom M :=M"/T¢,, M* et T>/mM. = M./TglmM.

3 * * * * C 4 7 .
Remarque. Les notations 72, et 72, 4 (resp. 7%, et Tom +1) seront considérées équiva-
lentes.

Pour tout morphisme de complexes «,: M*— IN*, on a les inclusions naturelles
am(ker(d,,(M))) Cker(dy,(N)) et apmyr(im(d,y,(M))) Cim(d,,(N))

et on peut définir

an, sin<m a, sin<m
. / .
(Tem @e)n = ¥mtilina,, (vy)> StR=m+1 (Tem @e)n = § Umlier(d,n(ary)> SIR=M
0 sinon 0 sinon

On obtient ainsi des correspondances fonctorielles (additives) et des inclusions et sur-
jections naturelles

’Tg/m Crem Cid: C*"(A) ~ C*(A) et id— ’7'>/m = Tom : C7(A) ~ C*(A)

* * * *
T<m S T<n €t Tsp = 7>y, pour tous m < n.

le tout compatible au passage en catégorie dérivée.

3.2.6. Lemme. Pour tout complexe M* e C*(A) et tout m € Z, on a:
a) hi(rem*M*) = {h M- sii < m,} ot hi(Tom* M*) = { _ s1. 1< my}
0 sinon. h*M* sinon.
ou 7 désigne indifféremment T et 7' ;
b) des suites exactes courtes (induisant des triangles exacts en catégorie dérivée)
0—>T<mM'L>M'—> TsmM®™ ——0

/ . C . ! .
0O— 7« M'"— M"— 7oy 1 M ——0

46—



§3 HoMOLOGIE D’INTERSECTION & FAISCEAUX PERVERS §3.2

c) des inclusions pour les amplitudes des complexes :
. / .
[[7>mM Hcplx - [m,+oo] et [[TgmM ]]cplx - [*OO,m]

d) Pour tous a <b € ZU{+oc}, il existe un complexe N* vérifiant [N ], C [a,b] et un
isomorphisme canonique en catégorie dérivée de N° vers 7>, (Tgb*M.). Un tel
complexe sera noté *|M*|°. En particulier,

i) M* est canoniquement isomorphe a un complexe dont I'amplitude en tant que com-

plexe coincide avec [M*],.

ii) Pour tous a <b<ceZU{£oo} et tout complexe M*, on a un triangle exact en
catégorie dérivée :
aJM.Lb aJM-Lc b+1JM-LC

Démonstration. Tout est évident dans la mesure ou 7, préserve la cohomologie en
degrés inférieurs ou égaux & m et tue les objets en degrés strictement supérieurs & m (mu-
tatis mutandis pour T<,,'). L’assertion (d), dans le cas 74’ (7<, M "), résulte de composer
en catégorie dérivée les quasi-isomorphismes canoniques:

Toa (Teo M") — 720 (T2 M) — 70 (r5p M) = “| M " n

3.2.7. Complexes X-cohomologiquement localement constants

Définitions. Un complexe F* € C*(Fais(X)) est dit « cohomologiquement localement cons-
tant », «clc» en bref, lorsque ses faisceaux dérivés #""Z* sont localement constants.

Plus généralement, soit X une partition de X. Un complexe Z* € C*(Fais(X)) est dit
«X-cohomologiquement localement constant», «X-clc» en bref, lorsque la restriction & °|g

est cle, quel que soit S € X. Bien évidemment, il revient au méme de demander que les
restrictions #™F*
m e 7.

g soient des faisceaux localement constants sur S, pour tous S € X et

Un complexe X-cle Z* est dit « X-cohomologiquement constructible », «X-cc» en bref, si
chaque faisceau A#™F |4 est un systéme local.

On dira qu’un faisceau Z est cle, X-cle, X-ce, lorsque le complexe Z[0] lest.

3.2.8. Notations. Les sous-catégories pleines des catégories D*(X) (x = {+,—,b}) des
complexes cle, X-cle, X-cc seront notées D} (X)), D5 ,.(X) Dy . (X).

3.2.9. Théoréme. Soit X une partition de X en parties localement contractiles. La sous-
catégorie Dy.x_ac(X) (resp. X-cc) munie des triangles exacts de Dy(X) dont les sommets
sont des complexes X-clc (resp. X-cc), est une catégorie triangulée.
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Démonstration. Il suffit de montrer que le cone d’un morphisme de complexes X-clc est
X-cle. Soit . : F* — G* un tel morphisme. Pour tout S € X, on considere la suite exacte
longue de faisceaux

L g 2 g HC ()| g —

Nous avons montré que les noyau et conoyau d’un morphisme de faisceaux entre deux
faisceaux localement constants sont eux-mémes localement constants. En particulier, le
faisceau ™€ (a.)|g est extension de deux faisceaux localement constants :

00— ) —— H"E(a.)|g—— P ——0 (1)

Pour x € S soit W, un voisinage contractile de x dans S. On a la suite longue de
cohomologie :

0 —— I(W,, 1) —— T (Wos " €(a) g) " (W, £2) <20 B (W, 1) —
ot HY(W,; %) =0, d’aprés le théoréeme d’homotopie sur les espaces contractiles. Le mor-
phisme ¢(W,) est alors surjectif et toute section de ¢(W,) donne lieu & une section, dans
la, catégorie des faisceaux, de la restriction de (i) & W,. Par conséquent, H#™€(c.)

W
est isomorphe au faisceau constant #1|y;, © sy, . Tout ceci étant vrai au voisinage de

chaque point de S, le faisceau H#™€(a.)|g est bien localement constant. (]

3.2.10. Remarque. Dans le cas «cc», 'hypothese de locale contractibilité des parties
de X n’est pas nécessaire. En effet, une surjection de faisceaux sur un systeme local
est de la forme ¢: F — ky"™ pour V assez petit. Comme d’autre part, Hom(ky™,F) =
Hom(c¢™,I'(V;F)), le morphisme ¢ admet une section, si et seulement si, on peut relever
simultanément les m générateurs canoniques de ky™, ce qui est toujours possible, quitte
a rétrécir V', puisque m < oo.

3.2.11. Remarque. Soient 01,05, FE trois objets d’une catégorie triangulée J. On dit que
«E est extension de Os par O1», lorsqu’il existe un triangle exact :

01 v E v 02 [fl] . (*)

Une sous catégorie pleine ' C J, stable par le foncteur de translation de J, est dite
«sous-catégorie triangulée », lorsque, munie des triangles exacts de I a sommets dans J7,
c’est une catégorie triangulée.

Une sous catégorie triangulée I’ d’une catégorie triangulée T est toujours «stable par
extensions dans T ». En effet, étant donné un triangle (*) exact dans I, avec O; € Ob(J7),
le morphisme U, = Uj[1] se compléte en un triangle exact de J”

0, —— O4[1] == 03 .5,

et il existe un morphisme h: E[1] — O3 tel que
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02 - 01[1] — E[l] [::1]]

I I Ln

0,4~ 01 % 03 =~

[+1]

est un morphisme de triangles exacts de J. Le morphisme h alors est nécessairement un

isomorphisme et E est bien isomorphe a un objet de J”.

Le théoremeB 2 9Imontre donc que les catégories Dj v ,.(X) et Dj . ..(X) sont stables
par extension dans Dy(X). On a donc:

3.2.12. Proposition. Soit X un espace topologique muni d’une partition en parties lo-
calement contractiles X. Pour tout ouvert U C X réunion de parties de X, de fermé
complémentaire F := X\U, il suffit que deux termes des triangles exacts A(U, X, F;F")
et A(F,X,U;F"*) soient X-clc (resp. X-cc) pour que le troisiéme le soit.

3.3 Théoreme d’homotopie
3.3.1. Filtrations fermées. Pour toute filtration finie F d’un espace topologique X par
des parties fermées X :

F=(X=X42Xs122X2X 1=9)
on note:

o Us := X\ X4 (c41), et U® pour F sous-entendue ; d’out la filtration ouverte:

td—2 d—1_%d-1 d__
Lyt yl=Xx

UO‘ i U1 i
C

N

o S5 := Xd,c\Xd_(cH), et S¢ pour F sous-entendue ; d’ou la partition en parties loca-
lement fermées :
Uc=S"1US"1I---118°
ou linclusion j.:S¢ < U° est un plongement fermé.
« Ut =U°11 8¢ réunion disjointe d'un ouvert et un fermé de U°*!. En particulier,

pour tout #* € D(U'!), on a les triangles exacts:
[+1]

A(UC, UC+1, SC+1;ng’~.) . ic! (Ei'\Uc) — %jﬁ%!(g. SC“) I
A(SC+1,UC+1,UC;<%~.)  erne (j!c+1*97.) ——F'—— IRi.. (,97' UC) ﬂ)

Notations et terminologie particuliéres
« Par analogie avec les espaces stratifiés, chaque composante connexe d’une partie S¢
non vide sera appelée «strate (de codimension ¢) de F».

» La notation Strat(F) désignera suivant le contexte :
— I’ensemble de toutes les strates de F,

— la partition de X définie par les strates de JF,

— D’espace topologique réunion disjointe des strates de F,
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« On notera aussi :
U € F : pour indiquer que U est 'une des parties U".
F € F : pour indiquer que F est I'une des parties X..
D} ,.(U°) : cle par rapport a la partition de U€ induite par Strat(F).
DY ..(U°) : cc par rapport a la partition de U€ induite par Strat(F).

3.3.2. Homotopies filtrées. Etant donnés un espace topologique filtré (Y;F) et une
application continue f:X — Y, on induit une filtration fermée sur X, notée f~'F, en
posant X; := f71Y;.

11 est clair que la restriction de f & une strate de f~'F est a valeurs dans une unique
strate de F. Lapplication f se releve, par conséquent, en une application continue Strat(f) :

Strat(f~!'F) — Strat(F).

Homotopie filtrée. Avec les notations précédentes, on dira que deux applications conti-
nues f,g: X — Y sont «F-homotopes» lorsqu’il existe une application continue

h:[0,1]]x X —Y

telle que ho = f, hi =g et h;'S = h,;'S pour tous t,#' € [0,1] et S € Strat(F). Une telle
application est appelée une « homotopie entre [ et g filtrée par F».

3.3.3. Remarque. Il est clair que si f et g sont F-homotopes, Strat(f 'F) = Strat(g'F)
et les applications Strat(f) et Strat(g) sont homotopes au sens classique du terme.

3.3.4. Exercice. Soit Y =[0,2] C R muni de la filtration F= (Y D {0,1,2} O &). Soient
f,9:Y =Y les applications f(x)=x/2 et g(x)= (z+1)/2. Vérifier les assertions sui-
vantes.

a) f et g sont homotopes au sens classique du terme.

b) f1F=g"'F.

¢) f et g ne sont pas F-homotopes.

Déformation de rétraction filtrée. On considére maintenant un sous-espace X de Y.
On rappelle qu'une «déformation de rétraction de' Y sur X » est une application continue
h:[0,1] XY —Y telle que

h():idy, hl(Y)gX, et hl‘X:idX

Lorsque, de plus, pour chaque strate S de F la restriction h‘[o 1)xs est a valeurs dans
S, on dit que « h est une déformation de rétraction de'Y sur X filtrée par F », ou encore,
que « X est F-retract par déformation de'Y ».

Remarque. Soit ix : X < Y linclusion, 'application Strat(ix) : Strat(iy' F) — Strat(F)
est un homéomorphisme sur son image et Stlraut(z';(1 F) se voit comme sous-espace de
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Strat(F). Lorsque X est un F-retract par déformation de Y, le sous-espace Strat(iy F)
est un retract par déformation de Strat(F) au sens classique du terme

Commentaire. Ce qu’il faut retenir des définitions précédentes, c’est le fait que les ho-
motopies et déformations que 'on considere lorsque 'on se donne une filtration F, sont
globalement définies et “respectent” la filtration en ce sens qu’elles se restreignent natu-
rellement aux strates.

3.3.5. Théoréme d’homotopie. Le théoreme suivant est une généralisation fondamentale
du théoréme d’homotopie pour les faisceaux localement constants [06.2]

Théoréme. Soit (Y;F) un espace topologique muni d’une filtration fermée. Alors

a) Pour toute application continue f: X —Y , on a
fﬁlD;—clc(Y) c D;*l?-clc(X) et fﬁlDf}—cc(Y) - D;*IE-CC(X)
On suppose maintenant ° € Dz, (Y).

b) Si fo, f1: X — Y sont F-homotopes, il existe un isomorphisme canonique en catégorie
dérivée entre les complexes f(flgf ‘et f; LF* qui identifie les morphismes

IH IH
H(Y:8) S (XS5 F7) et H (Y387 2l (X £ )
¢) Si X est F-retract par déformation de Y, le morphisme de restriction
HY:;7')— H" (X;JJ' X)

est un isomorphisme.

Démonstration

a) Affirmation évidente.

b) Soit h:[0,1] x X — Y une F-homotopie entre fy et fi. Pour i:f ~;
chaque t € [0,1], notons i; : X — [0,1] x X DPapplication x ' 't\
(t,x) et fr:=hoiz=~h(t, _). Soit p:[0,1] x X - X la pro- 0,1 > X Y
jection canonique (t,z)+—z, on a poi;=idx. En appli- idx lp
— — X

quant au morphisme d’adjonction(h™'F*) — iy i (h1F*) =
s ( T ) le foncteur p,, on obtient un morphisme naturel de foncteurs:

ST p (W T — pin ([T F) = £ T

Montrons que IRZ;(_): Rp,h~*(_)— f;'(_) est un isomorphisme naturel de

foncteurs définis sur la catégorie Dy _.(Y) & valeurs dans D*(X).

Réduction au cas des faisceaux F-clc. Soient F,G : A; ~~ Ay deux foncteurs addi-
tifs entre catégories abéliennes dont A; possede assez d’injectifs. Soit Z: F — G une
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transformation naturelle entre ces foncteurs. Pour tout complexe M* € D(A4) et tout
m € 7Z, on a le triangle exact (cf.
— JM-Lm M- m+1JMoLoC [+1]

dont on déduit le morphisme de triangles exacts
RF (“|M*|") — RF (M*) — RF ("+'|Mm*~) L1,
lRE(’”JM‘L"”)l IRE(M‘)l

RG (“|M*|™) — RG (M") — RG (™| M) 1L

Or, [™* M 1*]epi € [m + 1, +00] et alors, par la définition méme de foncteur dérivé
a droite, on a

[RF (" M*|®)] . C [m+1,+00] .

cplx

En particulier, IR=(M"*) est un isomorphisme pour tout ¢ < m, si et seulement si,
il en est de méme pour IRE("°|M*|"™). Par conséquent, il suffit de s’assurer que
IRE(7°| M *|"™) est un isomorphisme pour tout m € Z, pour que IRF(M?") le soit éga-
lement.

Or, lorsque M* € D*(Ay),ona [M"], C [-N,o0] pour un certain N € N assez grand
et le triangle exact de complexes d’amplitude finie (cf.

ch

_NJM.Lm_l _NJM.Lm mJM-Lm:hmM-
A partir de 1a, il est aisé de démontrer par induction sur la taille de 'amplitude des
complexes, qu’il suffit que le morphisme IRE(h°M*): IRF(h°M*) — IRG(h°M*) soit
un isomorphisme pour chaque ¢ € Z, pour que IRE(~| M *|"™), et alors aussi IR=E(M*),
le soient.

Dans le cas qui nous occupe, "€ Dz . (Y) et chaque #™F" est F-cle. Nous
sommes donc réduits & prouver que IRZ;(F) est isomorphisme pour un faisceau F
tel que F |4 est localement constant sur toute strate S de Fy-.

La démonstration est une induction sur le nombre de fermés non vides de la filtra-
tion fermée Fy . Lorsqu’il n’y a qu’'un fermé, le faisceau & est localement constant
et on a déja démontré que IRZE;(F) est un isomorphisme. Dans le cas général, on a
la partition Y = S°I1Y; dont on déduit la partition X = UII F, avec U := f, '(S°) et
F:= f;1(Y}). Onnote iy : U < X et ip: F — X les inclusions respectivement ouverte
et fermée d’ou la suite exacte courte de foncteurs

0—ip g () — () ——ip ip () —0
permettant de « dévisser» le morphisme IRZ;(F) suivant :

it i Rp, W 'F —— Rp, h 'F —— ip iy Rp, h 'F —

al mzt(.%l Bl (o)

i iy [ F —— [ F ——— ipip [T ———
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L’homotopie h étant filtrée par F, on a le diagramme commutatif

Zyl
S° z Y S Y)
hUT 5> Th @ Thp
[0,1] x U —£=10,1] x X «—[0,1] x F

purjj N =

U iF
= X = F

160

et, par changement de base sur les sous-diagrammes cartésiennes (p, py et pr, sont

propres!),
{iUl Rp, h™' = Rpy, iy’ h™" = Rpy, hy'

ip' IRp, h™' = Rpp, iz h' = Rpy, hz'
dont on déduit les identifications
a =iy (IRE(F|g)) et B=in(Z(Fly,)),

qui montrent que « et 3 sont tous les deux des isomorphismes puisque Z|g, est loca-
lement constant, et par hypotheése inductive pour le second, puisque la filtration que F
induit sur Y; posséde un fermé de moins. Ceci termine la démonstration du fait que
IR=(Z*) est un isomorphisme en catégorie dérivée. La deuxieme affirmation de (b) en
découle.

¢) On utilise (b) ot h est une déformation de rétraction de Y sur X filtrée par F.
Comme h; est homotope a idy, le complexe hflg * est isomorphe en catégorie dérivée

a halg- = 7" et le morphisme naturel
HYY,F") — H*(X;h{'\7") (%)
est un isomorphisme. En factorisant hy & travers X par hy = i% oh/, on obtient la fac-

torisation de (*) en composée d’une injection et une surjection :

HNY ,F) = H(X;F"|y) — H (Y;h;'F")

Or, e. est injectif puisque h ' F* = h,"1(F*|5) et que b} 'oik =idx. Par conséquent,

v, est bien bijectif et le théoreme est démontré. =

3.3.6. Corollaire. Soit (X;F) un espace topologiquement stratifié. Pour tout ¢ €N,

I'image du foncteur
Ric.: D§ ,.(U°) ~ D(U™)

est contenue dans Dy, (U°™). En particulier,

Rigy, (D (U")) € Dy (X).

cle
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Démonstration. Soit Z* € Dy ,.(U¢). On doit montrer que pour toute strate S de F
contenue dans U*! et pour chaque m € Z, le faisceau %m(lRic* 3 )

g est localement
constant.

Lorsque S CU° on n’a rien a démontrer puisque Jﬁm(lRic* ,97) g=H"T g

Lorsque S C S¢*!, et puisque la question est de nature locale, on se ramene, grace a la

structure d’espace topologiquement stratifié de U™, au voi- NG
sinage de chaque point z € S de la forme N, ~R™ x ¢, (L(x)),
out L(z) est un espace topologiquement stratifié compact. La
filtration de NNV, induite par F correspond alors a la filtration
x

donnée par les inclusions
R"™ x cz(L(z);) D R" x cx(L(z);-1) 2 --- D R" x ¢z (L(x)-1) =R",
et N, :=U°N N, correspond a R" x ¢, (L(x))\R" x {z} =R" x ]0,1] x L(x).

Notons L := {0} x {1/2} x L(x). Il est parfaitement clair que chaque y € N, N S admet
une base de voisinages IV, “homothétique” de N, et tels que les ouverts N, :=U*°N N(y)
sont tous F-homotopes a IL. Il s’ensuit, grace au théoréme d’homotopie B3] que pour tout
F* € Dg ,.(NL) et tout m € Z, les morphismes canoniques de restriction

H™ (L F"| )= H™ (N3 )= H™ (N}, F°) = H™ (Ny, Rien F") = [#H " Ri e F]

| 1

sont des isomorphismes. En particulier, on a une suite naturelle de morphismes dont la
composée est, bijective pour tout y € N, NS :

H™ (L; F )25 H™ (N, Rie F ) — T(Ny N S; H™ Ri, T
| i ]

Le morphisme 3y, définit ainsi un morphisme de faisceaux clairement bijectif:

§) = [T i T

H™(L; 7)) —— H" Rieo Ty g m

NzNS

Il convient de relever le résultat suivant prouvé dans cette démonstration.

3.3.7. Corollaire. On a i, : U¢— U™ D 8§ 5z et € D} , (U°).

a) Il existe un isomorphisme canonique :

[(#" Rie. 7°] = H™ (L(z); 7"

IL(a:))

Le sens intrinséque du complexe F Iz étant celui donné par le théoreme d’homotopie

b) Il existe une base de voisinages ouverts N, de x dans U™ tels que

[, (Ny; Ric, 7°) = 0]
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Démonstration. L’assertion (a) est claire. Pour (b), on considére pour chaque voisinage
N, ~R"™ x ¢;(L) de la démonstration, les sous-voisinages

N, ~ IB™ xc,(L) C N/, ~ IB" x¢,,(L),
ol on a noté IB™ la boule fermée de R™ de centre 0 et rayon 1, et

(L) := Lx[0.1/2] et T (L):= —L£ LO’{é?] .

L x {0} ®
On observera que N’ est un voisinage compact de 2 réunion disjointe du voisinage ou-
vert N, et du compact Z := (IB" xL x {1/2}). La suite d’hypercohomologie & supports
compacts relative a cette décomposition et au complexe IRi.. % ° est:
1 . ° NT . e m . e 1

L (N Rie, 77) —— H™ (N Rie. ) 2 H™ (25 ( Rie 7)) s
oll g, s'identifie au morphisme de restriction de IH™ (N, N U¢;F*) vers IH™ (Z;F "), car
Z CU°. Le morphisme ¢, est donc un isomorphisme en vertu théoréeme d’homotopie m
puisque N, N U® est F-homotope & Z. On en déduit 'annulation des termes IH™(N.; F*)
ce qui termine la preuve du corollaire. =

3.4 Dualité de Grothendieck-Verdier

3.4.1. Image directe a supports propres. Soit f: X — Y une application continue
entre deux espaces localement compacts. Le foncteur «image directe a supports propres »
f1: Faisg (X)) ~ Faisg (YY) associe & un faisceau Z le faisceau :

UCY ~ fiZ(U):= {U ELU;F) | fli,:lol = U est propre} ;

c’est un foncteur additif et exact a gauche. Un faisceau c-mou est fi-acyclique et comme
le produit tensoriel par un c-mou est c-mou, le foncteur dérivé IRf, est entierement dé-
terminé par la donnée d’une résolution c-molle particuliere du faisceau constant kx. En
effet, étant donnée une telle résolution #° :

0—ky——>9'——gl—. .. gl ...,
le complexe

0—F =F Quyhix —F Ry, I’ —F R I — - —F Qi I — o (%)

est exact pour tout & € Faisi(X) puisque tout faisceau de k-espaces vectoriels est néces-
sairement plat. La suite (%) définit donc une résolution c-molle de F et

[Rf(F) = (T 9]

3.4.2. Remarque importante. Lorsque Z° est un complexe de faisceaux (illimité),
le terme de degré m de Z°® #* est la somme directe @, ,_,, F*® S’ et c’est un
faisceau c-mou (). D’autre part, le foncteur fge,: F*~ fi(F* @ .#°), étant additif de

2 Conséquence du fait qu’une limite inductive filtrante de faisceaux c-mous est c-molle
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Ci(X) vers C;(Y), définit un foncteur entre les catégories de complexes a homotopie
pres (X))~ #;(Y), et induira un foncteur entre catégories dérivées s’il transforme
un quasi-isomorphisme en quasi-isomorphisme, ou bien s’il transforme un complexe acy-
clique en un complexe acyclique (argument du c¢éne d’un morphisme), ou bien encore si
fi transforme un complexe acyclique c-mou en complexe acyclique; ceci parce que fg-,
est la composée du foncteur exact _ ® #°, qui produit de complexes c-mous, par f;. Le
domaine de définition du foncteur dérivé IRf, dans Dy (X ) dépend de la réponse a cette
question.

La théorie générale des foncteurs dérivés & droite prouve l'existence de IRf, sur D} (X)
et montre méme que fge) en est une réalisation. Lorsque dim,(X) = d < oo on peut aller
beaucoup plus loin.

En effet, soit (.#°;0.) un complexe (illimité) acyclique de faisceaux c-mous. Pour tout
m € Z, le complexe Tsp,—q M " :

0 — o = ker(Dy_(g11)) ——s oM™ (@D Omay W™
est une résolution c-molle de A4 et donc

m . ker(fi(Om))
) S @)
puisque, X étant de dimension cohomologique d, le faisceau constant kx admet une ré-
solution c-molle de longueur d, et qu’alors le complexe IRf,(A) = fi( A @ F*) est nul en
degrés supérieurs a d.

= R¥™f(N)=0

Par conséquent, lorsque dim,(X) < oo (ce que nous supposons désormais), le foncteur
foer: K (X) ~ Hi(Y) préserve lacyclicité des complexes, qu’ils soient limités ou non,
et induit un foncteur de fye: Dy(X) ~» Dy (Y) sans restrictions.

Ce foncteur ne dépend pas de #°. En effet, soit kx — £2° une autre résolution c-molle
de kx. En appliquant le foncteur _ ® 2° a la résolution Z° % Z°® #° on a un quasi-
isomorphisme de complexes c-mous 'R 2°* — F° QR F°® 2°, dont on déduit le quasi-
isomorphisme canonique

foe (F*) — foe00-1(F")

puisque fi préserve les quasi-isomorphismes entre complexes c-mous. On a de méme un

quasi-isomorphisme canonique fg+ (F°) — fgea2+1(F°) et donc fge)= fz-1. On note
alors

\zRf! : Di(X) ka(Y)‘

le foncteur ainsi défini dont on retiendra la réalisation
Rf\(F°) = [i(F" Qpy I7)

avec kx — #° une résolution c-molle de longueur égale & dim,(X).

3.4.3. Proposition. Soient X Ly iz deux application continues entre espaces lo-
calement compacts métrisables.

a) Si F € Faisy(X) est c-mou, fiF est c-mou.
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b) Le morphisme canonique IR(go f) — IRg,o IRf, est un isomorphisme.

Démonstration

a) Soit K une partie compacte de Y et o une section de fi# au-dessus de K. On sait que
cette section est la restriction & K d’une section 7 € I'(U; fiF) pour un certain voisi-
nage ouvert U de K. Notons U= f~'U. Par définition de fi, on a 7 € F(U;ﬁ]) telle
que f\m :|7| = U est propre. Comme & est c-mou et que K := f'K est une partie
compacte de U (propreté de f|;|), il existe un voisinage compact K, de K dans U , et
une section 7 € I'(U;F) telle que:

|7~—|gf(e et Tlg="Tlg

Il est clair maintenant que 7€ I'(U; fiF) est & support compact contenu dans U et
qu’elle prolonge 7|, . La section 7 se prolongeant par zéro a Y tout entier, ceci prouve
que fiZ est c-mou.

b) Soit F — & * une résolution injective de & € Faisy(X). Comme tout injectif est c-mou,
le complexe f.#* est un complexe d’objets acycliques pour g; et le morphisme canonique
(i) — Rg,(fi#°) est un quasi-isomorphisme. Or le premier terme est précisément
IR(go f)I(F) et le second est Rg,(IRf F). L]

3.4.4. Plongements localement fermés. Les premiers exemples du foncteur image
directe a support propre apparaissent dans le cas des plongements localement fermés
ig:S — X, ou le foncteur ig est exact et admet un adjoint a droite: le foncteur des « sec-
tions a support dans S ». On a un isomorphisme canonique naturel pour tous & € Fais(S)
et % € Fais(X)

Hom(ig1 #,%) = Hom(F,[s9).

d’ou un isomorphisme d’adjonction en catégories dérivées :
Homp, (x)(is: —, —) = Homp, (s)( ., [R5 _).
Dans le cas particulier ou S est une partie ouverte U de X, le foncteur de restriction
i/’ est aussi adjoint & droite de ign et donc iy' = I'y. Par conséquent
I'U, _) =Hom(ky,iy' _) =Hom(in(ky), _),

ou le faisceau ig(ky), appelé le « prolongement par zéro de ky », est traditionnellement
noté ‘ky’ malgré 'ambiguité manifeste de cette notation.

La derniére équivalence induit une équivalence de foncteurs définis sur C*(X) :
I'(U,7") =Hom" (ky,iy' (")) = Hom* (iv1(ky), F°)

dont on déduit, sur D} (X):

IRI'(U, _) = RHom" (ky; _) = IRT (X ; RHom " (ky; _))

y —
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3.4.5. Remarque. Nous nous sommes limités & formuler I’équivalence sur D" et non pas
sur D. En fait, sous des hypotheses de finitude de dimg,(X), les foncteur IRI'(U, _) et
IRHom®(kx,
en question est toujours vérifiée. Comme nous n’aurons pas besoin de cette généralité, les

) sont bien définis sur la catégorie Dy(X) tout entiere (*) et I'équivalence

foncteurs IRHom®*( _, __) et IRHom*( _, _) seront considérés définis uniquement sur les
sous-catégories C~ x O et C* x C? dans lesquelles il est facile de vérifier I'acyclicité de
Hom®(Z*,#") lorsque Z* ou «#* (chaque #™ étant injectif!) est acyclique. En effet, Hom®
est alors le complexe simple associé au bicomplere Hom((_)",(_)*) (anti-diagonales fi-
nies!) et il sera acyclique lorsque toutes les lignes ou toutes les colonnes du bicomplexe
sont exactes.

Pour tous F*,%* € O~ x C* (resp. F*,%* € C* x C*), on a donc

IRHom*(7",4") = Hom*(#",.9")

olt €: %" — .#* est une résolution injective avec #* € C* (resp. #* € C° ("))

3.4.6. Exercices. Pour tout ouvert U C X et tout faisceau &, on note Jy = ipy(F ;).

L’application f: X — Y est continue.

a) Montrer que kg est un faisceau d’anneaux (pas nécessairement avec identité multipli-
cative). Montrer que Zy est muni d’une structure naturelle de ky-module.

b) Montre Iégalité f~'ky = k).

c) Etant données deux ouvert V. C U le morphisme 7y i{,l — id donne une injection ca-
nonique Jy — . En particulier, pour tous ouverts U;,U, on a deux injections cano-
niques

‘QJTU]FIUZ — gU] ® kUl — QOIU] (%9 kUZ .
Montrer que leurs images coincident et que Jy,nu, = v, ® ky,

d) Comme dans (c), on a des injections:
T @) — [ F — ((hF) @ ky
Montrer que leurs images coincident et qu’on a un isomorphisme canonique
MNF @ fhy) = (hF) @ ky

e) Prouver que tout faisceau est le quotient d’une somme directe infinie de faisceaux de
la forme ky. En déduire que pour tout 2 € Fais,(X) il existe une présentation (suite
exacte a droite) de la forme:

EB@ ky, — @, kv, —2 —0

5 Cf. [BoAl] §V 5.18 p. 112.
" Possible sous I'hypothese dim,(X) < 0o, ¢f. [BoAl] §V 1.18 p. 58.
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f) D’apres (e), pour tous 4,2 il existe 2’ et une suite exacte courte:
0 M@ —P, My, — M>2—0

En supposant 4 c-mou, montrer que le terme centrale de cette suite est c-mou, puis
que H'(U, .t @ 2) = H*(U; 4t © 2') pour tout ouvert U C X.

En déduire que si dimg,(X) < 0o, le produit tensoriel A & 4 est c-mou pour tout
N € Faisp(X) pour peu que A le soit.
Indication. Utiliser le critere qui affirme qu’'un faisceau .4 est c-mou, si et seulement si,
HYU, /) =0, pour tout ouvert U C X .

g) Généraliser I'isomorphisme de (d) lorsque 4 est c-mou en un isomorphisme
filt @ 19 = (fll) % pour tout & € Faisg(X).
Indication. Sous I’hypothese .4 est c-mou, le foncteur fi (/% ® fH(_ )) est exact d’apres

(f). Appliquer alors (d) a une présentation (e) de G.

h) En conclure & l'existence d'un isomorphisme naturel pour tous #°,%* € D/ (X):

Rf(F @ f'9)=(RfHF)RYG

3.4.7. Adjonction et dualité de Grothendieck-Verdier. Un exemple fondamental du
foncteur d’image directe a supports propres est cx; ou cx : X — pt est 'application cons-
tante. Dans ce cas, cx est le foncteur de sections a support compact I (X, _) et alors
Rmex = H™(X, _).

Lorsque X est une variété différentiable (réelle) de dimension d, la dualité de Poincaré
exprime l'existence d’un isomorphisme canonique

Homy (H (X;k),k) = H*(X;Orx (k))

que nous pouvons rééerire en termes de foncteurs dérivés comme une équivalence de la
forme::

IRHom* (Rex(kx), k) = IRHom® (kx,Orx|d]) . (o)

A ce sujet, I'une des contributions majeures de Grothendieck a été de réaliser que 1’équi-
valence (¢) était le reflet Iexistence d’un adjoint & droite pour le foncteur cxi, non pas
dans la catégorie des faisceaux, ce qui est généralement impossible, mais en catégories
dérivées. Intéressé a I’'époque par les conjectures de Weil et travaillant dans la cohomo-
logie étale des schémas, Grothendieck démontre 'existence de 1'adjoint a droite de IRf
lorsque f est un plongement fermé ou un morphisme lisse (suffisant dans la pratique),
et demande a J.-L. Verdier d’étudier I’analogue dans le contexte des espaces localement
compacts. Dans sa these, Verdier définit, pour toute application continue f: X — Y, le
foncteur «image inverse exceptionnelle» :

1 DY)~ D (X)
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et démontre I'existence d’un isomorphisme canonique :

Rf, RAom® (T, f'G") = Rfem* (IRf| T, ") (00)

naturel par rapport & Z* € D, (X) et %* € D} (X)), auquel on réfere souvent par « dualité
de Grothendieck- Verdier ».

En appliquant IRI'(Y, _) a chaque membre de (¢¢), on obtient la forme globale

IRHom* (F°, f'¢") = IRHom* (IRf, 7", %") (%)

dont la cohomologie en degré 0 donne 'adjonction des foncteurs (IRf,, f')

Homp x)(Z", f'9") = Hompy) (Rf1 F",9")

3.4.8. Exercice. Démontrer a I'aide de la formule de dualité (¢¢) et de I'isomorphisme
I’existence d’un isomorphisme canonique:

F RAom* (F*,G") = RHom*(f ' F", 'G") (t1)

3.4.9. Image inverse exceptionnelle. On remarquera que la simple égalité formelle (xx)
renseigne par elle-méme de la définition de f'. En effet, si cette égalité est vérifiée, on doit
avoir pour chaque ouvert U C X et tout §* € D;:(Y) (cf. :

I(U; f'9") = Hom* (ky, f'9") = Hom® (R f)(ky ); ") ,

pour peu que %° et f'G* soient tous les deux des complexes de faisceaux injectifs. Par
conséquent, pour toute résolution c-molle kx = .#°de longueur dimg,(X), on a

I(U; f'9") = Hom® (fi(ky ® #°),%") = Hom® (fi(:45),%").

Réciproquement, si on prend cette derniere équivalence comme définition d’'un complexe
de préfaisceaux sur X, i.e., si on pose pour tout §° € DZ(Y) :

[5%" :U ~ Hom®(fi(45),9"), (1)

on obtient un complexe de faisceauz qui est injectif lorsque G° T'est (). Le foncteur addi-

tif fi.: CT(Y) ~ C*(X) ainsi défini vérifie f,.(C*(Y)) C C*(X) et induit un foncteur
de DI (Y) vers D} (X) (cf. indépendant de la résolution (finie) #°, autrement dit,
si #° est une autre résolution c-molle de kx les foncteurs f('y et f'ﬂ sont canoniquement
isomorphes en catégorie dérivée (loc.cit.). Ce foncteur canonique, noté:

f DY) ~ DE(X),

est «l'image inverse exceptionnelle». On a:

15 Cf. [BoAl] §7.14 p. 129
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F(DR(Y)) € Di(X).

Les ingrédients de la formule de dualité de Grothendieck-Verdier étant maintenant ex-
plicites, la validité de 1’équivalence naturelle (¢¢) dans le cas général se réduit & une
vérification (loc.cit.).

3.4.10. Remarque. Dans le cas d'une composition X LY ANy d’applications conti-
nues, on a un isomorphisme canonique ¢'o f' = (go f)', obtenu par adjonction de l'isomor-
phiste R(go f)= Ry I, (A0}

3.4.11. Complexe dualisant. En appliquant la formule de dualité de Grothendieck-
Verdier (3.4](00)) & f=cx: X —pt,on a cx k€ DY(X) et

Hom},(IRex #°,k) = RHom® (F°,cy k) = RT" (X; RHem*(F",cx k)) (%)

d’ou
Homy (IH}(X;F°),k) = H * (X; RHom"(F",cx k))

qui montre que : le dual de I’hypercohomologie a support compact d’'un complexe s’identifie
a I’hypercohomologie d’un autre complexe : son dual de Verdier.

3.4.12. Définitions
a) Pour tout € Dy(X) on appelle «dual de Verdier de F°» 1'objet de Dy(X) :
Dy v F " = RHom " (F" ,cx k), (o)

On note plutét Dy pour k sous-entendu. La premiere équivalence de (x) s’écrit alors:
D;t o IRcxy = IRcx, oD%

b) Le «(compleze) dualisant de X » est le dual de Verdier du faisceau constant :

Dx = Dx (kx) = cx k.

On a, par construction,

[[]D).(,k]]ch C [~ dime(X),0]

On note plutot Dy pour k sous-entendu, p. e.: D F*:= RHon*(F°, D).

La proposition suivante donne une liste de conséquences formelles de la dualité de
Grothendieck-Verdier.

3.4.13. Proposition. On suppose dimg,(X) < oo et dime,(Y) < 00,

a) Le foncteur Dy : Dy(X) — Dy(X) est additif, contravariant et exact. De plus, il vérifie
D% (D:(X)) C DY(X), et est autoadjoint sur DY (X), i.e.:

IRHom*(7°,D%x%’) = IRHom* (4", D%xF )

pour tous F*,G* € D(X). En particulier, I'adjoint de id : Dy — D% est un morphisme
canonique de foncteurs sur D?(X) :

id ~» DY 0 DY .

— 61 —



§3.4 ALBERTO ARABIA 83

b) Le foncteur (contravariant) Homy, (IH"(X; _),k) : Di(X) ~» Vect(k) est représentable
quel que soit m € Z. Plus précisément :
Homy, (IH(X; _),k) =Homp, x)(_,Dx[-m])
¢) Pour toute application continue f: X —Y , on a:
i) Dy = f' Dy
ii) Dy o IRf = IRf, oD% : DY(X) ~ DY(Y)
iii) Dyof ' =foDy DY)~ DYX)
En particulier, la dualité de Grothendieck-Verdier commute a la restriction a un ou-
vert et a l'image directe d’un fermé.
d) Soit U une parte ouverte de X de complémentaire F := X\U . Le foncteur D% trans-
forme le triangle fondamental :
i i T —— T ——ip it L
en un triangle exact
iF D}(Qf' F) — D% T —— [Ripy. fD,‘J(gf'

| | [
ip iy DYF —— DY T —— Riy, iy} Dyeg L

)
U

naturellement isomorphe au deuxieme triangle fondamental pour X = U Il F, soit

D;((A(U,X,F; _)) EA(F,X,U;D}_)

Démonstration. Les endroits ot la dualité de Grothendieck-Verdier ([8.4] est utilisée sont
indiqués par le signe ‘av’.
a) Découle des identifications naturelles
RAom (T, DG )=RHom"*(F ", IRHem (G, Dx)) = IRHom (F @4, , Dx)

ol le roles de F* et §° peuvent étre interchangés.

b) Hom(Hcm(X;_),k:) :hfm[Hom'(lRFC(X;_),k’)]
W [ R D )]
h’[ IRHom® (!,D)}[—m])] = Hompx)(_,Dx[-m])

) (i) f'IDy = f' ¢ k =k, dapres BAI0

(ii) Dy o Rf\(_) = Rem (Rf\(_),Dy) = Rf, RHom*((_), [' Dy)

= Rf, RHom*((_),D%) = IRf, Dx(_ )

<5 par définition, = d’apres (i).
(iii) Par adjonctions, d’apres (ii) et (a).

d) Exercice. n
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3.4.14. Remarque. Le morphisme de foncteurs id — D% o D% de Mpeut étre dé-
fini plus généralement sur tout Dy(X), mais nous n’avons pas besoin de cette généralité
(c¢f. [BoAl] §V 8.9 p. 138).

3.5 Dualité de Poincaré sur les variétés topologiques

On rappelle qu'une «variété topologique de dimension d» est un espace topologique mé-
trisable, dénombrable & I'infini et tel que tout point admet un voisinage homéomorphe a
R?. Une variété topologique de dimension d est de dimension cohomologique égale & d.
Une variété topologique peut ne pas admettre de structure différentielle.

3.5.1. Faisceau d’orientations. Sur une variété topologique X de dimension d, la cor-
respondance :
U ~ Homy(HY(U;7Z);2)

défini un préfaisceau sur X localement constant de fibres H d_l(Sd_l; Z) ~ 7, puisque tout
point admet une base de voisinages homéomorphes & R?. Le faisceau engendré par ce
préfaisceau, noté Orx(Z), est «le faisceau d’orientations de X »; ¢’est un Zx-module lo-
calement libre de rang 1. Plus généralement, le faisceau Orx (.«Z) construit par ce procédé
en remplagant Z par un anneau .« est «le faisceau des .Z-orientations de X ». Il existe
un isomorphisme canonique

OrX(,,d) = Orx(Z) ®kX e/dX .

On dit que X est «orientable sur . » lorsque Orx (.«Z) est isomorphe au faisceau cons-
tant .«Zx . Dans ce cas, « choisir une orientation » signifie fixer un isomorphisme particulier
Orx ()=l x.

3.5.2. Exercice. Soit k un corps. Montrer que sur un espace topologique connexe, un fais-
ceau localement constant de fibres isomorphes a k et isomorphe a kx, si et seulement si,
il admet une section globale non nulle.

D’un point de vue heuristique, orienter une variété topologique sur Z revient a fixer, de
maniere cohérente sur X, un générateur de H91(S?"!;7Z) pour chaque sphere assez pe-
tite ; chaque générateur correspondant alors a I'une des deux orientations possibles de la
sphere.

Exemples. Comme le faisceau Orx(.«Z) est localement constant sur X, il correspond &
une famille de représentations {p; : m(X;) — Iso..(.£)}, ott {X;} est la famille des com-
posantes connexes de X . Par conséquent :

e Si X est connexe et simplement connexe, elle est toujours orientable.
o Si .o est le corps & deux éléments Fy = {0,1}, on a Isog,(F2) = id et les représentations
p; sont triviales. Toute variété topologique est donc orientable sur Fs.
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3.5.3. Le cas des variétés différentielles. Lorsque X est une variété différentielle con-
nexe de dimension d, le complexe des faisceaux des formes différentielles réelles (complexe
de de Rham) Q% est une résolution du faisceau constant Rx (lemme de Poincaré) ou
chaque faisceau Q% est c-mou puisque X admet des partitions de I'unité @*°. 1l s’ensuit
que RIL(U;kr) =1.(U;Q%) = Q:(U) et la correspondance

U ~ Homp(Q2;(U);R)

est un complexe de faisceaux (!) injectifs d’amplitude [—d, 0] et d’amplitude cohomologique
concentrée en [—d| :

01

...... g1 _%

o s
0—.g 42, gdfl Zde J° -0

Comme le préfaisceau ker(d_q.1) est toujours un faisceau et qu’il s’agit précisément de
Orx(R), les sections de Orx(R) au-dessus de un ouvert U sont données par

I'(U;Orx(R)) = Homp(Hfy (U),R) (Jo)
et, en particulier :
I'(X;0rx(R)) = Homg(Hfg .(X),R)

dont on déduit les équivalences

X est orientable <= dimk(HgR’c(X)) =1 = dimk(HgR’c(X)) #0

Enfin, les égalités ( fU) montrent aussi que choisir une orientation revient a se donner
une famille d’«intégrales »

| +Hin )~ R
[ gy,

“compatibles” en ce sens que si p € HSRC(V) et que V.CU, on a fV,u = fUu. A partir
de 1a, il est aisé de retrouver d’autres notions d’orientabilité pour les variétés différentielles
habituellement introduites a l'occasion de l'intégration.

3.5.4. Le cas des variétés topologiques. Tout ce que nous venons de dire pour les
variétés différentielles est vrai pour les variétés topologiques moyennant les changements
suivants :

e R est remplacé par un corps k.
o Q% est remplacé par une résolution c-molle de kx d’amplitude [0,d].
o Hpgo(U) est remplacé par H.(U;ky).

3.5.5. Proposition. Soit X une variété topologique.
a) D% pkx = Orx(k)[dim(X)].
b) D% ,Orx (k) = kx[dim(X)].
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Démonstration. L’assertion (a) se démontre de maniére tout a fait analogue au cas dif-

férentiable (cf.[B:5]. Pour (b), on a
D3, Orx = Rom*(Orx, Ory)[dim (X))
par définition de D% et d’apres (a). D’autre part
IRHem"*(Orx,Orx)[dim(X)] = Hene (Ory,Orx)[dim (X)]

puisque pour tout systeme local #Z on a IRHen (L, _) = Hemw" (¥, _). Enfin, le fais-
ceau Heone (Orx,Ory) est un systeme local de fibre k ayant une section globale nulle part
nulle, & savoir id : Orx — Orx, donc Hem (Orx,Orx) =kx (cf. ex. B52]. m

3.5.6. Théoreme. Soit X une variété topologique.

a) Pour tous #*,%* € DY (X) et tout € X, le morphisme canonique
[R%mw'(g',@')]x —— Hom},(%,,%.)

est un isomorphisme.

RAom* (D! (X),D5 (X)) C D5 (X) et de méme pour DE(X).

cle cle cle
D (D4.(X)) € DG.(X) et Dy (DL(X)) € Dg(X).

cle

Pour tout #* € Db (X), on a [D%F ]y, = —[F ]y — dima,(X).
Le morphisme de bidualité F* — D% o DY (F*) est un isomorphisme pour

tout F* € Db (X).

f) Si X est équidimensionnelle et orientable elle vérifie la dualité de Poincaré.

g) Si X est compacte, dimy, (ZH*(X,Qf')) < 00, pour tout F* € Db.(X). En particulier,
les nombres de Betti de X sont finis.

b
c
d
e

— O —

Démonstration. On notera (_ )" := Homy(_,k).
b

a,b) Comme les catégories DY (X)) et Db,(X) sont triangulées stables par troncature et
décalage, et que RHom*(_, _), [[RHen (_, _)], et Homy((_)s,(_)s) sont des
(bi)foncteurs exacts, on se ramene par troncatures et décalages successifs & vérifier que

pour tous %1, %>, faisceaux localement constants, on a

{ a-loc) [R%wm'(gl,gﬂ]g: — Homyj, (% 4, %2 ,) est un isomorphisme
b-loc) IRH#en (¥, %s) est cle (resp. cc siles Z; le sont)

On commence par remarquer que pour toute résolution injective € : %5 — #* le mor-
phisme induit
%ﬂm(gl,fﬂg) T Jfa/m(fﬁhj')

est un quasi-isomorphisme. En effet, pour tout ouvert contractile V-C X, on a
F(V;mew(fﬁl,ﬂ')) = Homy, (F(V;$1),F(V;J'))

puisque 1|y, est isomorphe au faisceau constant I'(V'; #1),,. D’autre part, le complexe
I'(V;.#*) calcule la cohomologie H*(V;%5) dont on sait qu’elle nulle en degrés posi-
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tifs puisque V' est contractile et que %5 est localement constant. Par exactitude de
Homy(_, _) (kdimy est un corps), on conclut que

W™ L (Vs Hom (£1,97))] =0, pour tout m > 0.
On a donc bien
H" Hom (L1, I*) =0 pour m > 0, et
{me(f/hQQ) W%O%am(ﬁl,ﬂ‘) est un isomorphisme
Par conséquent, IRHom (L1, Po) = Hom (L1, %s), ou ce dernier faisceau est locale-
ment constant puisque sa restriction a tout ouvert contractile V' vérifie:

Jfo/m(gl, gg) v = Homk(gl(V),fﬁg(V))V ,

et les assertions (a-loc) et (b-loc) suivent.

¢) Conséquence immédiate de (b) puisque DDy est un systeme local sur une variété topo-
logique (8.5.5).

d) Le complexe DY F* est clc d’apres (c¢) et on peut appliquer (a). Pour € X, on a donc
(D%Z ), =Homj, (7, (IDy),) = Homj (), k)[dimg, X], d’ou I'égalité voulue.

e) Comme dans (a) et (b), on se rameéne par troncatures et décalage a vérifier que pour
tout systéme local % le morphisme canonique € : Z — D% o D Z est bien bijectif. Par
(c), le complexe Dy 0o DL.Z est clc et on peut appliquer (a). Pour chaque z € X le
morphisme ¢, : £, — (D% o D% Z). s’identifie alors a l'injection canonique %, — %,
bijective lorsque %, est de dimension finie.

f) Par dualité de Grothendieck-Verdier et B.5.5] on a

H}(X:kx)' =H *(X,Dx ;) = H"™®~(X;0rx(k)),

et comme X est orientable, Orx (k) ~ kx.

g) Lorsque X est compacte, on peut effacer 'indice ‘c’ dans la cohomologie et alors
H (X;7)" =H " (X;D%7") = H' (X;DD%F") = H*(X; F"),

d’apres (d). Ceci prouve la finitude des dimensions des espaces IH™(X;Z*). m

3.6 Stabilité de D%, (X) par dualité de Grothendieck-Verdier

Nous démontrons les principales propriétés de la dualité de Grothendieck-Verdier (sur
un corps k) sur les catégories triangulées DY ,.(X) et D% (X)), ot (X;F) est un espace
topologiquement stratifié.

3.6.1. Lemme technique. On reprend les notations de 33 Z]pour I'espace topologique-
ment stratifié (X,F) de dimension d. On note

U Ut delgotl of z°:= X\U® = ST ISP 1187,

a) 1l existe un isomorphisme naturel de foncteurs définis sur D%, (U°)
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’iC! OD(.JC - D;Jc+1 ] lRZc*

En particulier, (ift.), o Dfje —— Dy o R(ig.), -
b) 1 existe un isomorphisme de foncteurs de D ,.(X) vers D% ,.(Z°)
izeoDy —— Dy 0 ige
En particulier,

ig' oDy —Dgo i's, pour toute strate S € F.

c¢) Les isomorphismes de (a) et (b) induisent un isomorphisme de triangles exacts :

Dy (A(Z°,X,U% _)) =AU, X,Z2%Dy(_))| sur Df ,.(X).

En particulier, on a des isomorphismes de foncteurs définis sur D% ,.(X)
Di o Dx (AU X, 2%()) =AU, X, 2D o D (),
Dy 0Dy (A(2°,X,U%(_)) = A(Z°, X, U Dy 0 Dx(_)).

Démonstration
a) Le morphisme en question, qu’on va noter ~, est obtenu par composition de morphismes
déja rencontrés :
ic1 0Dy <= i 0Dyre 0 i o Rie. — iger0 it 0Dfres1 0 IRic — Diress 0 IRicy

| i I

Comme 7|, est Iidentité, v sera un isomorphisme, si et seulement si, le germe -, est un
quasi-isomorphisme pour tout z € S¢™, ou encore, comme i, 'oi, = 0 par changement
de base, si et seulement si, les cohomologies suivantes sont nulles :

) )

H Do Ricy T = limy sy W [IRI (VDo Ric, F°)]
=limys, Homy, (HH; (VNU%Z");k)

Or, c’est ce qui a été prouvé dans

La deuxieme assertion découle par itération de la premiere sur 1’égalité

(ig5e )10 Dfre = ig_110++ 0dcp110G1 0Dy
b,c) A Taide de Iisomorphisme de (a) nous construisons un morphisme de triangles de
AU X, Z%Dy(F°)) vers Dy (A(Z4, X, U%F7)) :

. X . . X X! e 1]
D% Bzgc* 2‘50197 — DI — fD;(ch! Z?&g —_—

aT (1) H (11) gT
. [+1]

iR if N DY T —— DY T —— if in DY T ——
Le morphisme « composé des isomorphes

X X1 o o _ X . X1 gre\ — ° - X X —1 gre
ZUC! ZU(: DX:/ = ZUC! D C(ZU"‘ eJ/’ ) ? DX RZUC* (ZU“‘ QJ/’ )
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le premier général et le second donné dans (a). Comme, d’autre part la construction

de ~ est fonctorielle et ne repose sur “rien” elle se fait également sur X auquel cas

il est immédiat de constater son identification a id. Il s’ensuit que le sous-diagramme

(I) est commutatif. Par conséquent, il existe un morphisme 3 en catégorie dérivée ren-

dant (II) commutatif. Ce morphisme est nécessairement un isomorphisme et comme

D 0ine) = ige0Dye, il induit, par restriction & Z¢, isomorphisme (')
XDy g Loy, X e

annoncé dans (b) et (c).
Ceci étant, comme S! est ouvert dans Z°¢, on a (iZ..)' = (iZ..,)"" et la deuxieme
partie de (b) suit.

la preuve de la deuxieme partie de (c) utilise L]

3.6.2. Dualité de Grothendieck-Verdier sur les espaces stratifiés. Le théoreme sui-
vant, généralisation de[3.5.6]est I'une des conséquences majeures du théoréme d’homotopie

[3:3] notamment de ses corollaires 3.3.6] B:3.T]et de

3.6.3. Théoréme. Soit (X;JF) un espace topologiquement stratifié.

a) R%W”I/' (Dg’—(:lc(X)’ Dg’—clc(X)) g Dg'—clc(X) et de méme pour Dil;‘»cc(X) .

b) D;( (Dg"—clc(X)) g Dig'—clc(X) et 9_;( (Dg"—cc(X)) g Dg"—cc(X) .

¢) Pour tout F* € D% ,.(X), on a [DxF ], = Ugex (=il F ] — dimen(S)).

d) Le morphisme de bidualité F* — D% o D% (F*) est un isomorphisme pour
tout F* € D} . (X).

e) Si X est compact, dimy (IH*(X;7")) < oo, pour tout F € D% (X). En particulier,
les nombres de Betti de X sont finis.

Démonstration. Par récurrence sur le nombre de fermés non vides qui interviennent
dans la filtration F. Lorsqu’il n’y a qu’un seul fermé, X est une variété topologique et le
théoreme a déja été démontré (m
Dans le cas général, on considere la décomposition X = U 11 X dans laquelle U := S°
est une variété topologique et (X;F) est stratifié par une filtration possédant un fermé de
moins que celle de X . Le théoréeme pourra donc étre considéré vérifié pour U et X.
a) Pout tout ¥* € D% | (X),ona %[, € D (U) et alors Riy, (9°|;) € D5 ,.(X), d’apres
la corollaire On a donc le triangle exact de D*(X):

o) (*)

ot deux termes appartiennent & D% | (X). Comme D} , (X)) est stable par extension
dans D(X) B212], on a aussitot iy, iy %" € D4 ,.(X) mais aussi i%9" € D} (%)
puisque 7y, est exact et préserve les strates.

. .l . . . .
i ixnG — G —— IRiy. ((5/

16On peut prouver que ce morphisme est 'inverse en catégorie dérivée du morphisme obtenu en com-

- 1. -1 -1 . - 1
posant Dy i, =i, iz Dyi, =i, Dyizn iy, —i, Di.
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Ceci étant, soit F* € D4 ,.(X). On a, par 'adjonction ordinaire,
{JR.%W' (F°is. i%G") =is. RHom® (F°|5,i'%G")

Ritom* (F*, Riv. G |y;) = Riv. Rfom” (T, G|y

et donc, par I’hypothese inductive sur U et X, grace au fait que 2'!2@' € Df’;_dc(E) et
comme Riy, (D% ,.(U)) C (D% (X)) B3.6], on conclut que les deux termes appar-
tiennent bien a D% ,.(X). Or, ces termes sont sommets d’un triangle exact de D(X)
de troisitme sommet IRHen®(F°,%"), de sorte que, en invoquant, une fois de plus, la
stabilité de DY ,.(X) par extensions dans D(X), on a montré que

]Rgfam'(g.a(g.) € Dg"—clc(X)

Pour que les raisonnements précédents restent vrais en remplacant «clc» par «cc», il
suffit de prouver linclusion Riy. (D} . (U)) C (D4 (X)), ol encore, pour chaque c,
I’inclusion :

Ric, (D (U°)) C (D§. . (U™) (o)

au sujet de laquelle laquelle on sait que, pour tout F* € D& (U€) et tout x € S, on
a
H™(Riy. F ), = H™(L(x); 7))

Comme les liens LL(z) sont compacts et que la filtration induite par F sur L(z) possede
un fermé de moins que celle de X, I'assertion (e) est vérifiée par le couple (L(z), | (),
par hypothése inductive, et les fibres " (IRiy.F "), sont bien de dimension finie, d’ou
(¢) et la fin de la preuve de (a).

D’apres (a), il suffit de vérifier que Dy € D4 . (X). Or la suite (x) ci-dessus, pour
4* = Dy, donne (cf.

isy D —— DY —— Riy. D

ot les termes extrémes, et donc Dy, appartiennent a D% (X).
Pour tout #* € D5 ,.(X), on a

[D%F T = U lis' DxF ) = U [D5is 7 )],

scF ScF
5 U (5770~ dima(s))
SCF

(T) parm et (?) par - uisque S est une variété topologique.
On a un morphisme de triangles (I 6.1-

AU, X, 5,F") — A(U, X, 5, Dy 0 DY F*) = Dy o DYAU, X, 5 F°)

associé au morphisme canonique & ° — D o DL F . Comme D% commute aux fonc-
teurs iy et ixn, on est réduit a prouver que

Ty ——DioDy(F",) et F°

5Dy oDy(F5)
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sont des isomorphismes ce qui résulte de ’hypothese inductive.
e) Se démontre exactement comme dans le cas des variétés topologiques . L]

3.6.4. Remarque importante. Dans le cas des variétés topologiques on a démontré que

pour tous Z°,%G"° € DSIC(X ) et tout x € X, le morphisme canonique

| RHom*(F°,%")|  —— Homy(%,,%;)

est un isomorphisme. Ce résultat est faux en général dans le cas des espaces stratifiés.
Par exemple, si z est un point d’une strate de dimension 0, le faisceau gratte-ciel i,k
appartient & D% (X)) et par dualité de Grothendieck-Verdier :

RHom " (ix1 k,%")y = (iz. Hom}(k,i,, ")) = Homj (k,i,,%") =i, %"

Or, il n’y a aucune raison pour que Z!E 9 =1i,'%", comme le montre le cas o X est une
variété topologique de dimension d >0 (ce qui n’empéche pas qu’elle admette une stra-
tification avec des strates ponctuelles) et que 9° = D%, auquel cas, i,'9; = k[d] mais
i G =k.

Les propriétés de finitude obtenues dans la preuve du théoréme B.6.3Inous permettent
maintenant de renforcer le lemme technique B.6.1]

3.6.5. Proposition. Soient (X;F) un espace topologiquement stratifié et Z une partie
localement fermée de X réunion de strates de F. Alors:

Z'Z (Dfl;'—cl(:(X)) g Dg’—clc(z) et 121 (Dg"—clc(X)) g Dg’—clc(z)
iz (Dg’—clc(z)) - Dib}'—clc(X) et IRig. (Dg'—clc(z)) - Dg’—clc(X)
Et de méme en remplagant «clc» par «cc». On a aussi :
i!ZOfD;(: 202217 iEIOD. = %OiEZ’

izgofDézD;(OlRiz*, ZRZ'Z*O:D%:D;(Oizg

Démonstration. On factorise l'injection iz & travers 'adhérence Z qui est, elle aussi,
réunion de strates de F. Il suffit alors de vérifier la proposition pour Z tantot ouverte tan-
tot fermée. Lorsque Z est ouverte, la proposition a été démontrée dans lemme technique
pour «clc», et dans la preuve de B.6.3]pour «cc». A partir de 1a, le cas “fermé” s’en déduit

a l'aide des triangles A(Z, X, U; _) et A(U,X,Z; _). m
3.7 Produits et théoreme de Kiinneth XxY 1.y
3.7.1. Dans cette section on fera souvent référence au diagramme car-

tésien ci-apres o X et Y sont métrisables, localement compacts et con- p l . lcy
tractiles, de dimension cohomologique finie, et ol1 ou p et ¢ désignent les X ——pt

projections canoniques.
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Le théoreme de changement de base affirme, dans ce cas, que le morphisme naturel des
foncteurs :
cx' © IRey)—— IRpioq "

est un isomorphisme, et donc de méme, par adjonction,

IRp, oq' = ¢x o Rey., .

3.7.2. Produit tensoriel externe. Pour F € Fais,(X), 9 € Fais,(Y'), on note
FrG:=p 'F @y, ¢ '9eFaisy (X xY)

On vérifie que F 89 est le faisceau sur X x Y engendré par le préfaisceau défini, sur la
base de la topologie produit donnée par les produits d’ouverts, par :

UxV~FU) 2, 9V).

De méme si a: % — S et §: %G — Gy sont des morphismes de faisceaux, on note ax 3 :
I ®G — Fy® Gy le morphisme de faisceaux associé au morphisme de préfaisceaux :

UxV~aU)o,B(V).

On obtient ainsi un bifoncteur ®: Faisy(X) x Fais,(Y) ~ Faisi(X x YY) clairement cova-
riant, additif et exact par rapport a chaque variable.

3.7.3. Exercice. Donner un sens et prouver les égalités suivantes:
a) (Jlﬁ )@(9"2&@)*(%@gg)g(gl@(gﬁ
b) %&m(ml ul) X %@m(d@ ) Jﬁm(gl X Fo, G ® (92)
¢) ky®ky = kyxy, pour tous ouverts U C X et VCY.
d) (c-mou) (c-mou) est c-mou.
e) Etant données des partitions X de X et Y de Y, on note X x Y la partition produit
de X xY. Alors (¢f. B2) :
(X-cle) & (Y-cle) est (X xY)-cle et (X-ce)® (Y-ce) est (X xY)-ce

f) Rp(kx =9") = RI.(Y;9°)

3.7.4. Théoreme. Les notations étant celles des paragraphes précédents, on suppose X
et Y munis de stratifications Fx et Fy . Alors:

a) Il existe un isomorphisme canonique de foncteurs de D (X) vers D (X xY) :

(_)=Dy —p'(_)
b) p' (D, _4.(X)) C Dig o 5y)a(X X Y) et de méme pour «cc.
¢) Dy n Dy = Dy oy et (Dx)z @ (Dy)y = (Dx oy ) (@) -
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d) Pour tous #* € DY(X), 9" € DY(Y), on a
Diy (F 8G) =D T = DyG".
En particulier,
fD‘;(><Y(l)(g-’x»clc()() X Dg’y—clc(Y)) g D?EFX xg'y)—clc(X X Y) )
et de méme pour «cc».

e) On a des isomorphismes canoniques de foncteurs de Dgtx_clc

(X):
Dy.yop ' =p oDy ot Di.yop=p oDk

Démonstration

a) La construction du morphisme se fait au niveau des préfaisceaux sur les ouverts de la
forme U x V. Soit #* un complexe borné a gauche de faisceaux injectifs sur X. On a:
DU xV;pg) = Hom* (Rp,(kyv), &)
=Hom*(Rp(p 'ky ® ¢ 'ky), ")
= Hom'(sz ® Rp q kv, S ) = Hom"* (kU ® cx' Rey, kv,ﬂ')
= Hom"*(cy' Rey by, Hom* (kU, ")
5 Hom* ( Rey, by, cx.om* (ky,9"))
i Hom* (chY! kv, ['(U;¥* )) —I'(U;s")® Hom'(chY! k:V,k)
= I'(U; ") o I'(V; Dy)

avec : (f) par définition de p'; (:) par M; (:) par changement de base; (f)
par adjonction ordinaire ; ( ) par B4 et ( ) par définition, de Dy .

D’ott la définition du morphisme (_)m Dy — p'(_) qui sera, en plus, un isomor-
phisme, lorsque € I'est. Or, il est bien connu que € est un quasi-isomorphisme si I'un
ou l'autre des facteurs est «cc», ¢’est la qu’on a besoin d’une condition de finitude, et
c’est la qu’il est naturel de se restreindre au cas des espaces topologiquement stratifiés
car alors on peut prendre a la place de U des voisinages distingués INV,,, auquel cas

H™(N,; DY) = H, ™ (Ny;k) = B (L(y); k)

est de dimension finie d’aprésm

b,c) Immédiats d’apres (a) et
d) On a (cf.

Dx vy (T ®G") = RMen*(F ' ®G Dy x Dy) =D5F " ® DG
e) La premiére équivalence est générale m, la seconde résulte de (a) et (d). m
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3.7.5. Exercice

a) Kiinneth & supports compacts. Prouver qu’il existe un isomorphisme naturel
H (X xY;7'rG)=H(X;7")H(Y;%9)

pour tous, Z*€ DT(X) et G € DT (Y).
Indication. Penser & l'isomorphisme IRp(F'®%") =F° @ cy [Rey, G .
b) Prouver qu’il existe un isomorphisme naturel
Hi, (X xY; 7 0§ )=H,(X;7")® H,(Y:%")

pour tous, Z* € D¥(X) et 4" DT(Y).

3.7.6. Remarque. Il faut se méfier du foncteur p; qui demandera, en général, plus de
conditions pour conserver la constructibilité. Par exemple, ’équivalence :

Rp\(kx,y) = Rp!(kx ® ky) = cy' o Rey, (ky)

montre qu’une condition nécessaire pour conserver cette propriété sera la finitude de la
cohomologie a supports compacts de Y.

3.8 Applications stratifiées
Soient (X;Fx) (Y,Fy) deux espaces topologiquement stratifiés. Une application con-
tinue f: X — Y sera dite «stratifiée», on note alors f: (X;Fx) — (Y ,Fy), lorsque:

Str(i) Pour toute strate S € Fy, Pensemble f~1S est réunion de strates de Fx.

Str(ii) Pour toute strate S € Fy et pour tout y € S, il existe un voisinage V, de y
dans S, un espace stratifié (Z,Fz), et un homéomorphisme d’espaces stratifiés
h:(f'V,,Fx)—V,x(Z,Fz), tels que f Fv, =D o h. Un tel voisinage sera ap-
pelé « f-distingué».

Enfin, Papplication f: X — Y sera dite «stratifiable » s’il existe des structures d’espace
stratifié pour X et Y rendant f stratifiée.

3.8.1. Exemples et commentaires

« Une application stratifiable est surjective et ouverte.

« Dans un espace topologiquement stratifié (Y ,F), toute réunion X de strates de F, lo-
calement fermée dans Y, munie de la filtration induite par F, est un espace stratifié.
L’inclusion (X,JF) C (Y,TF) est alors une application stratifiée.

e Un morphisme propre et algébrique entre deux variétés algébriques complexes est
(algébriquement) stratifiable.

o Si (X;Fx) et (Y;TFy) sont topologiquement stratifiés, le produit des strates défi-
nit une structure d’espace topologiquement stratifié sur X x Y notée Fx x Fy. La
projection canonique p: (X X Y;Fx x Fy) — (X;Fx) est stratifide.
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o Le sous-espace X CS! xR des couples (s,t) avec s=—1 ou bien de la forme
(e'™/2t/(t> — 1)) est une sous-variété différentiable fermée de dimension <>

1 de S! x R. ,
Les projections canoniques p;: X — S', po: X — R sont toutes les

deux stratifiables. La premiere par rapport a toute stratification de S ‘

dans laquelle {—1} est une strate de dimension 0, la seconde sans aucune P

restriction puisque revétement a deux feuillets de R.

Le théoreme suivant généralise [BZ4lau cas des applications stratifiées.

3.8.2. Théoréme. Soit f: (X;Fx)— (Y;Fy) une application continue stratifiée. Alors:
a) Rf’ (Dg’y»clc(Y)) g Dg'x—clc(X) 2 f71 (Dfl;’y—clc(Y))

(Y) vers D . (X) :

-cle

b) On a des isomorphismes naturels de foncteurs de D _ .

Dyofl=floDy et Dyxof'=foDs

Et de méme en remplagant «clc» par «cc».

Démonstration. Lorsque le cardinal de I’ensemble des parties fermées non vides de Fx
vaut 1 on se retrouve (localement sur Y') dans les hypothéses du théoréme B74]et on
peut conclure. Dans le cas général, on note Z le plus petit des fermés non vides de Fx et
U l'ouvert complémentaire. Pour tout #* € D%, (Y), on a le triangle exact :

0 P, . . [+1]
lgily F —— F " —— Riy. T

U

Par changement de base, f' «commute» & IRi, et donc

[+1]

Z'fle* f!Z(iIZg'“)—>f!g7.—>_lRif—1U* f['](g," —_— ((})

v)
ol fz et fy désignent les restrictions de f respectivement & f~'Z et f~'U.

On a i, #* € D4 _.(Z) BEGE]) et F°|; € Dy . (U) et, par induction, fy(F°|,) et
f(F*|y) sont Fx-cle respectivement sur f~'Z et f~'U. Les termes extrémes de (o)
sont alors dans D§ _ (X) (B.6.35] et de méme pour f'F* € Dj _.(X) car extension de
Fx-cle. Mémes arguments pour «cc», d’out (a).

L’assertion (b) se démontre de la méme maniere & 1'aide de B.6.5] [

3.8.3. Remarque a propos de la bidualité. On observera que I'isomorphisme de droite
dans lassertion (b) est vérifié sans hypotheése sur I'application f m Dans le cas
«ce», il suffit alors de vérifier que f~ (D4, . (Y)) € D§ . (X), ce qui est immédiat, pour
que I'isomorphisme de gauche soit automatiquement vérifié. En effet, dans ce cas, on a par
bidualité sur D% (Y) et Dng_CC(X) :

Fy-cc
f_lofD;/EfD}(OBS(of_loD;,:D;(of!oﬂ;ofD;,:fD;(ofI

D’ou l'intérét pratique de travailler dans la catégorie F-cc plutot que dans F-cle.
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On aura compris que sur D:I’Ty_cc(Y)7 on a:
e quelle que soit I’application continue f: X — Y,
J'oDy = Do !
{ f'=Dxof oD}
e de méme que I’équivalence des assertions suivantes :

SN (D5, (Y )CD?X(( X);
F1(D5, (Y)) C DH-'X eo(X);
[ =Dxo f'Dy;
f‘loD;,:ﬂg(of‘.
Il suffit donc de vérifier 'une quelconque des assertions de la deuxieme liste pour les
avoir toutes.

Nous laissons en exercice ’étude du cas des foncteurs IRf, et IRf, pour lesquels on a le
méme phénomene. La proposition suivante en est un exemple.

3.8.4. Proposition. Soit f:(X;Fx)— (Y,Fy) une application continue stratifiée a
fibres compactes. Alors:

a) Bf’ (Dg:x—CC(X)) g Dg’y—cc(Y) 2 Rf* (Dg'x—cc(X))
b) On a des isomorphismes naturels sur D% (Y) :

Dy oRf =IRf, oD% et Dy oRf,=IRf oD%
Indications. D’apres la remarque précédente, tout résulte de vérifier 'inclusion

Rf! (Dg"X—cc(X)) - Dgy—(:(:(y)

Or, pour toute strate S C Fy et chaque y € S, il existe un voisinage V,, de y dans S qui
est contractile et f-distingué. Par changement de base, on a

(RAF)y, = Rfv, (F;y,)

ot fy, = f] Fv,- Ce qui nous conduit a considérer le cas d’'un diagramme cartésien de
- Y
projections canoniques

V, x (F;F) = (F;F)

St
Vy Yy pt
ot (F,F) est un espace stratifié et d'un complexe #* € D*(V,, x F) cohomologiquement

constructible par rapport & la filtration de V,, x F. Comme V,, est contractile, on a F* =
¢ (F"|p) et donc ('?.I}_ZT(J‘_)_

Rp,F* = Rp, (kVy = (9@) = RL(F:F"|p),, .
Y
et Rp F* € DY (V,) puisque F = f~ly est compact par hypothese . m
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3.8.5. Remarque. On prendra garde du fait que dans 1’énoncé de la proposition précé-
dente, I'hypothese qui demande aux fibres de f d’étre compactes n’est pas équivalente
a la propreté de f. Par exemple, 'inclusion iy : U — X d’un ouvert vérifie bien cette
I’hypothese alors iy n’est généralement pas propre.

On remarquera aussi que la compacité des fibres n’intervient que pour garantir la fi-
nitude des groupes IH"(F;Z*). Or, lorsque F est un ouvert d’'un espace compact to-
pologiquement stratifié (F;G) tel que la trace sur F de la filtration G raffine celle de
Fx, on dit alors que (F;Fx) est compactifiable, on a §* := z?.(PJF) € DY (F) et la
suite exacte longue associée au triangle exact A(F,F,F\F;%") donne un encadrement de
H!™(F;7"|,) par H™ Y(F\F;%") et IH™(F;%") tous les deux de dimension finie puisque
F et F\F sont compacts m Il s’ensuit que ’hypothese «a fibres compactes» peut
étre remplacée par «a fibres compactifiables» ('"). Dans le cas algébrique complexe cette hy-

pothése peut méme étre effacée puisque si f, X,Y sont algébriques complexes, les fibres de
f sont des variétés algébriques stratifiées et il est bien connu qu’elles sont compactifiables.

§4. Prolongement intermédiaire, perversité, homologie d’intersection

La notion de «perversité» a été introduite par Goresky-MacPherson dans [GoMc;]
comme une “mesure”’ de l'impossibilité de rendre transverses deux simplexes sur un es-
pace topologique singulier, ce qui est a la base de 'obstruction pour la dualité de Poincaré
sur de tels espaces. En voici un extrait de [GoMcs] oti la notion est définie.

A perversity is a sequence of integers p = (p2,ps3,...,pn) With ps =0 and
Pe < Petr1 < pe + 1. We shall often write p(c) instead of p.. There are several per-
versities of particular importance:

the zero perversity 0= (0,0,0,....,0)

the lower middle perversity m = (0,0,1,1,2,2,3,...)

the upper middle perversity 7 = (0,1,1,2,2,3,3,...)

the logarithmic perversity [ = (0,1,2,2,3,3,4,4,...)

the sublogarithmic perversity s =(0,0,1,1,2,2,3,...)

the top perversity ¢ = (0,1,2,3,4,5,...).

For any perversity p, the complementary perversity is defined to be

'I’_i): (071_p372_p473_p57“’)‘

For example, 0 and ¢ are complementary, as are m and 7.

On aura remarqué dans les définitions de «pseudovariété» et de « perversité» un certain
nombre de restrictions, notamment :
Res-1) La contrainte codimx (X) > 2 dans la définition de pseudovariété.
Res-ii) Le type de croissance imposée & une perversité p.
Res-iii) L’égalité py = 0.

7 Cf. [BoAl] §V 10.6 p. 167.
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Dans cette section et les suivantes, nous verrons que ces restrictions s’imposent naturel-
lement pour étendre la dualité de Poincaré sur les variétés topologiques aux pseudovariétés,
mais aussi, plus profondément, pour garantir I'indépendance de I'homologie d’intersection
vis-a-vis des stratifications.

Rappelons pour terminer que dans nos calculs explicites autour de la dualité de Poincaré
(numérique) de 'homologie d’intersection des espaces topologiques trés simples, nous avons
déja rencontré (Res-1) comme nécessaire & la dualité de Poincaré, et souligné que (Res-iii)
était imposée sur tous les “bons” exemples.

Nous reprenons dans ce qui suit les paragraphes des notes [A] concernant le prolonge-
ment intermédiaire et les complexes d’'intersections pour la « perversité moyenne» pour les
replacer dans le contexte des perversités générales.

4.1 Equivalence de catégories de Deligne
On reprend les notations de B.3]lconcernant la donnée d'un espace topologique X muni
d’une filtration fermée F :

F=(X=Xs2Xs12Xa22 2 Xy 2 X =0)

i1 i A iq—2 %

<®:U‘1 cuv'cut c... cutt c v :X>
a—1
ot U®:= X\ Xy (c11). On note aussi X' = Xy 1 et §:= Xgq_\Xg_(cy1)-

4.1.1. Prolongement intermédiaire des faisceaux. Pour toute suite croissante d’entiers
naturels p = (p1,p2,p3--.), le «prolongement intermédiaire relatif a (F,p) », est le foncteur :
i Fais,(U°) ~ D’(X)

défini par:

ii’ﬁ = (Tgpn ]Rbn_l*) 0---0 (7'@2 IRLl*) o (7'<p1 BL()*)

4.1.2. Exercice
a) Montrer que lorsque S est vide, la troncature 7<.,; est inoffensive et la composée
(T<pers Rici1s) © (T<p.., IRic. ) peut étre remplacée par (7<p.,, R(ici101c)s).
b) Montrer, plus généralement, que si Z* € DT (U®) est tel que
{ [ ]en € [0, ]
[(Ric: 7°)|ger]ay € [0, pc]
alors 7<p, ., Rici F* = IRic. T °.
c) Soit (V;JF|y,) la donnée d'un ouvert de X muni de la filtration induite par F. Alors
1o Fp = Fhvib -1

ly OZI* :’L!* ly

4.1.3. Théoréme (Deligne). Le prolongement intermédiaire ii’ﬁ établit une équivalence
de catégories entre Faisy(U") et la sous-catégorie pleine de D?(X) des complexes de fais-

ceaux & ° vérifiant les trois conditions suivantes.
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(0) #™F*|; =0, pour tout m #0 ;
et pour chaque ¢ > 1, les conditions de «support» (S) et de «cosupport» (S’) :
(S) ™7

ge =0, pour tout m > p. ; (S #LF* =0, pour tout m < p.+2.

L’image essentielle de ii’f’ est une sous-catégorie pleine abélienne de D,’;(X ).

4.1.4. Prolongement intermédiaire des systémes locaux. Lorsque (X;F) est un es-
pace topologiquement stratifié, la restriction du foncteur de prolongement intermédiaire a
la sous-catégorie Locy,(U"), a son image essentielle, notée dorénavant :

9Cs4(X) :=1; P(Lock(U)),

contenue dans Dbg_cc(X ) (application itérée de B.G.H]et troncatures) ou la bidualité de
Grothendieck-Verdier est satisfaite. Le théoreme de Deligne se formule alors de la maniere
suivante.

Théoréme. Lorsque (X;F) est un espace topologiquement stratifié purement de dimen-
sion dx, on a

9C55(X) ==1; P (Loc(U")) C D} .(X)

et les objets de IC3.5(X) sont les complexes F* € D% (X)) vérifiant

(a) [ lyolen € {03
(b) [[.97' SC]]ch - ] - OovpC} ;

(©) [(DxF ") [—dx]|gelen €100, pc].-

oti, nous avons noté pl.:=(c—2) —p..

Démonstration. Immédiat d’apres B:6.3] le théoreme de Deligne [£.1.3] et en appliquant
I’estimation d’amplitudes =

4.2 Perversité et pseudovariétés

4.2.1. Définition. Une application p: {2,3,...} — N croissante est une « perversité» lorsque
Papplication p’: ¢+ pl:= (c—2) — p. est croissante et a valeurs dans N. Dans ce cas p’
est la «perversité complémentaire de p». On a

(P+p)(k)=c—2, (©)
et p est la perversité complémentaire de p’.
4.2.2. Remarques et exercices
a) Les perversités sont les applications p: {2,3,...} — N vérifiant

p2=0 et pc<per1 <petl.
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b) L’idée dans la définition [£2Test d’assurer les conditions d’application du théoreme de
Deligne pour la suite p’. La disparition de 1 dans le domaine de p s’explique alors par le
fait que I’égalité (¢) n’admet pas de solution dans N pour ¢ = 1. Il faudra alors exclure
I’appel a l'indice ¢ =1 dans le prolongement intermédiaire, autrement dit, les stratifi-
cations que nous devrons considérer doivent étre dépourvues de strates de codimension
1,i.e. X =Xg 9.

c) Etant données deux perversités p, 7, on note p < q lorsque p. < ¢, pour tout ¢. L’ensemble
des perversités et partiellement ordonné par cette relation et possede deux éléments ex-
trémaux, & savoir :

{(_) c— 0, la perversité nulle («zero perversity» en anglais),
t:c—c—2, la perversité maximum («top perversity» en anglais).
Si p,q sont des perversités, les applications ¢ — sup(pe,q.) et c¢— inf(pc,q.) sont des

perversités. En particulier, 'ordre partiel "<~ est filtrant supérieurement et inférieure-
ment.

4.2.3. Définition. Une «pseudovariété de dimension d» est un espace topologiquement
stratifié¢ (X;JF), purement de dimension d, dans lequel S'=@. La pseudovariété est
«orientable» (resp. «orientée») lorsque la variété topologique U l'est.

L’expression « X est une pseudovariété (orientable, orientée)», sans préciser la stratifica-
tion, sera synonyme de «il existe une stratification de pseudovariété (orientable, orientée)
pour X ».

4.2.4. Exercice. Prouver que si (X;JF) est une pseudovariété dans laquelle Uﬁor est orien-
table, 'ouvert Ug de toute stratification de pseudovariété G de X 1’est également. Enfin,
si Ug est orienté, il existe une unique orientation sur Ug compatible a celle de Ug.

4.3 Homologie d’intersection des pseudovariétés
Soient (X;JF) une pseudovariété et Z € Loc(U"). On appelle « complexe d’intersection
pour la perversité p, a coefficients dans ¥ », le complexe de faisceaux

IC5 (X:.2) =i, P (2)

I
On note alors pour m € Z :
IspH™(X; %) = IR™ I'(X;1C% 5( X )
I3 pH" (X3 %) = R™ [ (X105 5(X; 2))

le «m-iéme groupe d’homologie d’intersection (resp. a support compact) de X pour la per-
versité p, a coefficients dans le systeme local L ».
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4.3.1. Théoréme. Soient (X;F) une pseudovariété et p une perversité.

a) Pour tout systéme local # € Loc(U"), on a:

D (1C55(X; 7)) = [C 5 (X5 (DY | = dime (X)) [dimen (X)]

b) En particulier
Ig:’pHZ,n(X;Z) = Ig"ﬁ/HdX_m (X;, om (2, OI‘UU))
et

‘ Iy ;HM(X; %) =I5 ;H™ (X %) =0, pour m ¢ [0,dimq,(X)] ‘

¢) Si X est en plus orientable,

I HM( X ) = I3y HY ™ (X;.2)

d) Les conditions (LL4(b,c)) caractérisant F* € IC5.;(X ) deviennent :

(b) [F[sedan S [0,pe] et () [(DxF)[—dx]ge]en € [0, ]

Démonstration. Corollaire immédiat de T 4]et du théoreme de Deligne L1.3] m

§5. Caractere intrinseque de ’homologie d’intersection

5.1 Filtrations a strates lisses

Soitt X un espace topologique. On rappelle que dans une filtration fermée F = (X =
X420 X412--2X120XyD @) on appelle (par abus) «strate de codimension c¢» chaque
composante connexe non vide de S¢= X4\ Xg_c-1.

5.1.1. Définition. Lorsque X est de dimension cohomologique d, la filtration sera dite
«a strates lisses» lorsque S¢ est une variété topologique de dimension d — c.

5.1.2. Remarque. Une stratification purement dimensionnelle est une filtration a strates
lisses vérifiant, en plus, la condition d’équisingularité locale.

5.2 Raffinements de filtrations
5.2.1. Définition. Etant données deux filtrations fermées F ,G de X, on dira que «§G raf-
fine F», et on note F <G, lorsque Ug D Ug pour tout c. En particulier, chaque strate
de F est réunion de strates de G. La relation *<” est un ordre partiel sur I’ensemble des
filtrations fermées de X .

Lorsque F et G sont des filtrations a strates lisses, F < G, si et seulement si, chaque
strate de F est réunion de strates de G.
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5.2.2. Remarques et notations

a) On notera Strg,(X) I'ensemble des stratifications de pseudovariété de X . Le systeme
(Strpsy(X); <) n’est pas toujours filtrant supérieurement. Par exemple, si Z est une
sous-variété topologique de R? compacte de dimension 1 (un cercle),
la filtration X D Z D & est une stratification de pseudovariété de X .

Dans I'exemple illustré ci-apres, un raffinement F des stratifications Z\ 2,
X D Z; O @ doit nécessairement vérifier Z; N Z, C Si. Mais Si, muni < \
de la topologie induite par R?, est une variété topologique de dimen-

sion 0, et alors Z; N Z5 est discret donc fini puisque compact, ce qui

n’est évidemment pas le cas.

b) Lorsque X est une variété algébrique complexe, I'ensemble X,., des points réguliers
est un ouvert de Zariski de X et c’est une variété différentielle, son complémentaire
X5 1= X\ X, est une variété algébrique de codimension positive. L’itération de cette
idée donne une filtration canonique Fyx de X par de fermés de Zariski dont les diffé-
rences successives sont des variétés différentielles de dimensions paires, ¢’est «la filtration
par lieur singuliers de X ». Cette filtration_est a strates lisses mais ne vérifie pas tou-
jours la condition d’équisingularité locale m comme le montre I’exemple classique
du parapluie de Whitney. En géométrie algébrique on démontre qu’il existe néanmoins
un raffinement Fy = Fyx vérifiant les conditions de Whitney qui garantissent, elles,
la condition d’équisingularité locale. On note Strggl(X ) ensemble des stratifications
algébriques de X vérifiant ces conditions, on a

@ # Stry), (X) C Strys(X).

Le systeme (Str;Yé‘(X ); <) est filtrant supérieurement.

5.3 Comparaison de complexes d’intersection

Un des aspects du probleme de I'indépendance des complexes d’intersection relativement
aux filtrations concerne leur comportement vis-a-vis des raffinements. Etant données deux
filtrations fermées F <G de X et une perversité p, on a, pour chaque ¢, un morphisme
canonique de foncteurs définis sur D*(U§) :

oR

KA
U —=—UsH

(Tépcﬂ ZRZi( — )) ‘Us,f“ 7 T<pers ng* ( — ‘U(J?) U'T TU‘

c i? c+1
Us —=—Us

N

qui n’est pas nécessairement un isomorphisme dans la mesure ou le diagramme de droite
n’est pas toujours cartésien (cf. m, mais qui permet de construire, de proche en proche,
un morphisme canonique =)
3@( ) - -9,17( )

by g

qui prolonge le morphisme de restriction Fais(U$) — Fais(Ug).

Le théoréeme suivant affirme que Z(%) est un isomorphisme lorsque F et G sont des fil-
trations lisses et lorsque ii’p (#) est F-cc. Cette derniere condition étant vérifiée dans
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le cas des pseudovariétés, le théoreme établit donc I'invariance du complexe d’intersection
lors d’un raffinement lisse d’une stratification de pseudovariété.

Le contexte en apparence inutilement général dans lequel nous énoncgons le théoreme
trouvera toute sa motivation lors de ’étude de 'indépendance des complexes d’intersec-
tion vis-a-vis des stratifications, qu’elles admettent ou non des raffinements communs.

5.3.1. Théoréme. Soient X un espace topologique et p une perversité.

a) Si F <G sont deux filtrations fermées a strates lisses de X ne possédant pas de strates
de codimension 1, on a

I€5:5(X) N DFoo(X) C ICg5(X)

b) Si F < G sont deux stratifications de pseudovariété de X , on a

9€55(X) € 9€g5(X) |

et le diagramme: .

Loc(U) —=— ICg.5(X)

restriction J{ @ C
Loc(Ug) —55— I€g5(X)

—
-9, P
Ly

est commutatif.
¢) Soient F1 K G = Fy trois stratifications de pseudovariété de X .

Etant donnés ¥; € Loc(Ug,) vérifiant Py = Loy il existe un isomorphisme cano-

nique

IC%, » (X§Zl) =1C3,5 (X§$2)

Démonstration

a) Les filtration F et G étant uniquement des filtrations lisses, il n’y a aucune raison pour
que le critere de cosupport de BT 4]s’applique, nous utilisons donc le critére général du
théoreme de Deligne alable pour toute filtration fermée.

Soit F* € ICx4(X) N DL (X). Comme U D Ug on a trivialement

17" uglen € 177l € {0} (0)

Pour toute strate T' de G de codimension cdr > 0 deux cas peuvent se produire :
i) T CUY, alors

[l € 177

U;]]ch g {0}

Ug.)]]ch = HD} 7";1 :D&g (‘017.

~e

IIZ|T g.]]ch = H/L‘T(‘Ojl Ug.)]]ch g {CdT}
ii) T'C S, ou S est une strate de codimension cdg > 0 de F, alors
T]]ch - [[‘O]T.‘S]]ch - ] - oo7p0ds]

C [Pedg + 2 + cdr —cdg, +00]

[
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Tandis que les conditions pour que #* € J€q.5(X) sont, dans les deux cas,
Hg.‘Tﬂch c ] - Oo?pCdT} et [[Z.ITg.}]ch - [pch + 27+OO[ )
et résultent de (i) et (ii) des inégalités:
{ 0 < Pcdr < CdT—2, siT g Ug—’;
Pedg < Pedyp gpcds +CdT_Cd37 siTCS et CdS > 07
toutes caractéristiques des perversités.
b) Conséquence immédiate de (a) puisque ICx.5(X) C D . (X).
¢) Car ICs ,(X;%;) =1Cg, (X;Sé’i\Ug) d’apres (a). "

5.3.2. Remarque. Lorsque I'on se place dans le contexte général d’un espace topolo-
giquement stratifié (X;F) purement de dimension dx et pour une suite croissante de
nombres naturels quelconque p = (p1,p2,...), on a, pour tout raffinement G de F, tout
T € ICx;5(X) tel que 97'\(]; est nulle part nul, et toute strate T' € G contenue dans
Uy ed,

[[g.\:r]]ch = [(DxF")[—dx] \T]]ch ={0},

D’autre part, la condition de cosupport pour & * € ICg 5(X) sur T avec cdr > 0 est
(D57 ") [=dx]lr]a €]~ 00, Pty ] -
Par conséquent, si cdy > 0 et si T C Uy, on doit avoir
0 g pédT = CdT —2 — Pedy -

En particulier cdr > 2. Il s’ensuit que si 'on recherche des conditions générales garan-
tissant l'invariance par raffinement, il faut exclure dans les stratifications les strates de
codimension 1. Ceci donne une deuxiéme raison pour se limiter aux « pseudovariétés» (cf.
4.2.2-(a)].

L’exercice suivant est destiné a justifier la notion de perversité.

5.3.3. Exercice. Notons T" le tore n-dimensionnel T = S! x --- x S! dont on rappelle que
les nombres de Betti sont tous non nuls entre les degrés 0 et n. Soient X = R™ x c4(T")
et X :=R™ x {s}. La filtration fermée F =X DO X' D & définit une structure de pseudo-
variété de dimension m+n+1 sur X.

a) Montrer que pour toute suite croissante d’entiers naturels p (pas forcément une perver-

sité!l), on a I'égalité :

[[(:D;( IC&,@(X§ kyo)) [—dX] \zﬂch = [O7p(/3dz] .
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b) Soit G une filtration fermée

obtenue en rajoutant les fermés d’'une filtration d’espace topologiquement stratifié pour
R™ (cf. lemme dem. Montrer que si IC5 ;(X;kyo)) € ICg 5(X) quelle que soit
la filtration G ainsi définie, alors

proq <p., pour tout c+1<c<e+1+m.

c¢) En déduire I’équivalence entre les deux assertions suivantes concernant une suite crois-
sante de nombres naturels p :

 Pour toute pseudovariété (X;F) et toute stratification de pseudovariété G de X,
telle que F <G, on a IC5 ;(X) CICg 5(X).
e D est une perversité.

5.3.4. Remarque. Le théoréme de comparaison BE3.Tlest trés bien adapté au contexte al-
Wh
alg

tel quel au cas topologique (cf. . Pour cela, on aura besoin de pousser plus loin

gébrique puisque Str,},'(X) est filtrant supérieurement, par contre il ne peut étre appliqué
la notion de variété topologique, plus précisément, on aura besoin de la notion de variété
cohomologique.

5.4 Variétés cohomologiques

5.4.1. Définition. Par analogie au cas des variétés topologiques, un espace topologique
X, métrisable, dénombrable & l'infini, localement compact, localement contractile, de di-
mension cohomologique finie, sera dit «wvariété cohomologique (sur k) de dimension d»
lorsque

[D5; x1ew = {—d}; et que
s IDg.  est localement libre de rang 1.

Le faisceau Ory.x 1= # ¢ ID; x est le «faisceau d’orientations» de la variété cohomolo-
gique.

Dans tout espace topologique Y, une partie S CY sera dite «sous-variété cohomolo-
gique (de dimension d) de Y » si elle est localement fermée dans Y et si, munie de la
topologie induite, ¢’est une variété cohomologique (de dimension d).

5.4.2. Proposition. La dimension d’une variété cohomologique sur k est la dimension
cohomologique sur k de I'espace topologique sous-jacent.

Démonstration. Soit X une variété cohomologique de dimension d. Les propriétés to-
pologiques de X permettent d’affirmer que

dima(X)<d = H*™(U:k) =0 {pour tout U contractile;

pour tout m > 1.
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La raison de cette équivalence est, de manieére succincte, la suivante :

o Un faisceau c-mou est I'(X, _ )-acyclique, essentiellement parce que X est dénom-
brable a l'infini.

o L’inégalité dim,(X) < d résulte alors de montrer que tout F € Faisg(X) admet une
résolution c-molle de longueur d, et comme Z est plat (k est un corps!), il suffit
méme que kx admette une telle résolution (cf. B.41]

o Pour toute résolution injective

d—1
—

O—>k;X—>JO—>J1—>~-- JdL),

on a H™(U;ker(d)) = H*™(U;kx), pour m > 1. Il s’ensuit que ker(d) est c-mou
lorsque H*™(U; k) =0 pour toute ouvert dans une base de la topologie de X, en
particulier, pour tout ouvert contractile.

Dans notre cas, on a par dualité de Grothendieck-Verdier :
HE™(U kx) = H™" (U D) = H-""(U; Orypld]) = H ™ (pt; )

puisque U est contractile et que Ory.x est localement libre de rang 1. Alors:

minw g ={f o m=0
0 sinon.
et par conséquent dim,(X;k) < d. D’autre part, si U est contractile et relativement com-
pact dans X, on a H*(X;ignky) = HX (U k), dott dimey,(X;k) > d. n

5.4.3. Exercice

a) Montrer qu'une variété cohomologique de dimension nulle est un espace topologique
discret au plus dénombrable.

b) Montrer qu'un espace topologiquement stratifiable qui est une variété cohomologique
de dimension 1 est une réunion disjointe au plus dénombrable d’espaces homéomorphes
AR ouS'.

5.4.4. Une variété cohomologique non topologique. Soit P"(R) l'espace projectif
réel de dimension n. On rappelle que sa cohomologie sur un corps k de caractéristique
différente de 2 vérifie:

. ot H”(P”(R);k):{k si n est impair
0 si0<m<n

0 sin est pair >0
de sorte que P?""1(R) & les mémes nombres de Betti que la sphere S (). On rappelle

aussi que ce qui distingue les projectifs réels de dimension impaires des autres c’est le fait
qu’ils sont orientables, leurs faisceaux d’orientations sont donc constants.

18 Le morphisme H*(P2"*+1(R); k) — H*(S***+!; k) induit par la projection canonique S?*+! — P27 +1(R)
est déja un isomorphisme (char(k) # 2).
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Notons L :=P*" " (R) et X :=c(LL). D’apres mm germes du dualisant vérifient,
pour tous t € I:=[0,1[ et L €L,

(DY) — { (Dp)e @ (ID7)e = k[1] @ kldy] si t 70,
X Homy (IR (e(LL); k), k) = Homy (H (L, k)[—1], k) autrement.
et donc [Dx],, ={—dL—1}.
Par conséquent, X est une variété cohomologique de dimension dy, + 1, si et seulement
si, IDx est localement constant, et méme constant car X est contractile.

Notons U := X \{0} et considérons le triangle exact A({0}, X,U;Dy) :
oy ib Dy —— DY —— Riy, Dfy L
Comme iIO D% =k, le terme de gauche n’intervient pas en degrés < 1 dans la suite longue
des faisceaux dérivés et alors

0Dy = Riy, Dy = v A" DY = ivaky = kx

ou (?) s’explique par I'exactitude a gauche de iy, et le fait que IDf; est cohomologique-
ment nul en degrés < —1 —dp, (%) résulte de I’équivalence D = ﬂ% ) D = ky[l+dy]
puisque L est orientable, et (%) car 0 de codimension > 2 dans X .

Ces remarques prouvent que X = co(P?**1)(R) est une variété cohomologique orientable
de dimension 2(n + 1) sur tout corps de caractéristique # 2. L’espace topologique topolo-
gique X n’est pourtant pas une variété topologique. En effet, si tel en était le cas, on
devrait avoir pour k =Fy =Z/27
alors que Hy(X;Fy) = Fao[—2(n+1)]

Hy(X;Fo) = H (PP (R);Fy) =00 @0l o F @ - @ FD™

d’apres des résultats classiques en topologie algébrique sur le projectif réel ().

5.4.5. Exercice. Remarquer que ce qui fait marcher 'exemple précédent c’est essentielle-
ment le fait que IL est une variété cohomologique dont la cohomologie globale est celle de
la sphére de dimension dimg,(IL), ¢’est ce que I'on appelle une « sphére cohomologique »

En déduire que les espaces co(P?") et co(P?" 11P?™) (m,n > 0) ne sont pas des variétés
cohomologiques sur un corps, quelle que soit la caractéristique de celui-ci.

5.5 Dualité de Poincaré sur les variétés cohomologiques

Les conditions de B4 I]qui définissent une variété cohomologique sur un corps k sont
tout ce dont on a besoin pour suivre les raisonnements de la section “Dualité de Poincaré
sur les variétés topologiques” (IE Le théoreme BE.6lest donc vérifié par les variétés
cohomologiques sur un corps k.

1 Cf. Greenberg-Harper. Algebraic topology, th. 19.27, p. 121.
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5.5.1. Espaces cohomologiquement stratifiés. Maintenant que nous disposons de la
classe des variétés cohomologiques sur k, nous pouvons étendre la classe d’espaces topo-
logiquement stratifiables par la notion d’«espace cohomologiquement stratifié (sur k)»
dont la définition est la suivante (cf. B1J) :

a) En dimension 0. Il s’agit des ensembles finis ou dénombrables munis de la topologie
discrete ;

b) En dimension positive d, il s’agit d’un espace topologique X muni d’une filtration
par des parties fermées: F := (X =Xy20X412---2Xy2 @) , telle que pour chaque
c=0,...,d, I'espace S° = Xd,C\Xd,(cH), lorsqu’il n’est pas vide, est une variété coho-
mologique de dimension d — ¢ telle que, pour chaque z € S€, il existe un voisinage ouvert
N, de x dans X, un espace compact L(x) cohomologiquement stratifié de dimension
c¢—1, et un homéomorphisme

¢: (8N Ny) x c(L(x)) —— N, (©)

qui respecte les filtrations. Lorsque N, est tel que S°N N, est contractile (toujours
possible car S€¢ est localement contractile), il est dit « distingué».

On notera (Strpsy-cn(X);=<) l'ensemble des stratifications de pseudovariété cohomolo-
gique de X muni de 'ordre partiel de raffinement.

Un espace cohomologiquement stratifié sera dit « purement dimensionnel de dimension
d», resp. « pseudovariété cohomologique », lorsqu’il vérifie les conditions analogues du cas
topologique B.1.4] resp. E.2.3]

Lorsque la condition d’équisingularité (¢) n’est pas garantie, on parlera de «filtration a
strates cohomologiquement lisses» ce qui généralise la notion topologique correspondante

EIT]

5.5.2. Commentaire. On peut imaginer des définitions beaucoup plus générales que
celles des sections précédentes pour passer des objets « topologiques » aux objets « cohomo-
logiques », mais celles que nous avons données nous suffiront pour I'application que nous
avons en vue, a savoir : I’étude de 'indépendance des stratifications dans 'homologie d’in-
tersection.

Les théorémes : d’homotopie B.3.6] de cohomologie des liens[3.3.7] de stabilité des catégo-
ries F-cc et de bidualité B.6.3] continuent d’étre vrais pour les espaces cohomologiquement
stratifiés. Le prolongement intermédiaire et le théoreme de Deligne [£1.3]qui ne parlent
que des filtrations fermées restent évidemment valables, de méme, pour terminer, que la
dualité de Poincaré pour I’homologie d’intersection [£.3.1]et le théoreme de comparaison

Dans ces généralisations le gain n’est pas négligeable. Par exemple, dans B.4.4]nous
avons montré que l'espace X := ¢y (PQ”“(R)) est une variété cohomologique qui n’est pas
une variété topologique. Il admet clairement une structure de pseudovariété F d’ou les
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complexes d’intersection pour les différentes perversités [ C’:};ﬁ(X ko). Or, comme X est
une variété cohomologique, on a kx € I€;(X) quelle que soit p, et comme toute strati-
fication topologique est cohomologique et raffine la stratification triviale, le théoreme de
comparaison [£.3.1] donne aussitot: kx =1 C'f',r;ﬁ(X ko), quelle que soit p.

5.5.3. Tableau récapitulatif des caractérisations des complexes d’intersection. Le
tableau suivant indique pour chaque type de filtration fermée d’un espace topologique X
les résultats déja établis dans le cadre «topologique » et qui restent valables dans le cadre
«cohomologique ».

Filtrations F < G Propriétés

Fermées Le prolongement intermédiare est défini pour toute suite
croissante d’entiers naturels p = (p1,p2,p3,---)

i? : Loc(U) ~ ICx;5(X) C D*(X)
Condition de (co)supports pour F* € ICg5(X) :

=1 gre .1t .
[[Zsl‘j ]]ch - } - Oo7p0ds] ) [[1397 ]]ch - [pcds + 2,—|—OO[

A strates lisses. Pour toute perversité p = (pa,ps,...):

Sfms st_rate de co- ICs,5(X) N Dg"-cc(X) C 9Cg.5(X)
dimension 1. ’ ’

Stratifications Pour toute suite croissante p = (p1,pa,p3,---)

9C55(X) C D oo(X)
Condition de (co)supports pour Z* € JCg.5(X) :
[is' 7)o €1 00,peaq] 5 lis' (DX F ") [~dx]]a, S ]~ 00,pa,]
Pseudovariétés Pour toute perversité p = (pa,ps,...)

I€s5(X) € ICg5(X)
Condition de (co)supports pour F* € ICs;5(X) :

lis' 7l € [0,peas] 5 [is' (DX F)[=dx]], € [0,0eq,]
Pour tout systeme local & au-dessus de Ug:
IC5,(X;2)=105,(X;2)
Dualité de Poincaré :
LA™ X;?) = [, H>*™(X;%")

Si X compacte, dim([;H*(X;%)) < co.

5.6 Filtration associée a une perversité et un systeme local

Etant donné un faisceau F sur un espace topologique X, il existe toujours un plus grand
ouvert A\(Z) tel que 7| A7) est un systeme local. Il en est évidemment de méme pour la
famille (finie) des faisceaux dérivés d'un complexe & cohomologie bornée F* € D*(X), au-
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quel cas on note A(F*) =My, A(H#™F ") ; c’est le plus grand ouvert de X tel que 7, .

est cohomologiquement constructible.

Dans le méme ordre d’idées lorsque X est localement contractile et de dimension coho-
mologique finie dx, il existe un plus grand ouvert X,.,, € X qui soit une variété cohomo-
logique de dimension dx ; c’est I'ouvert contenu dans A(IDy) sur lequel A~ Dy est de
rang 1 et #"™ Dy =0 pour m # —dx.

Ainsi, pour tout #* € D°(X), lensemble A(F*),q, est la plus grande sous-variété coho-
mologique de dimension dx sur laquelle &* est cohomologiquement constructible. Bien
évidemment, sans hypotheses supplémentaires cet ensemble est généralement vide.

5.6.1. Proposition. Soit X une variété cohomologique de dimension dx > 2. Pour tout
systeme local % défini sur X tout entier et tout fermé F C X de dimension coho-
mologique dr < dx —2 d’ouvert complémentaire U := X\ F, le morphisme d’adjonction
& — iy, (#|,) est un isomorphisme de faisceaux.

En particulier, tout point de F admet une base de voisinages ouverts dans X dont
Pintersection avec U est connexe.

Démonstration. La suite exacte longue de faisceaux dérivés associée & A(F, X ,U; %)
place le morphisme % — iy, %/, entre les faisceaux #5"# pour m =0,1. Ces faisceaux
sont engendrés par les préfaisceaux sur X
Vs HPNV;2) = H™ (Vi P) = H™(V;ip Dy 0 D% Z) = H™(V; Dyip Dy Z)
Or, comme % est un systeme local sur une variété cohomologique, D& est cc et est
concentré en degré —dx. D’autre part, on a:
D (i Dx ) = Hom (i D5 ¥, D)
avec [IDp] 4, € [—dF,0] , et par conséquent :
[[@;.,Z;,l D;(ZHcll - [dX - ddeX} :
On en déduit I'annulation de H#5"% pour m = 0,1. Le morphisme & — iy, %/, est donc
bien un isomorphisme.

Lorsque & =kx,on a kx =iy, ky et pour tout = € F et tout ouvert contractile V> x,
ona k=I'(V;kx)=I(Viv.ky)=T(V NU;ky), d'ou la deuxiéme partie du lemme. m

5.6.2. Remarques et exercices

a) La proposition précédente est généralement fausse si X n’est pas une variété cohomo-
logique. Montrer que le bouquet de deux spheres de dimension 2 ot U est le complé-
mentaire du point de base, en est un contrexemple.

b) Donner un contrexemple avec F' de codimension 1.
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5.6.3. Systéme locaux maximaux sur les variétés cohomologiques .Contrairement
au paragraphe précédent ou nous avions des données globalement définies sur X, nous
nous intéressons maintenant a des données partielles.

Etant donnés, un espace topologique X de dimension cohomologique dx et un systeme
local # défini sur une sous-variété cohomologique ouverte U C X telle que dimq,(X\U) <
dx — 2, la famille #(¥), des couples (V.4 ) vérifiant

U CV et V est une sous-variété cohomologique ouverte de X,
Al est un systeme local sur V' tel que 4|, ~ %,

ordonnée par la relation: (Vi) < (Vi) lorsque V C V' et M ~ ', possede un
unique élément maximal a isomorphisme canonique pres, c’est le « prolongement maximal

de & », noté (Wg, Z).

En effet, supposons l'assertion vérifiée, comme dimq,(X\U) < dx — 2, il en sera de méme
dim, (Ug\U) et le morphisme d’adjonction

~ .
¥ —igl(Lly)

est un isomorphisme ([EEI). Comme Z|,, ~ %, on voit que Wy = Ai5% (Z]y)))res €t L :=

(i, Z)|w, est 'élément maximum de la famille #(2).

Un systeme local (W;%) est dit «mazimal dans X » lorsque W est une sous-variété
ouverte de X et que W = Wy.

5.6.4. Proposition. Soient (Vi;%1) et (Va; %) des systeémes locaux définis sur des sous-
variétés cohomologiques ouvertes dans X et dont les complémentaires sont de codimension
> 2. Notons (Wﬁ@l), (Wg;@g) leurs prolongements maximaux. Alors, pour tout mor-
phisme ¢ : L1y, y, — Polyqy,» il existe un et seul morphisme ¢ : gl‘WlﬂWZ %QQ\WIQWZ
qui prolonge ¢.

Démonstration. Le complémentaire de Vis:=V; NV, dans Wy := W7 N W, étant de
codimension > 2, on a nécessairement @ = z{},‘l’:i(cp) L]

5.6.5. Exercice. Soit X une pseudovariété. Soit (V;%) un systeme local. Montrer que
pour toute filtration F de pseudovariété cohomologique de X telle que Ug CV, l'ouvert
de définition du prolongement maximal de Z et réunion de strates de F.

5.6.6. Théoreme. Etant donnés: une pseudovariété (X;F), un systéme local maximal
(W) tel que W D Ug, et une perversité p, il existe une filtration fermée canonique a
strates cohomologiquement lisses F(AM,p) de X, dépendant uniquement de .4 et de p,
telle que

a) F est un raffinement de F(M ;D).

b) IC 4 p)p( X)) = 1CG (X 4) de maniere canonique.
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Démonstration. L’idée est de construire la filtration F(.#,p) en méme temps que le
prolongement intermédiaire. Notons d := dim,(X).

D’apres (.6.5] 'ouvert W est une réunion de strates de F. Notons Xg:= X, W' := W,
SV:=W, et Xy ., :=X\W, ol

c1i=d— dimch(Xd\So) >2.
Soit if : W% C X Tlinclusion. Comme le complexe
b . X
Py, 1= T<pe, (ZR’LO* :/%) ‘Xd—cl
est F-cc sur Xy, (Xg_ est stratifié par F), il existe une plus grande sous-variété
ouverte S C X,;_.,, non vide de dimension d — ¢, et sur laquelle &, est cc. Cette sous-
variété contient clairement toutes les strates de F de dimension d — ¢; qui sont contenues
dans X4_., de sorte que
co:=d— dimch(Xd,cl\Scl) > C1
On note alors W€ := 8°118% et Xy ., := X4, \S“
Soit zgf : W C X Tinclusion. Comme le complexe

P X g
Fe, = T<p,, (]Rlcw Jcl) ‘Xd,q

est F-cc sur Xy, (Xg_c, est stratifié par F), il existe une plus grande sous-variété
ouverte S C X,;_.,, non vide de dimension d — ¢y et sur laquelle &., est cc. Cette sous-
variété contient clairement toutes les strates de F de dimension d — ¢y qui sont contenues
dans X4_., de sorte que

c3:=d— dimch(Xd,CZ\Scz) > Co
On note alors W< := SII S 118 et X4 ¢, := Xg_c,\ S

L’itération de ce processus aboutit clairement a la construction de la filtration a strates
cohomologiquement lisses F(.4;p) et au complexe [Cg 4 5 (X4 ) annoncés. L'assertion
(a) est claire par construction, et (b) résulte de la version cohomologique du théoréme de

E 51- ai

comparaison [5. [ ]

5.6.7. Notations. Comme la filtration F(4;p) ne dépend que de 4 et de p, la notation
IC4.p)p(X;dl) est redondante et sera simplifiée & ICH(X;.4).

Le théoreme précédent montre que pour tout systeme local % dont le domaine de défini-
tion contient I'ouvert Ug pour une certaine stratification de pseudovariété de X, le com-
plexe IC5 (X ;%) est canoniquement isomorphe a IC%(X;@) et la notation IC(X;2)
a un sens intrinseque pour de tels systemes locaux.

5.6.8. Mise en garde. Il n’est pas vrai en général qu’un systéme local maximal (W, .4 )
soit défini sur les strates de codimension 0 d’une stratification de pseudovariété de X,
méme si le complémentaire de W est de codimension > 2. L’exemple classique consiste a
considérer sur {0,1} x R? la relation d’équivalence qui identifie (0,0,1/n) ~ (1,0,1/n) et
(0,0,0) ~ (1,0,0). On note Z le quotient topologique de {0,1} x R? par «~». La projec-
tion canonique ps : {0,1} x R? — R? induit alors 'application p : X — R? (propre de fibres

- 91 —



§5.7 ALBERTO ARABIA 85

finies) et le faisceaux po.kx est un systéme local maximal de rang 2 sur R?\{(0,1/n)}.
Comme le sous-espace {(0,1/n)} n’est pas discret, il ne peut étre contenu dans aucune
sous-variété de dimension 0 de RZ.

5.6.9. Théoréme. Soient F et G deux filtrations de pseudovariété (cohomologique) pour
X . Soient (U};2) et (U,-l) deux systémes locaux et ¢ : % vgrwy = Mlygopy 1 mor-
phisme. Il existe alors un unique morphisme

ICH(p) : ICH(X; ) —— ICH(X ;M)
qui prolonge .

En particulier, si ¢ est un isomorphisme, I CZ.—)(QD) Dest aussi.

Démonstration. Le prolongement maximal Z de & est également un prolongement maxi-
mal de .4, les complexes d’intersection sont donc tous les deux canoniquement isomorphes
au complexe [ C{;@(X ;%) et équivalence de catégories de Deligne termine la démonstra-
tion. ]

5.7 Caractérisation intrinseque des complexes d’intersection

5.7.1. Support cohomologique des complexes de faisceaux. Pour tout & € Fais(X),
on appelle «support de F » I'ensemble |Z|:={z € X | Z, # 0}. On prendra garde du fait
que dans notre définition

F| n'est généralement pas une partiel localement fermée de
X, contrairement a la définition que I'on rencontre dans la littérature ou le support est
ladhérence de notre ensemble |F|.

Plus généralement, si Z* € D(X), on appelle « support cohomologique de F °» 1’ensemble
[T on = Uz [ F |

Lorsque Z* € D% (X)), |Z*

o est une réunion finie de strates de F.

5.7.2. Notation. Pour toute perversité p et tout £ € N, on note

p ) = +0oo si ¢ > p. pour tout ¢ € N;
inf{c|p. >/} autrement.

Le théoreme suivant donne une caractérisation des complexes d’intersection pour une
pseudovariété X, indépendante du choix d’une stratification pour X.

5.7.3. Théoréme. Soit X une pseudovariété de dimension dx :=dimg,(X). Un com-
plexe de faisceaux F* € D(X) est un complexe d’intersection pour la perversité p, si et
seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

a) '€ D5 ..(X) pour une certaine stratification F de pseudovariété cohomologique.

b) H#'F* =0 pour tout i <0 et il existe une sous-variété cohomologique ouverte U C X ,
de complémentaire de codimension minorée par 2, telle que &°|;; est un systeme local.
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c¢) Pour tout ¢ >0, on a:

dim g, ‘%5917‘ <dx — pil(e) )
dime, [ #- XDy F | < dx —p' ' (0).

La condition (c) peut étre remplacée par :

<) dime, {z | he[i;1F*] # 0} <dx —p '(¢), pour tout £ >0,
dimg, {z | h¢[iL.F*] #0} <dx —p (dx —¥), pour tout £ < dx.

!
T

Démonstration. Il est clair que tout complexe d’intersection pour la perversité p vérifie
les conditions. Réciproquement, la filtration F étant fixée, le complexe F '\Ug est cohomo-
logiquement localement constant. Notons i : U$ N U — U$ l'inclusion. Pour chaque £ € Z,
le morphisme d’adjonction ‘% vy~ i HT ‘UgmU est un isomorphisme de systemes lo-

caux d’apres[5.6.1]et donc F*
conditions (c) (resp. (c’)) jointes au fait que F* est F-clc donnent alors les conditions de

uy est quasi-isomorphe & un systeme local d’apres (b). Les

support et cosupport pour que F° € JCg.5(X). Les détails sont laissés en exercice. [

5.8 Caractere local des complexes d’intersection
Proposition. Soit X une pseudovariété. Pour tout complexe de faisceaux F° € D(X) les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Z* est un complexe d’intersection pour la perversité p.

b) Z*|,; est un complexe d’intersection pour la perversité p quel que soit I'ouvert U C X .

c) F "y, est un complexe d’intersection pour la perversité p, pour chaque ouvert U, d’un
certain recouvrement ouvert X :=J .o Ua-

Démonstration. Les implications (a)=(b)=-(c) sont immédiates. Lorsque (c) est véri-
fiée, il existe sur chaque ouvert U, un systeme local maximal (W,;%,), une filtration
fermée canonique a strates cohomologiquement lisses F(Z,,p) et un isomorphisme ca-
nonique IC% gy 55(X;%0)=F"

B

. (E6.6). Le caractere intrinseque des constructions
garantit 1'égalité des filtrations induites sur U, NUg, i.e.:

F(ZLasp) N (Ua N Uﬁ) =F(Zs,p)N (Ua N Uﬁ)

de sorte que la famille de filtrations fermées {F(Zy,D) bacu définit (par recollement) une
filtration fermée F(Z;p) a strates cohomologiquement lisses olt Z est le systeme local
maximal associé au recollement des systemes locaux %, . Le complémentaire de I'ouvert
de définition de & est de codimension > 1.

Ceci étant, les condition de [E7.3]sont satisfaites par IC’:}(W@;T)(X;Z) puisqu’il en est
ainsi de ses restrictions sur les U, ou la condition B7.3(a) fait référence a la restriction
d’une stratification de pseudovariété de X fixe, i.e. indépendante de o € U ; la validité de
cette condition est assurée par le théoreme M Par conséquent, IC% g 5 (X %) est

un complexe d’intersection sur X pour la perversité p.
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Enfin, les conditions [5.7.3]sont vérifiées par Z* puisque localement canoniquement iso-
morphes (en catégories dérivées) & ICk o ;) 5(X; Z). Le complexe F* est donc globalement

B}

isomorphe au complexe d’intersection IC g ) -(X; %), CQFD. L]

§6. Formule de Kiinneth pour I’homologie d’intersection

6.1 Quelques opérations sur les perversités
Notons & l'ensemble des «perversités» p: N — N, i.e. des applications vérifiant
0=p0)=p(1)=p(2) et plc)<plc+1)<p(c)+1, pour tout ¢ € N.
Les propriétés suivantes sont élémentaires :

Z#-a) La relation "< définie dans & par
p=<q<p(c) <qlc), pour tout ¢ € N.

est un ordre partiel qui est filtrant supérieurement et inférieurement.

P-b) Etant données deux perversités p,q, on note pAq et pV g les perversités:

cr— (pAq)(e) :=inf(p(c),q(c)) et c— (pVq)(c):=sup(p(c),q(c))

OnapVg=inf{re Z|psr&qxsr}etpAg=sup{reZ|r<xp & r=<q}.
#-c) Les applications 0:¢+— 0 et t:cr— sup(c—2,0) sont les éléments respectivement
plus petit et plus grand de (2,<).
P-d) Le systeme (2,V,A,0,t) est une algebre de Boole.
ZP-¢) Pour tout p € &, I'application p’ :=t — p appartient & . L’application ( _)" : # — P
est une involution sans point fixe qui échange V < A, et <<>=.
#-f) Pour chaque 6 € [0,1], les applications «affines» :
oot M= lte )
ho L Ag(e) = [0(c—2)],

ou, |x] désigne la partie entiere de = et [x] = [x] +1, sont des perversités. On a

t:=A=X, 0=Ao=X, MNp=A1g, Aj=Xy

6.1.1. Définition. On dira qu’'une perversité p est «de Kiunneth» lorsque

[ p(a) +p(b) <pla+b) <pla) +p(b) +2| (o)

pour tous a,b € N.
6.1.2. Remarque. Les inégalités (¢) sont vérifiées par toute perversité p lorsque a < 2

ou b < 2. Par conséquent, p est de Kiinneth, si et seulement si, (¢) est vérifiée pour tous
a,b>2.
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6.1.3. Proposition
a) p est de Kiinneth, si et seulement si, p' I'est.
b) La perversité A\g est de Kiinneth si et seulement si :
(b-1) #€[0,1/2], ou bien
(b-2) 0= ﬁ, pour un certain x € N.
En particulier, Ay n’est pas de Kiinneth pour 6 € 12/3,1].

Démonstration. L’assertion (a) résulte d’une vérification immédiate (cf. 6.1.2].

Les inégalités (o) & tester sont
[6a—2)] + 66 ~2)] < [6(a-+) 2] < [0(a—2)] + [0(b—2)] +2.

pour tous a > 2 et b > 2.

(f) . Immédiate car 0(a —2)+60(b—2)=0(a+b—2)—20 <O(a+b—2). L’inégalité est
satisfaite quelle que soit la valeur de 6 € [0,1] C R.

(§) Pour m € N, notons &,, :=0m — [#m] € [0,1[CR. On a:

|0m+60n+20| = |0m]| + |On] + |em +en +26], (%)

<

2) est équivalente a:

ol &, + &5, < 2, et linégalité (
em +éen+20 <3, pour tous m,n € N. (1)
On a (b-1) puisque &,, +¢&, +20 <&, +6, +1 < 3.

Si 0 >1/2 est irrationnel, la somme ¢, + &, prendra des valeurs aussi proche que 1'on
veut de 2, auxquels cas €, + &, + 20 > 3 et A\g n’est pas de Kiinneth.

Si 6 > 1/2 est rationnel, on pose 6 = x/y avec pged(x,y) = 1. La plus grande valeur at-
teinte de ,,, vaut 1 — 1/y et le terme de gauche dans (1) atteint la valeur 2(1 —1/y) + 2z /y.
Nous cherchons a vérifier I'inégalité 2(1 —1/y) + 2z /y < 3, ou, ce qui revient au méme,

20 <y +1 (1)
Or, comme 6 > 1/2, on a aussi 2z > y+1 et donc § = x/(2z — 1), CQFD. ]

6.1.4. Remarque. Dans ce qui précede on a justifié les assertions suivantes :

a) Pour toute perversité p il y a équivalence entre
i) p(a) +p(b) < p(a+10), pour tous a,b € N;
ii) p'(a+0b) <p'(a)+p'(b) + 2, pour tous a,b € N;
b) Ag(a) + Ng(b) < Ng(a+b), pour tous a,be N et 0 € [0,1] CR.
6.1.5. Proposition. Etant données deux perversités p,q, 'application
N3cr—— (pxq)(c) :=sup {p(a) +q(b) ‘ a+b= c}

est une perversité.
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L’opération x: # x # — P vérifie pour tous p,q € # et € [0,1] CR:

(a) (pxq)*r=p*(qg*r), (b) px0 =p, (c) pxt=t,
(d) (AoxAg) = Ao, () pVasprq, () (p*xq) <P *d,
g) Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) (pxq)' =p'*q,
ii) p=q, pxp=p et p'xp'=p,
iii) p=gq et p est de Kiinneth.

Démonstration. Les assertions (a,b,c,e) sont presque immédiates. L’assertion (d) est
équivalente a[G.T.4] L’assertion (f) résulte de (e) qui implique (p*q) < p'A¢ et donc:

(p*q) <P NG SP'V <P *q (%)
Lorsque (g-1) est vérifié, les inégalités (*) montrent que p' Aq' = p'V ¢ et alors
p=q et p'=p'xp et pxp=p;

des conditions qui impliquent immédiatement (g-i). Comme d’autre part les conditions
p=pxp et p'=p' xp sont équivalentes & p(a) + p(b) < p(a+0b) < p(a)+p(b) + 2, on a aus-
sitot (g-ii) < (g-iii). L]

6.1.6. Remarque exercice. Si A\g = \g* \g est valable quel que soit 6 € [0,1] C R, il n’en

est pas de méme pour Agy.

a) Montrer I'équivalence

1 m
Ap=Ap*A —  gec|=1|lul—"
0= foxde 6[2’}U{m+(m+1)’m€N}

b) Les deux perversités moyennes sont de Kiinneth.

6.2 Homologie d’intersection d’un produit de pseudovariétés
Théoréme. Soient X,Y deux pseudovariétés et ¥,.M deux systémes locaux définis sur
les ouverts lisses de certaines stratifications de pseudovariété de X et Y . Pour toute
perversité de Kiinneth p, p.e. I'une des perversités moyennes, il existe un isomorphisme
canonique

ICHX;Z)wICH(Y ;M) =ICH(X XY ;P w.dl)

et donc

‘ LH (X:9) @ LH (Y;M)=LH (X XY ;28 .4l) ‘

Si, de plus, I;H(X,%) est de dimension finie pour tout m (p.e. si X est compacte)

|H(X;9) @ LH (Y;ll) = LH (X XY; L. dl))|
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Démonstration. On fixe des stratifications F de X et G de Y adaptées aux systemes
locaux % et U respectivement. On munit X x Y de la stratification produit F x G.

Etant données des strates S € F et T € G, on a la condition de support :
[ICHX;2) w ICHY ;M) g pl o, = HCHX; D) gl + [ICHY 5l ] o,
C [0,peds + Pedq) € [0, (PxP)(cdsxr)]
et la condition de cosupport, par
[[IC]%/(X§ g) X IC;B'(Y§ J/é)‘SxTII = [[ICZ%'(X§$)‘S]]CII + [[IC;:’)’(Y;‘/%)‘T]]
c [07p(/:d5 +p£dq~] - [07 (pl*pl>(CdS><T)]
Par conséquent, lorsque p est de Kiinneth, on a p=p*p et p'’ =p'*p’ et le complexe
ICHX;2)w ICL(Y ;M) est bien d’intersection pour la perversité p, donc canoniquement
isomorphe & ICZ;(X XY LwAM).
La deuxieme partie est conséquence du théoreme de Kiinneth a supports compacts pour
les complexes de faisceaux [B.7.5] La formule de Kiinneth & supports fermés pour la perver-
sité p résulte de dualiser la formule de Kiinneth a sufports compacts pour la perversité p’

dont on sait qu’elle est aussi de Kiinneth . L’hypothese a propos de la finitude
des nombres de Betti intervient uniquement pour assurer que le dual du produit tensoriel

ch

ch ch

est bien le produit tensoriel des duaux. [

6.2.1. Remarque. Le théoreme précédent est en quelque sorte générique par rapport a la
perversité et aux pseudovariétés. En effet, 'opération "x” entre perversités est une borne
grossiere des sommes pedg + ged, qui interviennent dans 1’étude des conditions de support
d’un complexe donné IC5(X; %) m IC(Y;.4) ce pourquoi une meilleure borne serait :

N90+—>sup{pa+qb|a+b:c&a<dx, bgdy}

De méme, lorsque les pseudovariétés X et Y admettent des stratifications ou il n’existe
pas de strates dans certaines codimensions, la borne en question peut a nouveau étre amé-
liorée et les restrictions concernant la perversité dans la formule de Kiinneth peuvent étre
allégées. En ce sens, un cas qui mérite d’étre relevé est celui ou X est une variété cohomo-
logique munie d’un systeme local & globalement défini; dans ce cas, on vérifie aisément
I’existence d’un isomorphisme

PulCH(Y;ll)=ICH(X XY; L w.Al)
quelle que soit la perversité p.

Nous rassemblons ces remarques sous la forme de théoreme.

6.2.2. Théoréme. Etant donnés une variété cohomologique X , une pseudovariété Y , un
systéme local globalement défini ¥ € Loc(X) et un systéme local . défini sur I'ouvert
lisse d’une stratification de pseudovariété de Y , il existe un isomorphisme canonique

|H(X;9) @ LH (Y ;M) = LH(X X Y; L.l
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quelle que soit la perversité p. Si, de plus, H™(X;¥%) (resp. I;H!"(Y,¥%)) est de di-
mension finie pour tout m (p.e. si X (resp. Y') est compacte), on a un isomorphisme
canonique

‘ H(X: %) ® LH (Yil)= LH (X XY; 20 .4l) ‘

§7. Fonctorialité de I’homologie d’intersection

7.1 Images inverses par des morphismes lisses
7.1.1. Proposition. Soit 7:Y x M — Y la projection canonique ou Y est une pseudo-
variété et ou M est une variété cohomologique. Alors :

a) 7 1ICLH(Y) CICHY x M) et mICH(Y)[—dnr] CICHY x M).
b) II existe un morphisme naturel I;H*(7) : I, H (Y, %) — I;H (Y x M;n~'%).

Démonstration. On munit X :=Y x M de la stratification dont les strates sont le pro-
duit d'une strate de Y par M. Soit F* € IC5(Y). 1l est clair que 7 1F* est un systeme
local sur un ouvert partout dense de X de complémentaire de codimension > 1. Soit
T =S x M une strate de codimension positive cdr dans X, on a cdr = cdg, ou cdg dé-
note la codimension de S dans Y. Les conditions de support sont immédiates, on a par
exactitude de 7! :

(7' F )l = (= 77)

S]]Ch g [Oap(fds] = [07pch]
Les conditions de cosupport résultent d’appliquer les résultats de la section B lnotamment
le théoreme B.7.4] On a:
[Dx (7' F ") [~dx]lz] o, = [(DY(F")[~dy] @ Dy [~dad]) 1r]
= [D3(F)[=dy]ls], € 10,000, = [0,pLa, ] -

Ce qui prouve la premiere partie de (a). On en déduit par dualité de Grothendieck-Verdier :
™ IC(Y)[~du] = Dx (71 IC,(Y)) [~dx] C (D% ICH(X)) [~dx] = ICp(X)

Enfin, lassertion (b) résulte alors du morphisme d’adjonction &* — R, 7~ 7 ". (]

7.1.2. Définition. Une application continue f: X — Y est un «morphisme lisse» si pour
tout z € X, il existe un voisinage ouvert U, de x dans X, un voisinage ouvert Vy(,) de
f(z) dans Y, une variété cohomologique F, et un homéomorphisme h: U, — Vi) X Fy
tels que f\UZ =moh.

7.1.3. Exemples. Une fibration localement triviale de fibre une variété cohomologique.

Une composée de telles applications (qui n’est pas toujours une fibration localement tri-
viale!).
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7.1.4. Corollaire. Soit f: X — Y un morphisme lisse entre pseudovariétés. Alors :
a) T 1ICHY) CICHX).

b) Il existe un morphisme naturel I;H*(m): I H (Y, %) — [;H*(X;7 ' ¥%).

c) Si les fibres de f sont de dimension n, on a 7 JCH(Y)[—n] C ICH(X).

Démonstration. Exercice (utiliser B.8lpour “recoller” [.1.1]. L]

7.2 A propos de la fonctorialité de I’homologie d’intersection

Etant donnée une application stratifiée f: X — Y entre deux pseudovariétés, il n’est
généralement pas vrai que le foncteur f, transforme un systeme local défini sur les strates
de codimension nulle d’'une stratification de pseudovariété de X en un systeme local sur
Y vérifiant cette dernieére propriété (mutatis mutandis pour f~1). C’est 14 une obstruc-
tion sérieuse & la fonctorialité de la correspondance X ~» JCz(X) sur la catégorie des
pseudovariétés.

Des énoncés du méme style que[l. 1. 4koncernant des classes d’applications plus larges que
les morphismes lisses apparaissent des que ’on se restreint aux seuls complexes d’intersec-
tion associés aux faisceaux constants. C’est le cas des applications propres «(semi)petites »
(c¢f. [A], p. 50) et des applications «normalement non singuliéres» (cf. [GoMcs], §5.4.3),
les premiere vis-a-vis des images directes et les secondes vis-a-vis des images inverses.

La proposition suivante est prouvée dans la section §5.4.3 de Darticle [GoMcs] auquel
nous renvoyons pour plus de détails.

7.2.1. Proposition. Pour chaque perversité p I’homologie d’intersection I;H"( _;k) est
un foncteur covariant (via f,) et contravariant (via f 1) sur la catégorie des pseudovariétés
et des applications normalement non singuliéeres.
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