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81 FAISCEAUX PERVERS — CORRESPONDANCE DE SPRINGER §1.1

— Samedi 30 juillet 2018 —

§0. Introduction

Ces notes traitent des sujets abordés dans la série d’exposés que j’ai donnés dans le Groupe de
travail “Correspondance de Springer” organisé par MICHEL DUFLO, CAROLINE GRUSON et MARC
Rosso a I'Institut de Mathématiques de Jussieu (février-mars 2001).

Les quatre premieéres sections constituent une introduction & la théorie des faisceaux pervers
sur les espaces localement compacts singuliers (pseudovariétés, espaces analytiques, variétés al-
gébriques complexes, ...) et pour la perversité moyenne. Dans la derniére section on donne les
détails de la démarche suivie par WALTER BORHO et ROBERT MACPHERSON dans [BoMc;| pour
démontrer la « Correspondance de Springer ».

Dans la préparation de ces notes j’ai bénéficié de la lecture de nombreux articles, certains de
nature informelle mais tres intéressants pour un apercgu rapide a la fois de I’histoire et des possi-
bilités des faisceaux pervers. L’article de STEVEN KLEIMAN [Kl] en est le meilleur exemple, ceux
de JEAN-LUC BRYLINSKI [Bry| et ARMAND BOREL [Bos] brossent les grands traits de la théorie,
enfin celui de TONNY SPRINGER [Sprp] parle des applications & la théorie des groupes. Dans un
tout autre registre, les “Notes du Séminaire d’homologie d’intersection” [BoAl] et bien évidemment
la référence incontournable : 1’ Astérisque N 100 de BEILINSON, BERNSTEIN ET DELIGNE [BBD],
donnent respectivement, en détail, les fondements de I’homologie d’intersection sur les espaces
localement compacts et des faisceaux pervers.

§1. Préliminaires

Cette premiere section est destinée uniquement a fixer des notations, rappeler des définitions et
faire quelques rappels, en ce sens, elle n’a aucune prétention d’exhaustivité dans les explications et
indications des quelques démonstrations que nous donnons. Pour plus de détails, nous renvoyons
aux deux références qui nous semblent le mieux couvrir I’ensemble des sujets abordés, a savoir :
[BoAl] et [KS], et & [Haq] pour une introduction rapide et efficace aux catégories dérivées.

1.1 Anneaux et espaces topologiques

Bien de constructions et résultats dans ces notes sont valables pour des anneaux et espaces topo-
logiques tres généraux, mais plutot que d’alourdir le texte en précisant a chaque fois les limitations
d’un énoncé, nous préférons nous placer d’emblée dans un cadre restreint, mais néanmoins tres
large, garantissant sans plus leur validité.

e Un anneau £, ... est supposé commutatif, muni d’une identité multiplicative, ncethérien

et de dimension cohomologique finie.

« Un espace topologique X, Y, ... sera localement compact (donc séparé), dénombrable & linfini,

métrisable (') et de dimension cohomologique finie (1.2.10).

! Les deux premieres conditions impliquent la paracompacité des parties fermés et la derniere la paracompacité
de ses ouverts; on dit alors que l'espace est totalement paracompact (cf. [Go] §3.2 p. 149). Lorsque un espace
topologique X vérifie ces trois conditions, toute partie localement fermée S de X les vérifie également et, de
plus, la dimension cohomologique de S est bornée par celle de X (c¢f. 1.2.10).

-3 -



§1.2 ALBERTO ARABIA 81

Lorsque X désigne une variété algébrique complexe, la topologie induite sur un ouvert affine

U C X par un plongement algébrique fermé ¢ : U — C™, ou C™ est muni de la topologie de
la métrique hermitienne usuelle de C™, est indépendante de ¢ ; on note alors U* ’ensemble
U muni de cette topologie. On appelle «topologie transcendante sur X » la topologie engendrée
par les U*", ou U parcourt I’ensemble des ouverts affines de X . La topologie transcendante
sur X vérifie les conditions du paragraphe précédent et est plus fine que la topologie de Zariski
de X. On note X" la variété algébrique complexe X munie de sa topologie transcendante.
Tous les énoncés topologiques sur une variété algébrique complexe seront relatifs & sa topologie
transcendante sauf mention explicite du contraire.
Un foncteur F : A ~» B entre deux catégories additives est dit «additif » si ’application in-
duite Morg(A, B) £, Morg(FA, F B) est un homomorphisme de groupes (abéliens) pour tous
A, B € Ob(A) ; ce sera le cas de tous les foncteurs que nous allons considérer. Les catégories
abéliennes A, B, ... sont supposées posséder suffisamment d’objets injectifs.

1.2 Catégories de faisceaux

1.2.1 Quelques notations. Pour tout anneau .« et tout espace topologique X, on note Faisc,,(X)
la catégorie des faisceaux de .«Z-modules sur X. Le faisceau constant de fibre .« sera noté . x.
On note Hom,y, (#, %) I'ensemble des morphismes de faisceaux de .«-modules de source & et
de but ¥ ; cet ensemble est muni d’une structure naturelle de .«-module. La catégorie Faisc, ./ (X)
est abélienne et posséde suffisamment d’injectifs.

On omettra souvent de préciser 'anneau .« dans ces notations et lorsque X sera réduit a un
point, la notation Faisc,,(e) sera remplacée par Mod(.«) pour des raisons évidentes.

Pour tout & € Faisc(X) et toute section o € I'(U; &), on appelle «support de o »: 'ensemble
|o| des points x € U tels que le germe o, de o en x est non nul. Le support de o est toujours fermé
dans U. Dans le méme ordre d’idées, on appelle «support de F »: I'ensemble | F | des points = € X
tels que le module &%, des germes des sections de & en x, appelé aussi «la fibre de &F en x », est
non nul. Contrairement aux supports des sections, le support d’un faisceau n’est généralement pas

localement fermé dans X.

1.2.2 Foncteurs associés aux sous-espaces de X. Pour toute partie A d’un espace topo-
logique X, on note 25 : A — X Dlinclusion (on omettra souvent certains indices). On rappelle
maintenant les définitions de quatre foncteurs additifs trés courants en indiquant briévement leur
action sur les faisceaux.

24 : Faisc(A) ~» Faisc(X) est le foncteur «image directe » qui associe & un faisceau F sur A, le
faisceau 14+ :
XDU~ I‘(AO U; JJ]) =: F(U;ZA*,@])
Pour A; C Ay, on a v, =1 o0 zﬁf*.

-1 . . . . . PN .
1, : Faisc(X) ~» Faisc(A) est le foncteur «image inverse» qui associe a un faisceau 9 sur X,
le faisceau 1'% associé au préfaisceau :

ADV ~limycy I'(U; 9)

Le foncteur 2,' % est également noté %

4 et appelé «restriction de G a A».

4 -
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X-1_ A-1 _ X-1
PourAlgAz,onazA1 =1, oty .

Et pour tout sous-espace S, localement fermé dans X :
151 : Faisc(S) ~» Faisc(X) est le foncteur «image directe & supports fermés» qui associe & un
faisceau F sur S, le faisceau 17 :

X2U~ {oel(SNU;F) ||o] est fermé dans U} =: T (U; 1517 )

On a une inclusion naturelle de foncteurs 251 C 15, qui est une égalité lorsque S est fermé.
Pour tout = € X, on a (1517 ), =0 pour z € S et (1917 ), = F, autrement, raison pour
laquelle on appelle 161 F «le prolongement par zéro de F ».
Pour S; C Ss, on a zg, = zfg‘;! ozg'f!.

I's : Faisc(X) ~- Faisc(S) est le foncteur «sections a supports dans S » qui associe a un faisceau
G sur X, le faisceau [5% :

SOV ~Ts(W;9)={ceT(W;9)||o| S} =T(V;Is9)
ou W est un ouvert dans X tel que V' est fermé dans W et V. =S N W (le terme de droite
est alors indépendant du choix d’un tel W).

Remarque. Un ouvert V' de S admet toujours une base de voisinages W ouverts dans X tels
que V est fermé dans W et V=S N W ; on a donc

N(V;ig'9) = limycw (W5 9)

d’oli une injection canonique de foncteurs I's — zgl qui est bijective lorsque S est ouvert.
Pour §; € S5, ona Is, =1Is 0ls,.

1.2.3 Exactitudes de foncteurs. Avec les notations précédentes :

181, z;ll exacts;

Is,14. exacts a gauche;
I's = zgl lorsque S est ouverte, donc s est exact dans ce cas.
15« = 151 lorsque S est fermée, donc 15, est exact dans ce cas.

1.2.4 Adjonctions. On a des isomorphismes naturels (°*):
Hom,y , (151, —) = Hom,z (-, I's-) et Hom,y, (1;'-,-) = Hom,y (-, 74.—)

et I's (resp. 14.) est adjoint & droite de 2g (resp. 2;;'). En particulier, pour tout & € Faisc,,(X),
I'isomorphisme Hom ., (I's%,1s%) = Hom, 4, (15:1s %, %) fait correspondre a id ¢ un morphisme
de faisceaux 15159 — % dit «d’adjonction». On obtient par ce procédé quatre morphismes d’ad-
jonction dont deux sont a prior: des isomorphismes :

1511's — idpaise(x) et idpaise(x) — a5t ()

. -1 .
ldFaisc(S) —_= I'sis et 1p A% =7 ldFaisc(A)

2Le terme “naturel” est employé au sens de “transformation naturelle entre foncteurs”. Les isomorphismes
naturels seront indiqués par le symbole ‘=’.
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1.2.5 Compte tenu de l'exactitude des foncteurs g et 1;‘1, leurs adjoints a droite Is et 244
transforment un faisceau injectif en faisceau injectif. En effet, un faisceau & € Faisc,(X) est
injectif si et seulement si le foncteur Hom, v (-, ) : Faisc#(X) ~» Mod(.«) est exact. En compo-
sant ce foncteur avec le foncteur exact g1 : Faisc, (S) ~» Faisc,, (X)), on obtient un foncteur exact
Hom 4 (21—, % ) : Faisc.z(X) ~» Mod(.«/) qui est isomorphe & Hom (-, I's# ). Par conséquent
I's.# est injectif dans Faisc,4(S). La méme idée s’applique pour 4.

1.2.6 Suite exacte courte fondamentale. Pour toute partie localement fermée S dans X de
complémentaire noté A := X\S, les morphismes d’adjonction 1.2.4-(%) donnent lieu, pour & €
Faisc(X), & une suite exacte & gauche:

O—MSIS(J)%Q'"%ZA*@;I(EJ)—)O (%)

qui est exacte lorsque S est ouverte dans X, ou bien pour tout S, lorsque & est injectif (plus
généralement flasque).

1.2.7 Foncteurs dérivés a droite. Pour tout foncteur additif F' : A ~» B entre deux catégories
abéliennes, et pour chaque m € N, on note IR™F : A ~» B le «m-iéme foncteur dérivé a droite de
F ». On rappelle que pour tout A € Ob(A) et toute suite exacte:

dy dy dm-1

0—> A —°F I° & . ) NN (1)

ot les I* sont injectifs, I'objet IR™F A est canoniquement isomorphe au m-i¢me objet de cohomo-
logie, appelé aussi «m-iéme objet dérivé», du complexe

Fd, Fd, Fd,, Fd,

0— FI° FI' —...... FI™ cey

soit :
ker Fd,
R™"FA=H"™(FI") = —— ™.
( ) imde,1

Lorsque F' est exact & gauche on a toujours IR'F = F, et lorsque F est exact on a, en plus,
IR™F = 0 pour tout m > 0.

1.2.8 Résolutions. Les suites exactes (1), notées A<= I*, sont appelés «résolutions injectives de
A » et le morphisme € I'«augmentation » de la résolution. Lorsque les termes I* sont F-acycliques,
i.e. tels que IR™FI* =0 pour tout m > 0, la résolution est dite « F-acyclique». Un théoreme de
Leray démontre que IR™F A est également canoniquement isomorphe au m-ieme objet de coho-
mologie du complexe F K * pour toute résolution F-acyclique A — K*.

1.2.9 Les foncteurs dérivés du foncteur des sections globales I'(X'; _) : Faiscz(X) ~» Mod(Z) sont
notés H™(X;_). Il est important d’observer que dans la mesure ol pour tout anneau .« on a
I'inclusion de catégories abéliennes Faisc,,(X) C Faiscz(X), le foncteur T'(X;_) est aussi natu-
rellement défini sur Faisc,(X) et a des foncteurs dérivés par rapport & cette catégorie qui sont
canoniquement isomorphes aux foncteurs H™(X;_); c’est une conséquence du fait que tout fais-
ceau injectif de Faisc,,(X) est flasque donc I'(X; _)-acyclique dans Faiscz(X).
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1.2.10 Dimension cohomologique d’un espace topologique.(’) Un espace topologique X
général (i.e. non soumis aux conditions 1.1) est dit «de dimension cohomologique finie» lorsqu’il
existe un entier n € N tel que pour tout faisceau F € Faiscz(X) on ait:

H™(X;Z) =0, pour tout m > n.
Le plus petit de tels entiers n est «la dimension cohomologique de X » notée dimq,(X).

Le théoreme suivant est fondamental.
Théoréme. (') Soit X une variété topologique de dimension n(’). Pour tout F € Faiscz(X) :
6

a) Il existe une résolution F — H'—H'1— .- K™ ou chaque A7 est un faisceau c-mou (°).
b) II existe une résolution F < G° — G — ... — G"* o chaque G/ est un faisceau flasque.

¢) H"(X;#)=0= H™X; F) pour tout m > n.

On en déduit :

Proposition. Soit X un espace topologique admettant une filtration fermée finie :
X=X2X12--2X,2X;,11=0
o, X;\ X1 est une variété topologique de dimension d;. Alors dimg,(X) = sup{d;}.

Indications. En raisonnant par récurrence, on suppose la proposition vérifiée pour X;. Notons
U := X\ X;. La suite exacte a gauche 1.2.6-(%) avec S =U et A :=F, donne lieu a une suite
exacte longue de cohomologie :

H™Y(Xy; Fx,) — H'(X;unZ|y) = H(X; F) — H'(Xy; F|x,) — HY X unF|y)

11 suffit donc de montrer que H* (X; zUIQT\U) =0 pour ¢ > dy. Or, F|; admet une résolution c-
molle F|; — & ° de longueur dy d’apres le théoreme précédent; 11 et exact et transforme c-
mou en c-mou (loc.cit. §2.5.7) ; et, pour terminer, un faisceau c-mou sur X est acyclique pour le
foncteur des sections globales (loc.cit. §2.5.10). Par conséquent H*(X;unZ|;) est isomorphe au
i-ieme groupe de cohomologie du complexe I'(X; 2 *) dont les termes sont nuls en tout degré
supérieur a dy. On en déduit que dimgy,(X) < sup{d;}. La majoration inverse est laissée au soins
du lecteur. n

1.2.11 Dimension injective de Faisc.,(X). On dit qu'une catégorie abélienne A est de
«dimension injective finie» lorsqu’il existe un entier d € N tel que tout objet A € Ob(A) ad-
met une résolution injective finie: A < I - I' — ... — I,. avec r < d. Le plus petit des tels

3 Cf. [Go] §4.13-14 pp. 194-197.

1 Cf. [KS] prop. §3.2.2 p. 149.

>On appellera «variété topologique de dimension n » tout espace topologique dénombrable a I'infini et locale-
ment homéomorphe a R™.

6 On rappelle que un faisceau & sur X est dit «c-mou» lorsque pour toute partie compacte K C X, le mor-
phisme de restriction I'(X; &) — I'(K; &) est surjectif ([KS] def. §2.5.5 p. 104). Une application continue
f: X — Y entre deux espaces métrisables et localement compacts respecte la propriété d’étre c-mou, autre-
ment dit fi(c-mou) = c-mou, et un faisceau c-mou sur X est toujours fi-acyclique (cf. 1.5.1 puis [BoAl] Grivel
§2.10 et suivants). Enfin, si X est en plus dénombrable & l'infini, un faisceau c-mou est aussi fi-acyclique
([KS] prop. §2.5.10, p. 106).
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entiers d est «la dimension injective de A » notée dim;n;(A). Dans le cas oi A = Faisc»(X), on
notera dimi,j(X /) plutot que dimi,;j(Faisc,(X)).

Théoréme. (") dime(X) < dimiyj(X /) < dime,(X) + dime, # + 1.

1.2.12 Remarque. Soulignons que lorsque une catégorie abélienne A est de dimension injective
finie d, on a IR™F = 0 pour tout m > d et pour tout foncteur additif F' : A ~» B. Dans le cas ou
A = Faisc.4(X) on a mieux: si le foncteur F est de «nature topologique», par exemple I's(X;_)
ou ® désigne une famille de supports, la dimension cohomologique de X donne des conditions
d’annulation des foncteurs dérivés a priori plus fortes et indépendantes de I'anneau .« dans la
mesure olt dime,(X) < dim;y(X /) d’apres le théoreme précédent(”).

1.2.13 Le bifoncteur H#ene sur Faisc.,(X). Pour 7, % € Faisc,(X), on note Hene 4 (F,G)
(et méme Heme (F, %) lorsque A est sous-entendu) le faisceau associé au préfaisceau qui fait cor-
respondre a un ouvert U C X le .#-module Hom (|, %|;;). On obtient ainsi un bifoncteur
biadditif esne : Faisc,,(X) x Faisc,y(X) ~» Faisc,4 (X) contravariant par rapport a la premiere
coordonnée et covariant par rapport a la seconde coordonnée. Pour tout & € Faisc,4(X), le fonc-
teur Hem (F,_) : Faisc,y(X) ~ Faisc,, (X) est exact & gauche et inversement pour Hese (_, F ).

1.2.14 On prendra garde du fait que pour x € X, le morphisme naturel :
7,9 ‘
Hoom oy (F, D)0 —2L2) 5 Hom g (Fy, o)

n’est généralement pas un isomorphisme, mais il I'est lorsque % est un faisceau localement
constant de fibres de type fini sur .« (*), ce qu'on appellera un «systéme local ». En effet, si Z est
un systéme local, il admet des présentations finies locales (.« est supposé noethérien!), i.e. pour
tout x € X, il existe un voisinage ouvert x € U C X et une suite exacte a droite &y, — AL{ —
Ly, — 0; d’autre part, les foncteurs Heme .y, (-, G), et Hom,z(_,, %) sont exacts a droite et
alors e,(F, %) est un isomorphisme si €,(£7, 9|;) est un isomorphisme pour tout n € N ce qui
est évident puisque Home o4, (A, G|y) = (G|y)" (cf. 1.11.2).

1.2.15 Dans le méme ordre d’idées, on démontre (cf. [Go] §7.4 p. 265) que pour tout systéme local
& localement libre, le foncteur Heome 4 (¥, ) : Faisc(X) ~ Faisc(X) est exact, donc

R"Hom 4 (¥, G) = éxtly (¥,%)=0, pourtout m >0,

et alors Mmijx($7,) E.?ﬁnmﬁx(fﬂ,,).

1.3 Catégorie des complexes de faisceaux

1.3.1 Catégorie des complexes. Soit A une catégorie additive. On note C(.A) la catégorie dont
les objets sont les « complezes d’objets de A »:

. da,m-1 da,m da,m+1 da,m+2
A :(Am§dA,m)m€Z . ( , A™ Am+1 __*_>Am+2__+_>.“)

7 Cf. [BoAl] Borel §V.1.17-18 pp. 55-59, et [Ha;] §1.4.6 p. 42.
$ Voir l'exercice §IL.9, p. 132 de [KS].

9Ce qui n’est pas sans rappeler les faisceaux €x-cohérents sur les variétés algébriques, auquel cas 1’assertion
est vraie pour les mémes raisons.
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ol dam € Morg(A™, A™H) et damodam-1 =0 pour tout m € Z. Un «morphisme de com-
plexes» a..: A® — B* est une famille {a,, € Morg(A™, B™)} ez vérifiant a1 0 dam = dpm ©
@ pour tout m € Z; on note Morg(q)(A*, B*) 'ensemble de tels morphismes muni de sa structure
naturelle de groupe abélien. La catégorie C(A) est abélienne lorsque A Dest.

Dans le cas ou A = Faisc,,(X), on notera C.,(X) plutoét que C(Faisc,z(X)). Le groupe abé-
lien Morc ,(x)(°, %") est muni d’une structure naturelle de .«/-module. On omettra souvent de
préciser 'anneau . dans ces notations et lorsque X sera réduit & un point, la notation C .z (e)
sera abrégée a C. .

1.3.2 Foncteur de translation. Soit A une catégorie additive. Le foncteur de «translation »
T:C(A) ~ C(A) associe & A* = (A™;da,m)mez le complexe TA* = (B™; dB m)mez, avec B™ =
A™ et dp,, = —dami1, €6 A a. € Mor¢c(q)(A®, B*) le morphisme de complexes Ta. := 3. :
TA* — TB"*, avec By, = Qyna1- d

. N 7 . ., 7 . d /—/\_\
Nous adoptons la notation trés répandue suivante pour 'itération T* =T o--- 0T :
A'[d]:=TA" et a.ld]:=T%.

L’entier d est le «décalage» (vers la gauche si d > 0) de la translation T.

1.3.3 Complexes concentrés en un seul degré. Soient A une catégorie additive et d € Z. Un
complexe A" de C(A) est dit «concentré en degré d», lorsque A™ = 0 pour tout m # d.

1.3.4 Remarque et notation. Soient A une catégorie additive et d € Z. Pour tout A € A, on
note A[d] le complexe (A™;d,,) o A== A et A™ =0 pour tout m # —d, puis d,, = 0, pour
tout m. Pour a € Mor4(A, B), on note a[d] : A[d] — B[d] le morphisme de complexes nul en tous
degrés sauf en —d ol il est égal & «. On obtient ainsi un foncteur pleinement fidele (_)[d] : A ~~
C(A) d’inverse & gauche le foncteur (_)~¢: C(A) ~ A qui fait correspondre A*~ A~% et o, ~
a_q. L’image essentielle du foncteur (_)[d] est la sous-catégorie pleine des complexes concentrés en
degré —d. Lorsque d = 0, on omettra souvent la notation ; par exemple, on écrira Morc(4)(A, B*)
a la place de Morg(4)(A[0], B*).

1.3.5 Foncteurs induits. Un foncteur additif entre deux catégories additives F : A; ~» Ay in-
duit naturellement un foncteur additif entre les catégories des complexes C(A;). En effet, si
A" = (A" dy)mez est un complexe d’objets de Ay, la famille FA* := (FA™, Fd,,)mez est un
complexe d’objets de As et si ¢.:= {pm, : A" = AJ'} ez est un morphisme de complexes, il
en est de méme de Foy.:={Fy,, : FAT" = FA}'},cz. Le foncteur ainsi défini sera désigné (par
abus) par la méme notation F : C(A;) ~ C(Az); c’est un foncteur additif qui a le méme type
d’exactitude que F : A; ~ A, lorsque les catégories A; sont abéliennes.

1.3.6 Objets dérivés. Soit A une catégorie abélienne. Pour tout complexe de C'(A) :

A. = ( .o 14'”'7'*1 dm-1 Am dm Am+1 dm+1 . )
et tout m € Z, on appelle «<m-iéme objet dérivé de A*» 'objet:

ker(d,,)

HmA® .=
im(dmfl)

-9 -
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Pour tout morphisme de complexes (de degré 0) a.: A* — B*, on note
H"a,: H"A* — H™B*

le morphisme induit en cohomologie par a.. Ces définitions font de H™ : C(A) ~» A un foncteur
additif.

Dans le cas out A = Faisc,4#(X), on note # ™ F * plutdt que H™F * pour insister sur le fait que
H " F * est un faisceau sur X et pour éviter une éventuelle confusion avec H™(I'(X; 7 *)).

1.3.7 Définitions. Soit A une catégorie additive.

1) Un morphisme a. € Morga)(A*, B*) est dit «homotope d zéro» lorsqu’il existe une famille de

morphismes {h,, € Morg(A™, B™ 1)} telle que

meZ’

Oy, = hypi10dam — dB,m—10 hy,, pour tout m € Z.

Deux morphismes a., . € Morg4)(A*, B*) sont dits « homotopes » lorsque leur différence (a. —
B.) est homotope & zéro, on note alors a.. ~ .. La relation ‘~’ est une congruence de groupe
abélien sur Morg(4)(A*, B*) qui possede deux propriétés fondamentales :

a) Si a, ~ . € Morgg)(A*, B*) alors F(a.) ~ F(B.) € Morgg)(FA*, FB*), pour tout fonc-
teur additif F : A ~ B.

b) Lorsque A est abélienne, si o, ~ . € Morg(x)(Z °, G *) alors H™a. = H™ 3. pour tout m €
Z..

2) Lorsque A est abélienne, deux complexes A° et B* sont dits «quasi-isomorphes» s’il existe
a. € MorC<A)(A',B') tel que H™«a.,: H™A®* — H™B" est un isomorphisme pour tout m. Un
tel morphisme est appelé «un quasi-isomorphisme ».

3) Lorsque A est abélienne, un quasi-morphisme a. € Morc(q)(A*, B*) ou chaque terme de ¢
est injectif est appelé «une résolution injective de A* ».
Lorsque A = Faisc., (X ), un quasi-morphisme a. € Morg(x)(Z *, ) ou chaque terme de %*
est flasque, c-mou, ..., est appelé «une résolution flasque, c-molle, ..., de F*»

1.3.8 Pour tout foncteur additif et exact entre catégories abéliennes F : A ~ B, le foncteur
induit F : C(A) ~» C(B) transforme morphismes homotopes en morphismes homotopes et quasi-
isomorphismes en quasi-isomorphismes.

1.3.9 Troncatures intelligentes. Soit A une catégorie abélienne. On rappelle la définition du
foncteur de «troncature (intelligente) a l’ordre m», noté 1<, : C(A) ~» C(A), pour m € Z.

Pour tout complexe de C(A):

) Ly d dom dum dm
A= (-..Am Ldm gm _dmy gmar Gmo gme2 dniy )

on pose: [l I - of

™m

rem A= (AT AT S () 0 2 ),

~10 —
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(""). Pour tout morphisme de complexes . : A* — B*, on note T<,, . : T A* — T<,n B* le mor-
phisme de complexes défini par :

(Tama )y = oy si k< m,

(T<m @ )ms1 = Umt1lim(d,,)
(t<madry =0 sik>m+1.

1.3.10 Le complexe 7<,, A° est un sous-complexe de A° qui vérifie par construction

{Hk(TgmA.) = HFA", sik<m,
H*(7<py A®) =0, sinon.

L’injection 1<, A* C A* est naturelle par rapport a A°, i.e. provient d’un morphisme de foncteurs
qu’on notera ‘C : 7¢,, —id’.

1.3.11 Les foncteurs de troncature ne sont pas ezxacts ; en effet, aprés troncature des termes d’une
suite exacte de complexes la suite de complexes obtenue n’est pas toujours exacte.

1.3.12 Coéne d’un morphisme de complexes. Soit A une catégorie additive. Pour tout a, €
Morg(a)(A®, B*®), on appelle «cone de a.», la donnée du complexe C(a.)® de termes Cla.)k =
Ak @ BFtl et de différentielle (f,e) — (da(f)—a(e), —dp(e)), et des morphismes de complexes
B.:B*— C(a.)", B(f) = (f,0), et 7.: C(a.)* — A*[1], 7(f,e) = e. On représente ces données

sous la forme: o 5. .\
A° B° C(O[.). W} A.[l] (<>)

Deux propriétés du cone d’un morphisme de complexes :
e« F(C(a.)') = C(Fa.)*, pour tout foncteur additif F : A ~ B.
« Lorsque A est abélienne, la suite longue qui se déduit de (o) :

H"'L . .
Y Hm+1A

. H™ 4, H™a. H™B.
—
[+1]

— S H"A* — H™B"

m—1
H"C(a.) ]

H"C(a.)®

est exacte.

1.4 Catégorie dérivée(")

1.4.1 Soit A une catégorie abélienne. On note D(A) la catégorie dérivée de A. On rappelle que
les objets de D(A) sont les mémes que pour C'(A) et que Morp4)(A*, B*) est défini a partir de
Mor¢q)(A*, B*) en identifiant les morphismes homotopes et en inversant formellement ses quasi-
isomorphismes. Les quasi-isomorphismes de complexes sont donc des isomorphismes en catégorie
dérivée.

Lorsque A = Faisc4(X), on notera D,,(X) plutdt que D(Faisc4(X)). Le groupe abélien
Morp ,(x)(Z°, ") est muni d’une structure de .#-module. On omettra souvent de préciser 'an-
neau .« dans ces notations et lorsque X sera réduit & un point, la notation D, (s) sera abrégée a
Dy.

W] appellation de «troncature intelligente » est par opposition a la troncature dite « béte » qui differe de 7,, A *
par le fait que tous les termes en degrés supérieurs a m sont nuls.

1 Cf. [Hay] chapitre I, pp. 19-84.

- 11 —
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1.4.2 Le foncteur de translation T : C(A) ~» C(A) est clairement une équivalence de catégories
qui passe en catégorie dérivée T : D(A) ~» D(A).

1.4.3 Lorsque a.,.: A* — B* sont deux morphismes homotopes, on a H™«a, = H™f. et comme
H™ transforme (par définition) un quasi-isomorphisme en isomorphisme, le foncteur H™ : C(A) ~»
A induit un foncteur H™ : D(A) ~ A.

1.4.4 Triangles exacts. Un «triangle» de D(A) est la donnée d’un triplet (a.,f.,7.) de mor-
phismes de D(A) dont les sources et buts se correspondent de la maniére suivante :
Be

. Qe . . Ye .
A B C* i Al

Les complexes A®, B*,C" sont appelés les «sommets» du triangle. Un morphisme d’un triangle
(a1, B1.,71.) vers un triangle (as., 52.,72.) est la donnée d’un triplet (a.,b.,c.) de morphismes de
D(A) dont les sources et buts correspondent au diagramme :

. o . Bie . . .
Al : Bl : Cl [111] Al[l}

e o e e

. Qe . Bae . . .
A2 : B2 : CZ [121] AQ[H

et tels que ce diagramme est commutatif (dans D(A)). Le morphisme (a., b., c.) est un «isomorphisme
de triangles» lorsque ses composantes sont des isomorphismes (dans D(A)).

Définition. Un triangle de D(A) est dit «ezact» (ou «distingué») s'il est isomorphe au triangle
associé au coéne d’un morphisme de C(A) (1.3.12-(¢)).

1.4.5 Dans un triangle exact («.,S.,v.) la composition de deux morphismes consécutifs est tou-
jours nulle et dans un morphisme de triangles exacts (a.,b.,c.), il suffit que deux morphismes
soient des isomorphismes pour que le troisieme le soit.

1.4.6 Catégories triangulées. On rappelle de maniére tres succincte que ’on appelle « catégorie
triangulée » une catégorie additive munie d’un automorphisme de «translation» T et d’une classe
de «triangles exacts» le tout satisfaisant quatre axiomes (cf. [Ha;] ch. I §1 p. 20). La catégorie
D(A) munie de la classe des “triangles exacts” est une catégorie triangulée (loc.cit. I §2 p. 25).

1.4.7 Un foncteur additif entre deux catégories triangulées est dit « ezact » lorsque: (a) il commute
aux foncteur de translation, et (b) il transforme un triangle exact en un triangle exact.

1.4.8 Comme dans 1.3.12, tout triangle exact de D(A) :

. Qe . Be . e
A B C ]

donne lieu a une suite exacte longue de A :
HWL—I,Y.
- —

H™Moe H”YL+1(X.

H™A® B AP g HTe gpm 46

Propriété qui est également vérifiée par les foncteurs Mor p(a)(M *, ) et Morp4)(-, M *) pour tout
M* € D(A); a savoir, la suite longue:

-+ = Morpa)(M*, A*) = Morpa)(M*,B*) = Morpa)(M*,C*) — Morpq(M*, A*[1]) — - --

- 12 —
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est exacte de méme que celle (contravariante) associée a Morpqy(-, M*).

1.4.9 Amplitude cohomologique d’un complexe. Soit A une catégorie abélienne. Pour tout
A* € D(A), on appelle «amplitude cohomologique de A*», notée [A°].,,, le plus grand intervalle
[a,b] C Z tel que H*A* #0 et H’A* #0. On a

HA.[mH]coh +m= HA.HCUh .

1.4.10 Support cohomologique d’un complexe de faisceaux. Pour tout & * € D(X), on
appelle «support cohomologique de F *»: ensemble | F *| := Upez|# ™ F | (1.2.1). Comme dans
le cas des faisceaux, le support cohomologique d’un complexe de faisceaux n’a aucune raison a

priori d’étre localement fermé.

1.4.11 Lorsque F : A ~ B est un foncteur additif et exact, son action sur les complexes passe en
catégories dérivées F : D(A) ~» D(B) (1.3.8) et 'on a un diagramme commutatif de foncteurs:

D(A) —L— D(B)
L,
A L B
En particulier, lorsque A = Faisc,(X), on a pour toute partie A C X et tout localement fermé
SCX:

ls!(%mg') EJﬁm(zgga"J') et (gﬁmg-)‘A E%m(g"A)

(La notation o ™F *| 4 sera donc non ambigué.)

1.4.12 Notation. Pour toute catégorie abélienne A, on note on note DT (A) (resp. D~ (A)) la
sous-catégorie pleine de D(A) dont les objets sont les complexes A vérifiant H™ A" = 0, pour
m < 0 (resp. m > 0). On pose alors D’(A) := D*(A) N D~ (A).

1.4.13 La catégorie DT (A) est clairement stable par le foncteur de translation de D(A) et, munie
des triangles exacts de D(A) & sommets dans DT (A), c’est une catégorie triangulée et méme
une «sous-catégorie triangulée de D(A)», ce qui signifie que si deux sommets d’un triangle exact
de D(A) appartiennent a DT (A), le troisitme sommet lui appartient également. Cette remarque
s’applique également aux sous-catégories D~ (A) et D(A).

1.4.14 Foncteurs dérivés a droite. Pour tout foncteur F : A ~ B, additif et exact a gauche
entre catégories abéliennes, il existe un «le foncteur dérivé a droite de F », noté IRF', défini de
DT (A) vers DT(B). Le foncteur RF : DY(A) ~» DT(B) est caractérisé par les deux propriétés
suivantes :

IR-i) IRF est exact entre catégories triangulées (1.4.7,1.4.13).

IR-ii) RF “prolonge” les foncteurs R™F : A ~> B, i.e. il existe un isomorphisme naturel
R™F(A) = H"IRF(A|0]),
pour tout A € Ob(A) (1.2.7,1.3.4).

~13 -
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Pour tout complexe I* € DT(A) & termes injectifs, on a IRF(I") = F(I"). En particulier pour
chaque A® € D*(A), tout quasi-isomorphisme de complexes € : A* — I* détermine un isomor-
phisme::

RF(A") %) (I')e DT(A).
De méme, un quasi-isomorphisme ¢ : A* — K*, ou K* € D"(A) et ou chaque terme de K* est
F-acyclique (1.2.8), donne lieu & un isomorphisme (¢) : RF(A®) ~ F(K").

1.4.15 L’exactitude des foncteurs IRF' & une conséquence pratique tres utile qui releve de la pro-
priété générale suivante. Etant donné un morphisme = : F; — F5 entre deux foncteurs exacts de
catégories triangulées Fy, Fy : DT(A) ~» D(B), le morphisme = est un isomorphisme si et seule-
ment si Z(A[0]) : F1(A[0]) — F5(A[0]) est un isomorphisme pour tout A € Ob(.A), et méme pour
tout A € A injectif .

1.4.16 Subtilité. Soient A 5 B -%5 @ deux foncteurs additfs exacts & gauche entre catégories
abéliennes. Il existe un morphisme naturel de foncteurs IR(G o F') — IRG o IRF'. Ce morphisme est

un isomorphisme si et seulement si F' transforme un objet injectif de A en un objet G-acyclique
de B.

1.4.17 Lorsque A est de dimension injective finie d (1.2.11), tout objet de A admet des résolu-
tions injectives de longueur bornées par d. On en déduit que tout complexe de C(A) & cohomologie
bornée est isomorphe dans D(A) & un complexe de longueur finie & termes injectifs. Dans ce cas,
pour tout foncteur additif exact & gauche F : A ~ B, le foncteur dérivé IRF : DT (A) ~» D*(B)
vérifie IRF(D(A)) C Db(B).

1.4.18 Comme conséquence des deux dernieres remarques, les foncteurs additifs exacts a gauche
14 : Faisc,y (A) ~ Faisc,4 (X) et Ig: Faisc.y(X) ~ Faisc,4(S) (1.2.3), vérifient pour tous F :
Faisc,s(X) ~ A et G : Faisc,4(S) ~ A additifs et exacts & gauche:

i) Rug, : DT (A) ~ D¥(X) i) RIs : D¥(X) ~ D*(S)
ii) Rua.(D°(A)) C D°(X) et ii) RIs(D"(X)) € D*(S)
iii) RF o Ria. = IR(F 0 144) iii) RG o RI's = R(G o I's)

puisque les foncteurs 14, et I's transforment injectifs en injectifs (1.2.5) et compte tenu des hypo-
theses de finitude cohomologique imposées & X (1.1).

Notation. Le foncteur dérivé IRIs sera noté zg conformément a ’usage (cf. 1.5.4).

1.4.19 Changement de base pour les inclusions localement fermées. On reprend les nota-
tions de 1.2.2. Soient S et T deux parties localement fermées de X et considérons le diagramme

d’inclusions : P
SNT—=" T

galc O |
S clﬁ X
S
Pour tout & € Faisc(S) la restriction d’'une section de 15.# & T est clairement, par définition,
une section de 157 (F|g-p). On a ainsi un morphisme naturel dans Faisc(T') :

X 1Xgz o T S,
e ——= lgnrilsnr

— 14 —
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qui est bijectif d’apres I'inspection de son action sur les fibres (les foncteurs # sont des prolonge-
ments par zéro!). On a donc un isomorphisme naturel, pour tout % € Faisc(T) :

T S -1 g~ X —
HOIII{:,//T (ZSQT!ZSQT'JJ'a (g) = HomﬁT@ ZSI (g)

et par adjonction : Y x
Hom (7, Brr Lo 9) — Hom 4 (F,157.,9)

d’olt un isomorphisme naturel dans Faisc(S) :

ZS’ﬂT*FSﬂT 7 bz‘_> F ZT*

Proposition. Les parties S et T' étant localement fermées dans X :
a) Les morphismes (o) et (¢) induisent des isomorphismes de foncteurs de catégories dérivées :

To1_ X-1_ X
et g otgy =18 oy

s T _ X! X
Rigey, o tgep = 15 "o Ry,
b) X'oX =0 lorsque SNT = 2.
) 1X o IRi, =0 lorsque SNT = @.
d) On a un isomorphisme canonique zng,o szT = zs 'o zT,, lorsque T est fermé, ou bien lorsque
S est ouvert.

Indications. D’apres 1.4.15, il suffit de vérifier chaque isomorphisme en calculant sur un complexe
concentré en degré 0, i.e. sur un faisceau. La premiere équivalence est conséquence immédiate de
1.4.18-(iii) ; la seconde est un relettrage de (o). L’assertion (c) en découle aussitot. Pour (b), on

T ! ! T . .
a 13y = 1X, o1 et donc 13 ' o zj)f, = (15 ' 04%,) 017y ; on applique alors (c ) Enfin pour (d), si T est
; 5 _,8 X X! _ X1
fermé, on a 135 = 19y, €t 1% = 1, ; et si S est ouvert, on a 15!y =15 F et oX' =15 ! dans les
deux cas on est ramené a (a). L]

1.4.20 Faisceaux dérivés a supports dans un localement fermé. Pour toute partie S lo-
calement fermée dans X, on note # 2 la composée des deux foncteurs 1 : D*(X) ~ D¥(S) et
S DT(S) ~ Faisc(S) :

HTPT =W " (s F ") € Faisc(S)

Cette définition généralise celle de S ™ puisque H Y = H ™ de maniere évidente.

1.4.21 Comme dans le cas des foncteurs # ™ (1.4.8), tout triangle exact de D*(X):

donne lieu & une suite exacte longue de Faisc(.S) :
e KNG HTE — HET — HEG — HTTE —
1.4.22 Soit U un ouvert de X contenant S. L’inclusion 15: S <—> X se factorise a travers U

en deux inclusions localement fermées S« U <% X, et 1y = 1}, car 15 est ouvert (1.2.3). Par
conséquent, pour tout & ° € D1 (X):

HPTF =HT(F|y), lorsque SCU C X

— 15—
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Et lorsque S =U :
a0 (F)

S
SN—
If

U

1.4.23 Soient S et T deux parties localement fermées de X. D’apres 1.4.19, on a, pour tout
Fe DH(X) et tout m € Z:

H PR, F) = iy, H Gop F
H ([ F) =0, lorsque SNT = ;
H (R, F*) =0, lorsque SNT =3 ;
de méme qu’un isomorphisme naturel :
HG (T ) = 50q H §hr F

lorsque T est fermée ou bien lorsque S est ouverte.

1.4.24 Un triangle exact fondamental. Soient S une partie localement fermée de X, A :=
X\S et 14 : A — X linclusion. La suite 1.2.6-(x) donne lieu, en catégorie dérivée maintenant, au
triangle exact de D (X)) : ‘

zsgzsg'ﬁg'—)ﬂ%u*z;l(ﬂi')m), (%)

dont on déduit la suite exacte longue (1.4.11):

S H " (Road(F | ) 151 HGF = H"F = H " (Ria(F°| ) Ss1 H G T = (o)

1.4.25 Troncatures intelligentes dans D(X). Comme la troncature de deux morphismes de
complexes homotopes donne des morphismes homotopes et que deux complexes quasi-isomorphes
restent quasi-isomorphes apres troncature, le foncteur 7¢,, : C(X) ~» C(X) induit bien un foncteur
T<m : D(X) ~ D(X).

1.4.26 Les foncteurs de troncature ne sont pas exacts, en effet, aprés troncature des sommets d’un
triangle exact le triangle obtenu n’est pas toujours exact (cf. 1.3.11).

1.4.27 Complexes cohomologiquement concentrés en un seul degré. Soit d € Z. Un com-
plexe F° € C(X) est dit «cohomologiquement concentré en degré d», lorsque S ™F* =0 pour
tout m # d, autrement dit lorsque, [ ], C [d].

La composée du foncteur (_)[0] : Faisc(X) — C(X) (1.3.4) et de linclusion C(X) C D(X)
donne le foncteur (_)[0] : Faisc(X) — D(X) pleinement fidele d’inverse & gauche #° et d’image
essentielle : la sous-catégorie pleine des complexes cohomologiquement concentrés en degré 0. En
effet, pour tout Z* € C(X) on a la suite exacte de complexes :

T

. < e .
0= 1< T — T g = ——"—— =0
T< 1"
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ol ¢ désigne la surjection canonique, et un morphisme de complexes ¢

T>0F " = (O — imilo ) d F! dy 2 dy )
d 1 T
5 )0 = (0 50— 0 s 0 )

induit par l'inclusion ker(dp) C #°. On a donc, dans la catégorie C(X) :
T 0T (" F)0].
Cela étant, lorsque & ° est cohomologiquement concentré en degré 0, les morphismes ¢ et € sont

des quasi-isomorphismes et #* et (#°%*)[0] sont isomorphes dans la catégorie D(X).

1.4.28 Le bifoncteur H#em* sur D, ;(X). Soient (F°,d(F).) et (9°,d(%).) deux complexes
de faisceaux. Pour tout m € Z on note:

Q%m'zjx('@.’ G7) = kezgﬁmﬁx('ﬂkv ggm-«-k) 7

et 'on définit les morphismes de faisceaux :
Hom'ly (F°,G") Hom" ) (T, G")

(k — Ozk) e —— (k — d(g)m+k o Otk) — (71)m(k} = Q41 O d(g)k)

qui vérifient D(F, G),, 0o D(F, G)m—1 = 0. On obtient par ce procédé un complexe de faisceaux
(‘%/m.glx(g.v %°),D(Z,%).) et un bifoncteur Hom'y C(X)x C(X)~ C(X) induisant, en
catégories dérivées, un bifoncteur

RHom’y, : Ds(X) x Dy(X) ~ Dt (X)

‘défini’ par R#em 'y (F°,G") = Hom'oy (F°,1°(G)), 0ot G° — I'(9G) est une résolution injec-

12

tive. Il existe alors un isomorphisme naturel, pour tous #* € D,4(X) et 4 € D}, (X)("):

Morp,,x)(F", %*) = H' (]RF(X,RJﬁm;,[X(QI', 9'))) (0)

1.5 Dualité de Grothendieck-Verdier

. . ’ oy ! N
Dans cette section on rappelle I'extension des définitions des foncteurs fi et f°, du cas ou f:
S — X est une inclusion localement fermée, au cas ou f est uniquement supposée continue.

1.5.1 Image directe & supports propres.("’) Soit f:Y — X une application continue. Pour
F € Faisc4(Y), la correspondance qui associe & un ouvert U C X, le module des sections o €
L(f~Y(U); F) telles que f‘lrf\ :lo| = U est propre, est un faisceau sur X noté fi#. On obtient
ainsi un foncteur fi: Faisc,(Y) ~ Faisc4(X).

2 Cf. [Hap] §1.6 th. 6.4 (Yoneda) p. 66, et [BoAl] Borel §5.16-18 pp. 110-112. D’apres [Spaz] le complexe
% * pourrait étre illimité grace aux restrictions imposées aux anneaux et espaces topologiques, mais cette
généralisation n’est pas triviale et nous n’en aurons par ailleurs pas besoin.

13 Cf. [BoAl] Grivel et Borel §V.10.4-7. Egalement, [KS] §2.5 pp. 102-109 et §3.1 pp. 140-149.
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1.5.2 Dans le cas de 'application constante cx : X — {¢}, on a cx1 F =T(X; F) € Mod ().

1.5.3 Image inverse exceptionnelle. La proposition suivante rappelle (cf. loc.cit.) les princi-
pales propriétés du foncteur fi et introduit I’adjoint & droite en catégorie dérivée du foncteur
IRfi, noté f' et appelé «image inverse exceptionnelle ».

Proposition. Soient g: Z — Y et f:Y — X des applications continues.
a) Le foncteur fi: Faisc(Y') ~ Faisc(X) est additif et exact & gauche.
b) Le foncteur IRfi: DT(Y) ~ DT (X) vérifie IRfi(D*(Y)) C D*(X).

¢) Pour tout # € Faisc(Y') et tout € X, on a un isomorphisme naturel
(R™f(F))e = HE (F7(2); F | pr(0) -

d) 11 existe un foncteur additif et exact f': DT(X) ~ DT(Y), appelé «image inverse exception-
nelle » vérifiant f'(D?(X)) C Db(Y), et un morphisme naturel :

Morpu (B ) ¢y Morpu (#73/67),

qui est un isomorphisme pour tous Z* € D*(Y) et G* € D*(X)("). Le foncteur f' est unique
a isomorphisme canonique pres.
e) R(fog)=RfioRg et  R(fog) =IRg oRf.

f) Changement de base. Etant donné un diagramme cartésien(”) d’applications continues :

g o Rfi= Rfiog™" : D*(Y)~ D*(X))

Y ——Y on a des
{Rg;of”z floRg. : D*(X)— D(Y)

f'l O l f isomorphismes

g canoniques
X —% 5 x d

1.5.4 Lorsque f:Y — X est une inclusion fermée, le foncteur des section a support Iy est adjoint

a droite de fi, il existe donc un isomorphisme naturel de foncteurs RIy = f'.

1.5.5 L’isomorphisme (d) de la proposition précédente est obtenu wvia isomorphisme naturel
Morpx)(F*, %) = H'T(X, R#em*(F*, %")) (1.4.28), & partir d’un isomorphisme naturel plus
fin connu sous le nom de «dualité de Grothendieck-Verdier» (™), & savoir :

RHom*(RA{F ', G%) = RfRHom*(F", fG")

dont on déduit :

P RAom™(F°, ") = Rftom* (| T, ')

4 Le théoréme est démontré pour F * € D(Y) et G * € D¥(X) dans [BoAl] (Borel §7.17, p. 130) et pour Z ® €
D=(Y) et 9°* € DT (X) dans [Ha;| (§IIL.11 p. 210) sans les restrictions 1.1 mais uniquement sous réserve
que le foncteur IRf, est de dimension cohomologique finie. Enfin, Spaltenstein donne un sens et démontre la
formule sans aucune restriction sur les complexes dans [Spas| prop. 6.15 p. 151.

5 Par «cartésien » on signifie que ce diagramme est isomorphe au diagramme analogue du produit fibré X’ x x
Y ={(z',y) | g(') = f(y)}. Le diagramme est commutatif et I'application induite ¢’ : f'~1(z’) — f~(g(x’))
est un homéomorphisme pour tout z’ € X’. Le diagramme de 1.4.19 est cartésien.
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1.5.6 Soit U un ouvert de X. Pour tout Z* € D*(X), on a des isomorphismes naturels
RU(U; 7°) = Repagy ' F " = Rey R om* (A 0 F°)
= Rex RS, R om* (i 7,13 1 F*) = Rex RHom* (1 iy, F )

ou la deuxieme ligne est un cas particulier de la dualité de Grothendieck-Verdier.

1.6 Complexes dualisants(')

1.6.1 Définition. On appelle «compleze dualisant a coefficients dans .« » tout complexe de
Db (X) isomorphe & ke, ot cx désigne I'application constante cx : X — {s}. On désigne par
JDX‘ o (et D% lorsque .« est sous-entendu) un tel complexe.

1.6.2 Pour toute application continue f:Y — X, on a cy =cxo f, donc cy.o = f'(cx.)
(1.5.3-(e)), autrement dit D3y, = f'ID%.

1.6.3 Soit ]D'X‘ ., un complexe dualisant & termes injectifs. Pour tout ouvert U C X d’inclusion
notée 1y : U — X, on a (1.5.6)

[(U; D) = Rex. Rt om* (wiet 7, x4 ) = IRHom® (IReyit 7, -4 ) = Hom®(Te(U; ), I°)

oul le premier isomorphisme est 1.5.6 puisque T'(X; D:X\,,«x/) = RI'(X; D}{W) (D}(W est & termes
injectifs!), le deuxiéme est la dualité de Grothendieck-Verdier et le troisieme est déterminé par
un choix de résolutions injectives de longueur finie . — I* et & x — & * respectivement dans
Mod(.«#) et Faisc,4(X) (1.2.11,1.4.17).

Cette explicitation de I'(U; JDX‘ ) est ala base des constructions explicites de complexes dua-
lisants. En effet, on montre aisément que pour tout faisceau injectif # et tout .«Z-module injectif
I, le préfaisceau

P(F;I): U Hom,y (Do (U; F); I)

est un faisceau injectif. Par conséquent, étant données des résolutions injectives de longueur finie
A — I° et x> F°, le complexe simple associé au bicomplexe de faisceaux (&, I°) est
dualisant & termes injectifs.

1.6.4 La description 1.6.3 montre que pour une variété topologique M de dimension djy, le com-
plexe de Z-modules des germes de ]D}mZ en chaque point * € M est concentré en degré —dps. En
effet, pour tout ouvert U € M, I'équivalence I'(U; D} ;) = Homg(Ue(U; # *), 1) de 1.6.3 est &
Porigine d’une suite spectrale :

Y = Exth(H,(U;Z),Z) = H"*9(U; ]D}\/I\Z) (%)
et on sait que HIM(U;Z) ~7Z et HY(U;Z) =0 si i # dpy, pour tout ouvert U homéomorphe &
R% . La conclusion s’ensuit puisque '”m(lD}v.r\Z)z =lim ys, Hm(U;]D}VI‘Z), ou U parcourt une

base de voisinages de 2 homéomorphes & R

16 Cf. [BoAl] exposé de Borel §V-7 p. 119.
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Le faisceau Orpyz := Jf’dM]D}mZ est donc un Zps-module localement libre de rang 1 et

Diyz = Or iz [ dimg(M)]

Par ailleurs, la méme suite spectrale () sert a calculer le groupe des sections globales de Orpyz.
On obtient H%(X; Orpypz) = H™(X; ]D}wz) = Homg(H%(X;7),7Z) et I'on sait par ailleurs que
HM(M;7) est isomorphe & Z lorsque M est connexe et orientable, et est nul sinon. Autrement
dit, Orpsyz est isomorphe au faisceau Zps si et seulement si M est orientable. On a donc toujours :

Diy = oL pr [ dimp (M)]

lorsque M est orientable et pour tout anneau de coefficients .« . Le faisceau Orpyz est appelé «le
faisceau d’orientation de M ».

1.6.5 Ce qui précede s’applique également pour le complexe c!Xe//é ou A est un Z-module de
type fini. Lorsque M est orientable on a donc cy.# = 4 x[dimg(M)].

1.6.6 Dual d’un complexe de faisceaux. Pour Z* € D’(X), on note:

DxF* = R#tom"(F", D)

On définit ainsi un foncteur contravariant exact Dx : D*(X) — D*(X). D’apres 1.5.5 et 1.6.2, on
a pour toute application continue f:Y — X :

DxoRfi=Rf,oDy et floDx=mDyof!

En particulier,
P {]DXoBf*Bf*o]Dy, si f est propre;

floDx=Dyof!, sifestun plongement ouvert.

1.7 Pseudovariétés et bidualité

1.7.1 Espace topologique stratifié. La définition d’«espace topologique stratifié de dimension

d» est de nature inductive (¢f. [GoMc;,GoMes)) :

a) En dimension 0. Il s’agit des ensembles finis ou dénombrables munis de la topologie discrete ;

b) En dimension positive d, un «espace topologique stratifié de dimension d» est la donnée d’un
espace topologique X muni d’une filtration par des parties fermées :

X=X32X412---2X12X2X_ 1=0,

telle que pour chaque i =0,...,d tel que X;\X,_1 # @ et chaque =z € X;\X,_1, il existe un
voisinage N, de x dans X, un espace topologique compact L(x) stratifié de dimension d — i —
1:

L(z) = L(z)g—i—1 2 L(x)4—i—2 2 --- 2 L(x); 2 L(z)o 2 L(z)_1 = @,

et un homéomorphisme _ 5
¢ : R" x cone(L(z)) —— N,
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dont la restriction & chaque sous-espace R?xcone(IL(z);) est une bijection sur N, N Xiyj1.(7)
En particulier, on a (N, N X;) ~ R%.

Le sous-espace S; := X;\X;_1 est donc une partie localement fermée de X qui est une variété
topologique de dimension réelle i lorsque non vide.

Les composantes connexes des S; sont les «strates (i-dimensionnelles) » de ’espace topologique
stratifié X (cf. 1.9.1).

1.7.2 Pseudovariétés. On appelle «pseudovariété de dimension d» la donnée d’un espace topo-
logique X admettant une structure d’espace topologique stratifié de dimension d (). L’ensemble
des strates X := {.9;} est appelé (par abus) «la stratification de la pseudovariété». La pseudovariété
sera notée (X;X) lorsque 'on aura besoin de désigner sa stratification. Enfin, on note Strps, (X)
I’ensemble des stratifications des structures de pseudovariété sur X .

1.7.3 Remarque. Une pseudovariété de dimension d est de dimension cohomologique égale a
d (cf. 1.2.10) ; un espace topologique ne peut donc pas admettre des structures

de pseudovariété de dimensions différentes. La cohomologie (singuliere) d’une

pseudovariété compacte est toujours de dimension finie. L’espace topologique

X = Upen+SY(1/n,1/n) n’admet donc pas de structure de pseudovariété et alors

Strpsy(X) = @. Par contre, les variétés algébriques ou analytiques complexes, les

variétés analytiques réelles, les ensembles semi-algébriques, semi-analytiques ou
sous-analytiques, les espaces linéaires par morceaux, sont des exemples d’espaces topologiques ad-
mettant des structures de pseudovariété.

1.7.4 Notation. Soit X une stratification de pseudovariété de X . Pour toute partie Y locale-
ment fermée dans X et réunion de strates de X, I'ensemble X|, des strates de X contenues dans
Y définit une structure de pseudovariété sur Y que nous noterons simplement (Y;X).

1.7.5 Stabilité de la catégorie D;_C(X)

Définition. Pour toute stratification X € Stry. (X)), on note DJZ;X_C(X ) la sous-catégorie pleine
de DY (X)) des complexes de faisceaux  * dont les faisceaux dérivés ™ .F * sont localement cons-
tants de fibres de type fini sur chaque strate de X. On omettra souvent de préciser 'anneau .«
dans la notation D,,f/;xfc(X)-

1.7.6 Le cone d’un morphisme de complexes F*, §* € Df:/;ae-c(X) (1.3.12) appartient a D:«)/aec(X)
La catégorie Djl;ae-c(X) est une sous-catégorie triangulée de DY (X) (1.4.13,1.11.2).

170n a noté cone (L) le «cone ouvert »: (IL x [0,1])/(L x {0}) et pris par convention cone(&) = pt.
On notera cone(LL) le «cdne fermé»: (L x [0,1])/(L x {0}).

8 Dans [GoMc;,GoMcs] Goresky et MacPherson définissent une structure de pseudovariété de la méme maniere
mais en exigeant, en plus, ’égalité que Xy_1 = X4_o. C’est une hypothese qui sera automatiquement vérifiée
dans le cas des variétés algébriques complexes et qui n’est pas nécessaire pour bien de résultats généraux
concernant les catégories D% (X)) (1.7.5). Nous reviendrons sur cette question dans le bas de page (*!).

- 921 —



§1.7 ALBERTO ARABIA 81

1.7.7 Théoréme.("") Soit X une stratification de pseudovariété de X .
a) La catégorie D% (X)) est stable par dualité de Grothendieck-Verdier, i.e.

Dx (D% (X)) € Dyo(X).

b) Dx : D% (X) ~ D% .(X) est une équivalence de catégories contravariante.

¢) La restriction de Dx o Dx a D% (X)) est isomorphe au foncteur identité.

1.7.8 Théoréme. Soient X une stratification de pseudovariété de X et 1y : Y — X linclusion
d’une partie localement fermée réunion de strates de X. Alors, (Y, X) est une pseudovariété et 'on
a des isomorphismes canoniques :

B’LY! = DX o ]RZY* 9] Dy ]R’LY* = DX o B’LY! o DY
Rz!Y Eﬂ)yoﬂ%z{,lowx Bz}l Eﬂ)yoBz!YODX

respectivement sur les catégories D% (Y) et D% .(X).

1.7.9 Amplitude cohomologique des complexes dualisants

Proposition. Soit X un espace topologique admettant une structure de pseudovariété de dimen-
sion d. Alors

[D¥.slcon € [=d, 0]

Démonstration. Par induction croissante sur d := dimpg X . Le résultat est évident lorsque d = 0.
dans le cas général on a le triangle exact associé a la donnée d’un ouvert U C X de complémentaire
le fermé F':

! . . —1 .
tpnplDy |y — Dy — Rw.y D)y NEST (%)

ol ID},W = ZEFD}(W et D;JW = Z!UJD}(W/ = z&llD’XW d’apres 1.6.2 et puisque zgl = z!U car U est
ouvert.

Soit maintenant X une stratification de pseudovariété de dimension d sur X. Lorsque U est
la réunion des strates de dimension d de X, on a [[wa]]coh = [—d] puisque D;JW = Oryy[d]
(1.6.4) ; en particulier [[]RZU*D}]W]]COh C [—d,0]. En effet, pour z € X, le germe (IR™1y.Ory). ).
est la limite inductive des groupes H™(U N V;Ory.,) avec x € V et V ouvert dans X ; or,
H™U N V;0ry).,) =0, pour tout m > d, car U NV est de dimension cohomologique d (1.2.10).
D’autre part, F' est une pseudovariété de dimension d’' < d et alors [[]DF‘ leon € [—d';0] par hy-
pothese de récurrence. En reportant ces encadrements sur le triangle (x), la proposition résulte.

m

1.7.10 La démonstration précédente prouve également l'inclusion [c'y#].,, € [—d, 0] pour tout
«Z-module de type fini 4 (cf. 1.6.5).

¥ TLes deux théorémes sont démontrés dans le §8 de 'exposé de Borel de [BoAl] pp. 133-142..
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1.8 Homologie de Borel-Moore sur les pseudovariétés

Les résultats de cette section, dont le seul but est de rappeler le lien existant entre ’homologie
de Borel-Moore et la cohomologie du complexe dualisant sur une pseudovariété (1.8.6), ne seront
pas utilisés dans les autres sections.(*)

1.8.1 Constructions explicites de c'.# . Les remarques de 1.6.3 & propos des constructions
explicites des complexes dualisants s’appliquent également & ¢'.# pour tout .«-module de type
fini < . De plus, la résolution injective £ x — & ° peut étre remplacée (c¢f. [BoAl] V-§7-B p. 129)
par une résolution £ x — £ * ou chaque ™ est plat et c-mou; par exemple: la résolution par
le complexe de faisceaux des cochaines singulieres £ x — C%. ./, ou C¥%. , est engendré par le
complexe de préfaisceaux (*'): ' '

U COU; o) -2 MU t) -2 CU; o) —2

1 | | |

Vi OOV ) -2 OV V3 ut) —2s CH(V5t) -2

ou CP(U;.) désigne le groupe des p-cochaines singulieres sur U et a coefficients dans .. La
correspondance U — Hom, ;4 (T.(U; Q’;(;z PZ); Al) est alors un faisceau qui est injectif lorsque 4 1'est
(¢f. [BoAl] loc.cit.). Le complexe de faisceaux injectifs :

2(I*(M)) : U s Hom’, (To(Us C,y); I'(Ml )

est ainsi une réalisation de c¢'.#¢ pour chaque résolution injective de .«Z-module M < I*(M).

1.8.2 Homologie de Borel-Moore a coefficients dans un .«#-module. Notons A, le p-
simplexe standard et, pour tout espace topologique Y, soit A,(Y) Pensemble des «p-simplexes
singuliers de Y », i.e. des applications continues o : A, =Y. Pour tout .«#-module de type fini
A, on note A,(Y; ) le Z-module de toutes les applications de l'ensemble A,(Y) vers
(somme et produit étant définis point par point).

Avec ces données, le Z-module des «p-chaines singuliéres sur Y a coefficients dans M »,
noté S,(Y; ), est le sous-+Z-module de A,(Y;.#) des applications & support fini. On notera
S;,OC(Y; Al ) le sous-«Z-module de A,(Y'; 4 ) des application v : A,(Y) = 4 vérifiant la propriété
suivante :

LF. Pour tout u € Y, il existe un voisinage ouvert V,, CY tel que I’ensemble des
éléments o € A,(Y') vérifiant v(c) # 0 et im(c) NV, # & est fini.

On appellera « constituant de v » tout simplexe singulier o € A,(Y") tel que v(o) # 0.

Les éléments de S},OC(Y; Al) sont appelés les p-chaines singuliéres localement finies sur' Y a co-
efficients dans A . On a une inclusion évidente S,(Y;.4) C SP°(Y'; ) qui est une égalité lorsque
Y est compact.

27] existe au moins trois constructions de I’homologie de Borel-Moore: par des chaines singulieres (que nous
allons rappeler), par des chaines simpliciales géométriques ([BoAl] Haefliger §1.2 p. 5), et par des chaines sous-
analytiques ([KS] §9.2 p. 366). Chaque construction donne une réalisation différente du complexe dualisant.

2 Cf. [Go] §3.9.1, pp. 159-161. On rappelle que pour chaque ouvert U C X Dapplication canonique C *(U; ) —
I(U,Cx..) est une surjection de complexes et un quasi-isomorphisme (loc.cit.).
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Le morphisme «bord » habituel §, : S,(Y; ) — S,_1(Y; 4 ) se prolonge naturellement en un
morphisme 6y, : S},‘)C(Y; M) — S;)"EI(Y; Al ) que vérifie 8,1 0 6, = 0.

Définition. On appelle «homologie de Borel-Moore de Y a coefficients dans A » ’homologie du
complexe (SY°(Y;.4),6,) ; elle sera notée H™ (Y. 4L ).

1.8.3 Subdivision barycentrique du simplexe standard. Il s’agit de I'opération &, qui sub-
divise le p-simplexe standard en réunion de p-simplexes standard plus petits. Plutét que de donner
la définition précise pour tout p, nous indiquons dans une illustration I'effet de cette opération sur
les 1 et 2-simplexes standard.

P, )
A — D (A) — @ (B(A))

Ay

Etant donné un p-simplexe singulier o : A, — Y on obtient, par restriction & chaque composante
7; de @p(A,), un p-simplexe 0; : 7, — Y. Un élément v € A,(Y'; 4 ) est représenté par une somme
formelle infinie v =" __ Ay (y) Mo O €t il est facile de voir que la somme

Dp(v) = ZUEAP(Y) Mo - (Zz Ui)

représente encore un élément de A,(Y'; .4 ) lorsque v vérifie la condition LF. On obtient de cette
maniere un opérateur de .«-module &, : S(Y;M ) — SP°(Y; A ) qui laisse stable le sous-module
Sp(Y; ). On a 6,9, = Dp_16,.

1.8.4 Faisceau des chaines singuliéres localement finies. L’intérét principal des chaines lo-
calement finies réside dans le fait que I'on peut définir un morphisme de restriction a un ouvert
UCY: -
P s (SO(Y5M),5,) 2500t (S1(Us M), )
De maniere succincte, 'idée est la suivante: Pour o : A, — Y continue, V := ¢ }(U) est un
ouvert de A, qui admet une décomposition canonique en réunion de simplexes des décompositions
barycentriques successives. Plutot que donner des formules, nous illustrons le procédé sur A,.
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Recette : a chaque division barycentrique on garde (en gris foncé) les sous-simplexes ; compléte-
ment contenus dans V. On continue tant qu’il reste des points de V non couverts.

Au bout du procédé on obtient un recouvrement V = U,7, dénombrable localement fini en
sous-p-simplexes 7, de A, et si 'on note o, la restriction de o a 7,, la p-chaine singuliére infinie
pgp(a) =), 0, appartient a S;OC(U; ). Par linéarité, et moyennant de petites vérifications, on
obtient le morphisme annoncé pY, : (S°(Y;.4),0.) — (S©(U; ), 6,). Il convient de souligner
que lorsque I'image d’un simplexe singulier o : A, — Y est contenue dans I'ouvert U, la subdivision
barycentrique est inutile et alors p}]/p(o) =o.

On a pY, =id, et pUl* = pUl* o p%;z*, pour tous ouverts U; C U C Y, ce qui définit un pré-
faisceau de complexes SY u + (de différentielle de degré —1) sur Y. On vérifie que le préfaisceau
Q{}?ﬂp est un faisceau (exercice) c-mou et donc I'.(U;_) et I'(U;_)-acyclique pour tout ouvert
UCY (c¢f (%). En effet, les sections de Q{}fﬂ?* au-dessus d’un compact sont représentées par
des chaines singulieres finies définies sur un voisinage du compact en question et donc sur Y tout
entier (*). On remarquera que pour tout ouvert U C Y, le complexe I'.(U; S}‘ifyﬂ ) coincide avec
le complexe des chaines singulieres sur U a coefficients dans - .

1.8.5 On note S;‘f}é le complexe de faisceaux de différentielle de degré +1 obtenu par rénuméro-

. loc,—p . @loc
tation QY:M% = iY;Mﬂ P

Exercice

a) Montrer que le foncteur Sy<* : Mody ¢ () ~ D Y, e~ SIYOC *7 , transforme une suite exacte de mo-

dules en un triangle exact.

b) Montrer que SYC 'y est un s/ y-module plat pour tout p € Z.

¢) Donner un isomorphisme canonique naturel Sl;ﬁci’; = Slocﬂ// @ cy M .

1.8.6 Théoréme. Soient (X;X) une pseudovariété, . un anneau ncethérien de dimension ho-
mologique finie et 4 un .«/-module de type fini.
a) Le complexe S'%%, appartient & D%_,.(X) et :

loc,e
Sx.u = = ciy ol

En particulier, S;Cd ~ D\, et [[Q{,%C;/ C [-dimg X, 0] ;

coh =

b) Il existe une suite spectrale canonique :

EQP’_Q —_ Ethg (I{(‘ll(‘)(’tkﬁ)7 ,/IL) — HEEP(X, '/%)

¢) Lorsque .« est un corps k, on a

Hy' (X5 k) = Homy.(H (X k), k)

22 0n démontre plus généralement que S;iﬁ/ , est @-mou pour toute famille paracompactifiante ®.
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Indications. Soit U un ouvert de X . D’apres la description des sections du faisceau C%._ , ([Go]
loc.cit.), une section X € T'o(U; C%. ) s’annule sur tout p-simplexe singulier dont 'image n’est pas
entiérement contenue dans [A|. En particulier, si § =3, A (1) o - 0 est un élément de SU; M),

seul un nombre fini de valeurs A(o) seront non nulles et 'expression
(N €)= ZaeAp(U) Ao)ymy € M

est bien définie. On obtient ainsi des morphismes de .«Z-modules pour tout p € N:
ap(U)

Sy(U; ) ——— Hom, (Te(U; C. . ); M)
£ ———— (,,¢)

compatibles aux différentielles.

Soit V- C U et pu € Te(V;C%. /). Linclusion I'o(V; C%. ) CTc(U; C%,,,) est donnée par prolon-
gement par zéro, de sorte que lorsque & € S;,OC(U ;) la valeur (u, &) est déterminée uniquement
par les constituants de £ dont I'image est entiérement contenue dans |u| C V'; en particulier,

pY.(c) = o pour de tels constituants et alors:

(1, &) = (u, PVE) pour tout p1 € Lo(V;CY, ).
Autrement dit, la famille de morphismes a,(U) est un morphisme de faisceaux (1.8.1) ; il sera noté
a.. En composant a, avec le morphisme ¢ induit par Paugmentation € : 4 — I*(.), on obtient
un morphisme de complexes de faisceaux [, :
S~ 2% (Cipill) —5— 2% (Cis (M) = il
| . i

(1.8.1) pour toute résolution injective de .«-module M — I*(M).

Nous avons ainsi construit un morphisme Sx.« . : S;C,;;i — C!X Al naturel, a la fois par rapport
adl eta X.

.y sen s AR TN 5 P . loc,e L —1 loc,e
Ceci étant, on a déja signalé I'existence d’un quasi-isomorphisme Sy, ®~cx M — Sy, et

des raisonnements généraux donnent un morphisme canonique c'y.« Q" c)}l M — Al qui est un
quasi-isomorphisme dans notre cas puisque .« est supposé noethérien et que 4 est de type fini ().
On en déduit (apres vérification de compatibilités des constructions) un isomorphisme de foncteurs

éX;,,o = éX;a(//,o ®]L idc}l(—) :

Par conséquent, Sx..« . €st un isomorphisme si Sx..z .« l'est.
)y ZAy ) Z A )

%TLe morphisme en question provient de id ®id € IRHom(c'y o, c'yei? ) @ RHom, (A , AL ) par les équiva-
lences en catégories dérivées suivantes :
RHom(cyet @ 'l 'y M) = RHom,  (cxi(c'yet @ cx' ), M) = RHom, . (cxiCyed @ Ml , M) =
= RHom, . (cxiCxe i) @ RHom, 4 (M , AL ) = RHom (e , et ) @ RHom, . (M, M) .
L’inspection de action de ce morphisme au niveau des germes en 2 € X, conduit au morphisme canonique (1)
RHom(RL .o x, .4 ) @ M — RHom(IRL .+ x, A ) qui est un quasi-isomorphisme dans notre cas puisque

A admet une résolution a gauche par des .«Z-modules libres de rang fini (.« est ncethérien!) et alors (f) est
réduit & I’équivalence Hom(_,.Z") = Hom(_, ) @ 7.
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loc,e

La condition d’équisingularité locale vérifiée par X montre aussitot que le complexe Sy, est

X-cohomologiquement localement constant. D’autre part, le dual D% (SI;?;I) est le complexe de

faisceau : loc

olt .Z =51 est une résolution injective (de longueur finie) de .« (*).

On a D% (S;“;/) =D, (A [0])X = . x puisque ['.(U; Qg‘}“;) calcule I’homologie singuliere de

U a coefficients dans .« et que X est localement contractile. En particulier, é’g}fj;j est X-
cohomologiquement constructible puisque sont dual I’est. Par bidualité on a donc un isomorphisme
canonique oee l

Sx,u=cxA (*)
qui coincide avec . , . modulo des équivalences naturelles.

L’assertion concernant [ﬁg}fj}i]]wh est maintenant claire (cf. 1.7.9) et la suite spectrale annoncée
dans (b) résulte de dualité de Grothendieck-Verdier (tout comme dans 1.6.4):

RT(X; SI;JZ) = RHom?, (. x, cxdl) = IRHom®, (IR¢! A x, AL . L]

1.9 Stratifications algébriques, conditions de Whitney et pseudovariétés

Soit X une variété algébrique complexe de dimension dx (*). La notation Faisc,,(X) sera sy-
nonyme de Faisc,z(X™").

1.9.1 Stratifications. Suivant Whitney (*) on appelle «stratification de X » la donnée ‘X’ d’une
partition X = SyII...1I Sgi, x, ot chaque S # @ est une sous-variété algébrique non singuliere
localement fermé de X de codimension k£ dans X, et telle que si C; est une composante connexe
de S; vérifiant C; N Sy # @ pour un certain k, alors C; C Sy, et i > k (*).

Les composantes connexes des S sont appelés les «strates (de codimension k) de X» (*). On
notera Stras(X) l'ensemble des stratifications de X.

1.9.2 Filtration associée a une stratification. Pour chaque X € Str,, on appellera «filtration
associée a X », la filtration croissante :

Fri= (6=F1CRCRC - CFiu1CFiy=X)

ol Fj, est la réunion des strates de X de dimension inférieure ou égale a k. La condition frontiere
assure que chaque Fj est un fermé de Zariski de X.

% Cf. [BoAl] §V.7.7, p. 121.

% Dans le cadre de variétés algébriques complexes toute dimension ou codimension sera relative a la structure
complexe & moins que la notation précise une interprétation différente, p. ex. dimg(X) = 2dx.

% [W] §18 p. 535.

' Whitney appelle cette condition «la condition frontiére » ; lorsqu’elle est satisfaite, la frontiere d’une strate de
codimension k est réunion de strates de codimension supérieure a k.

2 On identifie souvent X et ’ensemble de ses strates.
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1.9.3 Exemple. L’ensemble X(X) des points singuliers de X est un fermé de Zariski qui vérifie
codimx X(X) > 0 (*). La stratification associée a la filtration fermée X D 3(X) D X(X(X))---
appartient clairement & Str,,(X ), on I'appellera la stratification « par lieu singulier de X » et sera
notée Xy. En particulier Stry.(X) # @ (cf. 1.7.3).

1.9.4 Définitions

« Soient Z un fermé de Zariski de X, 3 € Stru,(Z) et X € Stryy(X). On dit que «X est un
raffinement de 3», et on note 3 < X, lorsque chaque strate de 3 est réunion (disjointe) de
strates de X.

o Plus généralement, si F := {F;} et G := {G;} sont deux suites croissantes de fermés de X, on
notera F < G lorsque chaque partie F;\F;_; est réunion de composantes connexes des parties
9x\Gr1-

En reprenant les données de l’alinéa précédent, on a donc 3 < X & F3 < Fx.

Les figures suivantes illustrent cette définition dans le cas réel ou X est la pseudovariété compacte
X =1[0,1] x [0,1] et o Z = X.

Xo=o X5 | 2 X DX e oo

Xy

V)

X

U

N

Sy Si Sy =0 56 1 2 e eeeee
X X’ R N

0

On a les décomposions :

| . i
Sy = [T oo 11 S =2 I

I
I
|
Son S’ So NS Son S, SinSy, SinsS; S NS,

1.9.5 Proposition. Soit X une variété algébrique complexe.

a) Pour toute suite finie et croissante de fermés de Zariski @ =F 1 CFyCF CF, C--- X il
existe une stratification X € Str,,(X), telle que pour chaque i, I'ensemble F;\F;_, est réunion
de strates de X. En particulier, pour tout fermé de Zariski Z C X et toute 3 € Strae(Z), il
existe X € Stray(X) telle que 3 < X.

b) Soient Z:, Z, deux fermés de Zariski de X et 3; € Stray(Z;). Il existe X € Stryy(X) raffinement
commun des 3;, i.e. 3; < X.

c¢) L’ensemble Stru (X)) est partiellement ordonné filtrant supérieurement par la relation “<”.

Indications

a) On raisonnera par récurrence sur dim X ; Passertion est clairement vérifiée pour dim X = 0.
Dans le cas général, notons X =: F,,. Pour chaque ¢ =0,...,m, U; désigne l'intérieur de
(F\F;—1) N (X\X(X)). Les U; sont des ouverts de Zariski de X, deux-a-deux disjoints et

» [Has] p. 33.
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ne sont pas tous vides. Chaque composantes connexe de Sy := II;U; est donc entierement con-
tenue dans 'un des U;. Comme Y := X\S; est de codimension positive dans X, 'hypothese
de récurrence s’applique & Y muni de la filtration induite (F; N'Y); et donne une stratifica-
tion 9 € Stra.(Y'). L’ensemble X = ) U II(Sy) est alors, par construction, une stratification de
Strag(X) vérifiant (a).

b) Notons Y := Z; U Zy, m:=dimY et S; (i =1,2) la réunion des strates de dimension m de
3i; Sio est un ouvert de points non singuliers de Y. Soit

So:=(S10\Z2) U Ui O (50\Z1), (*)

ou Uyy désigne lintérieur de Sy o N Sao N (Y\XE(Y)). Chaque composante connexe de Sy est
alors entierement contenue dans I'un des trois termes de (x) puisque Sy est la réunion dis-
jointe des ces trois ouverts. La stratification 3; induit une filtration fermée sur Z. := Z;\S;.
On note 3 € Stry,(Z]) la stratification donnée par (a) appliquée & cette filtration. Cela étant,
comme Y’ := Z] U Z} est de codimension positive dans Y, on peut raisonner par récurrence
et supposer (b) vérifiée par les nouvelles données Y’', Z! et 3.. Il existe donc une stratifica-
tion Q) € Stra(Y’) telle que 3; Q). Alors 9 := ) UII(Sy) appartient & Stry,(Y') et vérifie
par construction 3; < 9). L’assertion (b) découle alors d’une nouvelle application de la derniere
partie (a) appliquée & 9).

c¢) Conséquence immédiate de (b) en prenant Z; = X. m

1.9.6 Instabilité de la catégorie D% (X). Soient X € Stray(X) et 1g5: S < X linclusion
d’une partie localement fermée réunion de strates de X. L’ensemble X|g de strates de X contenues
dans S appartient évidemment & Str,(S) ; on notera D} (S) := D;‘S,C(S).

Les foncteurs 7g',1¢ sont bien définis entre les catégories D% .(S) et D% (X)), mais 'image du
foncteur Rug, : D% (S) ~» D(X) n’est généralement pas contenue dans D% (X)) lorsque X n’est
pas une stratification de pseudovariété pour X . C’est une conséquence du fait que Dx (D% (X)) €
D% (X)), raison pour laquelle nous qualifions ce phénomene d’instabilité de D% (X)) par dualité
de Grothendieck-Verdier (1.7.8). Un contrexemple classique est celui du «parapluie de Whitney »
(*") que nous rappelons maintenant.

Parapluie
de Whitney

Dans cette figure, X est la sous-variété algébrique de C? définie par les zéros du polyndme
P(z,y,z) = zy* — 2°. Le lieu des points singuliers de X est la droite 3(X) = (x = 0,2 = 0). Pour
tout z # 0, le polynome P se factorise en P = (uy — x)(uy + x), ot z = u?. 1l s’ensuit que le
point z = (0,0, z) admet une base de voisinages V, dans X homéomorphes & R? x Y, ot Y

% [W] ex. 18.7 p. 537.
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est I'ensemble des couples (z,y) € C? vérifiant xy = 0; de plus, V;\X(X) est homéomorphe &
R? x (C*I1C*). On vérifie également que l'origine 0 = (0,0,0) admet une base de voisinages Vp
tels que Vo\X(X) est connexe.

Soient Xy = {S,3(X)} la stratification par lieu singulier de X et 2: S < X linclusion. Il ré-
sulte des remarques précédentes que I'espace vectoriel des germes du faisceau # ()]RzS*QS =15:Qg
au point z est isomorphe & Q? lorsque z # 0 et & Q autrement. Le faisceau 15:Qg n’est donc pas
localement constant sur X(X) et IRig,Qy n’appartient pas a Dx,..(X).

1.9.7 A propos des conditions de Whitney. C’est par ces conditions, connues sous le nom
des «conditions (a) et (b) de Whitney» ('), que Whitney introduit la notion de «stratification ré-
guliére » (aujourd’hui appelée «stratification de Whitney»). Ces conditions énoncent des propriétés
géométriques d’une stratification X € Str,,(X) suffisantes pour que X définisse une structure de
pseudovariété sur toute partie localement fermée S de X réunion de strates de X. La proposition
suivante est démontrée dans [BoAl] (A’Campo §IV.2 p. 43):

1.9.8 Proposition. Toute stratification de Whitney d’une variété algébrique complexe X munit
I’espace topologique X*" d’une structure de pseudovariété a strates de dimension paire.

1.9.9 Notre principal intérét dans les stratification de Whitney réside dans la validité des théo-
réemes de stabilité des catégories D% (X)) et D% .(S) par les foncteurs image directe, inverse, et
dualité de Grothendieck-Verdier (1.7.7,1.7.8).

Dans 'exemple du parapluie de Whitney, la stratification Xy, ne vérifie donc pas les conditions de
Whitney. On voit bien que c’est I'origine qui pose un probleme et le complexe Bz*QSU appartient

a DY%(X), olt X est le raffinement de Xy défini par X = {Sy, £(X)\{0},{0}}. (¥)
Notons Strﬁgl(X ) le sous-ensemble de Str,,(X) des stratifications vérifiant les conditions de
Whitney. Le théoreme suivant est dii & Whitney.

1.9.10 Théoréme.(*) Pour toute X € Stra,(X), il existe X' € Strl}gl(X) telle que X < X'.

Autrement dit, Str;\ﬁgl(X ) est une partie cofinale dans (Stralg(X ), = )

1.9.11 Par conséquent, on a Strpe (X™) D Strz};l(X ) # & pour toute variété algébrique complexe

X (comparer & 1.7.3).

Complexes 4 cohomologie constructible sur les variétés algébriques complexes

1.10.1 Soient X une variété algébrique complexe et X; < X5 un raffinement de stratifications de
X . L’inclusion . .
DxlfC(X) g DxTC(X)

31 [W] §19 p. 540, ou bien [BoAl] A’Campo §IV.1 p. 41, ou le tres joli article de Lipman [Li] §1-2.

32 0n peut aisément vérifier que la stratification X vérifie les conditions de Whitney ; il est par ailleurs clair

qu’elle définit une structure de pseudovariété sur X.

3 [W] Th. 19.2 p. 540.
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est immédiate d’apres la définition méme des catégories D% (X)) (1.7.5). On pose alors:

De(X) = lim xegir,(x) Dyo(X)

c’est la sous-catégorie triangulée et pleine de D(X) des complexes de faisceaux a cohomologie
«constructible », i.e. localement constante sur les strates d’une stratification de Stru,(X).

1.10.2 Suite au théoreme (1.9.10), on a aussi De(X) = lim g, x,) D% (X).

— alg

1.10.3 Les analogues des théorémes 1.7.7 et 1.7.8 sont évidemment vérifiés sur D.(X).

1.10.4 On insiste sur le fait que, étant donnés X € Stry,(X) et F* € D% (X), le dual DxF*
n’appartient pas forcément & D% (X), mais il existe toujours un raffinement X’ de X définissant
une structure de pseudovariété sur X (1.9.10, 1.9.8), auquel cas F* € D%, (X) et:

Dx 7" € Dx(D%..(X)) = D}..(X) C Do(X),
d’apres 1.7.7.
Le fait que nous disposions de “suffisamment” de catégories D%_C(X ) stables par la dualité de
Grothendieck-Verdier jouera un role important dans I’étude des catégories des complexes d’inter-
section et de faisceaux pervers.

1.11 Systémes locaux sur une variété topologique

1.11.1 Définition. Soient .o# un anneau et M une variété topologique. On appelle « systéme local
de & -modules sur M » tout faisceau localement constant de .«-modules sur M de fibres de type
fini. On notera Loc,z (M) la sous-catégorie pleine de Faisc,, (M) dont les objets sont les systémes
locaux sur M.

1.11.2 Supposons M connexe (pour simplifier) et choisissons un point de base z € M. Il est fa-
cile de voir que pour tout Z € Loc,, (M), lespace étalé Z au-dessus de M est un revétement de
fibre en z le «Z-module Z,. Le groupe fondamental IT; (M; ) agit sur #Z, par une représentation
Py : 11 (M;z) = End 4 (#,) dite «de monodromie». Un morphisme de faisceaux entre deux sys-
temes locaux « : #1 — %5 induit de méme le morphisme o, : #1, — P9, de II1(M; x)-modules
a coeflicients dans .« . La correspondance #Z ~~ p g est un équivalence de catégories entre Loc(M)
et la catégorie Mod,, (II;(M; z))(*). Pour tous £, Z2 € Loc,s (M), cette équivalence donne un
isomorphisme :

Hom,y, (%1, #2) — Hom ;s 1,(m:2)(# 12, #22) = Hom .y (L1, PLoy) M)
Comme d’habitude, le choix du point de base est inessentiel et nous pouvons effacer la référence a
x dans ce qui précede ; on écrira donc Loc,, (M) ~ Mod,, (II1(M)).

Lorsque M n’est pas connexe, Loc,,(M) est clairement équivalente au produit des catégories
Mod, ., (I1;(M;)) on M; décrit Io(M). La catégorie Loc,,(M) est une sous-catégorie pleine et
abélienne de Faisc,y(X) qui est, en plus, stable par extensions dans Faisc,,(X)(*").

3 Cf. [C] article de Mebkhout-Narvdez-Macarro: “Le théoréme de constructibilité de Kashiwara”, §1.1-2, pp.
50-57, pour une démonstration détaillée de cette équivalence de catégories.

% ¢f. [C] loc.cit. prop. 1.1.11 p. 53.
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1.11.3 Une variété topologique est une pseudovariété relativement a la stratification triviale 9t =
{M?} et le théoréme 1.7.7 s’applique au couple (M; ). Les objets de la catégorie Dé’ﬁo_c(M) sont
alors les complexes de faisceaux & ° sur M dont les faisceaux dérivés " F * sont des systemes
locaux sur M et sont presque tous nuls. Il faut prendre garde du fait que les termes F* de F*
peuvent, non seulement ne pas étre des systemes locaux, mais peuvent également étre non nuls
pour une infinité de valeurs de k.

1.11.4 Proposition. Soit M une variété topologique équidimensionnelle. Alors, pour tout corps
k et tout F° € Dzmo_c(M) :

— dimp(M) (o)

IIDM‘Q.]]coh = _[[°97.]]

coh

Démonstration. Lorsque [Z ], = [a], on a S *F *[—a] = F* dans D(M) (1.4.27) et donc
Dy T = Mﬂm(.%aff'[—a],QM‘k[dimR(M)]) = %m(t%a(g.7QMlk)[dim]R(M) +a,

d’apres 1.2.13 puisque un systeme local de k-espaces vectoriels est localement libre. Dans le cas
général, supposons [ *].., = [a,b] avec a < b. Le triangle exact :

b\ T —— T —— HOT [ g

donne lieu au triangle exact :

Dy (#°F*[-0)) — Dy F* — Dty 7 ) 1

d’oui:
[Dr1 7 Tegp, € [Daa(#° F *[=5])] o, U [Da (r<p1.77)]

coh coh

et donc [DayF | .op € —[F ], — dimpr (M), en raisonnant par induction sur b — a. La proposi-
tion résulte alors de 'involutivité de IDps. n

1.11.5 Pour ¢* € Dll;;sm-c(M) notons [%°].., = [a(%"),b(%")]. _ dimg (M)
L’égalité (o) s’écrit de la maniére plus suggestive suivante : vl Ilcon
1
G(DMg')+b(¢O/7') - b(]DMJ’J')—i—a(?i') o dlmR(M) i
2 - 2 - 2 [ DarF * [|con z
qui montre que IDp; opére comme une symétrie par rapport a B , B

_ dimg(M) .
2

On prendra garde du fait que toutes ces remarques sont uniquement valables sur une variété
topologique et pour des complexes de faisceaux a cohomologie bornée et dont les faisceaux dérivés
sont localement constants de fibres vectorielles de dimension finie.

1.11.6 Pour toute variété topologique M de dimension paire et orientable, Q, [dimg(M)/2] est
isomorphe a son dual Dy (Q,,[dimg(M)/2]) (cf. 1.6.4).
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1.11.7 Invariance de la monodromie. Dans cette partie M est un ouvert non singulier d’une
variété algébrique complexe et Z C M est un fermé de Zariski de codimension positive d’ouvert
complémentaire noté U (*).

1.11.8 Lemme. Soit % € Loc,(M). Le morphisme d’adjonction ¥ — ZU*($\U) est un isomor-
phisme de faisceaux.

Démonstration. En effet, on a la suite exacte longue fondamentale :
0—I2% — L —w.(Lly) — Hy L — -

ou Iz% =0 par vérification directe a partir de la définition du foncteur Iz. Le lemme résulte
de prouver que (JﬁZlZ)Z = 0, pour tout systeme local # et tout z € Z. Or, au voisinage de z
dans M le systéeme local est trivial et nous pouvons supposer que ¥ = c!]\/[,/%[— dimg M| pour
un certain .«-module de type fini .4 (1.6.5). Dans ce cas 1, # = cjyd[—dimg M| (1.6.2) et
alors iy #].., = [cztl] oy, + dimg M C [dimg M — dimg Z, dimg M] (1.7.10). Le lemme résulte
maintenant de la minoration 1 < dimg M — dimg Z. [ ]

coh

1.11.9 Proposition. Les données étant comme ci-dessus, le foncteur 15" : Loc(M) ~ Loc(U) est
pleinement fidéle et transforme irréductible en irréductible.

Démonstration. Pour #;, #; € Loc(M), on a:
Hom, s, (Z1ly: 2 ly) = T(Us Hom (L1, £2)|y)
= F(M;ZU*%W(Zl, ZQ)‘U)
= F(M;%am(‘gl, 22)) = HomﬁM(Zl, gg)

puisque Hom (L1, ¥2) est un systeéme local sur M et grace au lemme précédent. La pleine fidélité
de zl}l en découle.

Soient % € Loc(M) un systéme local irréductible, et #’ € Loc(U) tel que £’ C Z|,. Pour
tout z € Z, il existe un voisinage ouvert connexe V. au-dessus duquel £ est trivial. L’ouvert
V! =V, NU est connexe et 'inclusion Z’ ‘Vz’ cw ‘Vz’ est un inclusion de systemes locaux triviaux
(penser aux espaces étalés). Il existe alors un et un seul systéme local trivial £ € Loc(V,) tel
que ', =ZLL, et Z.C L v, ; autrement dit le systeme local %’ admet des prolongements
locaux unziques autour des points de Z. C’est tout ce qu’il faut pour montrer que le systeme local
%' admet un prolongement global en un sous-systéme local de %, mais comme % est supposé
irréductible ceci n’est possible que si ' =0 ousi £’ = Z|,. [

§2. Prolongement intermédiaire relatif & une filtration fermée

2.1 Filtrations fermées

Soit F une filtration finie d’un espace topologique X par des parties fermées :

F=(X=X,2X 12X, 222X 2 X2 X 1 =9) (%)

%11 suffirait de supposer que M est une variété topologique de dimension d et que Z est une partie fermée de
M admettant une structure de pseudovariété de dimension au plus d — 2.
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Chaque partie Sy := X, £\ X, (k1) (K =0,...,n) est localement fermée. On note :
Up = X\ X (1) = So IS O---1I Sy, pour k=0,...,n.

(en part. Uy = Sp); on a donc U1 = Uy 11 Si41 et les inclusions 1 et ji11(resp. ouverte et fer-
mée) :

1k Jk+1
Uk: C Uk?+1 ) Sk?+1 .

2.2 L’équivalence de catégories de Deligne

2.2.1 Définition. Les données étant comme ci-dessus, on appelle «prolongement intermédiaire
relatif a la filtration F», le foncteur :

2y, : Faisc(Sp) ~ DY(X)
défini par :

213: = (T<n71 -lRlnfl*) 0---0 (Tgl Bh*) © (Tgo RZU*)

2.2.2 Théoreme (Deligne).(”) Le foncteur s établit une équivalence de catégories entre Faisc(Sj)
et la sous-catégorie pleine IC5(X) C D*(X) des complexes de faisceaux & * vérifiant les trois con-
ditions suivantes.

0) #™F*

s, = 0, pour tout m # 0 ;
et pour chaque k =1,2,...,n, les conditions de «support» (S) et de «cosupport» (S’) :
(S) #™F*

s, =0, pour tout m >k ; (8") #5!F* =0, pour tout m < k.

En particulier, I'image essentielle (*) de zfi est une sous-catégorie pleine abélienne de D*(X).

Le tableaux ci-dessous illustrent ces conditions ; les parties grisées correspondent aux degrés coho-
mologiques ou les faisceaux dérivés peuvent étre a priori non nuls.

-1 0 1 2 3 4 -1
HF g | 0 00 00 Hg, 7| 0
HT g, 00 0 0 Ay F° | 0
T g, ONO 0 O H#5,F | 0
ST, ONO 0 g5, 7 | 0
HT g, 0N H#s, 7| 0

Démonstration. Considérons chaque ouvert U, muni de la filtration F;, induite par F:
U,=51---118,

et notons €, la sous-catégorie pleine de D°(Uy) des complexes de faisceaux sur Uy vérifiant les
conditions (0), (S) et (S”) pour Fj. On a clairement €y = Faisc(S)) (1.4.27) et le théoréme résultera

37 Cf. [GoMea] §3.5.

3 On rappelle qu’on appelle «image essentielle » d’un foncteur F' : €; — €5 la classe d’objets de Gy isomorphes
aux objets de la forme F(O) ot O € Ob(Cy).

— 34 —



82 FAISCEAUX PERVERS — CORRESPONDANCE DE SPRINGER §2.2

de prouver que chaque foncteur
T<k Ry 0 Cp ~ Crp

est une équivalence de catégorie.

Commengons par vérifier qu’ils sont bien définis. Fixons lentier & € {0,...,n — 1}.

Soit F* € €y, et notons G := 7<) Ry, F* € D*(Ugy1). Le foncteur de restriction zgl étant

exact, il commute a la troncature, donc:

. —1 T .
Gy, =T<ky, R F" = F°. (%)

q-i

En particulier,

H"G g, =HT et HG =HGF ", pour tout m € Z,
ou S désigne une partie localement fermée de Ujg,; contenue dans Uy. Les conditions (0), (S)
et (S’) sont donc bien vérifiées par les parties Sp, Si,..., Sk et il ne reste qu’a vérifier les deux
conditions suivantes :
(Sk+1) H™G:® 5., =0, pourm>k+1,
(S’k+1) Hg G =0, pourm<k+1,

La condition (Sk41) est trivialement satisfaite car 4 * est donné par la troncature 7¢y.
La condition (S’+1) sera testée a laide du triangle exact de D1 (Uy41) associé a la décomposition
Ui = U U S

Tt T G G° R (97| ) 9" ——— ()

[+1]

ol le terme de droite n’est autre que IRk, Z * d’apres (x). On a donc dans DT (Ugyq) :

| . . P £ .
jk+1gj'k+1(g — G ZTgk]RZk*eJ/’ Tﬁlk*g W}7

ou ¢ s’identifie au morphisme canonique du complexe tronqué dans le complexe total. Comme &

est un quasi-isomorphisme en degrés < k, on a aussitot par la suite exacte longue de cohomologie

(1.4.24-(0)): .
{]k+1[%§:’+l G =0, pour tout m < k,

Jerr1 GG C G =0,
et la condition (S’g41) résulte par restriction & Sy, (en effet, comme cette partie est fermée dans

Uii1,0n a Jia11 = Jpr1s €6 j;}_lijrl} = id. Le foncteur 7<x Rk, : Cr ~» Cr11 est donc bien défini.

Dans ce qui précede, nous avons montré que le foncteur z;l : Cry1 ~ €k est également bien défini

et que la composée op Rup. ;!

g s By s G

s’identifie naturellement au foncteur identité. Ceci implique que 7<j Ri. est fidéle, i.e. que le

morphisme
NIOTD(Uk)(eQJTl'7 972.) — MorD(Uk+1)(7_§k Blk*g{, T<k ]le*g'}.) (i)

défini par le foncteur 7<x IRy ., est injectif pour tous F', ¥y € Cy.
Nous allons étudier maintenant la composée :

e Tk IR
C i1 s Cp s €.

Soit 4 * € €41 et considérons & nouveau le triangle exact de DV (Ugy1) (%) :
! . . ¢ .
Jk+11 Jp+1 G — G = Blk*(g ‘Uk)

[+1]
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Comme %m(]k+1[‘]!}c+1g.) (= Jk+11#g" | G°) est nul pour m <k + 1 (puisquil en est ainsi de
Hg! G par hypothése), le morphisme ¢ est un quasi-isomorphisme en degrés < k et induit un
quasi-isomorphisme 7<) G * ~ T<x R (G|, )-

On a un diagramme de morphismes de complexes (bornés) :

(A
T<k

g . ___. ) > T<k R (G 1y, )

ol l'inclusion 7¢x % ° C %° est un quasi-isomorphisme puisque # ™% * = 0 pour tout m > k+1;
car A™MG"*
chaque %* € €y 1 l'isomorphisme (*):

s, = 0, indépendamment de la partie S, de Ugi1. Nous faisons donc correspondre a

T(%°) == (¢o 27") € Morp+, ) (9", 7<k Rup 13, G7)) .
En particulier, le foncteur 7<g R, : Cx ~> Cry1 est surjectif.

La transformation T :ide,,, — (7<x IRk «)o1,." est naturelle.

En effet, étant donnés 4;°, G, € €1 et un morphisme de complexes a.: G — G5 avec G €
Ck11, nous devons vérifier que le diagramme

. (%) e

Gr — Ry G,
Qe T<k le;Hz;loz. (0)

. T(%;) e

292 = T<k ]RZk #lp (52

est commutatif dans DT (Ugy1). Ceci est conséquence immédiate du fait que (¢) se factorise na-
turellement en deux diagrammes commutatifs dans la catégorie des complexes, & savoir :

. 2 . §] 1
(51 S T<k 91 — Tk Blk*zk G

Qe @ T<kOle @ T<k lek*zgla.
. 22 . G2 -1
Gy ¢——————— T<k Gy —————— T<k sz*lk Go

On en déduit que la composée des morphismes :
MOI.D<U1€+I)(£91.’ gQ.)

z;l
e —1 .
MOI‘D(Uk)(Zk €g1 7Zk: {42)

T<k H{lk*

1. 1.
Mor p(w,,.,) (T<k Rag w1y, 67 T<k Rig 2y, Gy )

est bijective. Le morphisme (I) est par conséquent bijectif et ceci termine la démonstration du
théoreme. n

% On rappelle que la notation « D~!» n’a de sens qu’en catégorie dérivée.
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§3. Homologie d’intersection sur une variété algébrique complexe

Complexes d’intersection sur une variété algébrique complexe

Le théoreme 2.2.2 est trop général pour que l'on puisse raisonnablement comparer les images
essentielles dans D®(X) des prolongements intermédiaires zil et ziz lorsque F; < Fy (1.9.4). En
effet, s’il est immédiat de constater que les conditions de support relatives au raffinement Fy sont
satisfaites par tout F° € JCq,(X) := imess(zil), il n’en est pas de méme en général des conditions
de cosupport. Cette situation se simplifie de maniére remarquable lorsque 'on se restreint aux
filtrations fermées associées aux stratifications de Whitney d’une variété algébrique complexe et
aux systemes locaux sur les strates ouvertes.

3.1.1 A partir de maintenant X désigne une variété algébrique complexe. L’anneau .« sera le
corps de nombres rationnels Q. Pour tout § C X localement fermé pour la topologie de Zariski de
X, on note dg := dimc(S). Les notations Faisc(S) et Loc(S) seront synonymes de Faiscg(S™) et
Locg(S™) respectivement. Enfin, pour toute stratification X € Stray(X), on notera 5% le foncteur
de prolongement intermédiaire relatif a la filtration fermée associée a X.

3.1.2 Théoréme. Soit X € Str;}g‘(X). Notons Sy la réunion des strates de dimension dx . Le pro-
longement intermédiaire 1t établit une équivalence de catégories entre Loc(Sy) et la sous-catégorie
pleine de D% .(X) des complexes de faisceaux F * tels que #™F * = 0 pour m < 0 et qui vérifient
les trois conditions suivantes :

(0) H"F [dx]|g, = 0, pour tout m > —dx, et H°F* e Loc(Sy),
et pour chaque strate S € X de codimension positive dans X :

(S) H" T |dx]|g = 0, pour tout m > —dg ;

(S8") #™(IDx(F *[dx]))|g = 0, pour tout m > —dg.

C [0, +oo[ résulte de ce que 1% est composée de foncteurs
dérivés de foncteurs exact a gauche et de troncatures. D’apres les résultats de stabilité des catégo-
ries D% (S) par rapport & la dualité de Grothendieck-Verdier et aux différents foncteurs d’image
directe ou image inverse (cf. 1.9.6), le théoréme 2.2.2 donne 1’équivalence de catégories annoncée
mais avec la condition de cosupport pour chaque S € X de codimension positive:

Démonstration. L’assertion [ °] .,

HGF* =0, pourtout m < dx —dg.
Or, #INF* = H™gF " = H"Dgig' Dx F* (1.7.8), et alors (1.11.4)

]]dX - dS7 +OO[[ = [[7’!5‘@~.]]coh = [[DSZEIDX‘QI‘.HCOh = _[[Zglﬂjx‘g.]]coh - 7

(") de sorte que

[ig'Dx F ], €] — 00, —dx —ds[ =] — o0, —ds[ — dx .

coh

11 est opportun de remarquer que le terme encadré provient de la dualité de Grothendieck-Verdier sur S et

sa valeur dimg(S) est fixée par la géométrie de S (1.11.4). Il en est de méme, par ailleurs, du nombre dx
qui vaut 3 dimg(X) (1.11.5). Dans le théoreme de Deligne (2.2.2) les indices qui controlent les troncatures
sont les indices des différences Sj := Xn—k\Xn—(k+1) a priort sans rapport avec leur dimension. Dans ce
contexte, i.e. si I'on pose dg, = % dimg(X) — k, le présent théoréme reste inchangé sauf pour la condition de
cosupport qui devient: (S”) %m(lDX(ﬂ]'[dX]))\sk =0, pour tout m > dg, — dimg(S}).
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La condition (S’) résulte alors simplement des égalités (1.4.9):

[t5' Dx (% [dx)]gp = 5" D (F) = dxloy, = [15 Dx (F ), + dx - .

3.1.3 Notations et remarques. On note IC%(X; %) le complexe 1t # ot Z € Loc(Sp). On
note JCx(X) I'image essentielle de %% dans D(X). Le théoréme précédent prouve que si Y := U;Y;
est la réunion des composantes irréductibles de X de dimension dx, alors:

Le théoreme montre également 'intérét d’introduire un décalage dans nos constructions. On notera
1t[dx] le foncteur de prolongement intermédiaire suivi du décalage (vers la gauche) de longueur
dx ; 'image essentielle de 4%[dx] sera alors notée JCx(X)[dx]. Le tableau ci-dessous illustre les
conditions de support vérifiées par F* € ICx(X)[dx].

F* € ICx(X)[dx] —dx—1 —dx —dx+1 —dx+2 —dx+3 —dx+4 .en-

g, et HT g,
et H*T'|g,

. % g ®
5, €t HTF g

3

o O O O O

o O O O

g, et HT"g,

3.1.4 Corollaire. Soit X une variété algébrique complexe.
a) Pour X x X' € StrXth(X), notons 7 : Sy < Sy l'inclusion de la réunion des strates de dimension
dx de X' dans celle de X. On a JCx,(X) C ICx,(X) et le diagramme de foncteurs :

Loc(S)) ———— 9Cx(X)

JIJ E? lg

o

LOC(S(/)) B ﬂ@x/(X)

~

est commutatif.

b) Pour toute X € Str;Lh(X) la sous-catégorie ICx(X)[dx] de D% .(X) est abélienne et stable sous
Paction du foncteur de dualité IDx .

c) Pour X g X' ¢ Strmh(X), Pinclusion JCx(X)[dx] C ICx(X)[dx] est un foncteur pleinement
fidéle et exact de catégories abéliennes.

d) Pour chaque systéme local & € Loc(Sy), on a un isomorphisme canonique :

Dx (IC%(X; #)|dx]) = IC%(X; #")[dx]

ou &' désigne le systéme local Hem (2;Qg, ) € Loc(Sy).
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Démonstration. (a) résulte de ce que les conditions (0), (S) et (S’), étant de conditions de support,
elles sont a fortiori vérifiées par les strates d’un raffinement ("). La commutativité du diagramme
est alors claire puisque 1 et z!x*/ sont des équivalences de catégories.

La catégorie ICx(X) est abélienne puisque équivalente a une catégorie abélienne et l'inclusion
JCx(X) C ICx(X) est un foncteur exact puisqu’il correspond par I’équivalence de catégories au
foncteur exact de restriction 57! : Loc(Sp) ~ Loc(S}).

La stabilité de JCx(X)[dx] par IDx est évidente d’apreés I’énoncé méme du théoréme 3.1.2; on
a donc Dx(IC%(X; Z)[dx]) = IC%(X; 4 )[dx] pour un certain .# € Loc(X) et alors

(Ds,#)|=dx] = Ds,(Z[dx]) = Dx(IC%(X; #)[dx])|s, = LCX(X; M )|dx]|g, = M |dx] .

Par conséquent, M = Hem (L ; Dy )| —2dx| = Hem (2;Qg) = £ puisque Sy est orientable car
ouvert non singulier d’une variété algébrique complexe. [

3.1.5 Il est important d’observer que d’apres ce corollaire, lorsque X est non singuliere, le faisceau
constant Q4 est canoniquement isomorphe a chaque complexe IC%(X; Q\SO), quelle que soit X €
Str;}gl(X ). Plus généralement, si .Z est un systéme local sur un ouvert de Zariski U de X, il défini
un systeme local sur la réunion des strates de dimension dx de toute stratification X € Strggh(X )
telle que U est réunion de strates de X (*). Le corollaire précédent montre que les complexes
1C%(X; Zs,) ainsi obtenus sont deux-a-deux canoniquement isomorphes et définissent un objet de
D.(X) indépendant de la stratification ; on pourra donc effacer toute référence a la stratification

et noter simplement IC*(X; %Z).

3.1.6 Définitions

1) La «catégorie des complezes d’intersection sur X » est la sous-catégorie pleine de D (X)) :

JG(X) = lim %EStr}\}:’(X) JGX(X)

=

2) Pour tout systéme local # sur un ouvert de Zariski de X, on appelle «compleze d’intersection
de X a coefficients dans £ » le complexe IC*(X; #) du paragraphe précédent.

' Reprenons la discussion générale du bas de page (*°). Comme les conditions (0) et (S) concernent le nombre
ds qui ne peut que diminuer lors d’un raffinement, elles seront effectivement automatiquement vérifiées par
les strates d’un raffinement. Par contre la condition (S”) dépend du nombre dg, — dimg(S})) et 'inclusion
JICx, (X) C ICx,(X) nest assurée que lorsque :

d) — %dlm]R(X) < di — dim]R(Tk), pour tout T}, € Xoet T CSye Xy N
b) dg, — dimg(S¢) < dr, — dimgr(Ty), pour tout T, € X5 et T, C Sy € X4.

La condition (a) implique que la codimension réelle de Ty doit étre strictement plus grande que 1, c’est 1a
Porigine de la restriction imposée aux structures de pseudovariété par Goresky-MacPherson (cf. bas de page
(*®)). La condition (b) est, quand a elle, a lorigine des conditions de croissance imposées aux perversités
générales, i.e. autres que la perversité moyenne. On peut dire de maniére heuristique que 'indépendance
de 'homologie d’intersection par rapport aux stratifications repose, pour l'essentiel, sur la validité des ces
conditions.

4 De telles stratifications existent toujours d’apres 1.9.5.
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3) Pour % comme dans (2), on appelle «homologie d’intersection de X a coefficients dans & »,
I’hypercohomologie de IC*(X; #). On note:

IH(X;2)=RT(X;IC*(X; %)) et IH(X;Z%):=RT.(X;IC*(X;%))

3.1.7 Remarque. La catégoric J€(X) est une sous-catégorie strictement pleine (cf. (7)) de
DP(X) et c’est une catégorie abélienne puisque limite d'un systeéme inductif filtrant supérieurement
de foncteurs pleinement fideéles et exacts entre catégories abéliennes (3.1.4-(c)).

3.1.8 Description intrinséque des complexes d’intersection. Les objets de I€(X) admet-
tent une description indépendante des choix de stratifications. La proposition suivante, laissée en
exercice, donne une telle description.

Proposition. Soit X une variété algébrique complexe. Un complexe ¥ ° € D.(X) appartient a
JC(X) si et seulement si, il existe un ouvert non singulier U C X tel que:

0) Z°|,; est cohomologiquement concentré en degré 0 et A#°F *|,, est un systéme local.
U U

(S) Pour chaque fermé de Zariski irréductible Z tel que Z NU = @, il existe V C Z, ouvert et

dense dans Z, tel que
H" T dx]|, = H " Dx(F " [dx])|,, =0, pour tout m > —dz.

3.1.9 Généralisation de la dualité de Poincaré. L’assertion (b) du corollaire 3.1.4 donne un
isomorphisme canonique: IHY(X; %)= IH*x"%(X;%"). Lorsque # = Q4 cet isomorphisme
généralise la dualité de Poincaré aux les variétés algébriques complexes, méme singuliéres !

IH}(X;Q) = IH*™**(X;Q)

3.1.10 A propos du TH°(X;.#). Soit X est une variété algébrique complexe. Etant donnée
X e Str?ﬁg’(X ), notons S la réunion des strates de dimension dx de X. On vérifie aisément, par

induction sur le nombre de strates par exemple, que
H(X;IC%(X; %)) = RT(X;1 %) =T(X;0.2) =T(S; %)

pour tout systeme local #Z € Loc(S). En particulier, si r désigne le nombre des composantes irré-
ductibles de X de dimension égale a dx, on a un isomorphisme

IH (X ; A g) = .47

pour tout anneau .7 .

3.2 Homologie d’intersection du parapluie de Whitney
Le parapluie de Whitney est I'’hypersurface X de C* d’équation zy*> = 22 (cf. p. 29). On vérifie
aisément que I'application 7 : C? — C3, définie par 7(u,y) = (uy,y, u?), se surjecte sur X et que
pour tout & = (z,%,2) € X la fibre 7 () est réduite & un point sauf si y = 0 et x # 0 auquel cas
elle possede deux points. L’application 7 : C> — X est donc une désingularisation propre et finie
de X ; en particulier m, = m est un foncteur exact et

W*(QCZ[QD = RW*(@@[QD et ﬂ*(@c?[ﬂ)‘X\E(X) = Qx\z(x)p] .
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D’autre part, le complexe R, (Qc.[2]) est autodual dans D°(X) puisque:
Dx R7.(Qe[2]) = RmDc(Qr[2]) = Rm(Qr2[2]) = R7.(Qrs[2]) -

et comme il est par ailleurs évident que # ™, (Qc.[2]) = 0, pour tout m >0, on a (3.1.2)

1C*(X;Q) = mQp

Par conséquent

{IH'(X;Q) = H*(C*%Q) = Q[0]
IH3(X;Q) = H3(C* Q) = Q[—4]

3.2.1 Il faut se méfier de cet exemple qui est trompeur dans le fait que nous avons
IC*(X;Q) = Q. = uQx\vx) = ll?@x\z(x)

alors que Xy ne vérifie pas les conditions de Whitney. En régle générale, IC*(X; Q) doit étre défini
par des stratifications dans Strzﬁgl(X ).

§4. Faisceaux pervers sur une variété algébrique complexe

Complexes de Deligne-Goresky-MacPherson

4.1.1 Images directes des complexes d’intersection. Dans 3.1.5 nous avons défini le com-
plexe IC*(Z; %) pour tout fermé de Zariski Z C X et tout systeme local # sur un ouvert non
singulier de Z. Notons 1z : Z — X linclusion. Comme 2z est un plongement fermé le foncteur
image directe commute & la dualité (1.6.6) et le complexe 12, IC*(Z; Z)[dz] € D.(X) vérifie des
conditions identiques a celles qui caractérisent les objets de JC(X) (¢f. 3.1.2) & 'exception des
strates de dimension supérieure ou égale a dz. Le tableau suivant illustre les contributions des
faisceaux dérivés de 17, IC*(Z; #)[dz] sur les strates d’un raffinement X € Str;)}gl(X) d’une stra-
tification 3 € Str)}*(Z) telle que IC*(Z; %) = I1C5(Z; 2).

alg
12 IC*(Z; L)[dz]| —dx —dx+1 i-dz —dz+1 —dz+2 .-
T, 0:0 0 0 0
AT WD 0,00 0
HTF g, 0 0 0 0 0
HT g, 0 0 0N~.0 O
HTF s, .| 0 0 00
HF g, 1 0 0 0

(F * désigne a la fois 12, IC*(Z; #)[dz] et son dual dans D.(X).)

On peut dire de maniere heuristique que 'image directe décalée d’'un complexe d’intersection
d’un fermé de Zariski Z de X comble le zéro correspondant & la dimension de Z de la diagonale
du tableau .
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4.1.2 Complexes de Deligne-Goresky-MacPherson. Un complexe F° € D.(X) est dit «de
Deligne-Goresky-MacPherson de X relatif a X», et Pon note F* € DGMy(X) s’il est quasi-
isomorphe & un complexe de la forme 1z, IC%(Z; Z)[dz], ot Z est un fermé irréductible de X
réunion de strates de X, et ot & est un systeéme local irréductible sur un ouvert non singulier de
Z. Lorsque X < X', tout objet de DGMx(X) appartient aussi & DGMy (X ) puisque la restriction
d’un systeme local irréductible d’un ouvert non singulier d’une variété algébrique complexe a un
sous-ouvert reste irréductible! (1.11.9).

4.2 Faisceaux X-pervers(")

Wh

4.2.1 Définition. Soient X une variété algébrique complexe et X € Stry,

(X). Un complexe de
faisceaux & ° de D%C(X) est dit «X-pervers » lorsque pour chaque strate S € X on a:

(S) H" T *|dx]|g = 0, pour tout m > —dg ;
(S") " Dx(F *[dx])|g =0, pour tout m > —dg.
La sous-catégorie pleine de D% (X)) des faisceaux X-pervers est notée Px(X).
4.2.2 La définition précédente est & comparer avec la caractérisation des objets de J€x(X) du

théoréme 3.1.2 ol les inégalités dans les conditions (S) (S’) apparaissaient au sens large. En parti-
culier, si Z C X est un fermé réunion de strates de X, on a

12+ JCx(Z)[dy] C Px(X)

4.2.3 Supports et amplitude cohomologiques des faisceaux X-pervers. Le tableau ci-
dessous illustre les conditions de support qui caractérisent les objets de #%(X). Le fait qu'un
faisceau X-pervers n’ait pas de cohomologie en degrés inférieurs a —dx est prouvé dans 4.2.5.

T e P (X) “dx—1 —dx —dx+1 —dx+2 —dx+3 —dx+4 -
H*Dx (F)g, et HF|g | 0 0o 0 0 0 O
H*Dx (F*)g et #°F g | 0 N 0 0 0 O
H*Dx (F*)g, et HF g | 0 T 0 0 0
H*Dx (F*)|g, et #H°F|g, | 0 0 0

4.2.4 Notations. Pour tout F* € Py(X), le support cohomologique |F*| (1.4.10) est une ré-
union de strates de X. On notera d|z-« (resp. €z ) la plus grande (resp. petite) des dimensions
des strates de X contenues dans |Z

4.2.5 Proposition. Pour tout F° € P%(X) on a:

||tg}'.]]coh g |[7d\%7‘\, *€|eo]-‘]]

% Cf. [BBD] §2.1 p. 56.
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Démonstration. Par induction sur #X. Lorsque #X =1, X est non singulier et [F ], C [—dx]
d’apres 1.11.4, et il est par ailleurs clair que = X si et seulement si & * # 0 dans D(X). Dans
le cas général, on note Y Padhérence de |7 *| dans X qui est clairement une réunion de strates de X.
Soit 2 : Y — X l’inclusion ; le morphisme d’adjonction & * — 1,071 F * est un quasi-isomorphisme
et donc DxJ* =1, IDy F |y (1.6.6). Par conséquent F°|y, € Px(Y) et F* vérifie la proposition
lorsque Y # X, par hypothese inductive.

Supposons maintenant Y = X et #X > 1. On sait, par définition de faisceau pervers, que
[ °].on € [—00,ex] ; nous avons donc & vérifier uniquement que H#™.F* = 0 pour m < dx. Soit
S € X une strate de dimension minimum donc fermée dans X d’ouvert complémentaire U. Comme
Dy (F°|y) = (DxF )|y € P%(U) et donc
won © [—dx,—ds] (o) par hypothese inductive. Le triangle exact fondamental :

(1.6.6) et que U est réunion de strates de X, ona F°|;,

zs*zse/ — I — Ry T* \U ]

donne, par dualité :
ZU!DU(g' U) — Dx " — ZS*IDslSJ’ W

et |[ZU1]DU(97"U)]L0}1 C [—dx,—ds] par exactitude de 1y;. On en déduit une surjection
H"IDx T — 25*%mZD52!S , pour tout m > —dg,

et [DgtsF ). C [—00, —ds], puisque F* vérifie la condition de cosupport. Par conséquent
[45F “].on € [—ds, o[ (1.11.4). Or, le morphisme naturel J™igro_q,F* — H ™sF " est un
isomorphisme pour tout m < —dx puisque @!s = IRIs et que [s est exact a gauche, de sorte
que %mz!s7'< dx 7' =0, pour m < —dx. D’autre part, le morphisme canonique Z!ST<_(1X97' —
15" ’7'< dxF est un isomorphisme puisque |7<_q, F °| C S, d’apres (o). Par conséquent, ™ F *| g
HT ’LS’7'< dx ¥ ° =0, pour tout m < —dx. [

4.2.6 Remarque. On prendra garde du fait que si le support d’un faisceau X-pervers est toujours
une réunion de strates, il n’est pas nécessairement localement fermé (cf. 4.2.8).

4.2.7 Restrictions et prolongements de faisceaux X-pervers

Proposition. Soit Z une partie localement fermée dans X réunion de strates de X € Strl}gh(X ).
a) Si Z est fermé 1z,(Px(Z)) C Px(X).
b) Si Z est ouvert 1,,'(Px(X)) C Px(Z).
¢) Soit Z =11;S; une réunion de strates S; ouvertes dans X . Alors, pour tout F* € Px(X), on a
LT =@, Zilds,], ot Z; est un systéme local sur S;.
d) Lorsque F* € P%(X) vérifie | F =1,F" € Px(Z).

e) Soit Z un ouvert affine et non s1ngul1er de X.On a:

R}, (Loc(Z)[dz]) € #x(X) et 13(Loc(Z)[dz]) C #x(X).

Démonstration
a,b) Résulte de la commutation du foncteur 1z, (resp. 1,') avec la dualité de Grothendieck-Verdier
(1.6.6) pour Z fermée (resp. ouverte).

¢) Conséquence de (b) et 4.2.5.
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.

est un

d) Lorsque |Z | C Z, on prouve facilement que le morphisme canonique z'TJ = z,_;lﬂ]
isomorphisme pour tout T' D Z ouvert ou fermé dans X, en donc pour T localement fermé. Le
reste est immédiat.

e) Il suffit de prouver I’énoncé concernant IRiz. puisque 1z = DxRiz. Dz (1.6.6).

Soit Z € Loc(Z) et notons 7 ° := IRiz.#[dz]. La condition de cosupport sur F * est la con-
dition de support pour le prolongement par zéro 1z % [dz] qui est immédiate. La condition de
support sur & * dit que pour toute strate S € X on doit avoir [F *|¢] ., € [—dx, —ds] ce qui est
clair lorsque S N Z = & car alors Z °|g = 0, ou bien lorsque S C Z car alors [ *|g].., € [—dx]-

Lorsque S C Z\Z la structure de pseudovariété définie par X donne pour chaque t € S,
un voisinage V; ouvert dans Z homéomorphe &4 C%s x N(t) ot N(t) est un espace analytique
complexe de dimension dz — dg (c¢f. [BoAl] A’Campo). L’intersection V; N Z est alors homéo-
morphe & C% x N'(t), ot N’(t) est une sous-variété analytique (non singuliere) de N(t) de
dimension dz — dg admettant des plongements fermés dans C™ (pour m assez grand) puisque
Z est supposée affine. En appliquant le théoreme de Lefschetz :

(") Une variété analytique complexe de dimension k admettant un plongement fermé
analytique dans un C™ posséde le type d’homotopie d’'un CW-complexe de di-
mension k.

on conclut que N'(t) est homotope & un espace de dimension cohomologique dz — dg. Alors:

H™V,, F°) = H™(V; N Z, #[dz)) =~ H™(C* x N'(t), #[dz]) =~ H™ (N'(t), Z[dz]| (1)) =0

pour tout m > —dg, autrement dit [F°|s].., € [—dz, —ds]. L]

4.2.8 Remarque. Pour X :=C?, soient X; = (y =0) et X, = {0}, puis Sp:= X\X;, S;:=
X\ X et Sy := Xj. La stratification X := {Sy, S1,S>} est de Whitney et les strates sont affines.
Le complexe de faisceaux & * := 250@50 [2] ® 1s,:Q est X-pervers puisque chaque facteur 'est d’apres

la proposition précédente. Le support |F ‘| = Sy 11 Sy n’est pas localement fermé.

4.2.9 Complexes d’intersection et faisceaux X-pervers. La proposition suivante sera utilisée
pour prouver que les complexes de DGMy(X) sont des faisceaux pervers simples.

Proposition. Soient X € StrXth(X) et Z C X un fermé réunion de strates de X. Notons Sz la
réunion des strates de X de dimension dz contenues Z. Alors, pour tout & € Loc(Sz) et pour

tout F* € Px(X), les morphismes canoniques :
MorD(X>(.@J7°, 12+ 1C%(Z; Q)[dz]) — Morp(s, ) (15;097’, !//’[dz]) »
*
Morpx) (12« IC}(Z: #)ldz), F7) — Morps, (£ [dz), 45, , 7 )

sont injectifs.

En particulier, si |F| N Z est de codimension positive dans Z,

MOI‘D(X)(eQJT.,ZZ*I:C’;:(Z; g)[dz]) =0= MOI‘D(X)(ZZ*I:C’%(Z; g)[dz], j‘) .

“ Cf. [Mi] §7 théoreme 7.2.
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Démonstration. Il suffit de vérifier I'injectivité de la premiere ligne de (x), 'autre s’en déduira
alors par dualité. Notons pour simplifier & * =15, IC3(Z; #)[dz], puis Z' := Z\Sz . Soit F une
strate fermée de Z’, donc de X, notons U := X\ F, et considérons le triangle exact :

! ) . . ).
1trstp G — G — Ry G|y o (¢)
On a

199 ") = Morpp)(F°|p, Dpip Dx G°) . (1)

MOI‘D(X>(eOJ7.,ZF*Z!F 9 .) = MOI‘D(F>(9’~

Or, d’apres 3.1.4-(b)
D (u = ZZ*Dz(I:C%(Z; g)[dz]) =17« I:C’%(Z, fgv)[dz]

b'e
et alors [1;'Dx %], C [~o0, —dr — 1]. Donc [1%9G .., € [~dr + 1,4+00] (1.11.4), et comme
d’autre part [F°|p] ., € [—00, —dF], on conclut que Morpp)(F *|p, 199 *) = 0 dans (f) et alors
la suite exacte longue des Morp(x)(Z *,_) associée au triangle (¢) s’annule en 1p.4%%*, d’ott une

injection :
Morpx)(F°, G ") —— Morpx)(F °, RS "|;) = Morpw)(F |y, G°|y)

L’itération de cette idée donné l'injection :
MOI’D(X>(e4/"., ig .) — MOI‘D(X\Z’)(CQJ".‘X\Z” ig .‘X\Z’)

dont on déduit aussitot la proposition. =

4.2.10 Théoréme de structure de la catégorie des faisceaux X-pervers.

Théoréeme [BBD]. Soit X une variété algébrique complexe. Pour toute stratification X € StraV}/g(X),
la sous-catégorie pleine #x(X) C D% (X) est abdlienne admissible, stable par extensions et par

dualité de Grothendieck-Verdier dans D*(X).

Rappelons la terminologie utilisée dans cet énoncé :
« Stable par extensions dans D(X). Ceci signifie que pour tout triangle exact de D(X):
E°— F*— G — avec €° et §° dans Px(X), le complexe F * appartient aussi & Px(X).
« Sous-catégorie abélienne admissible de D(X).(*) Ceci signifie que #%(X) est abélienne
et que une suite 0 = & = F* — §° — 0 avec foa =0, est exacte dans FPx(X) si et
seulement si, il existe v € Morp(x)(%*, €°[1]) telle que

B(g.v

r( . @ ar
¢ s (+1]

est un triangle exact de D(X). Autrement dit, les suites exactes courtes de Px(X) provien-
nent des triangles exacts de D(X) a sommets dans &% (X)) en effacant le morphisme de degré
+1.

Démonstration. Nous allons nous limiter a rappeler les étapes de la démonstration.

1) LES t-STRUCTURES. On appelle ainsi () la donnée d’une catégorie triangulée D munie de
deux sous-catégories strictement pleines(') DV et D>V, telles que, posant DS := DY[—n] et

%[BBD] §1.2.5 p. 28.
%[BBD] §1.3 p. 29.

17 Une sous-catégorie €’ d’une catégorie € est dite «strictement pleine » lorsqu’elle est pleine et que tout objet
de € isomorphe & un objet de €’ est un objet de €'.
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D>" ;= D>%—n], on ait :
a) Morp(D<?, D>1) = 0.
b) DO C DL of D D D1,

¢) Pour tout X € D il existe un triangle exact (A, X, B)
avec A € DV et B € D1

On note (DY, D>Y) la t-structure. On appelle «ceeur de la t-structure » la sous-catégorie pleine
C=D"'nD>".

Théoréme (loc.cit. 1.3.6 p. 31). Le cceur € d’une t-structure (DS, D>") est une sous-catégorie
abélienne admissible stable par extensions dans D.

2) RECOLLEMENT DE t-STRUCTURES. Soit U un ouvert de X réunion de strates de X et notons
F le fermé complémentaire. Soient (9;?(],9;?(]) et (@fe?F,ﬂi?F) des t-structures sur D% (U)
et D% .(F) respectivement. Posons:

D;?X ={F' e D(X) ’ 1w T € 950 et 1,0 F" € ®§0}

DI ={F eDX)| ;7 €D et 1pF' D}
Le couple (@;?X,Di?x) est appelé «le recollement de (@;0[],@;%) et (@;?F,Q?JF) ».
Théoréme (loc.cit. 1.4.10 p. 48). Avec les données ci-dessus, le recollement (D;?X,Di?x) est

une t-structure sur D% (X).

3) PREUVE DU THEOREME. Pour toute partie S localement fermée dans X réunion de strates de

X, on pose:
Dage?s ={ZF e D} (9| H™F |, =0, pour tout m > —dr et tout T’ € X|g}
@i?s ={F €D}y (S)| #™(IDsF)|; =0, pour tout m > —dr et tout T € X|g}

On a donc #%(S) = D§OS N fD;OS =:Cxs.
Théoréme (loc.cit. 2.1.3 p. 57). Le couple (D;?S,Di?s) est une t-structure sur D% (S).

Démonstration. Par récurrence sur le nombre de strates de X|g. Lorsque #X|g = 1, la catégorie
D% (S) est la catégorie des complexes de II;(S)-Q-modules cohomologiquement bornés et a
cohomologie de dimension finie. La sous-catégorie 9;05 (resp. @i?s) est celle des complexes 4 *
vérifiant [ °] ., C [—o0, —ds] (vesp. [ °]
t-structure de (1) est élémentaire.(")

con © [—ds,00[). La vérification des axiomes d'une

Dans le cas général #X|g > 1, on choisit une strate fermée F' d’ouvert complémentaire U.
Les couples (®§?U’®32€?U) et (@;?F,ﬂi%) sont alors des t-structures sur D% (U) et D% (F)
respectivement, par hypothése inductive. On a d’autre part les équivalences :

F eDUX) = 1 F eDU) et ' T € DIUF)

F eDUUX) = T eDU) et T € DIUF)

8 Le coeur de cette t-structure est la sous-catégorie des complexes concentrés en degré —dg. Le foncteur H %5 :
Cx,s — Modg(II(S)) est une équivalence de catégories.
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ou la premiere ligne est évidente et la seconde résulte des égalités:
(Dx F )|y = (1) Dx F )|y = (DvigF )|y, siT CU,
(DXg.)T:(Z;‘IDXg.) _(.ZDFZ'FQOJ")T, siT CF.

Il s’ensuit que le couple (D3, D3'%) est une t-structure d’apres le théoreme de (2).

En particulier, si S = X la catégorie #x(X) est une sous-catégorie abélienne admissible
stable par extensions dans D% (X) d’apres le théoreme de (1). L]

4.2.11 Simplicité des complexes de DGMx(X) dans Px(X)

Proposition. Soient X une variété algébrique complexe et X € Stralo(X).
a) Pour toute suite exacte de Px(X):0— & 5 F° Byge 0,onal|Z*|=|E|U|G"
b) Un complexe de DGMy(X) est un objet simple de Px(X).
Démonstration
a) Par admissibilité de la catégorie #x(X), il existe 7y € Morp(x)(%°, €°[1]) tel que
&, g B g 7 (1)

[+1]
est un triangle exact. Notons U 'ouvert complémentaire de | °|. Par restriction & U le triangle
(1) donne un isomorphisme 7|, : G°|,; ~ F[1]|, dans D(U) et €, 9" € P»(U) (4.2.7). Or,
Px(U) est le coeur d’une t-structure et donc v = 0 par 'axiome (a) des t-structures (cf. dem.

p. 45). Par consequent Sy =9 7| 2 |&€°|U|% |. La méme idée appliquée a
r &*| donne 'inclusion réciproque.
b) Soit F € DGMx(X). D’apres (a) les complexes d’une suite exacte de faisceaux pervers
0se g Lg o
B
sont & cohomologie & support dans Z := [ *], et la suite 0 — &*|, —% ‘ 7y 4‘ G°l, =0 (%)

est une suite exacte de #x(Z) par adm1551b1hte et d’apres 4.2.7-(d). D autre part, on a F° =
12+ LCY(Z; #)[dz] et (x) s’écrit aussi:

222 10%(2; 2)[dg) 2

z—0

Notons S la strate de dimension dx. Comme S est ouverte dans Z la restriction & S donne
une suite exacte de systemes locaux:

8 gra ds gy

— 0

et comme Z est simple, ou bien «|g =0 ou bien 3|4 = 0. La proposition 4.2.9 affirme alors
que =0 ou =0 et donc B ou « est un isomorphisme puisque Px(X) est une catégorie
abélienne. -

4.3 Faisceaux pervers

Soient X une variété algébrique complexe et X < X' € Strald( ). Il est immédiat d’apres
la définition de faisceau pervers que tout objet de #%(X) appartient & P (X). L’inclusion
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de catégories Px(X) C Px(X) est un foncteur pleinement fidéle qui “prolonge” les inclusions
JCx(X) CICx(X) et DGM(X) C DGMx(X) (cf. 3.1.4-(a) et 4.1.2).

4.3.1. Définitions. Soit X une variété algébrique complexe.

o On appelle «catégorie des faisceaux pervers sur X » la sous-catégorie pleine de D.(X) définie
par:

P (X) = lm g x) Px(X)

e On appelle «complexe de Deligne-Goresky-MacPherson de X » tout objet de
DIM(X) = lim yegn x) DGM(X) .

La proposition suivante, & rapprocher de 3.1.8, donne des caractérisations des faisceaux pervers
indépendantes des stratifications ; sa démonstration est laissée en exercice.

4.3.1 Proposition. Soit X une variété algébrique complexe. Un complexe & * € D.(X) est per-
vers si et seulement si il vérifie I'une des deux conditions équivalentes suivantes.
a) Dans tout fermé de Zariski irréductible Z C X , il existe une partie U ouverte et dense dans Z,

telle que:
H" Ty =H"IDxF"|; =0, pour tout m > —dz.

b) Pour tout m € Z, dim¢ (|# " F

) <m et dimg (\Jﬂ*mlDX.UJ'

)gm.

4.3.2 Théoréme de structure de la catégorie des faisceaux pervers

Théoréme [BBD]("). Soit X une variété algébrique complexe.

a) La catégorie & (X)) est une sous-catégorie pleine de D.(X) abélienne admissible, naethérienne,
artinienne, stable par extensions et par dualité de Grothendieck-Verdier dans Db(X ).

b) Pour tout fermé irréductible Z C X et tout systéme local irréductible % sur un ouvert non sin-
gulier dense dans Z, le complexe 1z, IC*(Z; #)[dz] est un objet irréductible dans & (X) et tout
objet irréductible de & (X)) est de cette forme. Autrement dit, Simples(# (X)) = DGM(X).

¢) Tout objet de P (X)) est extension finie successive d’objets de DGM(X).

Démonstration. Pour X 5 X' € StrZth(X ) le foncteur d’inclusion P (X) C Py (X) est un fonc-
teur exact de catégories abéliennes. En effet, par admissibilité de #x(X) (4.2.10), toute suite
exacte courte de &x(X) se complete en un triangle exact de D(X) dont les objets appartiennent
également & la sous-catégorie abélienne admissible & (X)), la suite en question est donc exacte
dans Zx(X). On conclut que & (X)) est une sous-catégorie abélienne admissible de D(X') puisque
limite d’un systéme inductif filtrant supérieurement de foncteurs pleinement fideles et exacts entre

sous-catégories pleines abéliennes admissibles de D(X).

Soient maintenant X € Str:ﬁgl(X) et F* € Px(X) et notons Y :=|F°| et §*:= F|y. On
a G e Px(Y) d’apres 4.2.7-(d). Soit U CY ouvert et dense dans Y, affine et contenu dans
la réunion des strates de dimension dy. Fixons un raffinement X|, <9 € StrXth(Y) tel que U
est une réunion des strates de 2). Alors, dans le mor-

phisme d’adjonction: % -% R}, G "

u» les complexes

©[BBD]. §4.3.1 p. 112.
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0
G et IR}, G|, sont des objets de Py (Y) (4.2.7-(e)) 4
et nous avons le diagramme ci-apres, ou S désigne la coker 3
réunion des strates de ) de dimension dy, et [ est la
composée des morphismes T

kera — G° —2 RaY,, G'|,; 2» cokera

A

ICH(Y; 47| g)ldv]

5~ Rl ICH (Y3 97)5)l

S)‘U (—:> Blg*g.

1CH(Y; %"
Ry, ICH(Y; 4"

U

&

(1) d’adjonction et (2) induit par I’isomorphisme cano-
nique IC%(Y; G |g)|ly = 9°|y qui résulte du fait que
U est non singulier (¢f. 3.1.4-(a), 3.1.5).

S —

Le morphisme  est un monomorphisme dans la catégorie abélienne #(Y"). En effet, par ad-
missibilité, il suffit de prouver que son céone C(3)*
sur C()* est immédiate et celle de cosupport résulte des conditions d’annulation cohomologique

est pervers (1.3.12). La condition de support

renforcées des complexes d’intersection.

On conclut que ker ar, coker v et coker 3 sont des faisceaux pervers de #y(Y) a support dans le
fermé de codimension positive Y’ := Y'\U puisque les restrictions de o et S & U sont des isomor-
phismes. Ces remarques démontrent, en raisonnant par récurrence sur la dimension des supports
des faisceaux pervers, que tout faisceau pervers de X admet une suite de décomposition finie a
quotients dans DGM(X ), en particulier un faisceau pervers simple appartient & DGM(X). Le
reste des énoncés de ce théoreme résulte alors aisément. [

4.3.3 Remarque importante. Dans la démonstration précédente, notons Sy la réunion des
strates de X|y, dimension dy. On a les inclusions S C U C Sy d’ouverts non singuliers de Y, d’ott
un isomorphisme canonique IC%(Y; G°|g) = IO%(Y; G °s,) (cf 3.1.4-(a), 3.1.5). En particulier,
lorsque %° est un faisceau pervers simple de #%(Y’), le morphisme « est injectif, la composée
go 3 est nulle d’apres 4.2.9 et donc 3 se releve en un morphisme ' : ICY(Y; 9 °|g,) — 9° qui
est nécessairement un isomorphisme. Par conséquent, % * est bien dans DGM(Y"), pour la méme
stratification X|y, ! A partir de la, il est aisé de prouver par induction sur la longueur des fais-
ceaux pervers que les constituants irréductibles de §° € Px(Y) sont tous dans DGMx(X). Les
analogues des assertions (b) et (c¢) de 4.3.2 sont donc également vrais dans le cadre du théoréme
4.2.10 relatif & une stratification fixe.

4.4 Image directe des faisceaux pervers par un morphisme propre

4.4.1 Morphismes stratifiés.(”) Soit (Y,9)) et (X, X) deux pseudovariétés (1.7.1). Une appli-

cation continue f:Y — X est dite «stratifiée relativement a (), X) » lorsque les deux conditions

suivantes sont satisfaites:

a) Pour chaque strate Sx € X, I'ensemble f~!(Sx) est une réunion de strates de 2).

b) Pour chaque Sx € X et tout © € Sx, il existe un voisinage N, de = dans Sx, une pseudovariété
(F,3) et un homéomorphisme h: F x N, = f~!N,, tels que:

i) foh:F x N, — N, est la projection canonique sur la deuxiéme coordonnée ;

% [GoMc,] §1.2, [BoAl] Borel §V.10.B p. 163.
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ii) pour chaque strate Sp € §, il existe Sy € Q) telle que h(Sr x N,) = f~4(N,) N Sy.

La proposition suivante est conséquence du “premier lemme d’isotopie de Thom”.(™)

4.4.2 Proposition. Etant donnés deux variétés algébriques complexes X et Y, des stratifica-
tions X € Strae(X), 9 € Stray(Y), et un morphisme algébrique et propre f:Y — X, il existe

des stratifications )’ € Strml(Y) et X' € Strg;éh(X) telles que:

{1)%4%’,@4@/;
2

) [ est stratifiée relativement a (), X).

La conséquence la plus importante de cette proposition dans notre contexte, démontrée dans
[BoAl] (Borel §V.10.17 p. 168), est la suivante.

4.4.3 Théoréme. Soit f:Y — X un morphisme algébrique et propre entre deux variétés algé-
briques complexes. Soient ) € Strggh(Y) et X € Str:ﬁg‘(X ) telles que f est stratifiée relativement
a(9,%). Alors

J'D%(X) S Dy (Y),  ['Dio(X)C Dy (Y)

Rf.Dy (Y) C D3 (X), RfiDy . (Y)C D} (X)
et (donc) de méme en remplagant D% . et D% . par D..
4.4.4 Morphismes (semi-)petits.(*) Soit 7 : Y™ — X une application continue entre deux

variétés algébriques complexes. Soit X € Str,,(X) telle pour chaque s € S € X, la dimension de la
fibre 7~ 's ne dépende pas de s € S, on note alors d,(S) := dim(7~!s) pour un s € S quelconque.

Définition. Avec les données ci-dessus, on dit que 'application 7 est «semi-petite» lorsque pour
toute S € X on a:

2d,(S) < dim X — dim S (0)

On dit que 7 est «petite» lorsqu’elle est semi-petite et que 1’égalité (¢) se produit uniquement
lorsque dim X = dim S.

4.4.5 Reprenons les données de 4.4.4. Lorsque 'application f:Y — X est un morphisme algé-
brique et propre, il existe des stratifications ) € Strz};{h(Y) et X' € Strg}gl(X ) telles que X < ¥
et telles que f est stratifiée relativement & (), X’) (4.4.2). La condition (¢) ci-dessus est alors a
fortiori vérifiée par les strates S8’ € X’. Or, f est une fibration localement triviale au-dessus de
S’ € X' et si f est semi-petite, ¢’est un revétement fini sur chaque strate de X’ de dimension dx ;
en particulier, lorsque f est en plus surjective on a dimY = dim X . La proposition suivante est

conséquence facile de ces remarques.

' Le lemme d’isotopie apparait pour la premieére fois dans [Th]; il est repris dans beaucoup d’autres articles
généralement cités, p.ex. [Ma,Hd,GWPL]. Le livre de Dimca donne un apergu rapide du lemme d’isotopie
et une esquisse de démonstration pour la proposition 4.4.2 ([Di] §1.3 p. 14-16, prop. 3.6) sous une forme
a peine plus faible; sa démonstration prouve que pour toute stratification ) € Stru,(Y') il existe un raf-
finement Y <’ € StrZY;‘(Y) et une stratification X’ € Strg;(X ) tels que f est stratifiée relativement &
(9, X’). Dans 4.4.2 on se donne une stratification supplémentaire X € Str,g(X), mais il est clair que pour
toute stratification X" € StrXYé‘(X), raffinement commun de X et X', f est a fortiori stratifiée relativement
a (9,x").

%2 [GoMcz] §6.2, [BoMc2] §1.1 p. 30.
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4.4.6 Proposition. Un morphisme algébrique surjectif et propre entre deux variétés algébriques

complexes f:Y — X est semi-petit si et seulement si I'une des deux conditions équivalentes sui-

vantes est vérifiée :

a) dim {z € X | dim f!(z) > i} < dim X — 2i, pour tout i € N.

b) II existe une filtration par des fermés algébriques X := Fy D Fy D --- D F, = & telle que pour
tout i =0,...,r et tout x € F;\F;;1 on a 2dim f~!(z) < dim X — dim F;.

Voici maintenant un complément au théoreme 4.4.3.

4.4.7 Proposition. Soit 7 : X > X un morphisme algébrique surjectif et propre entre deux va-

riétés algébriques complexes ot X est non singuliére. Alors,

a) si m est semi-petit: Rm.Qg[dx] € #(X),

b) si m est petit: Rm,Q4 = IC*(X;m.Qx|;), pour tout ouvert non singulier U C X tel que

7 est un revétement au-dessus de U .

Démonstration. Il suffit de vérifier les conditions de support pour Rm.Q ¢[dx] dans la mesure
ot Dx IR, = Rm. D% puisque 7 est propre, et que D¢ (Qxldx]) = Q¢[dx] (1.11.6).

Soient X € Str;}g‘()z ) et X € Strue(X) telles que 7 est stratifiée relativement & (X, %) et telles

que l'inégalité (o) de la définition de 4.4.4 soit vérifiée pour les strates de X. Comme 7 est propre,
on a (Rm@i)s = ﬂ%ﬁf(ﬂ_ls;g7r lS) (prop. 1.5.3-(c)), pour s € S € X, et donc

[(R7.Qx)sldx]leon € [=dx, —dx +2dim7's] C [~dx, —ds] (%)
puisque dimg 7~ 's < (dim X — dim S). On a donc Rm.Qy[dx] € P%(X), d’ou I'assertion (a).
Lorsque 7 est petite I'inclusion () devient
[[(BF*Q)N()S[dX]]]coh g [[_dX? _ds - 1]]

pour toute strate S € X de codimension positive. D’autre part, si S € X est de dimension dx,
le morphisme 7 est un revétement fini au-dessus de S et m, : Faisc(n~1(S)) ~ Faisc(S) est un
foncteur exact. Dans ce cas Rm.Q¢|g = mQx|g € Loc(S) et alors

Rm.Qy = L1C%(X;mQy]s,)

ol Sy est la réunion des strates de dimension dx dans X. L’assertion (b) en découle (3.1.5). (]

4.4.8 La proposition précédente est également vraie si I’on remplace Q¢ par un systeme local &£
défini sur 'espace X tout entier.

4.4.9 Exercice
Proposition. Soit 7 : Y — X un morphisme algébrique surjectif, propre et fini entre deux variétés
algébriques complexes. Alors Rm.#(Y) C #(X) et Rr,IC(Y) C IC(X).

4.4.10 Théoréme de décomposition. Le théoreme suivant, connu sous le nom de «théoréme de

décomposition » reprend l'assertion (a) de 4.4.7 dans la situation plus générale ol le morphisme 7
est supposé uniquement propre. Il s’agit probablement du théoreme le plus profond de la théorie
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des faisceaux pervers a 'heure actuelle. Il est démontré dans [BBD] (§6.2.5 p. 163) par des tech-
niques de cohomologie étale qui dépassent largement le cadre de ces notes () ; nous nous limitons
a ’énoncer.

4.4.11 Théoréme [BBD]. Soit f: Y — X un morphisme algébrique propre entre deux variétés
algébriques complexes. Pour tout faisceau pervers simple vy, IC*(Y; Z)[dy] € #(Y) il existe une
famille finie {17, IC*(Z;; %;)}i=1,...r de faisceaux pervers simples de & (X)) et des nombres entiers
¢1y...,¢r € Z tels que l'on a dans D.(X) :

R fay. ICYY; Z)|dy] ~ @i, 12, 1C*(Zi; ) ci] (%)

4.4.12 Remarque. Ce théoreme renforce la proposition 4.4.7, en effet, comme R, Q[dx] est
pervers, chaque facteur 1z,, IC*(Z;; #;)[c;] dans (%) est nécéssairement pervers et ¢; = dgz,. Le
faisceau pervers IRm,.Q[dx] est donc une somme directe d’objets de DGM(X). En dehors de
ce cas, le théoréme ne prévoit aucune valeur a priori pour les décalages [¢;], en particulier 'image
directe d’un faisceau pervers simple peut ne pas étre un faisceau pervers.

§5. Correspondance de Springer

Dans cette derniere section nous introduisons les représentations du groupe de Weyl d’un groupe
algébrique semisimple complexe connexe sur les variétés de Steinberg a l’aide du foncteur prolon-
gement intermédiaire d’aprés une idée de Lusztig ([Lu] §3 p. 176). Nous explicitons également la
démarche suivie par Borho-MacPherson dans [BoMc;] pour démontrer, par les techniques de la
théorie des faisceaux pervers, le théoréme de Springer () connu sous le nom de «correspondance
de Springer ».

5.1 Notations et données

e G : groupe algébrique sur C, semisimple et connexe;

e B : un sous-groupe de Borel de G, de tore maximal H et radical unipotent U.
g,0b,h,n: algebres de Lie de G, B, H,U ;

e W = Ng(H)/H : le groupe de Weyl correspondant aux choix précédents.

o W, : caracteres irréductibles de W sur un corps k

* greg : OUvert des éléments semisimples réguliers de g.

o GG opere a gauche sur g par la représentation adjointe, et de méme pour B sur b et n;

e B := G/B : variété des sous-groupes de Borel de G ;

e g:=Gxph, N =G xpgn: quotients de G x b et de G x n par l'action de B a droite:
g,X)-b:=(gb,Adb !(x)). Ces espaces sont munis de ’action naturelle de G & gauche, i.e.

" (g9,7) = (g'g,x).

ep1:g— RB, p: N — FB: projections canoniques pi(g,z) =g - B.
o Zg(X) : le centralisateur dans G de X € g, i.e. {g € G| Adg(X) = X}.

—~

Q

% Saito démontre le théoréme de décomposition dans [Sa] & I’aide de la notion de modules de Hodge polari-
sables dans le cas d’un morphisme propre entre variétés analytiques complexes irréductibles en supposant que
I’espace de départ est 'image d’une variété de Kéahler par un morphisme propre et surjectif.

% [Spry] §6 th. 6.10 p. 198 et [Spra] §1 th. 1.13 p. 283 et §3.11 p. 290.

—52 —



85 FAISCEAUX PERVERS — CORRESPONDANCE DE SPRINGER §5.2

e Z2(X) : la composante connexe de I’élément neutre de Zg(X).

o Zy(X) : le centralisateur dans g de X € g, i.e. {Y € g|[X,Y]=0}.

o A : cone des éléments nilpotents de g muni de Paction de G & gauche: g- X := Adg(X);
c’est un fermé de Zariski irréductible de g de dimension dim g — rangg.

Irr(X) : 'ensemble des composantes irréductibles d’une variété algébrique X.

o irr(X) : cardinal de Irr(X).

5.2 Stratifications de ./ et de g

5.2.1 Stratification de 4. La décomposition de .4 est G-orbites est une partition finie en
parties localement fermées pour la topologie de Zariski de 4. On notera M := {O¢}¢ 'ensemble
des G-orbites de .4, chaque orbite étant indexée par un de ses éléments arbitrairement choisi.
L’orbite @ est évidemment non singuliere de dimension dim G — dim Zg(&) et adhérence O¢
est un fermé de Zariski irréductible de A (G est connexe!) et c’est une réunion d’orbites, on a
donc 91 € Strae(4). Nous donnons une explication heuristique du fait que 91 € Strg}gl(g/t’). Soit
N e Str;\l;h(./l/ ) un raffinement de M. Pour toute orbite € il existe une strate S € 9N telle que
S C O, dg = dim O et telle que les conditions de Whitney pour le couple (€, 4) sont vérifiées
en chaque point de S. Comme G opere algébriquement sur .4, le domaine de validité des ces

conditions est G-stable et contient donc G - § = O¢.

5.2.2 Stratification de g. (¥)Dans ce cas, la décomposition de g en G-orbites ne convient pas
puisque il y a une infinité d’orbites. Pour chaque x € g on sait que dim Zy(z) > rang g. Nous notons
alors K,, := {x € g | dim Zy(x) > rang g + m} pour m € N. Les éléments de K, sont les x € g tels
que 'opérateur linéaire ad = est de rang majoré par dim g — rang g — m. On obtient ainsi une suite
décroissante de fermés de Zariski :

g= KO ) Kl 22 Kdimg—rangg = {O} .

Notons de méme L, := {z € g | dim(ker(ad #)™9) > rang g + m}. On a K,, C L,, et L,, est un
fermé de Zariski vérifiant codimy L,, > m (penser aux coefficients du polynéme caractéristique de
adx). On a donc la filtration fermée :

g= LyoL; D2 Ldimg—rangg =4,

z € Lypy\Lp1 = (dim Zy(x) —rang g < dim g — dim Lm) ,
Q)

et inégalité (x) est une égalité si et seulement si
dim (kerad(z)) = dim (ker ad(z)"™9), (0)

auquel cas Zy(x) = Zy(x;), ou x désigne la partie semisimple de x. En effet, on a Zy(x) C Z(xs)
et kerad xy C ker(ad 2)3™8 puisque ad x4 est facteur & droite de (ad )™ 9, on conclut alors grace
a Dégalité ker(ad z)1™9 = ker(adz) d’apreés (o). Il s’ensuit que Z(z) est une sous-algebre de Lie
de g réductive de dimension rang g + m et contient, par conséquent, des éléments nilpotents non

% Je remercie Olaf M. Schniirer de m’avoir indiqué la présence de quelques erreurs dans une version précédente
de ces paragraphes. Il a également attiré mon attention sur le premiers paragraphes de §1.1 de [Sh] qui donnent
une autre justification de ces stratifications.
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centraux lorsque m > 0. Dans ce cas, soit 1 un tel élément nilpotent. On a alors z 4+ en € L,
pour tout € € R et

Zy(x +en) G Zy(x), VYe#0.
En effet, Zy(z + en) C Zy((x + €n)s) = Zy(xs) = Zy(x) et U'inclusion est stricte puisque 7 n’est pas
central dans Zy(z).

Ces remarques montrent que pour toute strate S de toute stratification algébrique de g\g,e,
subordonnée aux filtration K, et L,, on aura

reS= (dimZg(x)—rangg<dimg—dim5).

Enoncons ceci sous forme de proposition pour future référence.

5.2.3 Proposition. II existe une stratification & € Stra,(g) dont la strate ouverte est gyeq €t telle
que pour toute strate S € & de codimension positive et tout x € S on ait :

dim Zy(z) —rangg < dimg — dim S'.

5.3 Résolution de Springer du céne nilpotent

Soit 2 : G xpn — G xp b le morphisme de fibrés au-dessus de G/B associé a l'inclusion de
B-modules n C b. Soit ¢ : G xp b — g le morphisme ¢(g, X) := Ad g(X) ; la composée 7 := ¢ o1
est donc a valeurs dans 4/ et nous avons un diagramme cartésien de morphismes G-équivariants :

J?::GXBW%GXB[’:’@

fermé

ﬂ[ a J¢ (2)

N g

fermé

5.3.1 Notation et terminologie. Pour chaque x € g, on note &, := ¢~ 'x. Cette variété algé-
brique est connue dans la littérature sous les noms de «wvariété de Springer » (généralement lorsque
x € N), «variété de Steinberg» et «variété des points fizes de x dans 9B ».

5.3.2 Proposition. Les données étant comme ci-dessus,

a est propre surjective et désingularise A .

)T

b) ¢ est propre surjective et c’est un revétement galoisien () de groupe W au-dessus de gyeg.

¢) Pour tout z € g, la variété &, est équidimensionnelle et dim &, = %(dim Zy(x) — rang g).
)

d) Le morphisme w c N = N est semi-petit et :

Rr.Q ;ldy] € #(N)

% Rappel: un revétement p: E — B est dit «galoisien» lorsque E est connexe et que le groupe Aut(p) des
automorphismes du revétement agit transitivement sur les fibres de p. On démontre que lorsque un groupe
discret W opeére de manieére proprement discontinue et sans point fixe sur une variété topologique connexe
E, la projection canonique p : E — E/W est un revétement galoisien et Aut(p) = W.
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e) Le morphisme ¢ : g — g est petit et :

o) € 9€(0)

Démonstration

a) Résultat bien connu et documenté (cf. [Sly] p.43). Le morphisme 7 est «la résolution de singu-
larités de Springer de N ». C'est également une conséquence du fait que 7 est semi-petit (d) et
que 7 est bijective au-dessus de la G-orbite dense de A .

b) (D’aprés [Sprg] p. 18). Soit ¢ : G x h — G xp b I'application ¥(g, h) = (g, h). Notons Breg l'en-
semble des éléments de h dont le stabilisateur dans W est trivial. Pour = € g, donné, fixons
un élément gy € G tel que Ad go(x) € hrey. L'ensemble des éléments g € G vérifiant g-z € b
est alors Ng(h)go puisque z est semisimple régulier. En particulier, la fibre ¢~!(z) est con-
tenue dans 'image de v et 1o~ (z) = {(g,'n"!, ngox) | n €

Ng(h)}. L’hypothese de régularité intervient une fois de plus G/H X by % Oreg
pour montrer que ¢ induit un isomorphisme ¥ : G/H x Dreg =

O1eg- En faisant opérer le groupe de Weyl & droite sur G/H et mod Wl ¢§"ng
diagonalement sur G/H X Breg ON obtient le diagramme com- G/H xw Breg ———=—" Oreg

mutatif ci-apres.
c) Ce résultat est du & Spaltenstein ([Spa;,Spag]) (on ne le redémontre pas), mais non pas pour %
mais plutét pour sa projection p;(#,) dans #. Or, on vérifie aisément que p;| 2, est injective
et donc B, ~ 1 AB,. /
d) 7 est semi-petit puisque: 2dim 77!'¢ = dim G — dim @¢ — rang g = dim A4 — dim @, d’apres
l'assertion (c). On conclut par 4.4.7-(a).

e) En appliquant (c) et en considérant la stratification & de g de la proposition 5.2.3-(b), on obtient
aussitot la majoration 2dim ¢ 'z < dim g — dim S, pour toute strate de codimension positive
S e ® et tout x € S. Les fibres au-dessus de g sont de dimension nulle d’apreés (c) et la
condition (¢) de 4.4.4 est alors vérifiée par &. Ceci prouve que ¢ est petite. On conclut par
4.4.7-(b). n

5.4 Décomposition de R, Q ; (")
5.4.1 Quelques égalités de dimensions. On a
dim A = dim G —rangg,
dim 0¢ = dim G — dim Zg(¢) ,
2dim PB¢ = dim Zg(§) — rang g = codim 4 O¢ .

5.4.2 Théoréme ([BoMc]). On note j¢ : O¢ — A I'inclusion.
a) Le complexe IRm.Q ; se décompose dans D(A') en une somme directe :

Rr.Q ; = g g, Je- LC*(O ¢ ¢¢)[~2 dim HBe @ Ve, 6,

ou la sommation est indexée par tous les couples (§, ¢¢) ol & parcourt les points de base des
orbites nilpotentes, et pour chaque £ donné ¢¢ est une représentation irréductible intervenant

" [BoMec; | théoréme 2-(c) et théoréme 3-(a). Voir aussi [BoMcs] §1-2.
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dans la représentation par monodromie de I1,(0¢) sur H>Y™ #¢(5:; Q) avec multiplicité égale
a la dimension de I'espace vectoriel Vg 4, .

b) Pour chaque &, les représentations irréductibles intervenant dans la représentation naturelle de

c)

Znac(€))28,6(€) sur H23m#¢(5:Q), de méme que leur multiplicité, correspondent bijective-
ment & celles de la représentation par monodromie de II,(0¢). La correspondance est donnée
par ¢ — ¢ oa ol a est ’homomorphisme de groupes d’homotopie « : II1(O¢) — y(Za(€)) =
Zg(€))Z%(€) associé a la fibration Zyqg(€) - AdG E»ﬁg, ou fB(g) =g-¢€.

dimg (Endpir)(RmQ ) = [W]

Démonstration

a) Par le théoreme de décomposition (4.4.11) il existe une famille finie {Z;} de fermés irréductibles

de A et pour chaque 7 un systéme local irréductible #; défini sur un ouvert non singulier de
Z; tels que:

RW*QHV [dﬂ] = @z lz, I:(J.(Ziv ‘gi)[dzl} (i)
ou les décalages correspondent exactement aux dimensions des fermés en question puisque le
complexe Rm,Q ,[ds] est un faisceau pervers d’apres 5.3.2-(d).

Ceci étant, pour chaque g € G notons pg : .4 — A, I'application pgn := g-n induite par
I'action de G. Le foncteur pig, : Faisc(A) ~» Faisc(A4') est un automorphisme de catégories abé-
liennes et

Pgerz, LCN(Zi, L) = 1.2, 1C*(g - Zi, pigs ¥)

d’autre part ug*ﬂ%m@”; = ]Rm/ig*gj puisque 7 est G-équivariante et l‘g*@, =Q, , bien évi-

i =
demment. On a donc, pour chaque g € G un isomorphisme de faisceaux pervers semisimples:

@i 1z; I:C“(Zi’ Zl)[dzl] = @1 19-2; I:C“(g - Z;, Hgx gz)[dzj (*)

Par conséquent, pour chaque g € G et chaque i il existe j tel que g - Z; = Z; ; autrement dit,
le groupe G opére sur I'ensemble fini des fermés de la famille {Z;};. Comme G est connexe
cette action est triviale et chaque Z; est un fermé irréductible G-stable de .4, i.e. 'adhérence
d’une orbite nilpotente @;. En reportant cette information sur (*) on voit que pour chaque %;
il existe &£, tel que Z; = Z; et &; = g £ sur I'ouvert commun de définition ; en particulier,
chaque systeme local %; est défini sur l'orbite dense €; toute entiere et équivaut a la donnée
d’une représentation ¢; de II;(&;) irréductible sur Q (1.11.9). La décomposition (f) se réécrit
alors sous la forme:

Rr.Q ,[dy] = g g, 16+ LC° (O, de)|dim O¢] @q Ve, ,

ou Vg g, est un espace vectoriel sur Q dont la dimension rend compte de la multiplicité de
16« LC* (O ¢, ¢¢)[dim O] dans Rm,Q ,[d¢]. Nous allons identifier maintenant les représentations
¢¢. Pour toute orbite nilpotente ¢, on a:

(1) (96 LC*(O ¢, pe)[dim Ol) |, =0, lorsque 0 € O
(ii) A 1M (9, IC*(O ¢, d¢)[dim C¢])|, =0, lorsque O C O¢;

(i) pour une simple raison de supports et (ii) d’apres la propriété des images directes des com-
plexes d’intersection (4.1.1). On en déduit ’égalité suivante pour chaque orbite € :

(R— dim 057.[.*@!4' [d/i]) ‘ﬂg = ®¢§ ¢§ @0 ‘/57455 .
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Le terme de gauche est un systeéme local sur €¢ et comme 7 est propre, sa fibre en £ est donnée
par la cohomologie de #¢ (1.5.3-(c)) ; nous avons donc :

(]R_ dim O¢ ﬂ_*@{/‘( [d,/l] ) . = Hd,,,l,—dim O¢ (%5; Q) H2 dim ﬁg ( e Q)

et 'assertion (a) est prouvée.

b,c) Par semisimplicité dans & () et compte tenu de précisions apportées par (a), on a

Endpi (Rm.Q , [dr]) 5 D¢ Endps (®¢> 16 10" (O, $¢)ldim O] ®q Ve o)
7@§End D(@e) (@4,510 (O¢.de) R Ve,pe)
T Dc Endon 0o (D, b @0 Vese)

= D, EndQ(HQdml B (B Q))Hl((/g
par les égalités:
‘=" décomposition par rapport aux supports irréductibles;
puisque Jg, : Faisc(0¢) ~ Faisc(A) est pleinement fidele;
" par les équivalences des catégories (3.1.4-(a)):
Modg(I1;(@¢)) = Loc(O¢) = ICx(O¢) ;

=’ évident (1.11.2).

T
?
5

Soit HBe = BeaU---UPBe, la décomposition de Pe en composantes irréductibles. Pour
chaque ¢ =1,...,7, soit U; la partie (ouverte) non singuliere de e ,\(U;xPBe ;). Les ou-
verts U; sont les composantes connexes de %g = U;U; et comme le fermé e%’g\e%’g est algé-
brique et de codimension positive dans &, il est de dimension cohomologique majorée par
2dim % — 2. Le morphisme naturel H, "™ Lﬂg(eﬁ’g; Q) — H*mPe(5::Q) est donc bijectif et
H? dim - ﬂg(efo’g,(@) =H 0(%’2, Q) = Q" (#) par dualité de Poincaré. Ces équivalences munissent
Q™(#) d'une structure de I1,(0¢)-module que nous explicitons.

La suite longue de groupes d’homotopie associée & la fibration Zyqg(§)— AdG LN O¢ , avec
B(g) = g - &, donne la suite exacte

I(G) 5 111 (G) 25 1y(Zaac(€)) = Zaac(€)/Z8c(€) .-

En composant 'action de I, (&) sur H*(%B¢, Q) avec 'homomorphisme + on obtient une action
de T (G) sur H*(%B¢, Q) qui est triviale puisqu’elle provient de 'action de G sur N (7 est G-
équivariante) qui fait décrire & % le chemin g- ¢ ol g parcourt un lacet de G basé en 1g.
La conclusion de ces derniers paragraphes est que les représentations irréductibles et leur
multiplicité qui interviennent dans la formule de décomposition sont celles le ’action naturelle
du groupe Zaag(€)/Z34¢(€) sur Q7.
Notons {e, ,}i=1,..., la base canonique de QU(#e) de base duale {ePei}iy . Un élément

AE EHdQ (Qhr(;%)g)) se decompose alors en \ = Z EU €% ; %Y e?¢.i avec 4; j € Q, et nous avons
g-A= Z” lijegs., @ev #e.i pour tout g € ZAdg(f). Par conséquent :

dimg Endg (H29 %5 Q)™ %) = dim g Endg (QU#)) #4(©

= #(Ier(Be) x Irr(Be) [ Znac(€))
ce qui reporté dans ‘f’ donne:

dimg Endps) (BmQ ,[di]) = ZE #(Irr(Be) x Irr(Be) [ Zaac(€)) -
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Considérons le diagramme d’applications G-équivariantes :

SL(GxBn)x(GxBn)M»Q%’X,%’

QJ/ I:l Wlﬂ"
N B XN

ot A(n) = (n,n) et ¢ :== A~ (7 x 7). Pour chaque £ € .4, 0ona ¢ ' = % x PBe de composantes
irréductibles les produits &g ; x H¢ ;. On note alors

S(€.1,5) = G(Bei x Bej) €S

ou 'on remarque que S(§,4,j) = S(&,7,5') si et seulement si le couple (He i, Be ;) est dans la
méme Zaqg(§)-orbite que (PBe i, Be 7). A ce propos Steinberg démontre ([St] §3.1 et §3.3 p.
213) que S(&,4,7) est une composante irréductible de S, que les composantes irréductibles de
S sont de cette forme et, enfin, que irr(S) = |[W/|. Par conséquent, 1’égalité ‘=’ donne:

dim@ EndD(J') (R?T*Qﬂ. [d/p]) = iI“I‘(S) = ‘W| ,

ce qui termine la démonstration du théoreme. [

5.5 Représentations du groupe de Weyl d’aprés Lusztig(™)

Reprenons le diagramme % de 5.3 en le complétant a droite par les plongements ouverts:

~ 1z 7

N A J ~

C fermée D ouverte greg

wl 0 j ¢ O l B (2)

N Ty g J g rog

C fermée D ouverte

Comme ¢y, est un revétement galoisien de groupe W (5.3.2(b)), on a une représentation P de
W dans le systeme local ¢.Q; et, suite & I'équivalence de catégories 3.1.4 et & 5.3.2-(e), une

représentation p : W — Endpg (]R(b*gﬁ) en composant Py avec les isomorphismes :

W "= Endg(6.Q; ) = Endp(g)(1C° (5:6.Q4l,,.)) = Endp(g) (16.Qy)

| p I

5.5.1 Pour toute partie S C g, notons S = ¢S et g : S —» § la restriction de ¢ a S. Lorsque
S est localement fermé, on a 'isomorphisme de changement de base (1.5.3-(f)) :

s 0 . <> Ros. o5’

® Cf. [Lu] §3 p. 176.
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et donc des homomorphismes d’anneaux :

Endp ) (IR$.Q;) — Endp(s) (15 Re.Q;)

B
Endp(s) (Res.Qg) (Z)
: S 1,z Endg(HI(S;Q))
m - meZ c )
HEd@ (1705.Q5) — 4 L 11, ez Endg(H™(S;Q))

5.5.2 Représentations du groupe de Weyl. Pour toute partie localement fermée S C g, on

note: 7(8) : QW] = Endp(s) (Ros.Qs)
L™(S) : QW] — Endo(H™(5;0))
L7 (S) : QW] — Endg(H"(S;Q))

les homomorphismes qui résultent de composer p: W — Endp g (IR@QE) avec la suite d’homo-

morphisme correspondants dans le diagramme (%) ci-dessus.

5.5.3 Représentations du groupe de Weyl dans la cohomologie des variétés de Stein-
berg. Un cas particulier des constructions précédentes est celui ot S = ¢ pour { € 4. Dans
ce cas ¢g, est une fibration localement triviale G' équivariante de fibre ¢ et le faisceau dérivé
R"¢¢, .Q 7, estun systeme local de fibre H™ (%, Q). Le terme Endg, (R’”qﬁs LQ s) du diagramme
(&) est donc isomorphe a EndQﬁnl(/jg)(Hm(e%E; Q)) ce qui permet de préciser I'image de I’homo-
morphisme L™(0¢) ; on a:

L™(O¢) : QW] — Endg (g, (H™ (B; Q))

Par conséquent, la représentation du groupe de Weyl sur chaque H™(%¢; Q) commute a
la représentation par monodromie de II; ().

5.5.4 Proposition. La représentation L*({0}) : QW] — Endg(H*(%y; Q)) est isomorphe a la
représentation réguliére de W . En particulier, % (') est injective.

Démonstration. Munissons g d’une métrique euclidienne ; soit B(0, ) la boule ouverte de rayon
€ >0 centrée en 0 et notons grege := B(0,€) N greg- La représentation L*(gres ) est isomorphe
a la représentation L*(greg) pUiSqUE Greg.e €St un retract de g et L*(greg,c) se factorise & travers
L*(B(0,¢)). Considérons le diagramme :

H'(#0;Q) g H'(B(0,):Q) <57 H' (w1 Q) <y H' (Bt @)

= | (W)
= |7 H*(G/H % breg; Q)
¢ w)
H*(G/B;Q) i H*(G/B;Q)

[——

Tous les morphismes proviennent des inclusions d’ensembles a ’exception de 1’équivalence ‘=3
qui résulte de 5.3.2-(b), de p* qui correspond & Iapplication p: B(0,¢) - G/B restriction de la
projection p; : g = Gxgb — G/B et de ¢* qui correspond & ¢ : G/H xb,e, — G/B, définie par
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q(z,h) = Z. Nous indiquons par ‘(W')’ les applications compatibles aux actions du groupe de Weyl
données par les représentations # et par ‘(W] celles compatibles & 'action de W & droite sur
G/B. Enfin, =; et =4 sont bijectives puisque %, est retract de B(0,¢).

Cela étant, le morphisme ¢* (et donc 7*) est injectif. En effet, Papplication ¢ se factorise a
travers les projections m; : G/H s - G/H et my: G/H — G/B. Le morphisme 7} est injectif
d’apres la formule de Kiinneth (par exemple) et 75 est bijectif car m est de fibre B/H acyclique.

Par conséquent, le morphisme p* du diagramme est compatible aux actions de W et la structure
de W-module de H*(Ay; Q) est celle qui provient de I’action & droite de W sur G/B. 1l est bien
connu que cette représentation est isomorphe & la représentation réguliere de W (™) ; en particulier,
I'homomorphisme L*({0}) : QW] — Endg(H*(#y; Q)) est injectif.

L’injectivité de Z (') résulte de ce que L*({0}) se factorise & travers Z (A). L]

5.5.5 Corollaire. L’homomorphisme % () : QW] — Endp(i)(IRm.Q ;) est bijectif.

Démonstration. Z () est une injection (5.5.4) entre deux espaces vectoriels de méme dimension
(5.4.2-(c)). "

5.6 Correspondance de Springer d’aprés Borho-MacPherson

D’apres 'égalité ‘§’ de démonstration du théoreme 5.4.2, et compte tenu du corollaire précédent,
on a les isomorphismes d’anneaux :

LN
QW] —— Endpi) (RmQ ;) 5 D¢ Endg,m,oq) ( Dy, 9 @0 Vese)

I
D4 Endo,m,(0e) (¢¢) ®g Endo(Ve,4,)
IE

@5@ EndQ(Vg,%)

ou I’égalité marquée d'un astérisque résulte de ce que les représentations ¢¢ sont des représen-
tations irréductibles sur Q du groupe Zaqg(€)/Zaac(€)? (5.4.2-(b)) et sont donc absolument
irréductibles(™). Par conséquent chaque espace vectoriel Ve 4. apparait muni d’une représentations
du groupe de Weyl que l'on note P 4.

5.6.1 Définition. L’application

O est une orbite nilpotente de g et ¢¢ est une re-

présentation irréductible de IT; (@) dont la mul- p Modg(W)

(ga ¢§)

tiplicité dans la représentation par monodromie
de T, (0¢) dans H?9™ (%) (5, Q) est non nulle

définie par (£, ¢¢) = P(¢ g,) est appelée «la correspondance de Springer ».

% Cf. la theése de Borel [Boq| lemme 27.1 p. 193.

© Cf. [Sprg] p. 589-21, ou Springer écrit: “Si G est adjoint et £ € N le groupe Zg(£)/ZE(€) a la propriété que
toutes ses représentations irréductibles sont définies sur Q. C’est démontré par une analyse cas par cas dans
[BoAlg] (E 4) et dans [Al] pour les types exceptionnels.”
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5.6.2 La formule (c) de 5.4.2 s’écrit maintenant :

. 2
W=D ¢y dim (Pe.00) (o)

et comme Z(A) est injective, chaque représentation de W irréductible sur Q intervient avec
multiplicité non nulle dans au moins une représentation P 4,)-

Cela étant, tout ce que nous avons fait en travaillant sur la catégorie de faisceaux de Q-espaces
vectoriels, se transpose sans autre changement que [’extension de scalaires au contexte des fais-
ceaux des C-espaces vectoriels. En particulier la formule (o) reste essentiellement inchangée et nous

avons maintenant

. . 2
erﬁ,c dlm(X)2 =|W|= Z(£7¢5) dim (P(g,q;g) ®q (C) (00)

ou, encore une fois, chaque x € ﬁ\/@ intervient avec multiplicité non nulle dans au moins une re-
présentations p¢ 4 @C.

L’égalité de gauche dans (¢o) est bien connue et correspond & la décomposition de C[W] en
composantes isotypiques sous I'action de la représentation réguliere de W. On comprend alors
aisément que (00) n’est possible que si chaque représentation P¢ 4, ®C est elle-méme irréductible
et si la correspondance de Springer est une bijection sur 1//[\/@. L’égalité (oo) donne alors un rensei-
gnement supplémentaire important, a savoir: les caracteres irréductibles sur C de W sont définis
sur Q ; ou encore: les représentations P ¢ 4,) (définies sur Q) sont absolument irréductibles.

5.6.3 Les remarques précédentes prouvent le célebre théoréme de Springer(*) :

Théoréme. Soit W le groupe de Weyl d’un groupe algébrique complexe semisimple connexe.
a) La correspondance de Springer est une bijection sur 1/4\/@.

b) Les représentation irréductibles sur Q de W sont absolument irréductibles.

5.6.4 Autres constructions. En dehors de Springer ([Spr;] ’76, [Spra] '78), les auteurs suivants
ont construit des représentations de W dans H*(%B¢; Q) par des méthodes ou des approches diffé-
rentes : Kazhdan-Lusztig ([Ka] '80), Slodowy ([S1;] '80), Luzstig ([Lu] ’81), Rossmann ([Ro] '91).
Les représentations obtenues par ces dernieres méthodes coincident entre elles et different de celles
de Springer par le caractére signature (cf. [Hol).
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