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( Dualit6 de Poincar6
et Morphisme de Gysin 6quivariants

Alberto Arabia.

Rdsum6. On donne les fondements th6oriques pour
. Ia dualit6 de Poincar6 6quivaria.nte,
. le morphisme de Gysin en cohomologie de de R"ham 6quivaria"nte,

sur la cat6gorie des vari6tes diff6rentiables (orient6es) munies d'une action (diff6rentiable) d'un

groupe de Lie compact et connexe
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$ 1. Rappels

on d6signe pax A try Dans la suite on appellera <conxplere> un A-module

gradu6 sur Z muni d'une diffdrentielle de degr6 *1, il sera not6 C:(C*,d*). A conti-

nuation nous rappelons les conventions de signes dans la d6finition des diff6rentielles'

1.1 Complexe (-8a-)'

6tant donn6s Cr : (Ci.,&,.) et C2: (Ci,dz,*), on note Cr@1 Cz le A-module diff6-

rentiel gradu6 de ,t-ibme terme

(cr ar Cr)k : Qo="*@ e@

$1 J

\-/

\-/

hl-cztrA .
ol Uan'^ta*'-t
4Verr- t I a
ldaa*:r1< t

Cv ct
muni de la difi6rentielle Dt : (Cr 8a C)k - (Cr On Cr)n*t donn6e pa,r l'6galit6

G ,le/+ Qu ,,
i*' S-*"J n ttt"t-','-t' Dn(atea2) : dr(or) a",z+ (-L;d"c"'or ed'2(a2)

dz- nct*  44rat '

T; k , A 
pour tous otr, d2 homogbnes. On a alors Dk+to D*:0.

'err* 
9e d;*r4, L" complexe Cr@,q,C2= ((CtEeCz)';D,) estle "prod,ui,t tensoriel d'e C1 et C2"

rtv'^h dr.& &trd'

1'frdArZ n'art 1'2 ComPlexe Hom](-'-)

pu b dQArc ' 6tant donn6s C1: (Ci,d,1,*) et C2: (Ci,dz*), un 6l6ment de Home(C1,Cz) est une

jUiltr. {,,t:at
. t

6 - ' 4 t . , 4=61  
_2_
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$2 MoRplrrsuo op GvstN feurvlnteNr $2.1

famille /* d'applications A-lin6aires fi : Ci--- C|+k i soit

Homk (C1, C2) : : f ln Homa(Ci,C;*o) .

D p : Hom\(C t, Cz) - Homf;+l (C1, C2)

I 'application Dx(f-) :: d,2o f - - (*l)o f-o dr ( '). On a D7ra1 o D1": Q. 
'(

On note Hom(C1, C2):: (Hom'(C1,C2),D.) Ie complexe ainsi d6fini.

Lorsque C2:: Al0] (complexe concentr6 en degr6 0), on a le dual (Hom'(C,A);D.)

d'un complexe C oir

1 
ltomk(C, A) : Homn (C-k, A), et otr

t  Dr  :  Homa (C-k,A)  - -+ Homa(C-n- t ,A)  vaut  D* :  ( -1)k+1 td-x-r .

l-.3 Complexe d6cal6

6tant donn6 me Z et un complexe C, on note C[nz] le complexe
Pk - gk+m et or) dp : (-7)mdp1m.

On note alors

O n  a :

'nt'"fu

fturlvr'vt . ,,

h{&re*ah
sq" -ta f* '4

On s'int6ressenl'application
/ l, \

a,

=d4

f,-t^

f16

5(

Dy : Q* (M)[dy]' -* Homfo(O](M),R) (*)

d6finie pour @ €Q.(M)ldM)-i - QdM-i(M) par l '6galit6:

D *r (oo) : (n'"(*) l, -' | - n,) n tY?Y

L'application (*) est donc un morphisme de compl{xes (de degr6 0), c'est le umorphisme

de duatitd. d,e Poincar6,. v / t \= / ( l  dn (  ) )
' e l l e d u s u p e r - . , o . t , " t l n t X H , 6 1 6 - " , ' t , h l - o g c n e s d e t f ,
d, savoir | [d, fl: d,f - (*L)d"Edxdecf fd. L'6galit6 [d, [d, /l] : 0 est imm6diate.

Lt l '," ,.^'* q&ts,ho^

H-r(cr, c";

\"

ty

I
*4_D

0t-t

c&

4
f

' /1,

r.f ,1

d"

!''
o i

,&r'r,
I

vc
c

/*
{ l  )
\

I r  r  \ -
d(f , \ )  -

_/ Lu

-\ )!- --

x1t  -  C\  _3_

Of 
) 

< Cl 
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( d+,q) + -.i- L+udfr)
A-+ - t- t+ L dr tof,  --

(D',d.) on D "/i frJt

CL',J& = eft'^
$ 2. Dualit6 de Poincar6 et morphisme de Gysin

Dans cette section et les suivantes "uari6,t6.> sera synonyme de "uarid,t6, r6,elle di,frd-
rentiable" et "appl'ication" d'application diff6rentiable. Pour toute vari6t6 M on note

r - ?  / r  z \
oM : olmRtlyl  . l  '

2.1 Dualit6 de Poincar6

Soit M une vari6t6 diff6rentielle r6elle de dimension dya ofientle. On note C).(M)
(resp. Oi(M)) le complexe des formes diff6rentielles (resp. ir, support compact) sur M.

D,a(d,o): (, *, 
l*o- 

nr: 
l*{*t) 

-i+to ndw) m



Q^&o;"*
les hXg"&ba*s
Sqr M 7

4e^

J 
t* )

n(W\bt) -
= Q,& 1''(C{'") i

-'7

6sr- c-o t' c) Pour tout recouvrement 6: (Ur),;.x de M vdrifiant les conditions de 2.1.3-b,
morphisme D| est un quasi-isomorphisme. Le transpos6 de f isomotphisme
s'identifie alors A, Dy moddo f isomorphisme canonique

H ;^(M )-l' n* u.r H;- ( U) : HomR ( I4 o,.u Uo*o ( A;- 1U5m)
\

_ A _
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2.1.1. Th6orbrne (Dualit6 de Poincar6). Dy est un quasi-isomorphisme. Il induit

f isomorphisme canonique en cohomologie:

D y : Hi^(M) -=* Home (afg"-- lltz;, n)

Preuve. Cf. lBfl p. Aa.

2.1.2, TJn corollaire imm6diat de 2.1.1 est que I'application

A;W)ldM| 
D'*,Homfiq(O*(M),R)

a ,-------- .*(- ,--  lurna)
\ Jtt /

qui est un morphisme de complexes poul les m6mes raisons que Dp1 , est un quasi-

isomorphisme si et seulement si dimelli*,"(M) < *oo.

2.1.3. Lemme
a) IJne vari6t6 diff,rentielle M v'rifie dime //i*(M) < +* et dimp I/i* ,"(M) < *oo si

elle admet un bon recouvtement fini.
b) Toute vari\td diff$rentielle est rdunion d'une sujte croissante d'ouverts 6 : (U-)-eix

telle que dimel{j","(U-) < *oo pour tout m'

Preuve. 6f.  tBTl chap. I ,  props. 51, 5.2,5.3.1, 5.3.1'  Pour (b),  s i  {%}tex un bon

recouvrement de M ,la suite U*: V U "' U V- convient I

2.1.4. Proposition. Soient M une vail6t6 diff1rentielle et U un recouvrement ouvett

de M &pat sup€rieurement.
a) Les morphismes canoniques suivants sont bijectifs:

g2

I$uruC,:(U) ----,0:(M) et

Supposons maintenant M orient6e.

14 u ru HJ-, 
" 
(U)'--- H i^,"(M )

)

b) L'application f-;;\
o:( M ) ld Ml' : I4 u eu o;(u ) ld Ml' 

@ 
W 

l.u 
to]ft ( CI. ( u|F )

a F--------------r 
\-- J."n-)

est un morphisme de complexes bien d4fini dont on note

ol: Hi*,"(tw) - ljgru.ar Home(Hj;'-t(uf,F) (*')
, V  l u u i n D R , c \ 1 v t ) +

/ , * 
-orln,."me induit "::ty^7:??" le

T|uB

)K
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Preuve
a) Pour tous U1 e [.r2 ouverts de M on a Cli(U1) -C O;(Ur) |ALW) d'oil I'injection

canonique de complexes llgruerzQl(U)-OLW) d'image la r6union des Oi(U).
D'autre part, si ueQi(M), son support, 6tant compact, est contenu dans la 16-
union d'une famille fini d'ouverts de U, et donc dans un certain U e U puisque l,/ est
f i l t rantel i l  s 'ensuit  que &,€O-(U). L '6gal i t6 Oi@):UaOl(U) en d6coule. Une

1 d6monstration analogue s'applique pour les chaines singulidres.

ErPX4'*r b) cons6quence imm6diate de (a).
c) Lorsque dimelloo,"(U) <+*, Ie morphisme D'u est un quasi-isomorphisme (c/.

2.I.2) et alors Dl I'est aussi car limite inductive filtrante des D'r. r

2.2 Morphisme de Gysin
2,2,1. Hornologie et cohomologie A support compact. Ce paragraphe ne sera pas
utilis6 dans la suite, son but est de rappeler I'existence d'un isomorphisme canonique et
fonctoriel pour les vari6t6s diff6rentielles M entre leur cohomologie h supports compacts
n!{;'(tw) et leur homologie singulibre H,(M),

Pour tout espace topologique X on note notera S-(X) (resp. ,9*(X)) le complexe
des chaines (resp. cochaines) singulibres sur X.

2,2,2, Proposition
a) Pour tout rccouvrement filtrant sup6rieurement U de X , les morphismes canoniques

suivants sont bijectifs j

l$u.uS-(U) ----+ S-(X) et l$uru H.(U)--*1/-(X)

tout recouvrement filtrant supdrieurement U d'une vari6t6 M J'application

S- , (M) : r4ueus- (u)  L ' , l i r yuezzHomi l (s - (u ) ,R)

o F----------+ (- -, q-,o1)

esf un morphisme de compJexes bien d6fini; on note

b) Pour
L u :

MoRpsrsup DE GYSrN EeUIVARIANT 92.2

Esl' '-
,rr" !;

e--

de 2.L.3-b, le

H- . (M)  Lu , l i r yuezzHomi l ( / 1 fu l ;m)

Je morphisme induit en cohomologie.
c) Pour tout rccouvrement B: (t4)rex de M v4rifiant les conditions

morphisme L n est un isomorphisme.
d) La composition Lut oD6: H,^,"(M)ld*l' -+ H-.(M) est inddpendante du rccouvrc-

ment B de M et c'est un isomorphisme de foncteurs d1finis sur Ia cat6gorie dont les
objets sont les vari4tds diff6rentielles orientdes et Jes morphjsmes sonf les app)ications
diff&entiables.

E- d -
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2.2.3. Existence et fonctorialit6 du morphisme de Gysin. La dernibre proposition

(2.2.2) montre que l'on peut faire correspondre i toute application diff6rentiable entre

vari6t6s orient6es f : M '-+ AI un morphisme de ,F/i*,"(M)[dy] vers 11i*,"(lv)[d1v]rct

ceci de manibre fonctorielle. Cette correspondante est la correspondance de Gysin. Dans

2.2.2 son existence d6coule de I'existence du morphisme image directe en homologie sin-

gulibre f * : H"inr,*(M) * Iy'.i.e,* (Af ) . Le but de cette section est de fonder I'existence et

fonctorialit6 du morphisme de Gysin b I'aide de formes diff6rentielles uniquement.

2.2.4. Th6orbme. Soit f :M --+ ll une application diff&entiable entrc deux va'ti6tds

ditr6rentielles orient4es. Il existe un et un seul morphisme

f. :  H[^&(MlladLH;-,"(N)[dN] (o)

dont le transposd s'identifie par dualit6 de Poincard d, /- : I/i*(/V) --+ i/i*(M), i.e.

U-tt) Au

$2

/" {uV[. o

I*rnf.,: l*
Preuve. L'unicit6 6tant claire, il suffit de prouver son existence. Soit B un recouvre-

ment croissant de JV'par des ouverts ir, cohomologie h supports compacts de dimension

finie. En appliquant 2.1.4(b) on a Ie diagramme - Q//\rk o-" c'tz6-au'

(i{
aigw)ld*rl -- -- -- - - -v1--------+ o:(N) [dN]

*".d^ br,-rr,R) "^Y.,,*".@** 7hur,o,

, r (

11"

oi ID'u est un quasi-isomorphisme (2.1.4(c)). Il existe donc bien un morphisme /* ren-

dant le diagramme commutatif en cohomologie. La fin de I'assertion 2.1.4(c) montre que

Ie transposd de /* est bien /* I

2.2.5, Dfifinition. Etant donn6e une application difi6rentiable entre deux vari6t6s diff6-

rentielles orient6es /:.1/ -, M on appelle "morph'isme de Gysin assoc'i6" Ie morphisme

7.:@1V1la-l --@(ry)[dry] du thdorbme 2.2.4.

2,2,6. Thfiorbme. Notons Difr la catdgorie dont les objets sont les vari€tes diff6ren-

tielles munies d'une orientation et dont te{o@sont Jes applications difrlrentiables. La

correspondance de Diff vers la cat4gorie Vec(lR)z des lR-espaces vectoriels Z-gradu4s

qui fait correspondre

est fonctorielle.

M*Hl^ , " (M) ldy l ,  e t  f  * f *

fl\aql'\M*4,

ft ,nr ̂ry^ :-*# Dimanche,o,u.*.-o* roo,
J" 6y P."

,/rfi-o"Xb u,r(ut 
'

,_-4.
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Preuve
a) Pour tous U1 e U2 ouverts de M on a O|(U1) q Cl;(Ur) IOLW) d'oil l ' injection

canonique de complexes ljgLueat0l(U)*ALW) d'image la r6union des O|(U).
D'autre part, si e?AL(M), son support, 6tant compact, est contenu dans la 16-
union d'une famille fini d'ouverts de U, et donc dans un certain U eU puisque l,/ est
filtrante; il s'ensuit que t,,, e O-(U). L'6galit6 Ai@):Uz1O:(U) en d6coule. Une

I d6monstration analogue s'applique pour Ies chaines singulibres.

Efplhrl'*t ,+ b) Cons6quence imm6diate de (a).
c) Lorsque dimefloo,"(U) <+-, le morphisme D'u est un quasi-isomorphisme (c/.

2,L2) et alors Df I'est aussi car limite inductive filtrante des D'r. r

2.2 Morphisme de Gysin

2,2,1, Hornologie et cohomologie h support compact. Ce paragraphe ne sera pas

utilis6 dans la suite, son but est de rappeler I'existence d'un isomorphisme canonique et

fonctoriel pour les vari6t6s diff6rentielles M entre leur cohomologie b supports compacts

Hg{;'(M) et leur homologie singulibre H,(M).

Pour tout espace topologique X on note notera S-(X) (resp. ,5-(X)) Ie complexe

des chaines (resp. cochaines) singulibres sur X.

2.2.2, Proposition

a) Pour tout recouvrement filtrant supdtieurement U de X , les morphismes canoniques

suivants sont bijectifs :

ligru.erS-(U) ---., S-(X) et I$u.u H-(U) ---. H.(X)

tout recouwement filtrant supdrieurement U d'une vari6t6 M l'app)ication

S-.(M): 14ueer s-(U) ou , tiE"Tno*,o(,s-,(t/),R)

o -  
\oo  

r+  \o to )  )

H- . (M)  Lu , t i quez rHom; (a fuy ;n )

le morphisme induit en cohomologie.
c) Pour tout rccouvrement B: (U;)lex de M v&ifiant les conditions de 2.1.3-b, le

morphisme L s est un isomorphisme.
d) La composition Lul oD'u: H,n,"(M)ld.l' --+ H-.(M) est indipendante du recouvre-

ment B de M et c'est un isomorphisme de foncteurs d6finis sur Ia cat|gorie dont les
objets sont les vari6t6s diff4rentielles orient6es et les morphjsmes sont les applications
diff4rentiables.

- o -
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b) Pour
L u :

Esl - r.
ot" I;

<--

n.
,JWtvl
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3.1 Cat6gorie des g-complexes diff6rentiels gradu6s

3.L.1-. Action de g sur un complexe. On appelera (g-cornple$e di,ff|renti,el gradu6."Ia

donn6e d'un complexe difi6rentiel gradu6 C - (C*,d*), d'un homomorphisme d'algbbres

deLied:g-+Endgro(C) ( ' )e td 'uneappl icat ionl in6ai re c ig"+ Homgre(C,C[-1] )  te ls

d.t 
"

$3

l<u' o
que, pour tous X, Y € g

( i )  c(x) o c(Y) + c(Y) o c(X) :  s

{  i i ;  a .  c (X)  +  c (X)  o  d :  e6)
( i i i ;  e1r;  o c(X) -  c(X) o 0(Y) :  c([v,X])

(o)

u* a*t d

a&n ? Qi*L

1rwrytn
a*tv lJ{#n,"tt"nt

On a clairement do 0(-):0(-)od et et I'action de g induite en cohomologie est triviale

suite b I 'homotopie (o)-(i i). p<rpr b- '  
/ - - - .

On notera C.(g) la cat6gorie dont les objets sont les g/omRlexes diff6rentiels gradu6s

, et or) wtorr.1ft-,n1est iiensemble des p e Homgre(ifb) qui commutent aux actioirs
(  e  

" t  
c  d e  g , ' i . e . p o g ( - ) : 0 ( - ) " p  e t  9 o c ( - ) : c ( - ) " 9 .

3.1.2. g-complexes scind6s. Pour toute inclusion de g-modules M e AI on note
. MlN, Ie fait que l'application naturelle

Homn(I/,N) -'Homn(I/, N lM)

est surjective pour tout g-module de dimension ffnie I/.

D6finition. Pour un complexe de g-modules C: (C*,d*) on note Bi:im(dtt),
Zi:ker(d) respectivement les g-modules des "i-cobords et i-cocycles d,e C,. Un !-
complexe C: (C* ,d* )serad i t  usc ' indd , lo rsque,pour tou t  i€V 'ona A i lZ i lC i .  \

3.L.3. Exercises + ,  -O , ,^- .  (Fl  )

1) La condit ion B'lZ'equilrauf ; la surjectivit6 de I'application (Zo)g '-Qi lnn . [')" 
= lffyn$- 

'

2) Si /lM, la suite 0 --+ JVs -+ Ms '- (M lN)s --+ 0 est exacte. t '

3) Un g-complexe dont les termes sont complbtement r6ductibles est scind6.
 ) Si g est r6ductive complexe et Ci est de dimension finie, C : (C*,d*) est scind6.

3.L.4. Proposition. Soit C est un g-complexe scind6.
a) L'inclusion Cs g C est un quasi-isomorphisme.

i-simple de dimensjon finie de g, les inclusjons

et  HomR(ys,  C)  )  Home(Vs ,Cs)  c  Homn(V,  C)

sont dflgutri-M orphismes.

Preuve. Soit C 
"rt 

uillffixe scind6.
a) Cons6quence de (3.1.3-(2,3)).

2Etant donn6es des espaces vectoriels Z-gra&t6s C et D,la notation Homgrp(C,D) d6signe le
groupe des homomorphismes gradu6s de degr6 0, i.e. Homgrn(C,D) : fl,.rHomR(C",D'). On
note aussi Endgrs(C) :: Homgrn(C, C) .

r t )

N

,"n J
V- Y,n

Y,^YrY
uxr"Yu

d {\,€'\-tq^Ah ,

- 8 -
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$3 MoRpulsue op Gvstt{ feutvlRtenr $&1

b) Montrons que si tr{' est une repr6sentation simple de g diff6re$Ia repr6senta- 
? ?

tion triviale, Ies complexes (tr4zBC)o 
"t 

Homn(l'l,C) sont@@)

En effet, par bidualit6 il suffit de Ie v6rifier pour Hom. Un z-" de Homn (i7, C)

est un morphisme de g-module ),:W --+ Ci tel que d'o),:0, donc tel que im(\) C 2".

La compos6e de l avec Ia surjection Zi * Zi lBd 6tant nulle, car g agit trivialement

en cohomologie, on a im(A) ! Bi. Or, Homn(W,Ci-l) -+ Homn (W,B') est surjective

et .\ se relbve encore en un morphisme de g-modules p,:W -"+ Qi*r, ' i .e' \- pod.

Maintenant, si V est semi-simple on le d6compose en Vs AW oil tr4l est une somme

directe de modules simples et aiors Homr(V,C):Homs(ys,C)OHomr(W,C) est

quasi-isomorphe b Homr(Vs,C) d'aprbs ce qui pr6cbde. Or,

^s(Vs ,C)  :  Homs (Vs ,Cn):  Homm(Vs,  Cs)

et I ' injection HomR(ys,Co) c Home(Vs,C) est un quasiisomorphisme d'aprbs Ia

question (a). I

3.1.5. Cohomologie dquivariante d'un g-complexe. On notera S-(g") I 'algbbre

sym6trique sur gu :: Homn(g,lR) munie de Ia graduation de lR-algbbre qui double Ia

graduation polyn6me. La notation Sd(S") d6signera les 6l6ments de degr6 d pour cette

graduation, en particuliet S2(g")-gu et S-(g"):0 pour tout rn impair. L'algbbre de

Lie g agit sur ,S*(gu) par la repr6sentation coadjointe. On notera {ei} une base de

IR-espace vectoriel pour 
\la 

notation {ei} d6signera alors Ia base duale.

Pour C : (C* d-) e[C.(g), on s'int6resse aux applications g ) Y r--+ w(Y) e C* polyno-

miales, ,i.e. atx6l6mentid6,S-(g") 8n C*. L'algbbre de Lie g agit sur chaque ̂ 9'(g") o Cb

par Ia formule

o(Y) (P  8p )  : : 0 (Y ) (P )ap , *Ps l (Y ) ( t : - ) ,  VY  e  s .
Yf (?e:)

€f r) @l ?eXrrOn note alors
ct ,: D, (s"(s")oo co)n

a+b:k

le sous-espaces des g-invariants, z.e, des r..'(Y) tels que d(X)(r.r(y))+t*,,([X,Y]) :0, pout

tout X e g. L'application ̂9-(g")-lin6aire Ds,* : CI --+ Cj+l, d6finie par

Ds,. (L 8 o)  :  I8  du *Die ' I  c(e i )a. r  ,  _

est homogdne de degr6 *1 et v6rifie Df; :Lrei A 0(e) et donc D2s\E,ie"0(e1) o id sur

C]. Or,l'op6rateur \nei?(e) est nul sur ,S*(gu). En effet, s'agissdn\ d'une d6rir&tion
de ,S*(g") il suffit de v6rifier qu'il annule toute forme lin6aire I' g -* IR ; on a, pour tout

Y  € 9 ,

Le couple Cn::(Ci,Ds,*) est donc un complexe diff6rentiel gradu6, sa cohomologie

- v -

Diftran€he le*epteribrs Poftt

(Dn)

(Do"nW) )(v) :  Ic ec(v)XleuYl) :  Di ed(v)I([e t,D1er (Y)ei])

7tt92 : )(8,, i  ei(v1ei 1Y11e*eil) :o utu
yvw;4t''rer

ff'- -q^
Ci{i-+lo.
oL Dog* &

;^l,i?e-tc'Jv ^
&Qs wlq.t .
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not6e:
H;(c) ,: h'(cs)

est la " cohomolog'ie g-dqui,uariante d,e C ".
Un morphisme rp € Mor6-1n1(C,D) se prolonge par ,S*(9")-lin6arit6 en un morphisme

de complexes cpn : Cn --+ Ds i otr d ps,*: id 8g*.

3.1.6. Th6orbme

a) La corcespondance C * Cs, g * gs est fonctorielle de la cat6gorie des g-complexes

diff4rentiels graduds vers la cat6gorie des complexes diff4rentiels gtadude.

b) Si C : (C*,d*) est un g-complexe, il existe une suite spectrale convergeant vers

H"(C\ avec
(nt 'q:  (sr1g";  8co)s ,  do:!8d6')  + Ht+s(c)

c) Soient G un groupe de Lie compact, g : Lie(G) et C,D des g-complexes scind4s v
(3 .1 .2 )
i) Le terme (lEz,dz) de la suite spectrale de (b) est donnd par

(nI 'n : ,So(g")s e Hs(C), d2: loed 8c(ea)) + H[+q(C)

i i )  Si  H^(C) :0 pour tout m impair,  alors Hn(C):,S*(gu)aII-(C)
iii) Si rp : C - D esf un quasi-isomorphisme de g-complexes, gs i Cs -'+ Dn est un

quasi-isomotphisme.

. , ,/) 
d) Supposon s l'algdbre de Lie g Wnlg, U?AI Cfnft^*tl

E*-U *.q'J 1 i) Pour tout g-complexe C, le complexe des g-invariants (C)s est un g-compleixe.

tr' qN U ' ii) Si j : C0 --+ C est f inclusion, jn est un quasi-isomorphisme.
"*ii+rn^O iii) le terme (IE2,dr) 

FKite 
spectrale de (b) est donnd par

,r*, C 
et (mtr" :€o (E"W Hs (cs) , dz : Drei a c(ea)) + H[+q (c)

/ n\q ) i v) si H*((c)s):0 ff iort m impair, a10rc Hn(c):,S*(gu)8H-((c)s)
CUJ v) Si g: Cs -+ Ds est un quasi-isomorphisme, gs l'est aussi.

$3

t#r Preuve
a) V6rification imm6diate.
b) Pour m e N on note K^: (S>^(S") O C)s d'ot une filtration d6croissante r6gulidre

donnant lieu b Ia suite spectrale annonc6e.
c-(i) Par l'hypothbse de compacit6 de G chaque g-module ,S'(g") est semi-simple et la

proposition 3.1.4 s'applique au complexe (lEo,do) de la question (b). Ce compiexe est
donc quasi-isomorphe d (S.(g";0 I C,1 I ds) et El' ' : Sp(g") I Hs(C). Or, Ia dif-
f6rentielle d4: IEI'q -- E'r*''n est nulle pour une simple raison de parit6 des degr6s
dans ̂ 9*(9"). Par cons6quertt IE2: IEt et I'assertion suit.
ii) Comme d, est de degr6 1 et que lEtr'c:0 si p ou q est impair, on a d,:0 si

r 2 2 .

_ 1 0 _
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54 MoRpHrsue on GvsrN EeUIVARIANT $4.1

iii) Cons6quence imm6diate de (c-i).
d-(i) On doit montrer que Ce est stable par les op6rateurs c(X), i,.e.0(Y)c(X)Cs:0

pour tous X,Y e g, or sur Cs on a 0(Y)c(X):O(Y)c(X) +c(X)0(Y):  c([Y,X]) :

c (0 ) .
ii,iii,iv,v) Exercice. t

3.1.7. Complexes G-scind6s. Il est important de remarquer que Ia preuve de I'as-
sertion (c) utilise seulement Ia propri6t6 de scindage 3,1.2 pour les sous-g-modules de
dimension finie I/ g S-(g") dont on sait par ailleurs que la structure de g-module s'ob-
tient par diff6rentiation de leur structure de G-modules naturelle.

La notion de scindage de 3.1.2 s'adapte de manibre 6vidente au contexte de G-
modules. Pour une inclusion de G-modules M ! iV on note " MIN " le fait que I'ap-
plication naturelle

Hom6(V,/V) ---Hom6(V, N lM) (t)

est surjective pour tout G-module de dimension finie V.

Ddfinition. Un complexe de G-modules C : (C* ,dr) sera dit " G -sci,nd,6." Iorsque, pour
t o u t r i G Z o n a B i l z i l c i .

La proposition suivante se d6montre comme 3.1.4.

3.1.8. Proposition. Soit C un complexe de G-modules G-scindd et tel que l'action
de G en cohomologie est triviale. Alors:
a) L'inclusion CG g C est un quasi-isomorphisme.
b) Sj y est une reprAsentation semi-simple de dimension finie de G , les jnclusjons

V G  g C ) V G  @ c G  c ( v  B c ) G ,  H o m p ( V " , C ) >  H o m p ( V G ,  C " ) C H o m c ( % c )

sont des quasi- isomorphismes,

$ 4. Cohomologie 6quivariante des G-vari6t6s

4.L Formes diff6rentielles 6quivariantes
4.L.L. Soit  G un groupe de Lie connexe. Notons g::Lie(G) :TrG et S-(9"): :  I 'a l-
gbbre des applications polynomiales r6elles sur g munie de Ia graduation qui double Ia
graduation pol1m6me, i.e, degl:2 pour toute forme lin6aire 7: g --+ IR.

Toute vari6t6 sera diff6rentielle et munie d'une action diff6rentiable de G. Pour une
telle vari6t6 M tn A6;;;t ;6-d6finit un champ de vecteurs d sw M en posant

,  d / .  \
i  (m) :: 

ar (, 
* exp(fu) ' * 

) ,:o

L'action c(u) : w v-+ d .a est une action de g sur I'algbbre des formes diff6rentielles

O-(M) (resp. Oi(M)) pur antid6rivations d'algbbre de degr6 *1. La d6riv6e de Lie

_  1 1 _
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par rapport au champ d donne une action 0 de g sur O*(M) . Munis de ces actions

(0-,d-) et (Oi,d-) sont des g-complexes au sens de 3.1.1. Les "compleres des formes
di,ff|renti,elles G-6,qui,uariantes (d' supports compacts) d,e M " sont alors

Ac(M) :  ( ,S-(g") sO(M))s :  ( ,S-(g") sO(M))G

Qc,"(M): ( ,9-(g") I  CI"(M))s :  ( ,9-(g") I  O"(M))G

leurs cohomologies, not6es respectivement H6(M) et H6,"(M), sont les "cohomologi'es
G-4.quiuariantes (d, supports compacts) de M"

Proposition, Soit G un groupe de Lie compact et connexe.
a) Les complexes de G-modules 0-(M) et Ai(M) sont G-scindtls (3.1.7). En patticu'

lier, si C dAsigne les complexes (A(M),dM) ou (Q"(M),dp1), les inclusjons

^9- (g" )c  gc  ) ,S- (g ' ) "  &cc  g  (s - (g" )ac) "

sonf des ouasi-isomorphismes
b) La correspondance M * A(M), f * f* est fonctorielle contravariante de 1a cat6go'

rje des G-vail6tds vers la catdgorie des g-complexes G-scindds.
c) La conespondance M ".t Q"(M), f * f* est fonctorielle contravafiante de la ca-

tdgorie des G-vari6tds et morphismes propres vers la catdgorie des g-complexes

G-scind6s.
d) Pour toute G-va,ri6t6 il existe des sujte spectrale

I Orr":Sp(sv)s @HilR(M) + He;s(M)

\of":  srp(gv)s & H1R,"(M) + HPc+:(M)

fonctorielles par rapport iL M.

Esquisse de d6monstration
a) On munit G d'une mesure de Haar dg de mesure totale 6gale d, 1.

Soit V une repr6sentation (diff6rentiable) de dimension finie de G. Fixons i e N et

une application R-lin6aire ) : V '- Qi(M) . Pour toute famille {Xr,. . ., Xr} de champs

de vecteurs sur M, pour chaque r €. M et pour chaque u e V,la fonction

est diff6rentiable, d6pend lin6airement de o eV et de manibre multi-iin6aire alter-

n6e des champs X*. On est donc en pr6sence d'une forme diff6rentielle sur M qu'on

notera
D1(,u) :: I n. (x(n-, .u)) ds

J G

et dont Ia propri6t6 fondamentale est que I'application Ds V --+9i(Wt) est un mor-

phisme de G-modules,  ' i .e .  D. l (g .u)  :9*X1( 'u) .

- 1 2 *
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. Montrons ZilAi(M). En effet, 6tant donn6 un morphisme G-modules p:

V --+ Bi+r, il existe toujours une application R-lin6aire ):V -rai(M) telle que

d,o),: 1,l. Or, on a, gr6,ce d, Ia compacit6 de G

t f l
dx1(u)  :  I  s .  (a r (g - '  . r ) )ds :  I  s *Q '@- ' 'u ) )ds :  I  u (u)ds :  p , (u ) .

J C  J G  J G

. Montrons g1t'12t. D'aprbs 3.1.3-(1) il suffit de v6rifier que tout cycle est homo'

Iogue h, un cycle G-invariant. Pour ( e Od(M) on pose:

t (O: I  s. i*as
J G

de sorte que si ,\: IR-- Od(M) est l 'application ,\(t) :tz, on a D((): X.l(l) et

donc E(ZI(MD g Z'(M)G. Prouvons oue ( - 216;.

Munissons G d'une m6trique riemannienne G-invariante' Soit B une boule

ferm6e centr6e en l'6l6ment neutre le G, assez petite pour qu'il existe une iso-

m6trie g: ts(O,e) -.' B of "ts(0,e) est une boule de l'espace euclidien canonique.

Soit S:: S(0,e) et consid6rons, pour chaque r € S, I'application

p, i l } ,Llx M --  M ,  po(t ,rn):  g(t , r)(m).

On a pi(() € Zi(l},l lx M) pour tout e e Zt(M). En s6parant les variables

on peut 6crire

p;(0 : u(t,m) +@(t,rn) ^dt avec {Ji;2r'.trx?,%,
En explicitant l '6galit6 a1t-,@):0, on obtient

w(t ,m) € Zi(M) vt ,  et  f tw(t ,m) :  dv(a(t ,m))

Cela 6tant, on a pour tout u € ]0,1[

g(u,d.e -q:s(u,r)-(-e(0,r)-(  :  
l r"  *"U,m)d,t:o* Io" 

oo(t,m)dt

et alors, si P: B --+ IR est une fonction nulle au voisinage de S, on a

t . .  f  r f L  , * - , \ ,
|  ̂ pk)s.Cag: I  (  |  .o(s(u,r))s(u,r) .  (du)dr

J G  J S  \ J - I

: (l.oa1on),.l (/,
-  (  [  p (q \dq \c

\ J c  ' " ' " / "

A partir de Id on d6montre le lemme suivant que nous laissons en exercice:

P(s(u, r)) d,M ( 
lr" 

- n dt) du) dr

- r.t -
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Lemme, Pour tout cycle ( Q z(M) et toute fonction P : G "+ R d, support dtoild

"assez petit" Ie cycle Icpk)s-e est cohomologue d (l.p@)e '

Si maintenant {P*} est une partition finie de I'unit6 sur G, on a

et ceci termine Ia d6monstration du scindage BnlZ''

On aura remarqu6 que grAce b la compacit6 de G ces constructions gardent un

sens pour les formes diff6rentielles !r support compact de sorte que le m6me argument

prouve que C)i(M) est G-scind6.

b,c,d) cons6quences de (a) et 3.1.6 moduio l'6change g * G de 3'1'7 et 3'1'8' I

4,2La construction de Borel

4,2,L, Etant donn6 un groupe de Lie connexe et compact G notons IE6 rn espace fibr6

universel pour G. On rappel que cet espace est limite inductive de vari6t6s diff6rentiables

{,86(n)},ex, oir JE6(n) est compacte n-acyclique et est munie d'une action libre de

G ir, droite. On note tsc:lElG ol'espace classi'fiant d'e G'' Ona tsc:1imtsc(n)

oir -ts6(n) :lEc(n)lG est simpiement connexe puisque G est connexe' Pour toute G-

vari6t6 M on note d'aprbs A. Borel ('), Mc le quotient de I'espace IE6 x M par I'action

diagonale de G. On a la fibration de fibre M:

Mc'.: IEe xc M -J* IEsf G: ts6

Pour / t M - jV 6quivariante, l'application /6 : Mc -'+ Ns, lu,m) ''-+ lu, f (m)l' est bien

d6finie et Ie diagramme

1 ^

Dimanche 10 septembre 2007
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I .nr:Dr l.px(s)s.c- (t* l"ork)an)e 
:e

M6 
l" ,N6

^,1 | ""v v
lBe : lBe

est commutatif.

La.construction d,e Borel , est cette correspondance (-)6 qui est fonctorielle de Ia

cat6gorie des G-espaces vers Ia cat6gorie des espaces fibr6s au-dessus de -86.

4,2,2.L'espace Ms n'est pas une vari6t6 diff6rentielle mais il est convenablement appro-

ch6 par de tels espaces' En efiet, Me(n) : IEe(n) xc M est une vari6t6 diff6rentielle'

orientable si M I'est, et on a MG:lgMc@) et m6me un systbme inductif de fibra-

3 Confer $ 3 du chapitre IV de [Bor] en particulier la remarque $ 3.9, reproduite i la fin de cette note,

oir Borel cite d'autres travaux p.6"nir.u.r pour cette construction dus ir, Conner et d' Shapiro'
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tions de m6me fibre M et de bases compactes

-+  Ms (n )  Pn  , l t l c (n *  1 )  - - - - -+  '  ' .

^.1 *^*, 1+.+
-+ IB6(n)

M6

'.l
tsa

On en d6duit Ie systbme projectif de complexes de de Rham {O-(M6(rz)),/-rl},ex
tel que, pour chaque d e N donn6, le systbme projectif {Hd(MG(n))},, stationne sur

ndQW"). Le morphisme p,i:Q"(Ms(n+t)) --+Q"(M6(n)) est bien d6fini puisque p,,

est propre; on a donc aussi Ie systEme projectif de complexes de de Rham A, supports

compacts {AiQW6(n)),p}r}rrex et tout comme dans la situation pr6c6dente, pour chaque

d e N donn6, Ie systbme projectif Hd(Mc@)) stationne sv H"!,(tWs).

Les techniques de [C1,C2] donnent des isomorphismes canoniques

Hc(M) = H(M6) et  Hc, . (M) -  H"(Ma)

4.2.3. Suites spectrales de Serre. Les fibrations zr, de la section pr6c6dente sont des

fibrations de Serre et donnent lieu A, des suites spectrales dont Ia limite projective est la

suite spectrale "associ,d,e d, r14 ",

4,2,4. Proposition. Les suites spectrales de Serre associfies d Ia fibration rM i Mc --+

186 convetgeant verc Hc(M) et H6,"(M) s'identifi,ent canoniquement aux suites de

4 .1 -d .

Indication. Implicite dans [C1,C2],

$ 5. Dualitd de Poincar6 6quivariante

5.1 Int6gration 6quivariante

On se donne un groupe de Lie compact et connexe G agissant sur une vari6t6 M

orient6e de dimension dm.On prolonge [*tOi(M) 
--+lR par ^9*(gu)-l in6arit6 en une

application

/ , s-(g")sm ol(M)---',9*(g") (o)
J M

q u i e s t G - 6 q u i v a r i a n t e l o r s q u e G a g i t s u r S * ( 9 " ) S O : ( M )  p a r 9 . ( P 8 a . , ) : : g . P & 9 . u .

Enef fet ,ce larev ientA,v6r i f ier l '6gal i t6  I r rg.u: l * ru cons6quencedelaconnexi t6de

G. L'application (o) induit donc une application de Ob,"(M),: (,9-(g")OoOl(M))"
vers /y'| :: S*(g")c not6

| :ai..(M)* Hb (oo)
J*r

L'algbbre Ab,"(M) des formes diff6rentielles G-6quivariantes b supports compacts sur
M est munie de la difi6rentielle Dn (P 8 t.,) : P S dtt *lnPei S c(e)w (c/, 3.1.5-(Dn )).

_ 1 5 _
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D'autre part, une chaine 6quivariante ( homogbne de degr6 total d s'6crit de manibre

unique sous la forme _ / s \( :  L (L=e"=,,1
o<i<d/2 EeB(i )

oir 6(i) d6signe une base de ,Si(g") et are € ga-zaecE(M). Il s'en suit que lorsque (

est un cobord 6quivariant, ses termes de degr6 forme diff6rentielle dy sont des cobords

pour 1 8 d. La forme ,I{-lin6aire (oo) passe donc en cohomologie et donne l'"int6,grat'ion

d,qu'iuariante": r

Jr' 
,b,"(*) - Hb (*)

5.L.1. Lien entre ltint6gration 6quivariante et le morphisme de Gysin. Le com-

plexe des formes diff6rentielles G-6quivariantes calcule la cohomologie de l'espace M6

limite inductive des vari6t6s fibr6es rn: Ms(n) : IEc(n) xa M '* tss(n) (cf. a.2.2).

Enfin, poqpba&uq d donn6 le systbme projectif Hd(Mc(n)) est stationnaire et sta-

tionne sur(q'(Vl6) Ceta dit, la projection zr, est de fibre M et lorsque M est orijnEe

on dispose dfu-rphisme de Gysin r*: H(Mq(n))ldv) --+ H(ts6(n)) qui, par passage

brldlimite, fournit un morphisme de H(ts6)-modules n- : H(M6)ldnrl - H(tsa)'

Proposition. Le rnornhisme de Gysin r* : H6(M)ldy) - Ha
pn$meomregraffi' - .

5.2 Morphisme de dualit6 de Poincar6 G-6quivariante

A l'aide de (x) on peut consid6rer l'analogue 6quivariant de I'application de dualit6

de Poincar6 classique I on considbre:

D m ,c : A6(M)ldy]' - '-+ Hom';r. (Ac,"(M), HG)

3o

6d(rrql

'1

?ur
csnl attl@

-n^
Q4

coincide avec le mor-

Q*

ru,g) 
'-' H"\'\H{Hf'1)' Ho) ?

€,^ /!^io'*'(,
f lffr: - D,a,s: H6(M)Id*tl' -Hom!, lHc,"(M),Hc)
iPl-.-.t J-r-,a e PhrF' 

-rvt'v'

V C-" - 5,2.1. Th6orbme (Dualit6 de Poincar6 G-6quivariante)

f".tawf0W)rle 
( u) Le morphisme de complexes Dy,6 est un quasi-isomorphisme.

b) Il existe une suite spectrale IEir telJe que

IEI', : Exte;f, (fl c,.(M), H c) + n\*n (tw )ld, ul
\ ---/

- 1 6 -

(*)

d6f inie pour @ eAb(M)ldMl- '  par:

Dpt,c(a): (nb,"(-) ) u., -+ 
lr- 

n")

Comme dans Ie cas non 6quivariant, Dm,c est un morphisme de complexes induisant

"le morph'isme de dualitd de Poincard en cohomolog'ie 4quiuariante"

/ fA .? Dimanche 10 septembre 2007
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Preuve
a) Nous reprenons Ia filtration de A6(M) introduite dans la preuve de 3.1.6-(b). Une

forme diff6rentielle 6quivariante est "d,'i,ndi,ce m" si elle est de degr6 polyn6me au
moins m, a.e. si elle appartient ir,

Qe(M)* :  ( ,S>- (s " )  S  O(M))G.

On constate que chaque Qc(M)* est laiss6 stable par Ia diil6rentielle 6quivariante
Dn. On a A6(M) : Qc(M)^ pour tout m ( 0 et une filtration d6croissante de com-
plexes

ac(M) :  Qc(M)o ) Qc(M)l  )  Qc(M)2 ) " '

telle que, pour chaque i eZ, on a A's(M)*:0 dbs que rn ) i; nous sommes donc
en pr6sence d'une fi.ltration r6gulibre.

Dans le m6me ordre d'id6es, .\ e Homit"(Aq\M),Hc) est u d'indi,ce m D lorsque

. A  t  . ^ t ' c
("!^(ts'ts")Bo"(M))') ,  a*m, vae N.

*

Esl- <z -!a. , {-o;2,4 
ifi^"ruf

On note HomiTo(Oc, 
"(M),He)^ 

I'ensemble de telles applicationsl c'est un sous- O*;

complexe de Hom'so(Qc,"(M),1/6). Contrairement A, Ia fi l tration de O6(M), on,

n'a pas forc6ment Homi;"(O6,"(M),He):Homa.(Oe ,"(M),//c)- pour m n6ga-

tif, mais on a bien une filtration d6croissante

Homi7.(Oc, 
",He) 2 ' . '  I  Homi1.(Oc, 

",He)* 
) Homi7. (Qcp,Hc)*+r ) . .  

f \  " l  l r l  k

dont la "trace" sur chaque Homiy" est finie. En effet, si ,\ est homogbne de *g]gi, "W, t9 ^.7
o n a  / . , - . , , .  . . ^ \  '  ,  a

a-rd imM+i)deg)( ( ,S"(g")so"(M))c)  2a* i ,  voe N,  A e Hcr t |UO

nous sommes donc aussi en pr6sence d'une filtration r6gulibre . (C 
\ 7 = ,'

L'application Dv,e est un morphisme de complexes gradu6s filtr6s, i.e.

DM,G(Qc(M)[d*l^) g Homi7.(Or,"(Jlu),  Hc)*,  Vm eZ,

et donne lieu, par cons6quent, ir, un morphisme de suites spectrales associ6es aux
filtrations par I'indice et dont les termes -86 sont respectivement

f ((s-(s") s o(M))cld *1, (-r)d, s aM)

\ lto*rr" ((s-(g") I o"(M))c, 7 a d,y), H6)

Or, ces complexes sont respectivement quasi-isomorphes aux complexes

| ,. * (a(M),dM)[dM]

f uo*".(a"o (n4m1,a*),ne) *
En effet, le premier quasi-isomorphisme est celui de 4.1-a. Pour le second on re-

,//

1 '-  1 r  -
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marque que, puisque G est compact, on

des polp6mes harmoniques sur g. On a

oir 7l d6signe I'espace

( { s . {0 " )ono" (M) )G ,1 IdM)  :  nc8n  ( t r ,  *  a " (M) ) " ,LsdM)

et les quasi-isomorphisme induits par les inclusions:

HGry^ (a"(M),d*)  )  Hc8 (Q"(M)t ,anq)  e ( (s- (s" )oo"(M))c,  r@dm)

ftf. a.L-a) sont des quasi-isomorphismes de .I/Gr-modu,les libres et cbci suffit pour
conclure que leurs duaux sont aussi quasi-isomorphes. 

'

En mettant bout h bout ces remarques, le morphisme induit par D7a,6 entre les

termes IE2 des suites spectrales engendr6es par la filtration par indices n'est autre

que I'isomorphisme de la dualit6 de Poincar6 non 6quivariante:

H e 8 H (M)ld il :&Dvt //c I Homilr (11" (M), R) - Homs" ( (11" o H.(M ), H G))

b) La preuve est essentiellement Ia m6me que pour 5.3.1-b d laquelle nous renvoyons. I

5.3 Morphisme de dualit6 de Poincar6 ?-6quivariante

Lorsque G est un tore compact et connexe ? : 51 x ... x S1, on a:

( H;: 's.(t')
{ critrw) : s.(r")onfi-(M)r
I rl;,"(ilr) : s-(r") on ol(M)"

de sorte que

Homs6(oi," ,  H|)  :Homs"1,u) (s-( t")  I  CI:(M)",  s-( t"))
:  Homm(Ol(M)",S-(r"))  :  S-(t")  Oe Home(O:(M)t,R)

Le morphisme de dualit6 6quivariante Dv2 s'identifi.e ainsi i lSDu, on a:

3o

s-(t") a o.(M)rVMf -H-s-(t") I Ho4(oi(la;r,m)

Plu re(r*  l * rnr)

XIrrflW , n [i ,t un isomorphisme
;:;-,a po\A)W' Hr(M)ldvl' -Hom!,-,,u,(a;,"11w;,s-1t";)
-Uu l ' t - * -y
kr*+

#n'-lo
'*;

5.3.1. Th6orbme (Dualit6 de Poincar6 ?-6quivariante)
a) Le morphisme D7a,y est un quasi-isomorphisme.

b) Il ex.iste une sujte spectrale IEii telle que

IEI'q : Exte"lq(r", ( Hi, 
" 
( M), S- ( t" D + n F 

n (M )[d *]

c) Lorsque H+(M) est un ̂ 9*(t")-module ilbre de type fini,Ie morphisme Du,r induit

_ 1 8 _
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Preuve
a) Compte tenu de I'identification D7a,7:l&Du,le r6sultat d6coule aussit6t de

3.1 .6-d .
b) L'algbbre S*::^9*(tu) 6tant gradu6e, on considbre Ia cat6gorie Modz(S) des S-

modules Z-gradu6,s M:@aMd, not6s aussi M* lorsque I'on souhaite en sou-

ligner Ia graduation. Un morphisme de ,9-modules gradu6s a: M* -+ ly'* est dit

homogbne de degr6 dez si a(M*)e A,r"'+a pour tout n€2, leur ensemble est

not6 Homgr$(pf,ry) et m6me Homgrd(M,.f/) Iorsque Ia mention de ,5 est inutile.

L'ensemble Homgr*(M,.A/) : (Ea.zHo*grd(M,N) est muni d'une structure natu-

relle de S-module gradu6.
La cat6gorie Modz(S) possbde assez d'injectifs, il existe donc une r6solution

0 --r S -15 7o -J5 7t -\ 1z " , '" (*)

oil ,[n est un S-module gradu6 de degr6s )n et les morphismes e. sont homogbnes

de degr6 1. Si nous appliquons le foncteur Homgr(M,-) e (*) on obtient Ie complexe

de .9-modules gradu6s

Q --+ Homgr( M , S)j:5 Homgr(M, f0) -'0, Homgr(M,.It) I 'Ho*gr(tW ,12) - ', ' ' 
,( * * )

qui sera exact si M est un S-module libre (plus g6n6ralement projectif).

Soit maintenant un t-complexe diff6rentiel (O*,d*) et posons M:Qi' Le S-

module M : S 8n (O-)t est clairement libre et pour tout S-module gradu6 JV on a

Homgr(M,.AI) : Homgrn(O, N). On munit le S-module gradu6 (Homgr*(M,N), D*)

de Ia diff6rentielle D(f): f od, et Ia suite (**) apparait alors comme Ie bicomplexe

aux lignes exactes

Q --- ,  Homgr((Se Cl)O,S) -5 Homgr((S a Q)0, . t0)  - j9-  Homgr((SoCt)O,11) ' '  o  . . .

,rl drl
0- -  Homgr ( (SoO)1 ,S )  * ' - 5  Homgr ( (S8O)1 , . f 0 ) - j 9 - '  Homgr ( (SeO)1 , f1 )  

' '  '  . ' .

, r j ,,J ,,1
0 - - ,  Homgr((S e O)2,S)- : l+  Homgr(( ,S8O)2, . r0)- -a-  Homgr((S Of l )2, f1)  

' '  '  . . .

Orf Orl

On a Homgrs(S o Cr,-rn) : Homgre(O, /'), et donc, si la graduation de Q est majo'

r6e par un entier d, la graduation de Homgrs(S A Q,.f') sera minor6e par (n - d). On

en d6duit, dans ce cas, que Ia filtration de ce bicomplexe par colonnes est r6gulibre. La

premibre colonne est quasi-isomorphe au complexe simple associ6 au sous-bicomplexe

* 1 9 _
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(Homgr((S8ft){ '/k),et'd2) sur lequel la fi l tration donne lieu b une suite spectrale

iont le premier terme s'identifie ir

IEi'n :Homgr5 (Hi(o), /s) 
Homgr(Irr(o)'en)' Homgrs (H;(ft) '  /s+ 1) : E*'s+r

et donc

IEi'' :Bxtgrli1y I (ai (el), s- (c )) + h*+' ( Homgrs- 1'" I (ot' s- (c )) )

on conclut en aPPliquant (a)'

c) Cons6quence imm6diate de (b)' 
I

5.3.2. Remarque. On rappelle que f{'(M) est une S*(t")-module libre lorsque' par

exemple, M nepossbde pu" au 
"ot,o*otogi" 

en degr6s impairs (c/. 3.1.6.d-iv). Idem'

mais c,est inint6ressant, lorsque l'action de t sur i\4 est triviale, i'e' c(Y):0' et donc

aussi g(Y) :0, Pour tout Y € g'

$6. Morphisme de Gysin G-6quivariant

6.1 A propos des bons recouvrements

Dans 2.1 nous avons rappei6 que toute vari6t6 difi6rentielle M admet des bons recou-

vrements d6nombrables, elle est ainsi r6union d'une familie croissante d'ouverts {u'}"ex

otr chaque Ul admet des bon recouvrements finis et donc H(Ut) et H"(tJ) sont de di-

mension finie, Lorsque un groupe G compact agit sur M on a le r6sultat analogue

suivant.

6 . l . l .P ropos i t ion .LorsqueungroupecompactGag i tsuruneva ' t i6 tdM' i lex is te
une famillecrojssante d'ouvetts 6l :1%)ut* qui recouvre M ' et telle que chaque Vi

est de type fini et est stable sous I'action de G '

preuve. L'id6e de Ia d6monstration est Ia suivante' D'aprbs Ie th6orbme de la tranche

(slice) il passe par chaque r € M une sous-vari6t6 iocalement ferm6e S' stable sous I'ac-

t ion de G,: :Stab'1i ;  t" i tu que que l 'appl icat ion Gxc*S'-+GS"'  (g 'r)  F+9r '  est

un isomorphisme sur un voisinage ouvert de i'orbite Gr' L'application zr 
" 
G x6' s' -'

GxG'C:Gt res tunef ib ra t ion loca iement t r i v ia ledef ib re^9 'desor tequepour tou t
t o u t v o i s i n a g e a s s e z p e t i t W " d e r d a n s G r ' o n a f J ' : : n - t * ' : W " x S ' e t i l e x i s t e
un ensemble fi"t t; '..; s6]*9G tel que l)f,:tg'u':GU"' Munissons maintenant M

d,une m6trique riemannienne G invarianti (porsibie palce que G est compact)' Pour

c h a q u e r e M l a t r a n c h e S " e t W , p e u v e n t 6 t r e c h o i s i s t e l s q u e U " s o i t c o n v e x e '
a u q u e l c a s s e s t r a n s l a t 6 s g [ J , | e s o n t a u s s i . I l s ' e n s u i t q u e s i U e s t u n e r 6 u n i o n f i -
n iedesouver tsW," l ,ouver tGUadmetunbonrecouvrement f in i .So i tdonc{ ra}eex
tel  que tur l tux est un bon recouvrement de M. En posant v:G(t l r ,u" 'u 'u")

proPosition est v6rifi6e'

$6

- 2 0 -
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Le th6orbme suivant, analogue 6quivariant de la proposition 2.1.4, est corollaire de

5.2.1 dans le cas des groupes compactes g6n6raux ou bien de 5.3.1 dans le cas des tores.

6.1.2. Th6orbme. Sous /es hypothdses en cours,

a) Pour tout recouvtement U de M par des ouverts G-stables, )e morphisme canonique

IuE u.r Os,"(U) -. Qs,"(M)
est bijectif et l'application

D'u,ctAb,.(M)ldMl'----+!!gryE7Homi16(O61u1,r;) (* ')

analogue de (*) (5.2) est bien d4finie et c'est un morphisme de comp)exes,
b) Pour tout rccouwement B v6rifiant les conditions de 6.1.1, 1'application

D's. : Ab,"(M)ldMl' - Ij4 u.r Hom!- (Ob(u), HA)

est un quasi-isomorphjsme.

6.2 Morphisme de Gysin G-6quivariant

Compte tenu du corollaire 6,1,2, nous pouvons introduire rphisme de Gysin en
classique (2.2),cohomologie 6quivariante de manibre formellement

Etant donn6es deux G-vari6t6s M et .A/ et une application G-6quivariante f : M --+

Af , on munit .lI d'un recouvrement d6nombrable croissant par des ouverts G-stables

et de type fini 6: {U,,}.O" considbre alors Ie diagramme de complexes:

o c, "(M )ld Ml - - - - - - - - - - - -{"--- - - - - - - - - - 
@ e,"@ )ld N)

D,.,ruel  
,^.  *rb

l$ y66 Homs- (tv ) (oc (1- I u) s- ( t" ) ) -* lirr,r uer Homs, 1t" I (oc ( u), s- ( C ) )
\,/

on D'6 est un quasi-isomorphisme et induit Ie morphisme /c,* en cohomologie 6quiva-
riante appel6, "morphi,sme de Gysin G-6,qu'iuariant".

Hc , " (M) ldMl  t " ' - , I / c , " (N) [dN]

NJ'

{-'(d )

6.2.1. Th6orbme. .l{otons Diff6 )a cat6gorie dont les objets sont les G-vari6t6s dift6- t
rentielles munies d'une orientation et dont leg{fr9sont les applications diff6rentiables Wwfb\frr\0l
G-lquivariantes, La correspond.ance de Diffjfers Ia catdgorie Mod,(Hs)z des Hs-
modules vectoriels Z-graduds qui fait correspondre

M * He ,"(M)ld*j,  et I  * fc,*

est fonctorielle. On a

quels que soient p, e Hc,.(M) et v e H6(N).

- 2 r -
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6.2.2. Cornmentaire. Contrairement au cas non 6quivariant, il n'est pas clair que Ie

morphisme de Gysin soit le seul iv6rifier (o) . En effet, dans ce cas, l'unicit6 est cons6-
quence de I'injectivit6 du morphisme de dualit6 de Poincar6

3 '

D : Hss,"(M) ---------+ Homo (4"-1m), re))
r f \

L/ -----------+ lp- | uApL)

n*'{ 
{

l*rnf.,: f*e.0,,)n, (o)

quel que soient p, e 0i(M) et u € 0-(N)

* 2 2 -
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u  - l g . * (

f<rrrr4,,yt',t-, 
r" ( D: Hss,"(M)---------+Homm(//o*(

i,"e-*" \ 1,, ....-+ (r- l*
tig'\'L|v 

' 
2. qui n'est pas touiours v6rifi6e dans Ie cas 6quivariant.

Soit G un tore ?, puis M une ?-vari6t6 orient6e compacte sans point fixe et telle
que H7*(M) 10. On a H7(M): Hr,"(M) et Hr(M) est un S(t*)-module de torsion.

L'application d'int6gration ,
| : Hr(tw)----+ S(t-)

J M

est donc nulle de m6me, par cons6quent, que l'application de dualit6 6quivariante

D : H 6, "(M) 
---------+ Hom s. 6, 1 (H 6 1tW ), S- (s " ) )

/ l \
v  +  

\ r -  J * ,  
A t r )

Toujours dans cet exemple, pour toute application f : M -- M on a trivialement

[  ,n f - ( t ) :  I  xp1n,  (o)
J M  J M

pour tous u,11, € H7(M) et quel que soit I e Endsley @r$ut)) .

Par exemple, s i  ?:51 xSl agi t  sur M:Sl par ( f ,u)( t ; )  :u, 'u)ona

,S( t - )  :  R [X,Y] ,  Hr (M)  :R[X 'Y ] / (x )  :R lY l

et Endp176,vl(R[y]):R[y]' Il v a donc beaucoup de solutions b (o)'

$ 7. Morphismes de Gysin explicites

Le ddfinition g6n6rale du morphisme de Gysin repose sur le fait que le morphisme de
complexes Dtna:Q.(M)ld.l- Home(O(M),lR) est un quasi-isomorphisme mais il ne
provient en g6n6ral pas de I'existence d'un vrai morphisme de complexes de Cl"(M)[dy]
vers O"(JV) [dp] . Nous 6tudions dans cette section des cas importants oir c'est Ie cas.

7.1. Lemme. Sojt f : M --+ i\y' une appkcation entre deux vari6t6s' Un morphisme de
complexes 9-:Oi(M)ldvl - O:(N)[dN] induit 1e morphisme de Gysin f * si et seule-

ment si
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7.2. Inclusions ouvertes

Proposition. Soient IJ un ouvert de M et t':U-+M I'iaclusion. Le motphisme

de Gysin 6: H$*,"(tJ) --+ H[*,"(M) est Ie morphisme induit par f inclusion O](U) e
aL@).

Preuve. L'6galit6 (o) du lemme 7.1 est imm6diate.

7.3. Projection. On se donne deux vari6t6s orient6es M et N, on rappelle que le

morphisme naturel du complexe produit tensoriel OLM)SQ:(N) vers le complexe

AL(M x N) est un quasi-isomorphisme.

Proposition, Avec les donn4es en cows, I'application

o:(M)so:(N) p" oi(jv) II t^* 11/;244

u@ tt * (l*,), /';n,rusen

est un morphisme de complexes qui induit Ie morphisme de Gysin

pr* : f/j*,"(M x N)[dy]--+ IIj*,,(JV)

associ4 it, la surjection canonique pr: M x JV -* N, pr(n,y):y.

Preuve. L'application rp est un morphisme de complexes puisque:

,  bt/ .

l*,*(r8 z')pr-(p) : 
l.U*r)r:' n u

Par le lemme 7.1, le morphisme de complexes rp* induit le morphisme de Gysin pr*

si et seulement si on a

-.23 -
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Or.' f f l

I  Qav ' )p r . (p , ) :  |  ( vau ' ) (Lop ) :  I  va (v 'np )
J M x N  J M x N  J M x N

: U*')U.'^p) I.U-')'' nu
en appliquant I'identit6 de Fbbini. r

7.4. Projection dtun ffbr6 vectoriel orientd sur sa base. Soit .E un fibr6 vectoriel

de fibre F orient6e et de base une vari6t6 orient6e Il. Notons r : E '-+> B la projection

canonique,



I
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BrA"/
fw| J^/Pn'

tf,€ + ftl

Proposition, Le morphisme de Gysin r* est induit par Ie motphisme de complexes

d'int6gration sur les fibres r

o' o" "*11';:'"'.+o:(B) Pcsfa[s) ' t e qr')

Ivnn. (p) :  [  (  [ , \n ,
J p  J B \ J F  /

qui n'est autre que Ia "formule de proiection, bien connue. r

7.5. Inclusion de la section nulle dtun fibr6 vectoriel orient6. On garde les nota-

tions du paragraphe pr6c6dent. On note o : B --+.8 I'application d'inclusion.

Proposition. Le morphisme de Gysin o* est induit par le morphisme de complexes

c,:(B) r , CI;(E)[dr]
Ll # (D Ar'u

oi @ d4signe la classe de Thom,

Preuve. Par 7.L on doit v6rifier que pour tous z e A"(A) et p € O(E) on a

[, nrlr: [ @ rt,r*v) rt,1t
J B  J E

mais comme n* : Q*(B) + O-(.@) est un quasi-isomorphisme, il suffit de qu'on Ie vdrifie
pour p de la forme 7r*z', soit:

f t f

I  v t ru ' :  I  @Ar*u )Ar *v ' :  l onn . (v tu ' )
J B  J E  J E

Or, par la formule de projection on a:

I  onnr(unu ' \  :  [  (  [  o \ fu  nr ' \
J z  \  /  J a \ J p  , / '

avec [ri|:l pa,r d6finition de la classe de Thom. I

7.6. Factorisations du morphisme de Gysin. Une application /: M'-+ N entre va-
ri6t6s se factorise en composant I'immersion ferm6e Sr(/) : M '-+ M x JV, r r--+ (r, f (r)),
et la projection pr : M x N --+ lV. L'immersion gr(/) se r6alise alors comme compos6e
de l'injection de la section nulle du fibr6 normal u(M) de M dans M x N , puis d'un
diff6omorphisme de u(M) sur un voisinage tubulaire U de Gr(/) dans M x JV, et,
enfin, de I'inclusion de U dans M x N, On a donc la factorisation

ALspRTo ARleIe

M-3-+u(M)-=--+tJ e ,M x. lV P'  , l f (o)

Lorsque M et N sont orient6es, les vari6t6s dans (o) le sont aussi et le morphisme de
Gysin /* est donc compos6 des morphismes de Gysin associ6s aux applications de (o)

- 2 4 -
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dont il faut remarquer qu'ils proviennent tous de morphismes au niveau des complexes

de formes diff6rentielles d, support compact. Cette remarque est trbs utile pour d6mon-
trer I'existence du morphisme de Gysin 6quivariant de manidre explicite, ce que nous
ferons dans la section suivante.

$ 8. Morphisme de Gysin 6quivariant explicites

On reprend les donn6es des sections pr6c6dentes en munissant chaque vari6t6 d'une
action (diff6rentiable) d'un groupe de Lie connexe G. Les applications entre vari6t6s
sont suppos6es G-6quivariantes.

8.1. Inclusions ouvertes. Soit t:U eM I'inclusion d'un ouvert G-stable U de M'
L'inclusion de complexes O"(U) CA"(M) commute h,la diff6rentielle ext6rieure et aux

op6rateurs de contraction induits par l'action de G. L'inclusion

(s(g) e o"(u)) '  E (s(g) I  o"(M))G

est trivialement un morphisme de complexes pour la diff6rentielle de Cartan; il induit
Ie "morphisme de Gysin Aqui,uariant" en cohomologie 6quiva'riante

t6. t  Hi(U)ldvl-  HiQw)ld*r)

et l'69alit6 caract6ristique

I t
I  u n(f-v)  :  |  ( f  -p)  nu ,  Yp e H6."(u),  vu € He(M),

J U  J M

est trivialement v6rifi6e.

8.2. Projection. Dans Ie cas de la projection pr: M x .lV --+r JV, Ie morphisme de com-

Prexes (cf ' 7 '3) 
0:@)s o:(N) -g o:(N)

vg4  , ! \ (  |  , \ ,
\ J M  /

est G-6quivariant et commute aux op6rateurs de contraction, En effet, la G-6quivariance
r6su l t ede  

I  n . r :  [  , ,  v v€a " (M) , yg€G,
J M  J M

cons6quence de la connexit6 de G, La compatibilit6 vis-d,-vis des op6rateurs de contrac-
tion r6sulte ais6ment de

v.( t(x)(v I  p))  :  e.(r"(X)(u) s p) + (-1)d"c"p* (u e r .(x)(p))
:  (- t )d* e-(v a r /x)(p)) :  (- t )dr t  (x)(e- (z e t))

puisque !*{X)u:0 pour une simple raison de degr6.

* 2 5 -
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Le morphisme g* se prolonge alors naturellement en un morphisme de complexes

ec- : (,s(s) I0"(M) I f i"(N))c -* (s(s) I C)"(N))G

d'oir Ie morphisme de Gysin en cohomologie 6quivariante

prc,* i Hb,"(M x .Ai)[dy] ----+ HA,"(N)

vdrifi ant l'6galit6 caract6ristique

t f ,
I  u  A(pr*

Jp t ^N  . -  p ) :  
J * ( vc . r )nu ,  

YueH6 , " (M xN) ,  Vpe  116 (N) ,

8.3. Projection dtun fibr6 vectoriel orient6 sur sa base. Soit (zr,E,B) un fi-
br6 vectoriel orient6 de fibre not6e F. On rappelle que l'int6gration sur les fibres est
un morphisme de complexes /": O"(.8)-+ O"(B) tel que si tlt: E ---+ lg est un isomor-
phisme qui transforme fibre en fibre alors /"ory'* :lt* o./". Donc, si (tr,E,B) est un
fibr6 G-6quivariant, le morphisme de complexes /" l'est aussi.

Le morphisme /" commute aux op6rateurs de contraction a(X). En effet, comme
ces op6rateurs sont de nature locale, il suffit (modulo de partitions de I'unit6) de Ie
v6rifi,er sur un ouvert de trivialisation de E, i.e. sur n-l(U) pour [/ ouvert tel que
r-r(J - F xU, auquel on est r6duit au cas d'une projection et les raisonnements de 8.2
s'appiiquent.

L'application Ie tS(C) S0"(E) --' S(G) 8O"(B), d6finie par .t P 8w :: P A Iru
se restreint donc naturellement A, une application

/ , (s(s) s o"(.o))Gld.l -- (s(g) s o"(B))Gt,
et cette application est un morphisme de complexes pour la diff6rentielle 6quivariante.

Le morphisme induit en cohomologie 6quivariante est "le morph'isme de Gysin r*",i\

v6rif ie I '6galit6: ^

I  vn r .p t :  |  (  |  , \n ,
J E  J B \ J F  /

puisqu'il en est ainsi dans le cas non 6quivariant.

8.4. Inclusion de section nulle dtun fibr6 vectoriel orient6.

Classe a"@ 6quivariante. Soit (n,E,B) un fibr6 vectoriel orient6 de fibre no-

t6e F. On note t: B C -E I'inclusion de la section nulle. On rappelle que le morphisme

de Gysin r*: Ho ,.(E)[d"] * fI"*,"(B) coincide avec le morphisme d'int6gration sur les

fi.bres et c'est aussi un isomorphisme. En particulier

I1j.,"(E) : 0, pour tout i < dr

- 2 6 -
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Proposition. On suppose le groupe G compac.t et connexe,

a) II existe un cocycle Aquivafiant homogdne de degrd total d,r

6 : Oldrl I 6ldr-zl I pldr-al I ...

avec itrldl e (s(s)so:(E))c st, sfi @Idrl ea!'p\e est un cocycle repr6sentant Ia

classe de Thom de E.

b) L'application
(s(g)ao:(B)) t  ee'* , (s(g)eo:( .o))Gldr l

y ,19:-- 6 An*u

commute aux diff&entielles 4quivariantes,

Preuve. Notons n:dp. Comme G est connexe et compact, il existe un repr6sentant
'-t 

OH eAT@) de la classe de Thom qui est G-invariant I dans ce cas

D @Inl) : dlql"ly * c(X)Otnl : slylplnl

Or, c(X)@e (S(g) 8Td*n-1(E))t  ut  m6me dc(X)@:L(X)O:0. Or,  d 'aprbs (o) et

toujours gr6,ce b la compacit6 et connexit6 de G, il existe @["-2f e (S(g)SO|-'z(.8))c

tel que c(X)A - dL-z. L'6galit6 (o) nous permet donc de construire de proche en

proche le cocycle G-6quivariant 6, r

D6ffnition, On appellera "morph'i,sme d,e Gysi,n dquiuari,ant associ4 d,l'inclusi,on t: B e
.8, I'application

Hb,"(B) 
LG'' , H[,"(E)ldr]

induite par le morphisme de complexes ga,* d,e I'assertion (b) dans la proposition pr6-

c6dente.

Remarque. L'6galit6 caract6ristique
. J r r

I  unQ)p , ) :  I  Q*u )A1 . t ,  VueH6 , " (B ) ,  Vpe  He(E) ,
J B  J E

est v6rifi6e. En effet, comme le morphisme r* : Ho*(B) * I/""(.D) est bijectif, on a

F:Trvt avec v'€ O(Il) auquel cas il suffit de v6rifier

f f
I u Au' : I O Ap.(u Aut), Vu € Hc,"(B), Yv' e Hc(B),

Ja Je

6galit6 qui r6sulte aussit6t du cas non 6quiva,riant.

- 2 7 -
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8.5. Factorisations du morphisme de Gysin 6quivariant. Nous supposons b partir

de maintenant Ie groupe G connexe et compact.

Dans 7.6 nous avons expliqu6 comment factoriser une application / : M --+ N en com-

position d'applications pour lesquelles le morphisme de Gysin en cohomologie provient

d'un morphisme au niveau de complexes de formes diff6rentielles. Nous avions la facto-

risation (o):
M - . 9 - - + u + M x N  P ' , J V  ( o )

Dans la cas 6quivariant, on fait opdrer G sur M x N coordonn6e par coordonn6e, on

munit M x JV d'une m6trique riemannienne G-invariante (G est compact !), on identifi6

M it lasous-vari6t6 Gr(/) qui est une sous-vari6t6 ferm6e G-stable de M x JV, et on fixe

un voisinage tubulaire G-stable U de M , La factorisation (o) est alors G-6quivariante et

r6alise / comme compos6e d'applications admettant, chacune, un morphisme de Gysin

6quiva,riant. Dans ce qui pr6cbde seul Ie choix de I'ouvert U est non canonique. Or, l'en-

semble des voisinages tubulaires de M est filtrant inf6rieurement et si on a deux tels

voisinages M e Ute Uze M x N, d'injections canoniques not6es LiiU64+ M x iV et

r'21 :t\' '-+U2, ot a,
Llc* i :  t2ga o Lle*

avec en plus r,lc* est bijectif. Ceci suffit pour conclure que la compos6e

fcr :: PIC* o Lc* o Oe* (**)

est ind6pendante de [/ I c'est le "morph'isrne de Gysin €qui'uariant a,ssoci6. ri / "' Nous

avons ainsi prouv6

8.6. Thdorbme

a) Pow toute application f : M --+ N Ie morphisme de Gysin

f 6* : H 6,s(M)[d u] * I/c," (N) [drv]

v&ifie

fe-(u) A tt

pow tous v € Hs,a(M) et p€ Hc(N).

b) l i l tant donn1s f  :M --+ N et g: lV- '+ L, on a 9e*ofc*:(gol)a..

c) (idiy)6- : idnc,"(N)
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i Eg MoRPHIsME DE GYsIN fQuryeRteNt
,-_J

Preuve. L'6nonc6 (a) est clair par construction. Pour (b), on complbte le diagramme:

* er(l) ,,M I N

l p r

fr sr(g) 'JVx.L
l p .
L

e n  
*  

$ 6 ) r M x N  i d x g r ( g ) , M x N x L

| . - ' I
J o" t-r J r'*
JV ---------------+ JV x .L

cr(g) I

Io*
L

oir le sous-diagramme des morphisme de Gysin 6quivariants issu de (n) est clairement

commutatif. Il en est de mdme pour le diagramme des morphismes de Gysin issu du

diagramme commutatif de projections

M x N x t r  P r 1 3 ) M x L

Prrl I I Pr2

ru lz  P" ,  L
L'69alit6

ge*o  fe* :p r2G*  o( f ,go l )c* :  (So f )e -

s'ensuit et la proposition est d6montr6e. r

$9. Miscellandes

Rema,rque de A. Borel dans le $3 du chapitre IV de [Bor],

- 2 9 -
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