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I. Première partie (sur environ 16 points)

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements sont pris en compte pour une part importante dans l’appré-
ciation des copies.

1. (a) Rappeler la définition d’une suite de Cauchy.

(b) Soit (un)n∈IN et soit 0 < k < 1 tels que ∀n > 1,

|un+1 − un| 6 k|un − un−1|.

Montrer que la suite (un)n∈IN est de Cauchy.

Une suite (un)n∈IN est de Cauchy ssi ∀ε > 0 il existe n0 ∈ IN tel que

∀n,m > n0 : |un − um| 6 ε

ou équivalent ∀n > n0 et ∀p ∈ IN : |un+p − un| 6 ε.

Pour la suite (un)n∈IN donné on démontre par récurrence que

|un+1 − un| 6 kn|u1 − u0|.

Grâce a l’inégalité triangulaire on a, pour n ∈ IN et p > 1 :

|un+p − un| 6
p−1∑
j=0

|un+j+1 − un+j | 6
p−1∑
j=0

kn+j |u1 − u0| = kn 1− kp

1− k
|u1 − u0| 6

kn

1− k
|u1 − u0|.

Comme 0 < k < 1, on a limn→∞ k
n = 0. De plus le produit d’une suite qui converge vers 0

avec une constante est une suite qui converge vers 0. Donc ∀ε > 0 il existe n0 ∈ IN tel que
kn

1−k |u1 − u0| 6 ε et la conclusion s’en suit.
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2. On considère le système linéaire suivant, d’inconnues réelles x, y, z et pour lequel p est un para-
mètre réel : 

py + (p− 1)z = p+ 1
x− y − pz = 1
px− z = p2 + p+ 1

Donner l’ensemble des solutions du système en fonction du paramètre p.

On résout 1 en utilisant la matrice augmentée et en procédant par pivot de Gauss sur les lignes
(ce n’est pas la seule méthode possible !).

A+ =

0 p p− 1 p+ 1
1 −1 −p 1
p 0 −1 p2 + p+ 1

 L1↔L2

∼

1 −1 −p 1
0 p p− 1 p+ 1
p 0 −1 p2 + p+ 1


L3←L3−pL1

∼

1 −1 −p 1
0 p p− 1 p+ 1
0 p p2 − 1 p2 + 1


L3←L3−L2

∼

1 −1 −p 1
0 p p− 1 p+ 1
0 0 p2 − p p2 − p


On voit apparaitre deux valeurs critiques : p = 0 et p = 1.
Cas p = 0 :

A+ ∼

1 −1 0 1
0 0 −1 1
0 0 0 0

 , d’où l’ensemble des solutions Solp=0 = { (1 + y, y,−1), y ∈ IR}.

Cas p = 1 :

A+ ∼

1 −1 −1 1
0 1 0 2
0 0 0 0

 , d’où l’ensemble des solutions Solp=1 = { (3 + z, 2, z), z ∈ IR}.

Cas p 6= 0, p 6= 1 : on peut diviser par p et par p− 1.

A+ ∼

1 −1 −p 1
0 1 p−1

p
p+1

p

0 0 1 1

 L1←L1+pL3

L2←L2−
p−1

p L3∼

1 −1 0 1 + p
0 1 0 2

p

0 0 1 1

 L1←L1+L2∼

1 0 0 2+p+p2

p

0 1 0 2
p

0 0 1 1

 ,

d’où une unique solution (dépendant de p), Solp 6=0,1 = { (2+p+p2

p , 2
p , 1) }.

3. Soit a et b deux réels quelconques. On considère le déterminant suivant :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b ab 0

1
. . . . . .
. . . . . . ab

0 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n > 1,

de la matrice de taille n × n dont tous les coefficients sur la sous-diagonale valent 1, tous les
coefficients sur la diagonale valent a + b, tous les coefficients sur la surdiagonale valent ab, et
tous les autres coefficients sont nuls. En particulier, on a D1 = a+ b.
(a) Calculer D2 et D3

(b) En faisant des développements successifs par rapport à des lignes ou colonnes bien choisies,
établir une relation entre Dn+1, Dn et Dn−1.

(c) En déduire une expression pour Dn pour tout entier n > 1.

1. Conjugaison du verbe résoudre : je résous, tu résous, il/elle résout... avec un T, et non un D.
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(a) D2 = a2 + ab+ b2, D3 = a3 + a2b+ ab2 + b3.

(b) On développe par rapport à la première colonne de Dn+1 :

Dn+1 = (a+ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b ab 0

1
. . . . . .
. . . . . . ab

0 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
n×n

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ab 0 · · · 0
1 a+ b ab

0
. . . . . . ab

0 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
n×n

,

on reconnait Dn dans le premier terme, et on développe par rapport à la première ligne
dans le deuxième terme :

Dn+1 = (a+ b)Dn − ab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b ab 0

1
. . . . . .
. . . . . . ab

0 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
(n−1)×(n−1)

= (a+ b)Dn − abDn−1.

(c) (Dn)n>1 est une suite satisfaisant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2. L’equation
caractéristique associée est x2 − (a+ b)x+ ab = 0 de solution x = a et x = b.
Cas a = b : La suite Dn est de la forme Dn = (λ + µn)an avec λ et µ que l’on peut
déterminer en utilisant les valeurs de D1 et D2. Dans ce cas on obtient :

Dn = (1 + n)an, ∀n > 1.

Cas a 6= b : La suite Dn est de la forme Dn = λan+µbn avec λ et µ que l’on peut déterminer
en utilisant les valeurs de D1 et D2. Dans ce cas on obtient :

Dn =
a

a− b
an − b

a− b
bn =

an+1 − bn+1

a− b
= an + an−1b+ · · ·+ abn−1 + bn, ∀n > 1.

4.

(a) Soient a, b ∈ IR, a > 0, b > 0. Montrer que

2
√
ab 6 a+ b.

(b) On considère les suites de réels positifs (un)n∈IN et (vn)n∈IN définies par u0 = a, v0 = b et
∀n ∈ IN

un+1 =
√
unvn et vn+1 =

un + vn

2
.

Montrer que (un)n∈IN est croissante et (vn)n∈IN est décroissante.

(c) Montrer que (un)n∈IN et (vn)n∈IN convergent vers la même limite.

(a) (
√
a−
√
b)2 = a− 2

√
ab+ b > 0.

(b) On remarque que ∀n ∈ N on a un 6 vn grâce à la question précédente et de plus un > 0.
Donc

un+1 =
√
unvn >

√
u2

n = un et vn+1 =
un + vn

2
6 vn.
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(c) On a u0 6 un 6 vn 6 v0 ∀n ∈ N. La suite (un)n∈IN est croissante et majorée par v0 = b,
donc elle converge vers lu. La suite (vn)n∈IN est décroissante et minorée par u0 = a, donc
elle converge vers lv. En passant à la limite dans la relation de récurrence vn+1 = un+vn

2 on
obtient lv = lu+lv

2 , qui implique lu = lv.

5. Donner un exemple de matrices A, B, C telles que AB = AC mais B 6= C.

Nécessairement A ne doit pas être inversible. Par exemple on peut penser à la matrice nulle.

Pour A =
(

0 0
0 0

)
, B =

(
1 2
3 4

)
, C =

(
1 0
0 1

)
, on a bien AB = AC =

(
0 0
0 0

)
, mais B 6= C.

Ce n’est pas le seul exemple...

6. Soient A, B, C trois matrices carrées de taille n (n > 1), telles que AB = CA = In.
(a) Montrer que B = C.
(b) Quel est le rang de B ?

(a) On a In = AB. En multipliant à gauche par C on obtient C = C(AB). Mais le produit de
matrice est associatif : C(AB) = (CA)B, et CA = In, donc au final on a bien C = B.

(b) Puisque on a AB = BA = In, les matrices A et B sont inversibles (et inverses l’une de
l’autre), elles sont donc de rang maximal. D’où rg(B) = n.

7. (Bonus) Soit n ∈ IN, n > 1 et soit an l’unique racine positive de l’équation
n∑

k=1

xk = 1.

(a) Montrer que ∀n > 1, 1
2 < an 6 1.

(b) Montrer que (an)n∈IN est décroissante.
(c) Montrer que (an)n∈IN converge vers 1

2 .

1. Pour tout n > 1, on définit fn : IR+ → IR par fn(x) =
∑n

k=1 x
k − 1. C’est une fonction dérivable

telle que f ′n(x) =
∑n

k=1 kx
k−1 > 1 > 0, ∀x > 0, donc fn est strictement croissante. On calcule

fn(0) = −1, fn(1
2) = − 1

2n et fn(1) = n − 1 > 0. Comme fn est strictement croissante, il existe
une unique racine positive an de fn et de plus 1

2 < an 6 1.
2. On calcule

fn+1(an) =
n+1∑
k=1

ak
n − 1 = an + an

(
n∑

k=1

ak
n

)
− 1 = 2an − 1 > 0.

Comme fn+1 est strictement croissante et fn+1(an+1) = 0 on a an+1 < an, càd (an)n∈IN décrois-
sante.

3. La suite (an)n∈IN étant décroissante et minorée, elle est convergente vers l < 1. On voudrait
passer à la limite dans la rélation qui définit an :

1 =
n∑

k=1

an = an
1− an

n

1− an
.

La limite de (an)n∈IN étant l < 1 il existe un rang n0 ∈ IN tel que an 6 ρ < 1 ∀n ∈ IN. (On peut
aussi dire que an 6 a2 < 1 ∀n > 2.) Donc 0 6 an

n 6 ρn → 0, donc par le théorème des gendarmes
lim an

n = 0. A la limite on obtient

1 =
l

1− l
donc l = 1

2 .
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