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« L’étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des découvertes mathématiques. »
— Joseph Fourier

En 1822 Fourier publie son manuscrit intitulé Théorie analytique de la chaleur qui traite de la modélisation de la
propagation de la chaleur dans un corps homogéne & travers une équation aux dérivées partielles connue aujourd’hui
sous le nom de I’équation de la chaleur. Au dela de la conceptualisation des aspects physiques de la chaleur, Fourier
y expose une méthode de résolution de cette équation en utilisant des séries trigonométriquesEI en exploitant les
conditions au bord du domaine. Il est notamment le premier & établir une formule pour ce qui est appelé aujourd’hui
les coefficients de Fourier et plus généralement d’identifier le probléme suivant : étant donné une fonction f, peut-on
définir les valeurs suivantes

1
Cp = J flz)e 2™ dy
0

et étudier la convergence de la série suivante ainsi que son lien avec f(x)

2 cne2z7rn:1:

neZ

De plus, il y établit également une formule de représentation intégrale d’une fonction arbitraire qui correspond a ce
qu’on appelle aujourd’hui le théoréme d’inversion de Fourier.

La portée de ces travaux va au dela de la simple résolution de ’équation de la chaleur ou du développement de
loutil des séries de Fourier, cela permet de définir une certaine conception des mathématiques qui englobe a la fois
la modélisation, la résolution, le calcul numérique et 1’algorithmie. Nous referons aux ouvrages [2, 4] pour plus de
détails concernant le caractére historique ainsi qu’aux nombreuses applications.

Le but de ce mini-cours est de proposer une introduction & ’analyse de Fourier, cela regroupe a la fois la notion de
séries de Fourier ainsi que de la transformée de Fourier et éventuellement de son application a la résolution d’EDPs.

1. la notion de séries trigonométriques était déja utilisée par Bernoulli pour proposer une solution au probléme des cordes vibrantes



1 Séries de Fourier

Afin de répondre a la problématique évoquée dans 'introduction, nous avons besoin de spécifier la nature des
fonctions que l’on considére. Une propriété importante pour espérer avoir 1’égalité entre la série trigonométrique et une
fonction arbitraire est la périodicité de la fonction. Nous rappelons ici les espaces fonctionnels qui nous intéresseront
ainsi que certaines de leur propriétés.

1.1 Notations et pré-requis

Posons T = R/27Z et on notera par C°(T) (resp. C1(T)) I'espace des fonctions f : R — C continues (resp. de
classe C1) et 2m-périodiques
flz)=f(x+27), zeR

Le choix de la période 27 est arbitraire, on peut toujours se ramener & l’ensemble des fonctions 7" > 0 périodiques

grace a la transformation
7 2rx
T —
T

On utilise la notation || - |co(ry pour la norme uniforme sur C°(T). On introduit les espaces LP(T) pour p > 1

LP(T) = {f : R — C, mesurables, 27- périodiques et f |[f(@®)Pdt < +oo}

—T
ou l'intégrale ici est au sens de Lebesgue et on a par 27 périodicité que pour tout a > 0
U a -+
fode= | roa
—T a—Tm

On normalise la mesure de Lebesgue et on munit cet espace de la norme

Q 1/p
Iflzecry == <217TJ, |f(t)|pdt>

—
qui est un espace de Banach. On rappelle que

e Par construction, I’espace des fonctions étagées (combinaison linéaire des fonctions indicatrices de segments
fermés bornés dans [—m, 7]) est dense dans LP(T).

e Les ¢léments de LP(T) sont des classes d’équivalence de fonctions égales presque partout et qu’il est usuel de
confondre la classe d’équivalence avec un de ses représentants.

Lorsque p = 2, ’espace est un espace de Hilbert muni du produit scalaire classique qu’on notera (f, g) = == S:T f(x)g(x)dz.

On définit également le cas p = © parE| i
L*(T) = {f : R — C, mesurables, 27- périodiques pp et ||f|- := supess|f| < +oo}
On rappelle que pour p > g > 1
CHT) c C°(T) c L*(T) c LP(T) c LYT) c L*(T)

On a le résultat suivant

2. On rappelle que supessf := inf{t e R, Mz €eR, f(z) >t} =0}



Proposition 1.1. L’espace des fonctions de classe C1(T) est dense dans LP(T) pour tout p > 1 fini.

Démonstration. 11 suffit d’approcher les fonctions indicatrices par une fonction C! et ceci peut se faire en lissant
les bords du support de la fonction étagée. En effet si f = 1;a,b] avec [a,b] © [~7, 7] on peut simplement lisser le
graphe de f via une fonction g affine (quitte & déborder dans le support) et cela permet d’avoir |g — f|, aussi petit
que ’on veut en jouant sur la pente de la fonction affine et de son support.

1.2 Coefficients de Fourier et premiéres propriétés

Définition 1.2. Soit f € L!(T) et k € Z. On appelle kéme coefficient de Fourier de f le nombre complexe
; (" —itk
flk) = — (t)e " dt

T or -

L’intégrale étant bien définie on a |f(k)| < | f]z1(r)-
On liste ci-dessous quelques propriétés remarquables des coefficients de Fourier

Proposition 1.3. e Soit f e LY(T). Si f est paire alors pour tout n € Z

f(n) = f(=n) = iJm cos(nz) f(z)dx

2 J_,

o Soit f € LY(T). Si f est impaire alors pour tout n € Z

A A i

f = —f(=n) =~ [ st (o)

™

e Si f est a valeurs réelles alors f(—n) = f(n) pour tout n e N.
o Pour toutn e Z,
f'(n) = inf(n)
ceci est vrai dés qu’on peut donner un sens aux termes de droite et de gauche, par exemple lorsque f' € L*(T)
et par conséquent f € L*(T) et continue.

Définition 1.4 (Série de Fourier). étant donné une fonction f € L(T), on définit la série de Fourier comme suit

Zf(n)eim, zeT

neZ

Le but de ce chapitre est donc de répondre a la question suivante : sous quelles conditions sur f peut-on affirmer
que la série converge et dans quel sens? si oui, peut-on établir I’égalité entre la série et f. On peut naturellement
commencer par rappeler la condition nécessaire de convergence d’une série : son terme général tend vers 0, ainsi si on
veut espérer que la série converge, il faut que les coefficients de Fourier de f tendent vers 0. On a le résultat suivant

Lemme 1.5 (Lemme de Riemann Lebesgue). Soit f € L*(T). On a

a1 =0
ou de maniére équivalente
lim cos(nkt) f(t)dt = lim sin(nkt) f(t)dt =0
n—ow ) n—w |

K s



Démonstration. D’aprés Proposition par densité, il suffit de le montrer pour les fonctions f € C1(T), par IPP
on a

‘ f(z)e ™dg

- ‘; f,ﬂ f’(x)e*imdx — [f(x) ¢ ™ ] -

n
1 iy
< ([Cea) =0

puisque f’ est localement intégrable car continue. Maintenant si f € L'(T), pour tout € > 0 on peut trouver g € C'*(T)
telle que |[f —g|z1() <€ etona

‘ f(z)e™ ™ dx

<nf—ﬂﬂmyﬂj g(z)e " da

s
<e+ U g(x)e™ "™ dx
—T

d’ou le résultat en passant a la limite. O
Une autre propriété naturelle & vérifier est I'unicité des coefficients de Fourier au sens suivant
Proposition 1.6. Soit f € C°(T) telle que f(k) = 0 pour tout k € Z alors f = 0.

Démonstration. Remarquons, par linéarité, que 'intégrale de f sur (—m,7) contre n’importe quelle fonction trigono-
métrique est nulle. Par ’absurde, supposons que f n’est pas nulle sur (—m, 7) et sans perte de généralité on suppose
que f(0) > 0. 1l existe donc 7/2 > § >0 tel que

f(x) = f(0)/2, Ve (=6,0)
L’idée est de construire une suite de fonctions trigonométriques p, telle que l'intégrale
| p@is@as
—T
explose lorsque n tend vers 400 ce qui sera en contradiction avec le fait que les coefficients de Fourier sont tous nuls.
Comme cos(0) = 1 il suffit de considérer la fonction suivante
p(0) = cos(f) + ¢
avec € > 0 assez petit tel que
p(@)| <1—¢/2, Vé<|O|<m
et il existe n > 0 tel que n < § satisfait
p(O) = 1+¢/2, V||<n
On pose pour n € N
pa((0) = p(0)"

clairement p,, est une combinaison linéaire de 6 + €% pour k € {—n,--- ,n} et donc pour tout n € N

C FOpa)38 =0

On a cependant



e L’intégrale sur ’ensemble {§ < |0] < 7} tend vers 0 puisque

j F(0)pa(0)d0
{0<|0]|<n}

<([ enae) a ey — 0

o n—x0

e L’intégrale est positive sur 'ensemble {n < |0| < 0} car p et f le sont.

e L’intégrale explose sur {|f| < n} car

j F(O)pn(0)d0
{n<|0]}

=], FOPOW O W) s b

n—>o0

ainsi donc F(0)pn(6)do diverge, ce qui est absurde. O

—T
Corollaire 1.7. Deuz fonctions continues f,g € C°(T) sont égales ssi leurs coefficients de Fourier coincident.

Nous énoncons le résultat suivant permettant d’établir ’'égalité entre la somme d’une série de Fourier et la fonction
elle méme.

Théoréme 1. Si une fonction f € C°(T) admet une série de Fourier absolument convergente ie

3 ‘f(k;)‘ < +o0

nez

alors f est la limite uniforme de sa série de Fourier i.e. si on note S, la suite des sommes partielles de la série de
Fourier

Sulf) = O ket
k=—n
Alors

» = sup|Sy(x) — f(z)] — 0

€T n—o0

Démonstration. La série de fonctions Y. f(k)e*® est normalement convergente sur R et donc uniformément conver-

n
gente vers une fonction continue, qu’on note S := lim S,,. Un calcul direct montre que S admet les mémes coefficients
de Fourier que f, en effet on a pour tout p,q € Z

1 T ) 1 . N
- eitla=p) 4t — S p=gq
2m J_ . 0 sinon

et donc S = f. O

Remarque 1.1. Nous avons montré dans la preuve du lemme de Riemann Lebesgue que les coefficients de Fou-
rier ( f(n))n d’une fonction continument différentiable décroient comme % Ceci peut se généraliser & un taux de
décroissance d’ordre % pour une fonction ¢ € N* fois continument différentiable. En particulier, on peut d’ores et
déja affirmer qu’une fonction au moins deux fois continument différentiable admet une série de Fourier absolument
convergente et donc que f € C?(T) est la limite uniforme de sa série de Fourier d’aprés le théoréme précédent.



1.3 Convergence ponctuelle et uniforme

Le premier résultat que nous allons énoncer stipule que la suite de sommes partielles d’une fonction f € L(T)
converge en moyenne vers f. Pour cela on note o, (f) cette suite

1 n—1
o = —
k=0
c’est la somme de Césaro des sommes partielles Si, &k = 0,--- ;n — 1. Nous introduisons également les notations

suivantes

Définition 1.8 (Noyaux de Dirichlet et de Féjer). Soit n € N, on appelle noyau de Dirichlet le polynome trigono-
métrique suivant

D, (x) := Z ke

k=—n

On appelle noyau de Féjer le polynéme trigonométrique suivant

1n—1
F, = E;OD,C

ce sont les sommes de Césaro des noyaux de Dirichlet.

Les propriétés suivantes s’obtiennent aisément par des calculs explicites, que nous laissons au lecteur.
Proposition 1.9. Soit f € L*(T). Alorsﬂ
Sn(f):Dn*fa Un(f):Fn*f

et on a les propriétés suivantes

i) On a les formules suivantes

sin((n+%)m) . L sin(%) 2 .
Do(x) = { —an(y) T ¢ 217 , Fu@) =4 n (e si x¢2nZ
2n +1 $i  x €24 n i e

it) Le noyauz de Féjer est positif et on a

1 (" 1 ("

Dy (tydt = 1, Fu(t)dt = 1 = |Fall o)

2m )_, 21 )_,

i4i) Pour tout 0 < <m on a
lim F,(x)dx =0

2P Jz|>8 A (—m,m)

On a le résultat suivant

3. On rappelle que la convolution est donnée par la formule

frg@)i= o [ st = [ g 050t =g+ @)



Théoréme 1.10 (Théoréme de Féjer). Soit f € C°(T) alors
1im o (f) = flleom =0
On en déduit le théoréme de Stone Weierstrass trigonométrique
Corollaire 1.11. L’espace des fonctions trigonométriques est dense dans C°(T).
Preuve du théoreme[L 10 D’aprés la propriété de F,, dans fii)| de la Proposition on a pour tout x € T

L flz —t)F,(t)dt — f(x)

2m J_,

[ ve-n- f(:v))Fn(t)dt‘

2 |) s

o (F) (@) = f(2)| =

Comme f est continue et périodique, elle est uniformément continueEL ainsi pour € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour
tout z € R et tout t e R, |[t| < d = |f(x —t) — f(z)] < e. Ainsi on obtient pour tout x € T en utilisant fii)| et iii)| de la
Proposition [1.9]

on@) ~ S < o [ maes e | Pty
™ Jrj<s T Jeamai>o)
<ot Meem f F,(t)dt
0 (—m,m)n{t|>8}

On obtient en passant a la limite que lim sup |o,(f)(z) — f(x)] < € et ceci pour tout € > 0 ce qui permet de
n—>xC xeT

conclure. O

Remarque 1.2. La convergence uniforme prouvée dans ce théoréme ne dépend que des propriétés fii)| et de la
Proposition de la suite de noyaux (Fj,)nen, c’est ce qu’on appelle une approximation de l'unité. Nous verrons
cette notion plus en détails plus tard.

Nous allons & présent démontrer un résultat de convergence des séries de Fourier dans le cas de fonctions de
classe C'' par morceaux, remarquons que ces fonctions ne sont pas nécessairement continues et par conséquent, la
convergence ne peut-étre uniforme (en général). On a le résultat suivant

Théoréme 1.12 (Théoréme de Dirichlet). Soit f une fonction 27- périodique de classe C' par morceauzlﬂ. Alors

pour tout x € R on a

n—w 2

ot f+(x) sont les limites a droite et & gauche de x.

Remarque 1.3. Si de plus f est continue, alors la convergence est uniforme et méme normale, voir Section

4. &4 montrer en exercice
5. On rappelle qu’une fonction est de classe C'! par morceaux s’il existe une subdivision telle que f restreinte a4 chacun des intervalles
est de classe C' et f et f’ admettent des limites & gauche et & droite des extrémités de ces intervalles



Démonstration. L’idée est d’utiliser . et . de la Proposition et le fait que D,, soit une fonction paire pour écrire

fi(z) + f-(2)
2

:i " D ()f(l‘—t)dt—w

- U Do) -yt + [ Dn(t)f(x—t)dt>_mx)+f(””)

- 2
fr(x) + - (z)
2

Sn(f)(x) = f(x) = Dn % f(z) =

= J Dy ( x—t)—i—f(x—i—t))dt—
o

- 5 [ Dt )(f(w ~ )= @) Du(0dt + o [ D0 (Fla+) = £12)) Do)

11 suffit alors de montrer que chacun des deux termes convergent vers 0. En utilisant la formule explicite de D,,, voir

de la Proposition on a

[ a0 =0 r-@)Patwar = s (w4 3) ) _— o) f-(a),

on conclut en utilisant (une variante) du lemme (|1.5) de Riemann-Lebesgue appliqué a la fonction x +— Binz 0 ! (Ift);f =(2)
2
qui est bien intégrable. O

D’aprés la preuve, on remarque que la propriété de convergence en un point z ne dépend que du comportement
de f au voisinage de z, il est donc assez naturel d’établir le résultat général suivant

Théoréme 1.13 (Théoréme de Dini). Soit f € L'(T) telle qu’en un point x € R on ait

f” fle—t) + flz+1) = 2f(x)

t
Ainsi donc, ce résultat s’applique en particulier aux fonctions hélderiennes.

dt < 4+

Alors Sy (f)(x) converge vers f(x).

1.4 Cadre L? et interprétation géométrique des séries de Fourier

Pour finir, on s’intéresse au cadre L?(T) qui est plus confortable puisque la question de savoir si f € L?(T) admet
une série de Fourier convergente (au sens L?) et qui coincide avec f revient & montrer que la famille de fonctions
(€n)nez données par e, : x — ™™ est une base hilbertienne pour L?(T) En effet, il suffit de remarquer que

f(k) = (frer), keZ
Grace au travail préliminaire de la section précédente, il est facile d’établir le résultat

Théoréme 1.14. (e,)nez est une base hilbertienne de L?(T) cad que c’est une base orthonormée de L*(T) et tout
élement f € L?(T) s’écrit comme
f=>(fren)e

nez



autrement dit la suite des sommes partielles

n
Sa(f) = Y fk)e™
k=—n
satisfait
”Sn - fHL2('Jl‘) —
n—aw
Démonstration. Soient p,q € Z, un calcul directe montre que

_ L (7 w1 st p=gq
(eq,ep)—ﬂj ¢ =10 sinon

—T

Enfin pour montrer que vect{e,,n € Z} est dense dans L*(T) il suffit d’utiliser le Corollaire qui affirme que les
fonctions trigonométriques sont denses dans les fonctions continues pour la norme uniforme et donc pour la norme
L?. On conclut que vect(e,,n € Z) = L?(T) grace au fait que les fonctions continues sont denses dans L?(T). O

Grace au fait que la famille (e, ), soit une base hilbertienne, on en déduit rapidement les formules suivantes

Corollaire 1.15 (Formules de Parseval et de Plancherel). Pour tous f,g € L*(T) on a

11222y = D3 1(Fren)l* = D1 ()]

nez nez
1 (" — A=
o= | f®e(t)dt = D fm)ik)
mJ_
a nez
Remarque 1.4. e Nous insistons sur le fait que la convergence dans le théoréme est au sens L2 est n’est

donc pas une convergence ponctuelle, nous rappelons toutefois que ceci permet d’extraire une sous-suite de
(S1)nez qui converge presque partout vers f.

e Si on note T}, le sous espace vectoriel de L?(T) défini par
T,, = Vect(eg, |k| < n)
qui est de dimension finie et donc fermé, on a l'interprétation suivante

Proposition 1.16. Soit f € L?(T) alors S, (f) est la projection orthogonale de f sur T;,.

1.5 Quelques résultats de convergence plus généraux

Nous terminons cette section par énoncer des résultats de convergence plus généraux.

Nous commengons par énoncer une version plus générale du théoréme [1.10] qui peut se prouver directement en
utilisant les propriétés du noyau de Féjer.

Théoréme 1.17. Soit f € L'(T) et x € T tel que f admette une limite a gauche f_(x) et une limite a droite f, (x)

en x alors

n—*L 2

La convergence simple du théoréme de Dirichlet [[.12] peut devenir uniforme dés lors que f est continue :

10



Théoréme 1.18 (Théoréme de convergence normale de Dirichlet). Soit f 27- périodique et de classe C' par mor-
ceauz. Si [ est continue alors (Sp(f))nen converge normalement (et donc uniformément) vers f.

En effet cela découle du fait que les fonctions C' par morceaux ont une dérivée bornée et donc L?(T), ce qui
assure que Y. k2|f(k)|? < +o0. On conclut grace au théoréme (1| puisque

kezZ
) 1/2 . 1/2
f(w)| k2> (Z k2> <+

keZ

2

k€eZ

GIS (Z

keZ

1.5.1 Fonctions a variation bornée

Le résultat de convergence simple de la série de Fourier reste vrai dans le cas de fonctions & variation bornée
définies comme suit : f-27 périodique est & variation bornée si

L
BV(f) := sup{2|f(xj) — flzj1); LeN*, —m<zg<az1 <---<zp < w}
j=1

Plusieurs exemples de ce genre de fonctions
— Les fonctions de classe C'! sont & variation bornée
— Les fonctions Lipschitziennes sont & variation bornée.

— Les fonctions Holdériennes ne sont pas & variation bornée en général !
Contre-exemple : considérer la fonction

@) ={ x®sin(l/z) si x#0

0 si z=0
— Les fonctions monotones sont & variation bornées.

On a plus précisément les propriétés suivantes

Proposition 1.19. Soit f € L*(T). Alors
i) [ est a variation bornée ssi f est la différence de deux fonctions croissantes.
it) Si [ est a variation bornée alors elle est régléelﬂ et elle admet une limite a gauche et a droite en tout point.

ii1) Si de plus, f est continue par morceauz, alors pour tout n € Z* on a

BV (f)
2n

+o0
Exemple 1.20. La fonction z — L cos(n3z) est continue mais pas & variation bornée.
n
n=1

On a le résultat

Théoréme 1.21. Soit f € L*(T) a variation bornée au voisinage d’un point v € T alors

n—w 2

Nous referons a [I, Section 10.1] pour une preuve de ce résultat.

6. Une fonction réglée est une fonction qui est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

11



2 Transformée de Fourier

Le poly ci-dessous s’inspire de l’excellent poly de David Gérard-Varet [3] disponible en ligne ainsi que du livre
[2]. Avant d’entamer ce chapitre nous rappelons ci-dessous certaines propriétés qui seront utiles pour la suite.

2.1 Pré-requis et notations :

Soit d € N*. Pour « = (21,--+ ,24) € R et y = (y1,-++ ,74) € R? on notera le produit scalaire comme suit

d
-y = Z-Tiyi
i=1

la norme euclidienne par |z|? = z - .
on notera d,, la dérivée partielle par rapport & x;,i = 1,--- ,d et pour @ € N4, a = (ay1,--+ ,aq), |a| = a1 + -+ ag
on note

0o f = o
Pour une fonction g : RY — R on note Vg(z) € R? définit par
V() = (0z,9)i=1, .a

Nous utiliserons les notations suivantes lorsqu’il n’ y aura pas d’ambiguité sur 'espace de définition
-ty =11 lze

2.1.1 Convolution et approximation de 1’unité

Nous rappelons ici une notion cruciale qui a été partiellement évoquée dans la premiére partie de ce cours.
Rappelons d’abord la notion de convolution dans le cadre R<.

Définition 2.1 (Convolution). Soient f,g : R? — C deux fonctions mesurable. On définit pour = € R? I'intégrale
suivante

fra@) = | s =gty
R

Cet objet est définit sur 'ensemble {x € R, y — |f(x —y)g(y)| est intégrable} qui est un borélien de plus si fxg(x)
est défini alors g » f(x) lest aussi et on a égalité f * g(x) = g » f(x).

La proposition suivante donne des conditions suffisantes pour que la convolution soit bien définie.
Proposition 2.2. Soient p,q,r € [1, +oc] tels que Il)+% =1 +% et f e LP(RY), ge LY(RY) alors f*g est bien défini
et on a f*ge L"(RY).
Définition 2.3 (Approximation de I'unité). Une approximation de l'unité est une suite (p,), de fonctions dans
LY (RY) qui satisfait les propriétés suivantes

i) pn = 0 presque partout, pour tout n € N.

ii) |pnl1 =1, pour tout n € N.

iii) Vi >0, f pn — O.

‘I‘>77 n—xKC

7. en effet {x € R%,y — |f(x — y)g(y)| est intégrable} = p~1]([0, +oo[) avec ¢ : x — §|f(x — y)g(y)|dy mesurable.
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Exemple 2.4. Sipe CX(RY), p=0et J p =1 alors
Rd

“p(nx)

pn(z) =n
est une approximation de ’unité.
On a le résultat suivant

Théoréme 2.5. Soit p > 1 fini, f € L?(R?) et (p,)n une approzimation de l'unité, alors
lpn*f—=flp — 0
n—C

En tronquant f cad en considérant f1p( ) et en convolant par une approximation de I'unité on obtient une suite
de fonctions infiniment dérivables et & support compact permettant d’aboutir au résultat suivant

Corollaire 2.6. C*(RY) est dense dans LP(R?) pour tout p > 1 fini.

La preuve du Théoréme [2.5] repose sur la notion de continuité de I'application translation 75, f = f(- + h), plus
précisément on a

Lemme 2.7. Soit p > 1 alors pour tout f € LP(R?) on a
— 0
Tf = 1y —

Démonstration. L’idée est de montrer le résultat pour n’importe quelle fonction étagée 14, A borélien et d’utiliser
la densité des fonctions étagées dans LP et le fait que Ty : LP — LP soit une isométrie. O

Preuve du Théoréme[2.0. Soit p et p, comme dans I'exemple précédent. On a pour tout z € R?

|f % pn(x) = f(2)] =

Lt~ s may
Par I'inégalité de Minkowski on obtient

17w ou =11y = (|[[, (=00 = 1) putiran as) "

< j 1F( =) = Fllp [n(v)ldy
.

or par le lemme [2.7] pour tout ¢ > 0 il existe n > 0 tel que | f(- — y) — f|, < € pour tout |y| < 1 ainsi on découpe
I'intégrale comme suit

1£C =) = fllp pul)dy + f 1£C =) = fllp pulw)dy

lyl<n

I epn= a1 <

ly|=n

< 2||f||pj pu()ldy +

lyl=n

on conclut grace & la derniére propriété fiii)| de la définition [2.3] de la suite (p,), qui donne lim |[f * p, — f], < e et
n—aL0

ce pour tout € > 0.
[
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2.2 Définition et premiéres propriétés

Définition 2.8 (Transformée de Fourier dans R?). Soit f € L'(R), & valeurs dans C. La transformée de Fourier de
f notée f ou Ff est la fonction définie de R¢ dans C par

FH©) = £©) 1= | e faae

Comme |e*¢| = 1, cette intégrale est bien définie ssi f € LY(RY).

Proposition 2.9. Pour tout f € L*(R), la fonction f est bien définie, continue, bornée avec

1/l < £

elle satisfait de plus la propriété de Riemann-Lebesgue

lim f(¢) =

|€§]—>

Exemple 2.10. e Pourd=1, f(z) =e **lona f(ﬁ) = (1227‘22
e pourd=1,a<bet f(x) =1 ona

. sin(25%¢) _jbtae .
92— 2 >/ 2
fle) = e c Toer

b—a si £=0

e Transformée de Fourier de la Gaussienne : Soit f donnée par f(z) = e‘“'z‘z, a > 0. Montrer que

fo = (5)" e

a
Remarquons qu’en général f n’est pas dans L' lorsque f € L.

Preuve de la Proposition[2.9 La continuité se prouve grace au théoréme de continuité sous le signe intégrale et la
majoration

FO1< [ e =@l = 111

Pour la propriété de Riemann-Lebesgue, il suffit de raisonner de maniére analogue a la preuve du Lemme [1.5| cad en
utilisant la densité de C*(R) dans L'(R%). Soit f € C’C’ (R?), on remarque que pour £ # 0 on a

efia:f _ 5 vxef’ﬂ?f
—Z|§|2
ainsi pour f € C*(R?) on trouve par IPP
—ix-& v —ix- fdx
I CEE ‘|£|2Jf f@e
)|de — 0
ST J @) €1

8. On peut trouver dans la littérature une définition faisant intervenir 27 dans la phase ou dans l'intégrale.
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Nous rassemblons ci-dessous quelques propriétés de la transformée de Fourier dont la preuve est laissée en exercice
Proposition 2.11 (Quelques propriétés). Soit f € L*(R%)
i) Fourier et translation : Soit h € R? et Tj, l'opérateur de translation Ty, f(z) = f(z + h). Alors
F(Tuf)(€) = e Ff(£)

i1) Fourier et homothétie : Soit \ € R* et Hy l'opérateur d’homothétie H, f(x) = f(Ax). Alors

FOHAR(©) = 3 Hy FI(E)
iii) Fourier et multiplication : Si z;f € L'(R?) pour tout j = 1,--- ,n alors Ff € C1(R?) et
O0g, Ff = —iF (z;[)
i) Fourier et dérivation : Si f € L'(R?) n C*(R?) et d,, f € L'(R?) alors
F (02, 1) (&) = i F(£)(©)
v) Fourier et parité : Si [ est paire (resp. impaire) alors f est paire (resp. impaire)

On en déduit le résultat suivant qui découle du fait que :c?f e L'(R?) pour tout j = 1,--- ,d et tout k € N dés
lors que f est & support compact.

Corollaire 2.12. Si f € L'(R%) est a support compact alors f € C*(R%)
Une autre propriété notable qui découle directement de Fubini est la propriété suivante

Proposition 2.13. Soient f,g e LY(RY). Alors fg, §f € L*(R%) et on a

FDat)dt = | f()g(t)dt
R4 R4

L’intérét de la transformée de Fourier est de traduire des propriétés de régularité sur l’espace physique en des
propriétés algébriques (multiplication par des monomes) sur ’espace spectral (en £), de plus on a une formule
permettant de recouvrir la fonction initiale connaissant sa transformée de Fourier sous certaines hypothéses. Ainsi,
la puissance de cet outil réside dans le fait de pouvoir raisonner sur ’espace spectral pour récupérer des informations
sur ’espace physique grace a la formule d’inversion.

Théoréme 2.14 (Formule d’inversion de Fourier). Si f € L'(R%) et f € L'(R%) alors pour presque tout = € R

f@) = o [ <R
]Rd
Démonstration. On cherche & montrer la formule suivante

£@) = o |, | e e s wpaya

On souhaite utiliser Fubini mais la fonction n’est pas intégrable dans L(ly €) (R4 x RY). On introduit la régularisation

gaussienne suivante pour € > 0

1 i(x—y)- 752—2
1w) = G fRde e S p)ay de

15



En intégrant d’abord par rapport & y ensuite en £ on trouve
L) = [ gt
Rd

N 2 . N
avec g (&) = "5 Ona ge — [ presque partout et |g. < intégrable donc par convergence dominée,
: > g g
E—

pour tout = € R?
1 L
ix-§
L) = g |, @ <a

D’autre part, en appliquant Fubini & I. et en rappelant que la transformée de Fourier d’une gaussienne et une
gaussienne

1 1 a2 1 \% e
S F(G(2) = g F (1 e ) () e-lePe

@) @) Jre
on trouve
1
1) = o | F@@ = i@y
(N[ e
(=) [t sy
=pe* f

d .y
avec pe(z) = (ﬁ) e l217/e? qui est une approximation de 1’unité, on a donc d’aprés le théoréme que I. - f
dans L'(R?) et donc on obtient I’égalité presque partout entre f et x +— ﬁ SRd f({)e”'gdf. O

On en déduit l'injectivité de la transformée de Fourier dans L!(R?).

Corollaire 2.15. Si f € L}*(R") et f=0alors f =0 pp.

2.3 Transformée de Fourier dans I’espace de Schwartz

Nous avons vu dans la partie précédente qu’il est nécessaire de restreindre le choix des fonctions dans L'(R?)
pour pouvoir utiliser la différentiation ou la transformée inverse. Dans cette partie nous introduisons un sous-espace
de L'(R) qui soit invariant par la transformée de Fourier, la dérivation et la multiplication par des monémes.

Définition 2.16 (Espace de Schwartz).
S(RY) = {f e C*(R%,C), Vae N VmeN, sup(l+ |z[*)™0f(x)] < oo}
zeR

L’espace de Schwartz est appelé espace & décroissance rapide. En effet, toute fonction dans cet espace décroit plus
vite que n’importe quel polynéme lorsque |z| — co.

Exemple 2.17. . — e VI*P+t e SRY), ze ¥ ¢ SR), z— ﬁ ¢ S(RY), CFRY) c SRY).

Remarque 2.1. Nous avons les propriétés suivantes
e Invariance par multiplication par des monémes : Vke N, V5!, .--  d,V f € S(R?), x;‘f e S(RY).
e Invariance par dérivation :Ya € N9V f € S(R?), 0 f € S(R?).
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e S(RY) < LP(RY), Vpe (1, +0].
Théoréme 2.18. La transformée de Fourier F envoie S(RY) dans lui méme et F : S(R?) — S(RY) est une bijection.
Démonstration. On rappelle que pour tout f € S(R?) et tout j = 1,---,d, on a Oz, [o |20 f € S(R?Y) < L'(RY).
En utilisant donc les propriétés de la Proposition ainsi que Proposition on a que |0, F| = |F(z = z;f)| €
C(R*) A L*(R?), et de méme pour |;F| = |F (0, /)] € C(R?) A L*(R?), ainsi en réitérant aux dérivées successives on

obtient que f est & décroissance rapide. L’injectivité de 'application provient du Corollaire Pour la surjectiviteé,

il suffit d’appliquer le théoréme d’inversion. En effet soit f € S(R?), il s’agit de trouver g € S(R?) tel que g = f, il

suffit de prendre g(z) = (i)df(—x) etonag=f. O
Nous terminons cette section par la fameuse formule de Plancherel-Parseval

Proposition 2.19. Soient f,g e S(RY). Alors
L f©8©0de = Cm) | f@)g(e)de

on en déduit la formule de Parseval .
T f I 2 ey = 1F 172 ey

Démonstration. La preuve découle directement de Proposition 2:13] et de la formule d’inversion de Fourier, en effet

pour h(§) = g(§), on a
FOMEAE = | f(a)h(z)dz
Rd Rd
or par la formule d’inversion de Fourier
h(e) = de e~ h(z)de = fRd e E(x)dr = jw eivtg(z)dz = (2m)1 g(€)

d’ou le résultat en remplacant h et h en fonction de getg. O

2.4 Transformée de Fourier dans L*(R?)

Dans le traitement du signal, L?(R) modélise I’espace des signaux comme fonctions de la variable de temps et
ayant une énergie finie. Pour I'instant, nous avons défini la transformée de Fourier uniquement sur L' (R?), le but ici
est d’étendre cette définition & L2(R?) en utilisant I’espace de Schwartz. En effet, comme ce dernier contient ’espace
des fonctions C*(R%) alors

Proposition 2.20. S(R?) est dense dans L?(RY).

Ainsi, comme Papplication F : S(RY) — S(R?) est continue d’aprés la formule de Parseval, on peut la prolonger,
de maniére unique, par densité & une application F : L?(R%) — L2(RY) tout en gardant les propriétés déja vues
lorsqu’elles font sens dans L2.

Proposition 2.21. L’application F : S(R?) — S(R?) se prolonge de maniére unique a une application bijective
F: L*(RY) — L2(RY) qui vérifie les propriétés suivantes
e Si f € L2(RY) alors il existe une suite de fonctions f, € S(RY) = L' n L? telles que f,, — f dans L*(R%) et

F(f):= lim fn dans L*(R%)
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et Ff ne dépend pas du choiz de la suite (f,)n. En particulier on a

F(f) = liU}( e~ f(x)dx dans L*(RY)
n— o0 z|<n

La transformée de Fourier définie sur L'(R?) (qu’on note f et celle définie sur L?*(RY) par extension (qu’on
note F(f)) coincident sur L*> n L',

e Formule de Plancherel et de Parseval : pour tous f,g e L?(R?)

FOQF@O& = o) | s@ads, 1FGE = @n)1113

Rd

o F~L = (20)~4F ou f(x) = f(—2).

2.5 Transformée de Fourier et convolution

D’aprés Proposition on peut donner un sens & la transformée de Fourier d’un produit de convolution f * g
dés lors que les deux sont dans L' ou si I'une est dans L! et I'autre dans L2, en effet ce sont les conditions pour avoir
f* g dans L? ou L'. On a le résultat suivant

Proposition 2.22. La convolution définit une application bilinéaire de S(R?) x S(R?) dans S(R?) et on a pour tout
f.g€ SR

frg=1-9
et cette égalité s’étend naturellement pour tous f € L' et g € L?(R?) ou pour tous f,g € L*(RY)

F(frg)=Ff-Fg

Démonstration. Le fait que = — J flx —y)g(y)dy est C™ et a décroissance rapide se prouve grace aux propriétés
Rd

de dérivation sous le signe intégrale et en remarquant que pour tout j =1,--- ,d et tout pe N
o (P o (P K
0@ = 3 (1) [ @ =t amay = 3 (5) (s 2 5r@) « (o abote)
k=0 ' k=0

Grace & Fubini et un changement de variables z = x —y on a

—

Fea(©) = | s wglarar
= f f e " f(x — y)g(y)dydx

Z

i€ Vg(y) (f ¢ €Y flo - y)dx) dy
d R

Ny e " Vg(y) Um e f (Z)dZ) dy
(£)9(&)

Il
%)
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2.6 Principe dincertitude de Heisenberg

Dans le contexte d’étude des ondes, la transformée de Fourier est ’outil permettant de représenter un paquet
d’ondes soit a travers leur intensité dans l’espace temps (selon la variable x) ou a travers leurs fréquences dans
Pespace spectral (selon la variable €). Le passage de I'un a autre se calcule par une transformée de Fourier. Il s’avére
que, mathématiquement, plus une de ces représentations est précise, plus ’autre — par transformée de Fourier —
est imprécise. Pour f : R — C telle que f, zf et §f € L*(R) on définit les quantités suivantes

UJ% = J 22| f(z)|>dz (dissipation de 1’énergie de f dans I’espace temps )
R
012; = J €2|f(€)|2d¢ (dissipation de I'énergie en fréquence )
R

E; = J |f(z)?dz énergie de f
R

Proposition 2.23. Soit f : R — C telle que f, xf et &f € L2(R), alors

> By
of-0; = —
P20 7 4r
autrement dit on ne peut pas localiser un signal a la fois en espace et en fréquence

Démonstration. Par IPP on a

d
do = [ f@)a- Vi@ = 5 [ V12 = =5 [ IrP
donc

1715 < 24 2 f 2V £ ]2
or [V flz = 2m) || F ()3 O

Ceci se traduit par la propriété suivante : la durée d’un signal et I’étalement de son spectre ( ses fréquences ) sont
liés par une relation analogue a celle du principe d’incertitude.
On peut définir la transformée de Fourier pour les fonctions LP pour p € [1, 2] par interpolation

Théoréme 2.24 (Hausdorff-Young). Soit p € [1,2] et ¢ = p’. Alors on peut définir F par densité de L' n LP dans
LP et on a F : LP — L9 continue et |F|p—q < (2m) =41

Démonstration. Par Riesz Thorinlﬂ puisque | F|1 0 < 1 et [|Fllase = (21) %2, O

3 Un apercu de la théorie des distributions tempérées

11 est difficile d’introduire ’analyse de Fourier sans mentionner la contribution majeure de Laurent Schwartz, [5],
qui a introduit en 1947 la théorie des distributions. Celle-ci constitue aujourd’hui un outil fondamental de ’analyse
moderne et fournit notamment un cadre naturel pour I’étude des équations aux dérivées partielles, dont la théorie
s’est développée de maniére considérable au cours de la seconde moitié du XX*® siécle.

Nous proposons dans la suite de fournir un apercgu trés bref de cette théorie en parlant des distributions tempérées,
la notion de distribution sera vue plus en détails dans la suite du cursus.

1—-6

9. Si T : LP0O — [9 et T : LPY — L9 continue alors T : LP — L9 est continue pour % — 1=6 % et = —+

Po
1-6
ITho—a < 1 Tlpo > a0 1715, -4,

Q=
=]
o
Sle
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On munit 'espace de Schwartz S(R?) de la famille de normes

I/l = sup > (1 +[2f)*[0°f (), keN

d
zeR |Oc|<k

A partir de cette famille on peut définir une distance

ds(f,9) = X,z min(L, 1 = gl
keN

On peut vérifier que cela définit une distance et que

ds(fu, ) — 0 | fo = fl — 0,VkeN

de plus (S(R?),ds) est un espace métrique complet.

Définition 3.1 (Distributions tempérées). On appelle distribution tempérée une forme linéaire continue sur S(R?).
L’espace des distributions tempérées est noté S'(RY) et pour tout u € S'(R?) et tout ¢ € S(R?) on note (u, p) le
scalaire u(p). Dans ce contexte 14, ¢ est souvent appelée fonction test.

On a la caractérisation suivante

Proposition 3.2. Une forme linéaire T sur S(R?) est une distribution tempérée ssi il existe une constante C > 0
et k = 0 tels que
KT,p)| <C sup (14 |2[*)*|0%(x)]

2R |o|<k

Exemple 3.3. e Toute fonction f mesurable telle qu’il existe ¢ € R pour lequel J If(2)|(1 + |2]?) 92 < +oo
Rd

définit une distribution tempérée a travers la forme linéaire suivante

Tferj fo
Rd

c’est une application continue puisque en prenant k € N tel que k > max(0, ¢) on trouve

(170l < (sun 1+ ePlo ) ([ 0+ 1oy 1))

zeR4

ainsi cela est vrai pour tout f € LP(R?), p € [1,+00] ou encore pour I’ensemble des fonctions continues &
croissance au plus polynomiale par exemple.

De plus, l'application T": f + T est injective sur chacun de ces espaces :
Ty =0ssi f=0pp
On peut donc identifier ’espace LP & un sous-espace de S’(R9).

Démonstration. Par exemple si f € LP, p > 1 : si pour tout ¢ € S(RY) on ait § fo = 0 alors par densité de
CZ(R?) < S(R?) dans L” (R?) on trouve que § f¢ = 0 pour tout ¢ € L” et donc f = 0 pp. O

Remarque : Par abus de notation, on confond f avec la forme linéaire Ty et on écrit {f, ¢) pour (T, ©).
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e La masse de Dirac §y est la forme linéaire suivante

(00, ¢y := ¢(0)
elle définit également une distribution tempérée. On laisse en exercice au lecteur de montrer que Jy n’est associée
& une fonction i.e. il n’existe aucune fonction f telle que 69 = 1.
La notion de distribution (tempérée) permet d’identifier une fonction f a Ty cad a la donnée des (J f Lp) .
Rd peS(RY)

Lorsque f: R — R est dérivable, on a naturellement la relation suivante

[ro--]r

cependant, le terme de droite permet toujours de définir une distribution (tempérée) et on 'appelle dérivée de f au
sens des distributions

Définition 3.4 (Dérivée d’une distribution tempérée). Soit T € S'(R?), on définit la distribution dérivée 0T €
S’ (RY) pour a € N? comme suit

(°T, p) == (=1)l*KT, 0%¢)

Cette définition est choisie de maniére a coincider avec la dérivée usuelle lorsque c’est possible. 11 est facile d’établir
le résultat suivant

Proposition 3.5 (Distributions tempérées et dérivation). Soit f € CF(R?) tel que pour tout o € N tel que |a| < k
on ait 0% f définissent des distributions (par exemple si elles sont dans des espaces LP, pas forcément de méme indezxe)
alors on a

6an = Tpaf

autrement dit, la dérivée au sens des distributions d’une fonction f coincide avec sa dérivée usuelle lorsque cette
derniére existe.

Exemple 3.6. Soit f : R — R de classe C'' par morceaux sur RT et sur R~ et telle que f et f’ permettent de définir
des distributions tempérées. Montrer que

T) = Tp + (£(0) — F-(0))d,
on note souvent [f]] = f+(0) — f—(0) et on I’appelle le saut de f a travers le point de discontinuité 0.

Dans le méme esprit, on peut définir le produit d’une distribution tempérée par une fonction, sous certaines
hypothéses :

Proposition 3.7 (Distributions tempérées et produit). Soit T € S'(R?) et f € C*(R?) telle que fyp € S(R?) pour
tout o € S(R?) alors on note fT par
T =T, fe)

qui définit une distribution tempérée.

Avec le méme raisonnement, on rappelle la formule de dualité

i fRd fe

ceci permet de définir
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Définition 3.8 (Transformée de Fourier sur I'espace des distributions tempérées). pour tout T'e &' (R%) on définit
T e S'(RY) comme suit A
(T,p) =T, )

L’intérét est que cette définition permet d’assurer les propriétés classiques de la transformée de Fourier

Proposition 3.9.
i) L’application F : S'(RY) — S’(RY) est un isomorphisme.
ii) La réciproque est donnée pour tout T € S'(RY) par

<}-71T7 QO> = <T7 ]:71<p>, Vpe S(Rd)

et on a 1
T= W(}'O}'T)(—-)
ot {T(—-), ¢y ={T,p(—)) avec p(—-) est la fonction x — @(—x).
ii1) F(Ty) = Trs lorsque les deuz termes ont un sens, par ezemple si f € L' ou f € L?.
) pour tout u € S'(R?) et f € RY, F(Thu) = e Fu.
v) pour tout u € S'(RY) et tout j = 1,--- ,d, d¢, Fu = —iF(x;u)

1
2m)d

Démonstration. On rappelle que ¢ = (—z) pour ¢ € S(RY) d’ot

~

1 A 1 = 1 2
T, py=—AT,p(—)) = —={T,0o(—)) = —={T(—
(T, ) (27r)d< L o(—)) (27r)d< (=) (QW)(K (=), )
Le reste se prouve assez facilement. O
Exemple 3.10. e Etudions la transformée de Fourier de 1 vue comme une distribution tempérée. On a pour

tout o € S(R?)
F)p) = W) = | 916 = 2000

qui est obtenue via la formule d’inversion de Fourier. Ainsi 1 = (27)%J et inversement

(o0, ) = (80, p) = {1, ¢)

donc 50 = 1.

e Plus généralement

—

x — e = 276, dans S'(R)

et inversement R ,
op = [z — e7**"] dans S'(R)

On peut définir la convolution d’une distribution tempérée avec une fonction & décroissance rapide.

Proposition 3.11 (Distribution tempérées et convolution, cadre S'(R%) x S(RY)). Soit T € S'(R?) et ¢ € S(RY).
On définit T x ¢ comme la fonction suivante

Txp(x) =<T,p(x—))

on vérifie que cela définit une fonction de classe C*(R?) et on a

0% (T x ) (x) =T, 0% (x —)) = (O°T, p(x —-))
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Démonstration. En prenant e; dans la base canonique de R% pour i = 1,-,d on a pour tout = € R% et h € R*

(T, p(x + he; — -})L> — Loz =) _ <T’ pla + he; —i;) il Gl ‘)> — (T, 0y, p(x — )

par continuité de I'application T'. On peut reproduire I’argument pour les dérivées supérieures et on a donc 0%(T'xp) =
T % (0%¢). De plus, comme 0, (x — p(x —y) = =0y, (y — ¢(x —-)) on en déduit

0z, (T p(x = )) = (T, 0, (0@ = )y = —(T', 0y, p(x = +)) = €0y, T, p(w —+))

3.1 Lien entre transformée de Fourier et série de Fourier

Les distributions tempérées permettent d’établir un lien entre les deux notions vues auparavant. En effet soit
f € LY(T) et notons ¢, ses coefficients de Fourier. Alors

T := 27chn5n

nez

deéfinit une distribution tempérée puisque pour tout ¢ € S(R) on a

1
KT, o) < 27T||0Hc02 lp(n)] < C”CHOCZ 1oz <1

neZ neZ
avec ||¢|« = sup,ez |cn| qui est fini puisque ¢, — 0. Or
F(x — ") = 276,

Ainsi donc si on est dans un cadre o f(z) = Y™, alors f = 273 ¢80, done la suite (¢y)n = (f(n)), définit a la

n n
fois la série de Fourier de f mais aussi la transformée de Fourier de f au sens des distributions tempérées.

4 Application a ’équation de la chaleur : cadre L'

On se place dans R? et on s’intéresse 4 1’équation suivante

du—Au = 0, sur (0,40) x R?
u(0) = wug, surR?

d’inconnue (t,x) + u(t,z) € R et ott ug € L'(R?) et A est défini comme suit
d
Au(z) = Zé’iu
i=1

Afin de donner un sens & ’EDP, nous cherchons des solutions telles que u € C'((0, +00) x RY) et telles que u(t,-) €
C?(R?). Nous préciserons la régularité exacte plus tard.
L’idée est d’utiliser la transformée de Fourier. Si u est une solution de 'équation telle que u(t,-) et 02 u(t,-) €

L'(R?) alors en notant (t,§) := u/(ﬁ(@ on a les relations

dult,) = diat,-), Flo e 02 ult,x)](€) = (i&)*a(t, €)
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L’idée est de trouver des conditions nécessaires sur u permettant de trouver une formule explicite. Ainsi donc, en
appliquant la transformée de Fourier & I’équation on trouve 'EDO

d N

et donc on a0l ,
a(t, &) = a(0)e~" K

Ceci permet de trouver un candidat grace a la formule d’inversion de Fourier

2 1\ %2 ,
w(t,”) = ug * F~H(E > e ) = g« <x — (4) el /<4t>)

it

Ainsi donc en posant pour ¢t > 0 et z € R?

4rt

1\Y? _ e
G(t,@:() ool /()

On remarque que ug * G est bien définie puisque ug € L' et elle est de classe C*(]0,c0[xR?) grace aux propriétés
de dérivation sous le signe intégrale (convergence dominée) puisque toutes les dérivées de G (en temps ou en espace)
sont des fonctions a décroissance rapide En particulier, un calcul direct montre que pour tout (¢, ) €]0, +-o0o[ xRY
on a

0:G—AG =0

et on peut en déduire que la fonction u = ugx G satisfait également ’équation. Il reste & donner un sens a la condition
initiale puisque la convolution ug * G n’est pas définie en ¢ = 0. On remarque cependant que (G(t,+))¢>o est une
approximation de I'unité puisque

G(t,") =0, Gt,x)dz =1, Vt>0
R

et pour tout n > 0

dj2 ,
J G(t,r)dr = <> J e dz — 0
|2|>n 7T |2|>n/v/4t 0%

ce qui montre que |lu(t) — uo L1 (g — 0. Autrement dit, u € C([0, +oo[, L} (R?)), la continuité en un point en
t—0
temps t > étant plus facile & établir. On peut montrer de plus que ’on a unicité de la solution parmi les fonctions

satisfaisant la méme régularité grace a ’unicité de la transformée de Fourier inverse établit plus tot. On vient de
montrer le résultat suivant

Théoréme 2. Soit ug € L'(R?) alors il existe une unique fonction u € C([0, +oo[, L*(R%)) n C*(]0, +oo[xR?) telle
que pour tout o, 0%u(t) € L'(R?) et satisfaisant

ou—Au = 0,  sur(0,+00) x R?
u(0) = wug, surR?

ot la premiére ligne est satisfaite pour tout (t,z) €]0,00[xRY tandis que la deuziéme ligne est satisfaite au sens

lu(t) = o L1 (ma) o 0.

0+

10. la condition initiale est obtenue par continuité de Iapplication ¢ — a(t,-) puisque |a(t, &) — a(t', &) < |u(t, ) — u(t’, ) 11 (may

11. On peut montrer que n’importe quelle dérivée de G en temps ou en espace s’écrit comme P(%,x)e*|z|2/(4t) ol P est un polyndéme
a d + 1 variables.
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Remarque 4.1. e La noyau G est appelé noyau de la chaleur et comme évoqué plus haut, on dit qu’il a un effet
régularisant i.e. dés que ¢ > 0, on voit que la solution devient infiniment dérivable méme si & l'instant ¢ = 0
elle est seulement L!(RY).

e Il est possible d’établir le théoréme précédent pour ug € S’(R?) et dans ce cas, ’équation est & comprendre au
sens des distributions tempérées. La formule de la solution est la méme cad comme convolution de ug avec le
noyau de la chaleur qui est un élément de S(R?) ce qui permet de définir la convolution au sens S’'(R?) « S(R?)
mais ce n’est pas le sujet de ce cours.
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