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REsuME. L’objectif de cette note est de présenter une stratégie simple pour répondre négativement
a une question de décomposition sur les tores posée par Colliot-Théléne et Sansuc dans article
Principal Homogeneous Spaces under Flasque Tori : Applications de 1987. On en déduit alors un
tore T sur Q et un nombre premier p tel que T(Zy) T(Q) # T(Qp), out T'(Zp) désigne le sous-groupe
compact maximal de T(Qp).
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INTRODUCTION
L’objectif de cette note est de répondre a la question suivante :

Question 1 ([4, Remark 8.3]). Soit K un corps global, K un complété de K pour une valuation

~

discrete, et R l'anneau de valuation discréte associé. Considérons T, un tore sur K. Désignons par

~ ~

T(R), le sous-groupe compact mazimal de T'(K). Est-ce que l’égalité
T(R)T(K) = T(K)

est satisfaite ?

2. Contexte. La question 1 apparait pour la premiére fois en 1987 dans [4], ou Colliot-Théléne et
Sansuc la rapportent d’aprés une suggestion de Bruhat et Tits. Ils y démontrent le cas ou T est un
K-tore non ramifié¢ en utilisant la théorie des résolutions flasques (cf. [4, Proposition 8.1.(i)]).

Plus tard, en 2007 dans [5], Colliot-Théléne et Suresh ont étudié des variantes du probléme : le cas
ol R est un anneau semi-local (avec donc plusieurs valuations & considérer en méme temps), et le cas
d’une décomposition « RT(K) T(R) = T(K) », ot RT(K) est le sous-groupe des éléments R-triviaux
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2 A. ZIDANI

de T(K) (cf. [7, 7.1. Définition]). Ils ont réussi a trouver des contre-exemples pour les deux situations.
Ils ont également donné une liste de cas o la décomposition « RT(K)T(R) = T(K) » est valable
(cf. [5, Proposition 2.1]). Cependant, méme aprés ces travaux, la question 1 restait ouverte.

Dans cette note, on répond par la négative a la question 1 (cf. les propositions 14 et 16). Plus
généralement, on développe une stratégie systématique pour construire des tores ne satisfaisant pas
la décomposition demandée. L’ingrédient crucial pour cela est le morphisme de Kottwitz, qui n’avait
pas été utilisé jusqu’a présent pour ce type de probléme.

3. Le morphisme de Kottwitz. Supposons cette fois que K désigne un corps valué discrétement
hensélien de valuation v et dont le corps résiduel est parfait. Le morphisme de Kottwitz peut-étre vu
comme une généralisation fonctorielle du morphisme de valuation
KRGy, * I?X — 7
k— v(k)

a tout groupe réductif G sur K. 1l a été défini par Kottwitz dans [11, Section 7].

Par exemple, le morphisme de Kottwitz pour GL,, sur K est :
KGL,, * GLn(f?) — 7
M — v(det(M)),

tandis que pour PGL,, sur I?, on a:
kpar, : PGL,(K) — Z/nZ
M — v(det(M)) (mod n).

Le morphisme est défini grace au groupe fondamental algebrlque (cf. [10, Definition 11.3. 2]),
que l'on note 7 (G). 1 s’agit d’un Gal(KP/K)-module (ot K*°P est la cloture séparable de K).
Pour un K-tore T, on a 71 (1) = Tk, le module galoisien des cocaractéres de T

Considérons K™, D'extension maximale non ramifiée de K. Notons I'™ := Gal(I?“r/I?) et
I := Gal(K*P/K™). Considérons un groupe réductif G sur K. Il s’avére que le morphisme de
Kottwitz de G sur K™ est un morphisme de I'"™"-modules : kg, : G(K™) — m(G)r.

Knr

Le morphisme de Kottwitz de G sur K est alors le morphisme r¢ : G(K) — (m1(G))™™ obtenu &
partir de Kg_,, en prenant les I -invariants. Il jouit de nombreuses propriétés :

— Tl est surjectif lorsque K est un corps local (cf. [10, Corollary 11.7.6]).

— Tl est trivial pour tout groupe semi-simple simplement connexe (car est de my trivial).

— Son noyau est G(K )0 le sous-groupe ouvert engendré par les sous-groupes parahoriques de
G (cf. [10, Proposition 11.5.4]).

— L’image réciproque de la partie de torsion de (71 (G))"" est G(K K)!, Iintersection des noyaux
de g — v(x(g)) pour x parcourant les caractéres de G (cf. [10, Lemma 11.5.2]).

Par ailleurs, pour un K -tore T, il s’avére que T(I? )? est le sous-groupe des points du modéle de
Néron connexe de T (cf. [10, Corollary B.8.7]), et T'(K)?! est le sous-groupe borné maximal de T'(K).

4. Stratégie et plan de l’article. Notre stratégie pour répondre a la question 1 est en deux
étapes. En section 1 on prouve que, pour un groupe réductif G sur K (qui est cette fois un corps
local) déployé par une extension dont le sous-groupe d’inertie sauvage est cyclique, application
G(K)/G(K) — G(K)/G(K) G(K)° est un isomorphisme (cf. la proposition 9). Ceci est prouvé grace
au morphisme de Kottwitz. Ensuite, en section 2 on trouve un tore 7" sur K vérifiant 'hypothése
précédente (en fait déployée par une extension modérément ramifiée) tel que T(K )» = T(IA( )0 et

T(K) # T(I? ) (c’est-a~dire que T ne satisfait pas I'approximation faible). L’approximation faible sur
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les corps de nombres est trés bien comprise grace aux travaux de Sansuc (cf. [13]). Borovoi fournit
dans [1] une version incluant les corps de fonctions. On en déduit alors dans les propositions 14 et 16
une réponse négative a la question 1 (et méme une réponse négative a une question analogue dans
le cas d’un groupe semi-simple). Précisons que cette stratégie fonctionne également pour étudier la
variante semi-locale du probléme.

En complément, on discute dans les sections 3 et 4 de cet article quelques problémes supplémentaires
autour du morphisme de Kottwitz. D’une part, a la section 3, on donne deux exemples de tores sur
R((t)) dont les morphismes de Kottwitz ne sont pas surjectifs. La surjectivité n’est donc réalisée que
pour des corps spécifiques. D’autre part, on montre en section 4 que, pour un K-tore T, les groupes
coker(rr), coker(T'(K) — (T) )" et T(K)/T(K)T(K)" sont des invariants birationnels stables
deT.

NOTATIONS

Soit K un corps. Notons :
— Qg Pensemble des places de K, ¥ un ensemble fini de Qx et ¥ := Qx\3,

— K, le complété de K en une place v € ¥ et Ky :=]] K, (ony inclut K diagonalement),

vEX

— K", I'extension maximale non ramifiée de K, et K3\ := [[, K}",

— I't" = Gal(K})"/K,), I, le sous-groupe d’inertie de K,, I'™ :=[[, I'" et I :=]], I,.

On suppose que, pour tout v € 3, le corps résiduel de K, est parfait. Les notations, propriétés,
définitions que ’on introduit dans cette note pour un corps complet se généralisent au cas de Ky, en
raisonnant facteur par facteur. Cela est implicite tout au long du document.

On reprend également les notations (—)*P, w1 (=), (=)«, K-y, (=) et (=) du §3.

Dans les parties 1 et 2, le corps K est supposé étre global.

1. QUELQUES LEMMES SUR LE MORPHISME DE KOTTWITZ

L’objectif de cette partie est d’établir quelques résultats cruciaux pour 1’élaboration de notre
réponse a la question 1, lesquels font intervenir le morphisme de Kottwitz. On montre en particulier
que, sous certaines conditions, le probléme se raméne a une question d’approximation faible.

5. Inertie sauvage cyclique. On dit qu'un groupe réductif sur Ky, est a inertie sauvage cyclique
si pour tout v € X, il existe une extension galoisienne déployante de K, telle que son sous-groupe
d’inertie sauvage soit cyclique (c’est en particulier le cas si I'extension est modérément ramifiée). On
observe que c’est équivalent & demander que le sous-groupe d’inertie soit un groupe métacyclique
(c’est a dire tel que ses sous-groupes de Sylow soient cycliques).

Lemme 6. Soit T un tore sur Kx qui est un facteur direct d’un tore quasi-trivial sur K3Y.
Alors w1 (T) 1 est libre et T(Kx)? = T(Kx)*.

Démonstration. La construction du foncteur m(—); se comporte bien avec les produits directs,
de sorte que m1(7T); est un facteur direct du «m(—)r» d’un tore quasi-trivial, qui est libre. Par
conséquent, 71 (T); est libre. D’aprés [10, Corollary 11.1.6], on a alors T(Kx)? = T'(Kx)*. O

Lemme 7. Soit T un Kyx-tore a inertie sauvage cyclique qui est soit flasque, soit coflasque. Alors T
est un facteur direct d’un tore quasi-trivial sur K3, le groupe m(T); est libre et T(Kx)? = T(Kx)!.

Démonstration. Le théoréme d’Endo et Miyata (cf. [4, p. 0.5]) nous montre qu’un tore flasque ou
coflasque est un facteur direct d’un tore quasi-trivial lorsque ce tore est déployé par une extension
meétacyclique. Donc T est un facteur direct d’'un tore quasi-trivial sur K3\. Le reste découle alors du
lemme 6. |
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Lemme 8. Soit 1 - A — B — C — 1 une suite exacte de Kx-groupes réductifs. Supposons que A
soit un tore et que le groupe m1(A)r soit libre. On a alors les suites exactes suivantes :

1 —— 7T1<A)I E— 7T1(B)] E— 771<C)] — 1

et
1 —— A(Ky)? —— B(Kx)! —— C(Kx)? —— 1.

Démonstration. Rappelons que le foncteur 71 (—) est exact (cf. [2, Theorem 3.8]). En prenant les
coinvariants par I, on obtient :

H1(17’/T1(A)) — 7T1(A)[ — 7T1(B)[ E— 71'1(0)[ — 1.

Puisque 71 (A) est libre d’aprés le lemme 6, 'image de Hy(I,m1(A)) (qui est un groupe de torsion)
dans 71 (A); est triviale. D’oul la premiére suite exacte.

Quant a la seconde suite exacte, puisque le corps résiduel est parfait, le théoréme de Steinberg (cf.
[10, Theorem 2.3.3.(1)]) nous donne H'(I, A(K5")) = 1. Nous avons alors :

1 —— AKY) —— B(KY¥) —— C(K¥) —— HY(I, A(K3?)) = 1.

En combinant les deux suites exactes précédentes grace au morphisme de Kottwitz, et en utilisant le
lemme du Serpent, on obtient :

1 —— AKE)? —— B(KE)Y —— C(K&)° —— 1.

En prenant les invariants par I'™ et en utilisant le fait que H(I'™, A(K2")%) = 1 d’aprés |10, Lemma
11.7.1], on obtient alors :

1 —— A(Kx)? —— B(Ky)? —— CO(Ky)? —— HY(I™, A(K2)%) = 1.
D’ou la suite exacte désirée. O

Proposition 9. Soit G un groupe réductif sur K. Si le groupe Gk, est & inertie sauvage cyclique,
alors Uapplication naturelle suivante est un isomorphisme :

G(Kx)/G(K) = G(Ks)/G(K) G(Kx)".

Démonstration. Comme G(Kx)? est un sous-groupe ouvert de G(Kx), on a linclusion
G(K) C G(K)G(Kx)°. 1l suffit alors de prouver que G(Kx)? C G(K). Remarquons que, puisque le
groupe Gk, est A inertie sauvage cyclique, on doit avoir une résolution flasque (cf. [3, Proposition-
Définition 3.1]) sur K donnée par 1 — F' — H' — Gw — 1 ot F” est également a inertie sauvage
cyclique. Par conséquent, il s’agit d’un facteur direct d’un tore quasi-trivial d’aprés le lemme 7.
Considérons maintenant une résolution flasque de G sur K donnée par 1 - FF - H — G — 1.
Puisque F est unique a un tore quasi-trivial prés (cf. [3, Proposition 3.2.(iii)]), la discussion précédente
montre que F est en fait un facteur direct d’un tore quasi-trivial sur K. De plus, |1, Proposition 2.6]
nous indique que H vérifie approximation faible, autrement dit : H(K) = H(Ky). Ceci implique
que le sous-groupe H(Kyx)? C H(Kx) est envoyé sur G(K). Mais le lemme 8 nous indique que

H(Kx)? — G(Kx)? est surjectif, de sorte que G(Kx)? C G(K) comme souhaité. O

Remarque 10. Le résultat n’est plus vrai si le groupe n’est plus a inertie sauvage cyclique.
Considérons l'extension L/K := Q((z)/Q = Q(v—1,v2)/Q (ou (s = ¢*5") et considérons le tore
normique T := R(Ll/)K (G,). Dapres [15, 11.6. Example 3.2)], Q2({s)/Q2 est une extension biqua-
dratique totalement ramifiée telle que 7'(Q2)/T(Q) = Z/27Z # 0. Or, coker(T(Q) — Im(xr,,)) = 0
(ie., T(Q2)/T(Q) T(Q2)° = 0). En effet, en réadaptant la section 3.1 & notre contexte et en reprenant
ses notations, on observe que N(a(1 —(g)) € T(Q) et N(b(1 —(s)) € T(Q) s’envoient respectivement
sur @ et b par KTy, €t engendrent alors Im(f-@TQQ ).
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2. APPROXIMATION FAIBLE ET CREATION D’EXEMPLES

Dans cette partie, on calcule des défauts d’approximation faible. Combinés & la proposition 9,
on répond négativement a la question 1 (et & sa variante semi-simple), lorsque K est un corps de
nombres (cf. la proposition 14) et lorsque K est un corps de fonctions (cf. la proposition 16).

Lemme 11. Soit ju:= R/ (ptn)/pn avec n € N* tel que car(K){n. On a :

coker (H' (K, p) — H'(Kx, n)) = coker (Br(K'/K)[n] — Br(K%, /Kx)[n]) = Z/rm% ’

ot pour un ensemble de places S de K, on note dg := ppem,cg[K), : K,], et ot pour tout v € Qk,
on désigne par v’ une place de K' au dessus de v.

Démonstration. Posons T := Ry (Gy,)/Gyy,. Observons que p = ker(T “¥' 7). En utilisant la suite
induite en cohomologie sur K et sur Ky, on a le diagramme suivant a lignes exactes :

1 — T(K)/nT(K) — H'(K, i) — Br(K'/K)[n] —— 1

| | |

1 —— T(Ks)/nT(Ks) — H'(Ks, 1) — Br(Kl /Ks)[n] — 1.

Comme 7' admet par définition une résolution flasque 1 — G,,, = Rg//x(G,) = T — 1, il est
rétracte K-rationnel (cf. [1, Proposition 7.4]). En conséquence, T(K) est dense dans T'(Ky) (cf.[4,
Proposition 8.1.(iii)]). Par ailleurs, puisque car(K) { n, la multiplication par n dans T est lisse, de
sorte que nT'(Kx) est un ouvert de T'(Kx) (cf. [6, 3.1.2 Lemme]). On a donc T'(K) - nT(Kx) = T(Kx).
Ceci donne que T(K)/nT(K) — T(Kx)/nT(Ks) est surjective.

Le lemme du serpent appliqué au diagramme précédent donne alors 'isomorphisme :
coker (H' (K, p) = H'(Kx, 1)) = coker (Br(K'/K)[n] = Br(K%, /Kx)[n]) .
Calculons maintenant le membre de droite. Le théoréme de Brauer-Hasse-Noether (cf. [9, Théoréme
14.11]) restreint a Br(K’/K)[n] donne la suite exacte suivante :

1 —— Be(K'/K)[n] —— @,eq, Br(K' @k K,/K,)n] =23 17/7.

vEQK

Considérons les applications partielles ¢z = > .vinv, et ¢5 = »  sinv,. On a donc

¢x(z) = —¢5(x) = ¢5(—x) pour x € Br(K'/K)[n]. En fait, Im((¢x)Br(x//K)n]) = Im(ds) NIm(¢y).
Ceci permet d’en déduire finalement la suite exacte suivante :

1 —— Br(K'/K)[n] —— Br(K%,/Kx)[n] LI Im(¢x)/(Im(¢x) NIm(ds)) —— 1.

Pour terminer, on calcule le cardinal du quotient (qui est cyclique). Prenons v une place de K.
Observons que Br(K,/K,) = Br(K' 9k K, /K,). Aussi, d,, := [K], : K,] = |Br(K],/K,)| et 'image
de Br(K],/K,) dans Q/Z est (iZ)/Z (cf. [9, Corollaire 8.10]). Donc I'image de Br(K' ®x K,/ K, )[n]
est (mZ)/Z. En conséquence, Im(¢ys) = WZ/Z et Im(¢y) = WZ/Z. On observe

alors que Im(¢s) NIm(¢s) = Png(|Im(¢2]‘:)|»‘Im(¢§)‘)Z/Z = mZ/Z. On conclut finalement

pged(ds,n)

m comme voulu. O

que le conoyau est de cardinal

Proposition 12. Soit K'/K une extension finie galoisienne et un K-groupe fini étale de type
multiplicatif u déployé sur K'. Posons ¥’ := {w € Qg+ | v € T, w | v}. On a alors K, = K' @k K.
Supposons que le sous-groupe d’inertie sauvage de K, /Ky, est cyclique. Alors, il existe un K-groupe
semi-simple G et un K-tore T tel que T(Kx)? = T(Kx)*, tous deuz déployés sur K', tels que :

G(Kx)/G(K)G(Kx)? < G(Kx)/G(K) = coker (H' (K, ) — H*(Ks, 1)) et

T(Ks)/T(K)T(Kx)? ¢ T(Kx)/T(K) = coker (H' (K, ) - H' (K, 1)) .
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Démonstration. Les isomorphismes de gauche sont une conséquence de la proposition 9.
En effet, G et T sont a inertie sauvage cyclique puisque déployés sur K’, donc sur K¢.,.

11 existe une famille finie d’entiers (n;) telle que pg = [] fin,. On plonge alors p dans le centre
de G’ := Rg//k (][ SLy,). En posant G := G’/pu, on obtient une isogénie centrale de noyau p, ot G
est un groupe semi-simple (ceci était déja connu de Serre dans [14, p.158]). D’autre part, selon [,
Proposition 1.3], on peut trouver une suite exacte 1 — p — P — T — 1 tel que P est quasi-trivial
et T est coflasque. On peut également observer que, par construction, P et T peuvent étre choisis
comme étant déployés sur K'. [1, Theorem 2.12] donne alors les isomorphismes de droite.

Enfin, le lemme 7 montre que T'(Kx)? = T(Kx)!. O

2.1. Exemple dans le cas des corps de nombres

13. Etude d’un corps de nombres. Posons K := Q, K’ := Q(v/3,v/11) et ¥ := {3}. On a donc
Ks = Q3. Pour ce qui est de K¢, on a :

K =K' ®9Q3 2 Q[X,Y]/(X? -3,V - 11) ®¢ Q3 = Q3[X, Y]/(X? -3,V — 11).

De plus, X2 — 3 est irréductible dans Q3 puisque 3 est une uniformisante. Par ailleurs, X2 — 11 n’a
pas de racine dans Z/3Z, et donc pas dans Z3(v/3). Puisque X2 — 11 € Z3(1/3)[X], il n’a pas non
plus de racine dans Q3(+/3). Par conséquent, Q3[X,Y]/(X? —3,Y? — 11) = Q3(v/3,V/11) est un
corps. En conséquence, ¥’ = {V/3} et K{, = Q3(v/3,+/11), qui est alors de dimension 4 et, bien siir,
de groupe de Galois Z/2Z x Z/27Z. Donc K%,/ Kx est modérément ramifiée.

Cherchons les nombres premiers pour lesquels Q(v/3,v/11)/Q est ramifiée. Bien entendu, tous les
groupes de décomposition sont cycliques dans le cas non ramifié. D’aprés [12, Chapter 2, Exercise
42.(f)], le discriminant de cette extension est 16 x 32 x 112. Les nombres premiers qui divisent le
discriminant, c’est-a-dire les nombres premiers ramifiés, sont alors 2, 3 et 11.

— En p = 2, on remarque que P := X2 —33 admet 1 comme racine modulo 8 (et P'(1) = 2 (mod 4)).
Cela signifie que |[P(1)]; < & < [P'(1)[3 = %2. La méthode de Newton nous donne alors une racine
dans Q. On remarque également que X2 — 3 n’a pas de racine dans Z/4Z, donc pas de racine
dans Zs, et par conséquent pas de racine dans Qo puisque X2 — 3 € Zy[X]. Ainsi, X? — 3 est
irréductible dans Q5. On obtient alors :

V33 2
K' 90 Q2 = QX V]/(X* = 3,Y7 1) = (@VE]) W/ - (2% = (@(vV3))
Les deux corps locaux de K’ au-dessus de 2 sont donc des extensions cycliques de degré 2.
— En p=11, P:= X? — 3 admet 5 comme racine modulo 11 (et P'(5) # 0 (mod 11)). D’aprés le

lemme de Hensel, P := X2 — 3 posséde une racine dans Q1;. De plus, X2 — 11 est irréductible
dans Q11 puisque 11 est une uniformisante. On a alors :

K’ 0. Qu = QulX,Y/(X* - 3,Y7 - 11) 2 (Qu(VID) [X)/(X? - (V) = (@ (VID))

Ainsi, les deux corps locaux de K’ au-dessus de 11 sont des extensions cycliques de degré 2.

Proposition 14. II existe un Q-groupe semi-simple G et un Q-tore T' tel que T(Q3)° = T(Qs3)?!,
tous deux déployés sur Q(v/3,v/11), tels que :

0 # Z/2Z < G(Q3)/G(Q) = G(Q3)/G(Q) G(Q3)” et

0# Z/2Z & T(Q3)/T(Q) = T(Qs)/T(Q) T(Q3)".
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Démonstration. Reprenons le contexte de §13. Sous les notations du lemme 11, on a ds; = 4 et dg; = 2.
Posons 1 := Ry (14)/p14. Ce méme lemme donne alors

ngd(dZ7 4)
ngd(d27 dfa 4)

On a donc le résultat en utilisant la proposition 12. O

coker (H' (K, p) — H' (Kx,, j1)) = Z/ Z=17/)27.

2.2. Exemple dans le cas des corps de fonctions

15. Etude d’un corps de fonctions. Soit p un premier tel que p = 3 (mod 4). Posons K :=TF,(t),
K':=F,(t,v/T—1) et £ := {t"1}. On a donc Ky, = F,((¢t~1)). Pour ce qui est de K%,, on a :

Ky =K' @p,0) Fp(t71) 2 Fp (X, Y]/ (X* - £,Y2 = (1-1)).

Notons que X? — t est irréductible dans F,((t7!)) car, dans le cas contraire, cela don-
nerait l'existence d’un élément de valuation f%, ce qui est absurde. Observons ensuite que
1—t=(=1)¢t(1—¢1). On sait que ¢ est un carré dans F,((t~2)). Aussi, 1 — t~! est également
un carré dans Fp((t*%)) grace au lemme de Hensel, puisque l’est sur F,, en réduisant modulo tz.
En conséquence, X2 — (1 — t) est irréductible dans F,((¢~2)) si et seulement si —1 n’est pas un
carré. C’est bien le cas puisque la condition p = 3 (mod 4) implique que —1 n’est pas un carré
dans F,. On en déduit donc que ¥’ = {t‘é}, et que Ky, est un corps isomorphe a F2 ((t_%)).
C’est une extension modérée de F,((t71)) de groupe de Galois Z/2Z x Z/27Z.

Notons que K ne se ramifie potentiellement que en ¢, 1 —t et t~!. Les autres places sont alors non
ramifiées, donc de groupe de Galois local cyclique, et donc de degré au plus 2. En effet, en une autre
place, t et 1 —¢ sont des unités, de sorte que leur réduction dans F,, soit non triviale. En conséquence,
les réductions dans F,[X] des polynomes X2 —¢ et X2 — (1 —t) sont séparables (p # 2). Ils admettent
donc chacun une racine dans F;*P et donc sur I'extension maximale non ramifiée d’aprés Hensel. D’out
la non-ramification des extensions locales.

— En t, on a bien stir X2 —t qui est irréductible puisque ¢ est une uniformisante. D’autre part,
X? — (1 —t) admet une racine dans F,, en réduisant modulo ¢. Le lemme de Hensel affirme alors
qu’il y en a une dans F,((t)). On obtient alors :

2
1 ~ 1
K'®p, Fy(t) 2 Fy(O)[X, Y]/ (X2~ 1,Y? — (1 - 1)) = F,(t2)[X]/ (X* — (VI - 1)?) = (Fp((tz)))
Les deux corps locaux de K’ au-dessus de ¢ sont donc des extensions cycliques de degré 2.

— En 1 —t, le polynome X? — (1 — t) est irréductible puisque 1 — ¢ est une uniformisante. Aussi,
puisque ¢ = 1 — (1 — ¢), le polyndome X? — ¢ admet une racine dans F,,, en réduisant modulo 1 — ¢.
Le lemme de Hensel en donne donc une dans Fy,((1 —¢)). On a alors :

2 2 L 2 2 1 2
K’ @, Fy(1— 1) = Fy(1 - )X, Y]/ (X2 =,Y2 = (1-0) =F, (1 - %)) [X)/ (X - (VO?) = F, (0 -0)) .
Ainsi, les deux corps locaux de K’ au-dessus de 1 — ¢ sont des extensions cycliques de degré 2.

Proposition 16. Soit p un premier tel que p = 3 (mod 4). Il existe un F,(t)-groupe semi-simple
G et un Fy(t)-tore T tel que T (Fp((tfl)))o =T (IFp((fl)))l, tous deuz déployés sur F,(v/t,/1—1),
tels que :

0# 2/2Z & G (F,(t™1) /GF, (1) 5 G (F(t71) /GF,(1) G (Fp(t~1))" et

0+ Z/2Z & T (Bp(t71) /TE, () 3 T (Fp(t71)) /T(E (1) T (Fp((t1))"

Démonstration. La démonstration est identique a celle de la proposition 14. |
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3. CONTRE-EXEMPLES A LA SURJECTIVITE DU MORPHISME DE KOTTWITZ

On considére ici K = R(t) et X = {t}, de sorte que Ky = R((t)), que ’on note désormais K.
On construit dans cette partie deux exemples de tores T sur K qui vérifient tous deux 1’éga-
lite T(K) = T(K)T(K)°, mais pour lesquels le morphisme de Kottwitz K. nest pas surjectif
(cf. les propositions 19 et 21).

17. Contexte des contre-exemples. Posons L := C(u), L = C(u)), O; = C[u]], et
Op = R[[t]], ou u est tel que u? = t. Dénotons par v, la valuation de L. Considérons
I := Gal(L/K) = Gal(L/K) = Z/2Z x 7Z./2Z engendré par o : i — —i et T : u — —u. Notons

que K™ = C((t)). Dans la suite, il est inoffensif de considérer que I désigne Gal(L/K™).

Soit T un K-tore déployé sur L. Rappelons que l'on a une identification de I'-modules
X ® L* 5 T(L) donnée par x ® [ — x(l). De méme, X ® OE 5 T(L)'. Notons d’ailleurs que

la décomposition (’)% >~ C* x U (out U est le sous-groupe de (9% dont le terme constant est 1) est

~

I-invariante et induit alors la décomposition I'-invariante X ® Og S (XeCHae(XeUh.

Rappelons d’apreés [10, Proposition 11.1.1] que I'on a le diagramme suivant :

~ id®uv+
(D) =2, x

Nz/;(ml lf (1)

T(I?nr) ﬁ X]
Knr

ot N est la norme et *:= X — X la projection canonique. En conséquence, N(T(L)') = T(K™)°.
Ceci donne alors la décomposition T(K™)° = N(X @ C*) @& N(X ® U'). Aussi, puisque C* est un
groupe divisible 7-invariant, on a N(X ® C*) = N(X) ® C* = X! @ C*. Et enfin, puisque U' a
une structure de Q-espace vectoriel, ﬁO(I,X ®@U') =0 et donc N(X @ U!) = (X @ U')!. D'ou
finalement :

T(E™)° = (X' oC @ (X U (2)

Notons d’ailleurs que cette décomposition est I'*-invariante.

3.1. Premier contre-exemple

18. Le module galoisien du tore normique. Considérons le tore normique T := R(Ll/)K(Gm).
Son module des cocaractéres X est le sous-réseau de Z[I'] de trace nulle. Autrement dit, si 'on note

(e1,er, €5, €sr) la base naturelle de Z[I'], on a :
X = {Z apeq € Z[I | Z aq = 0}.
ael ael

On vérifie qu'une base de X est donnée par (a,b,c) := (e; — e, e, — €5,€, — €5, ). Les actions de o
et 7 sur la base sont alors données par les matrices suivantes :

0 -1 1 -1 1 0
pourcg: |0 —1 O] etpour7:| O 1 O
1 -1 0 0o 1 -1

Calculons alors X;. On a par définition :
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D’oit les relations 2a = 0 et @ = ¢ Par conséquent, X; = Z/27Z x 7 avec comme base (a,b).
Par ailleurs, I'action de o sur X7 est alors donnée par les relations :

o(@) =oc(a)=c¢=1a

o(b) =0c(b) = —(a+b+c) = —b.
On en déduit alors que (X;)" = Z/27 avec comme générateur a.
Calculons cette fois X. Prenons nia + nab+nsc € X1. On a :
nia+nob+nsc = 1(n1a+nab+nzc) = —nja+na(a+b+c) —nze = (ng —ny)a+ nab+ (ny — n3)e.
On en déduit 2n; = 2n3 = no. Donc X! = Z et un générateur est donné par E := a + 2b + c.
Par ailleurs, o(F) = a(a) + 20(b) + o(c) =c—2(a+b+c) +a = —FE. D’ou l'action de o sur X'.

Proposition 19. Le K-tore normique T := R(Ll/)K(Gm) est tel que

02 Im(rry) ¢ (T =2Z/2Z.
En particulier, T(I/(\') = T(I/(\')O =T(K) T(I/(\')O.
Démonstration. Reprenons le contexte du §18. Posons | = a(u) et calculons N(I). On trouve :

N(1) = 17(1) = a(u) (r(a)(r(w))) = a(w)a™ (—u) = a(w)a((—u) ") = a(-1).
Par ailleurs, la commutativité du diagramme (1) montre que rr_, (a(—1)) =@ € (X ', puisque
vz (u) = 1. Toutefois, o(a(—1)) = o(a)(c(—1)) = ¢(—1). En conséquence, a(—1) ¢ T(K). Montrons
que @ n’est pas dans I'image de K.
Considérons le cocycle z : a — a(—1)a(a(—1))"! a valeurs dans T(K™)° (puisque o(@) = a).
Ce cocycle est un cobord si et seulement si @ € Im(rr_). Notons d’ailleurs que :

a(=1)o(a(=1))"! = a(-1)e(=1)"' = a(~=1)e(~1) = a(=1)b(—=1)2%¢(~1) = B(-1) € X' @ C*.

Par I’absurde, supposons que z soit un cobord. Il s’écrit donc a — ya(y)~! avec y € T(IA(m)O.
Utilisons la décomposition (2) pour écrire y = you. On a alors yo(y) ™! = (yoo(yo) 1) (uo(u)™1).

En identifiant les décompositions, on a E(—1) = yoo(yo)~!. Par ailleurs, puisque X! = (E), on
peut écrire yo = E(z) avec z € C*. D’ou finalement :

E(=1) = yoo(yo) ™" = E(2)o(E)(0(2)™") = E(2)E(0(2)) = E(jz]).

On en déduit alors |z[*> = —1. C’est absurde! Donc z n’est pas un cobord et @ & Im (k).
Puisque Z/27 = (X)''" = (@), on en déduit que Im(kr_) = 0, et donc que T(K) = T(K)°.
Il en découle alors trivialement la décomposition T(I? )=T(K) T(IA( )0. O

3.2. Second contre-exemple

20. Le module galoisien d’un tore induit sur C(t). Considérons cette fois le réseau X = Z*
dont la base canonique est notée (e, ¢/, f, f). On associe & o et 7 les matrices suivantes :

) A 0 ¢ (A O \Aiol
pour o : IL—A —A etpour7:| o 4).ouA=( ).

Un calcul par blocs immédiat montre que cela définit une structure de I'-module sur X.
On en déduit alors un unique K-tore T tel que T\ = X. Par construction, Tt est induit.

Calculons X;. Puisque 7(e) =€’ et 7(f) = f, on trouve que X; est défini par les relations € = €’
et f= f', de sorte que X; = Z? avec comme base (¢, f). Sa '""-action est donnée par :

ole)=o(e)=e+f—f=¢

o(f)=alf)=-F =T

On en déduit alors que (X7)' 22 7Z avec comme générateur e.
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Calculons maintenant X”. Prenons ne +n'e’ + mf +m/f' € X. On a :
ne+n'e +mf+m'f =rne+n'e +mf+m'f)=n"e+ne +m'f+mf.

Dot n =n' et m =m’. Donc ne+n'e’ + mf +m'f' =n(e+¢€') +m(f + f'). On en déduit alors
que X! = 7Z? et admet une base donnée par (e + ¢, f + f'). L’action de I'™ sur X! est donnée par :

olete)=o(e)+ale)=(E+f-f)+(e—f+f)=e+¢
o(f+ )=o) +o(f)==f=F==(f+ 1)
Proposition 21. Le K-tore T induit sur C(t) introduit en §20 est tel que

27 = Im(rr.) C (Tu))" = Z.

~

Par ailleurs, T(K) = T(K)T(K)? et T(K™)° = T(K™)! (i.e., (T}); est libre).
Démonstration. Posons [ = e(iu) et calculons N(I). On trouve :
N =17(1) = e(iu) (t(e)(r(in))) = e(iu)e’' (—iu) = (e + €')(iu)e'(—1).

Par ailleurs, la commutativité du diagramme (1) montre que xr_, (N (1)) =€ € (X )" ", puisque
vz (iu) = 1. Montrons que € n’est pas dans I'image de KT

Considérons le cocycle z : a — N()a(N(1))~! a valeurs dans T(IA(”)O (puisque o(€) =e).
Ce cocycle est un cobord si et seulement si € € Im(x7_). Notons d’ailleurs que :

o(N(1)) = o((e+€)(iu)e'(-1)) = oe + &) (—iu)o(e')(—1) = (e + €')(—iu)(e — f + f)(-1).

Par conséquent :

NWa(ND)™" = (e+e)(u)e'(=1) ((e + ¢ )(—iu)(e = f + f)(=1))
=e(-1(e+e)(=D(e—f+[)(-1)=(2e+2¢' — f+ f)(-1) = (f + f)(-1) e X ® C*.

—1

Par I’absurde, supposons que z soit un cobord. Il s’écrit donc a +— ya(y) ™! avec y € T(I/(\'“r)o.
Utilisons la décomposition (2) pour écrire y = you. On a alors yo(y) =t = (yoo(yo) 1) (uo(u)~1t).

En identifiant les décompositions, on a (f + f')(—=1) = yoo(yo) ~!. Par ailleurs, comme Z(e + €’) et
Z(f + f') sont stables par o, et que (e + ¢/, f + f') est une base de X!, on a yg € Z(f + f') ® C*.
On Pécrit alors yo = (f + f')(z) pour x € C*. D’ou finalement :

(f+F)(=1) = oo (yo) ™" = (f+ ) @)o(f+f)(o(2)7h) = (F+ ) @) (f+ ) o) = (f+ ) (|=).

On en déduit alors |z|> = —1. C’est absurde! Donc z n’est pas un cobord et e ¢ Im(kr).
Toutefois 2e € Im(T'(K) — (X;)""). En effet N(e(t)) = (e + €')(t) € T(K) et vz(t) = 2. Il en
decoule que Im(T(K) — (X7)™™") = Im(kr,_), c’est a dire T(K) = T(K) T(K)°. 0

Remarque 22. Soit 7' un K-tore et T son modéle de Néron. On a :
coker(rr) = ker (Hl(rnr, T(K™)%) — H'(I™, T(}?nr))
= ker (Hl(rnr,T(fcm)O) — H'(Gal(K™P /K),T(f{sep))  ker (Hl(OfOTO) - Hl(f(,T)) .

Le premier isomorphisme provient de la suite exacte en cohomologie induite par £r,,, le second
provient de la suite exacte inflation-restriction [14, 1.§5.8.a)], et le dernier s’obtient grace a [8, 2.9.2.(2)]
et | , XXIV, Proposition 8.1.(i)].

En conséquence, nos deux contre-exemples précédents induisent également un contre-exemple a
un probléme de type Grothendieck-Serre pour les modéles de Néron de tores.
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4. PROPRIETES BIRATIONNELLES
Dans cette partie, K n’est plus nécessairement un corps global. On prouve le théoréme suivant :

Théoréme 23. Soit T un K-tore, et 1 - S — P — T — 1, une résolution flasque de T. Notons
(Si)1free; le quotient de (S.)r par sa partie de torsion. On a les isomorphismes naturels suivants :

coker(ky ) = coker (H'(Kx,S) = H' (T™, (5 1,free)) »
coker(T(K) — ((T*)I)Fm) 3 coker (Hl(K7 S) — HY (I, (S*)Lfree)) , et
T(Ks)/T(K)T(Kx)? = coker (H'(K, S) — Im(H" (Kx, S) = H' (I™, (5) 1 free) ) -
En particulier, ces trois quantités sont des invariants birationnels stables de T .

Démonstration. Observons que l'on a la suite exacte :

Hi(I,T.) (S2)1 (P); —— (T.); — 1.

Comme (P,)s est libre et Hy(I,T,) est de torsion, il vient immédiatement :

1 —— (S*)I,free (P*)I (T*)] 1.

Notons que (P,); est un module de permutation puisque Py U'est. Par ailleurs, x Py, est surjectif, car
cela est vrai pour G,,. On obtient alors le diagramme suivant a lignes exactes :

o P(KE) E—— T(Kg) E—— Hl(KE,S) — Hl(Kg,P) =1

pre e

v (P —— (L))" —— HNI™, (Su)rfree) — H'(I™, (P)r) = 1
Une chasse aux diagrammes donne alors le premier isomorphisme.

Par ailleurs, P(K) — (P.); est également surjectif car P(K) est dense dans P(Ky). En remplagant
dans la premiére ligne du diagramme précédent Ky par K, la méme chasse aux diagrammes donne
alors le second isomorphisme.

Le dernier isomorphisme s’obtient en observant que
T(Ks)/T(K)T(Ks)® = (T(Kx)/T(Kx)°)/(T(K)/T(K) N T(Kx)°)
= Im(kre ) /Im(T(K) = (T:)r)
5 coker(T(K) — (T')1)/coker (ks )
5 coker (H'(K,S) — H'(I™, (S4)1tree)) /coker (H'(Ksx, S) = H'(I™, (S.)1 tree))
= coker (H'(K, S) = Im(H" (Kx, S) = H" (™, (S¢)1,frec)) -
Enfin, observons que ces trois quantités sont invariantes si ’on remplace S par S x Py ou Py est

un tore quasi-trivial. On conclut alors que ces quantités sont des invariants birationnels stables de T’
d’apres [15, §4]. O
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