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Introduction

L’objectif de cette note est de répondre à la question suivante :

Question 1 ([4, Remark 8.3]). Soit K un corps global, K̂ un complété de K pour une valuation
discrète, et R̂ l’anneau de valuation discrète associé. Considérons T , un tore sur K. Désignons par
T (R̂), le sous-groupe compact maximal de T (K̂). Est-ce que l’égalité

T (R̂)T (K) = T (K̂)

est satisfaite ?

2. Contexte. La question 1 apparaît pour la première fois en 1987 dans [4], où Colliot-Thélène et
Sansuc la rapportent d’après une suggestion de Bruhat et Tits. Ils y démontrent le cas où T est un
K-tore non ramifié en utilisant la théorie des résolutions flasques (cf. [4, Proposition 8.1.(i)]).

Plus tard, en 2007 dans [5], Colliot-Thélène et Suresh ont étudié des variantes du problème : le cas
où R est un anneau semi-local (avec donc plusieurs valuations à considérer en même temps), et le cas
d’une décomposition « RT (K̂)T (R̂) = T (K̂) », où RT (K̂) est le sous-groupe des éléments R-triviaux

Date: 11 juin 2026.
1



2 A. ZIDANI

de T (K̂) (cf. [7, 7.1. Définition]). Ils ont réussi à trouver des contre-exemples pour les deux situations.
Ils ont également donné une liste de cas où la décomposition « RT (K̂)T (R̂) = T (K̂) » est valable
(cf. [5, Proposition 2.1]). Cependant, même après ces travaux, la question 1 restait ouverte.

Dans cette note, on répond par la négative à la question 1 (cf. les propositions 14 et 16). Plus
généralement, on développe une stratégie systématique pour construire des tores ne satisfaisant pas
la décomposition demandée. L’ingrédient crucial pour cela est le morphisme de Kottwitz, qui n’avait
pas été utilisé jusqu’à présent pour ce type de problème.

3. Le morphisme de Kottwitz. Supposons cette fois que K̂ désigne un corps valué discrètement
hensélien de valuation v et dont le corps résiduel est parfait. Le morphisme de Kottwitz peut-être vu
comme une généralisation fonctorielle du morphisme de valuation

κGm
: K̂× −→ Z

k 7−→ v(k)

à tout groupe réductif G sur K̂. Il a été défini par Kottwitz dans [11, Section 7].

Par exemple, le morphisme de Kottwitz pour GLn sur K̂ est :

κGLn
: GLn(K̂) −→ Z

M 7−→ v(det(M)),

tandis que pour PGLn sur K̂, on a :

κPGLn
: PGLn(K̂) −→ Z/nZ

M 7−→ v(det(M)) (mod n).

Le morphisme est défini grâce au groupe fondamental algébrique (cf. [10, Definition 11.3.2]),
que l’on note π1(G). Il s’agit d’un Gal(K̂sep/K̂)-module (où K̂sep est la clôture séparable de K̂).
Pour un K̂-tore T , on a π1(T ) = T∗, le module galoisien des cocaractères de T .

Considérons K̂nr, l’extension maximale non ramifiée de K̂. Notons Γnr := Gal(K̂nr/K̂) et
I := Gal(K̂sep/K̂nr). Considérons un groupe réductif G sur K̂. Il s’avère que le morphisme de
Kottwitz de G sur K̂nr est un morphisme de Γnr-modules : κG

K̂nr
: G(K̂nr)→ π1(G)I .

Le morphisme de Kottwitz de G sur K̂ est alors le morphisme κG : G(K̂)→ (π1(G)I)
Γnr

obtenu à
partir de κG

K̂nr
en prenant les Γnr-invariants. Il jouit de nombreuses propriétés :

— Il est surjectif lorsque K̂ est un corps local (cf. [10, Corollary 11.7.6]).
— Il est trivial pour tout groupe semi-simple simplement connexe (car est de π1 trivial).

— Son noyau est G(K̂)0, le sous-groupe ouvert engendré par les sous-groupes parahoriques de
G (cf. [10, Proposition 11.5.4]).

— L’image réciproque de la partie de torsion de (π1(G)I)
Γnr

est G(K̂)1, l’intersection des noyaux
de g 7→ v(χ(g)) pour χ parcourant les caractères de G (cf. [10, Lemma 11.5.2]).

Par ailleurs, pour un K̂-tore T , il s’avère que T (K̂)0 est le sous-groupe des points du modèle de
Néron connexe de T (cf. [10, Corollary B.8.7]), et T (K̂)1 est le sous-groupe borné maximal de T (K̂).

4. Stratégie et plan de l’article. Notre stratégie pour répondre à la question 1 est en deux
étapes. En section 1 on prouve que, pour un groupe réductif G sur K̂ (qui est cette fois un corps
local) déployé par une extension dont le sous-groupe d’inertie sauvage est cyclique, l’application
G(K̂)/G(K)→ G(K̂)/G(K)G(K̂)0 est un isomorphisme (cf. la proposition 9). Ceci est prouvé grâce
au morphisme de Kottwitz. Ensuite, en section 2 on trouve un tore T sur K vérifiant l’hypothèse
précédente (en fait déployée par une extension modérément ramifiée) tel que T (K̂)1 = T (K̂)0 et
T (K) ̸= T (K̂) (c’est-à-dire que T ne satisfait pas l’approximation faible). L’approximation faible sur
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les corps de nombres est très bien comprise grâce aux travaux de Sansuc (cf. [13]). Borovoi fournit
dans [1] une version incluant les corps de fonctions. On en déduit alors dans les propositions 14 et 16
une réponse négative à la question 1 (et même une réponse négative à une question analogue dans
le cas d’un groupe semi-simple). Précisons que cette stratégie fonctionne également pour étudier la
variante semi-locale du problème.

En complément, on discute dans les sections 3 et 4 de cet article quelques problèmes supplémentaires
autour du morphisme de Kottwitz. D’une part, à la section 3, on donne deux exemples de tores sur
R((t)) dont les morphismes de Kottwitz ne sont pas surjectifs. La surjectivité n’est donc réalisée que
pour des corps spécifiques. D’autre part, on montre en section 4 que, pour un K-tore T , les groupes
coker(κT

K̂
), coker(T (K)→ ((T∗)I)

Γnr

) et T (K̂)/T (K)T (K̂)0 sont des invariants birationnels stables
de T .

Notations

Soit K un corps. Notons :

— ΩK l’ensemble des places de K, Σ un ensemble fini de ΩK et Σ := ΩK\Σ,

— Kv le complété de K en une place v ∈ Σ et KΣ :=
∏

v∈Σ Kv (on y inclut K diagonalement),

— Knr
v , l’extension maximale non ramifiée de Kv et Knr

Σ :=
∏

v K
nr
v ,

— Γnr
v := Gal(Knr

v /Kv), Iv le sous-groupe d’inertie de Kv, Γnr :=
∏

v Γ
nr
v et I :=

∏
v Iv.

On suppose que, pour tout v ∈ Σ, le corps résiduel de Kv est parfait. Les notations, propriétés,
définitions que l’on introduit dans cette note pour un corps complet se généralisent au cas de KΣ en
raisonnant facteur par facteur. Cela est implicite tout au long du document.

On reprend également les notations (−)sep, π1(−), (−)∗, κ(−), (−)0 et (−)1 du §3.

Dans les parties 1 et 2, le corps K est supposé être global.

1. Quelques lemmes sur le morphisme de Kottwitz

L’objectif de cette partie est d’établir quelques résultats cruciaux pour l’élaboration de notre
réponse à la question 1, lesquels font intervenir le morphisme de Kottwitz. On montre en particulier
que, sous certaines conditions, le problème se ramène à une question d’approximation faible.

5. Inertie sauvage cyclique. On dit qu’un groupe réductif sur KΣ est à inertie sauvage cyclique
si pour tout v ∈ Σ, il existe une extension galoisienne déployante de Kv telle que son sous-groupe
d’inertie sauvage soit cyclique (c’est en particulier le cas si l’extension est modérément ramifiée). On
observe que c’est équivalent à demander que le sous-groupe d’inertie soit un groupe métacyclique
(c’est à dire tel que ses sous-groupes de Sylow soient cycliques).

Lemme 6. Soit T un tore sur KΣ qui est un facteur direct d’un tore quasi-trivial sur Knr
Σ .

Alors π1(T )I est libre et T (KΣ)
0 = T (KΣ)

1.

Démonstration. La construction du foncteur π1(−)I se comporte bien avec les produits directs,
de sorte que π1(T )I est un facteur direct du «π1(−)I» d’un tore quasi-trivial, qui est libre. Par
conséquent, π1(T )I est libre. D’après [10, Corollary 11.1.6], on a alors T (KΣ)

0 = T (KΣ)
1. □

Lemme 7. Soit T un KΣ-tore à inertie sauvage cyclique qui est soit flasque, soit coflasque. Alors T
est un facteur direct d’un tore quasi-trivial sur Knr

Σ , le groupe π1(T )I est libre et T (KΣ)
0 = T (KΣ)

1.

Démonstration. Le théorème d’Endo et Miyata (cf. [4, p. 0.5]) nous montre qu’un tore flasque ou
coflasque est un facteur direct d’un tore quasi-trivial lorsque ce tore est déployé par une extension
métacyclique. Donc T est un facteur direct d’un tore quasi-trivial sur Knr

Σ . Le reste découle alors du
lemme 6. □
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Lemme 8. Soit 1→ A→ B → C → 1 une suite exacte de KΣ-groupes réductifs. Supposons que A
soit un tore et que le groupe π1(A)I soit libre. On a alors les suites exactes suivantes :

1 π1(A)I π1(B)I π1(C)I 1

et
1 A(KΣ)

0 B(KΣ)
0 C(KΣ)

0 1.

Démonstration. Rappelons que le foncteur π1(−) est exact (cf. [2, Theorem 3.8]). En prenant les
coinvariants par I, on obtient :

H1(I, π1(A)) π1(A)I π1(B)I π1(C)I 1.

Puisque π1(A)I est libre d’après le lemme 6, l’image de H1(I, π1(A)) (qui est un groupe de torsion)
dans π1(A)I est triviale. D’où la première suite exacte.

Quant à la seconde suite exacte, puisque le corps résiduel est parfait, le théorème de Steinberg (cf.
[10, Theorem 2.3.3.(1)]) nous donne H1(I, A(Ksep

Σ )) = 1. Nous avons alors :

1 A(Knr
Σ ) B(Knr

Σ ) C(Knr
Σ ) H1(I, A(Ksep

Σ )) = 1.

En combinant les deux suites exactes précédentes grâce au morphisme de Kottwitz, et en utilisant le
lemme du Serpent, on obtient :

1 A(Knr
Σ )0 B(Knr

Σ )0 C(Knr
Σ )0 1.

En prenant les invariants par Γnr et en utilisant le fait que H1(Γnr, A(Knr
Σ )0) = 1 d’après [10, Lemma

11.7.1], on obtient alors :

1 A(KΣ)
0 B(KΣ)

0 C(KΣ)
0 H1(Γnr, A(Knr

Σ )0) = 1.

D’où la suite exacte désirée. □

Proposition 9. Soit G un groupe réductif sur K. Si le groupe GKΣ
est à inertie sauvage cyclique,

alors l’application naturelle suivante est un isomorphisme :

G(KΣ)/G(K)
∼→ G(KΣ)/G(K)G(KΣ)

0.

Démonstration. Comme G(KΣ)
0 est un sous-groupe ouvert de G(KΣ), on a l’inclusion

G(K) ⊂ G(K)G(KΣ)
0. Il suffit alors de prouver que G(KΣ)

0 ⊂ G(K). Remarquons que, puisque le
groupe GKΣ

est à inertie sauvage cyclique, on doit avoir une résolution flasque (cf. [3, Proposition-
Définition 3.1]) sur Knr

Σ donnée par 1→ F ′ → H ′ → GKnr
Σ
→ 1 où F ′ est également à inertie sauvage

cyclique. Par conséquent, il s’agit d’un facteur direct d’un tore quasi-trivial d’après le lemme 7.
Considérons maintenant une résolution flasque de G sur K donnée par 1 → F → H → G → 1.

Puisque F est unique à un tore quasi-trivial près (cf. [3, Proposition 3.2.(iii)]), la discussion précédente
montre que F est en fait un facteur direct d’un tore quasi-trivial sur Knr

Σ . De plus, [1, Proposition 2.6]
nous indique que H vérifie l’approximation faible, autrement dit : H(K) = H(KΣ). Ceci implique
que le sous-groupe H(KΣ)

0 ⊂ H(KΣ) est envoyé sur G(K). Mais le lemme 8 nous indique que
H(KΣ)

0 → G(KΣ)
0 est surjectif, de sorte que G(KΣ)

0 ⊂ G(K) comme souhaité. □

Remarque 10. Le résultat n’est plus vrai si le groupe n’est plus à inertie sauvage cyclique.
Considérons l’extension L/K := Q(ζ8)/Q = Q(

√
−1,
√
2)/Q (où ζ8 = e

2iπ
8 ) et considérons le tore

normique T := R
(1)
L/K(Gm). D’après [15, 11.6. Example 3.2)], Q2(ζ8)/Q2 est une extension biqua-

dratique totalement ramifiée telle que T (Q2)/T (Q) = Z/2Z ̸= 0. Or, coker(T (Q)→ Im(κTQ2
)) = 0

(i.e., T (Q2)/T (Q)T (Q2)
0 = 0). En effet, en réadaptant la section 3.1 à notre contexte et en reprenant

ses notations, on observe que N(a(1− ζ8)) ∈ T (Q) et N(b(1− ζ8)) ∈ T (Q) s’envoient respectivement
sur a et b par κTQ2

, et engendrent alors Im(κTQ2
).
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2. Approximation faible et création d’exemples

Dans cette partie, on calcule des défauts d’approximation faible. Combinés à la proposition 9,
on répond négativement à la question 1 (et à sa variante semi-simple), lorsque K est un corps de
nombres (cf. la proposition 14) et lorsque K est un corps de fonctions (cf. la proposition 16).

Lemme 11. Soit µ := RK′/K(µn)/µn avec n ∈ N× tel que car(K) ∤ n. On a :

coker
(
H1(K,µ)→ H1(KΣ, µ)

) ∼→ coker (Br(K ′/K)[n]→ Br(K ′
Σ′/KΣ)[n])

∼→ Z/
pgcd(dΣ, n)

pgcd(dΣ, dΣ, n)
Z,

où pour un ensemble de places S de K, on note dS := ppcmv∈S [K
′
v′ : Kv], et où pour tout v ∈ ΩK ,

on désigne par v′ une place de K ′ au dessus de v.

Démonstration. Posons T := RK′/K(Gm)/Gm. Observons que µ = ker(T
×n→ T ). En utilisant la suite

induite en cohomologie sur K et sur KΣ, on a le diagramme suivant à lignes exactes :

1 T (K)/nT (K) H1(K,µ) Br(K ′/K)[n] 1

1 T (KΣ)/nT (KΣ) H1(KΣ, µ) Br(K ′
Σ′/KΣ)[n] 1.

Comme T admet par définition une résolution flasque 1→ Gm → RK′/K(Gm)→ T → 1, il est
rétracte K-rationnel (cf. [4, Proposition 7.4]). En conséquence, T (K) est dense dans T (KΣ) (cf.[4,
Proposition 8.1.(iii)]). Par ailleurs, puisque car(K) ∤ n, la multiplication par n dans T est lisse, de
sorte que nT (KΣ) est un ouvert de T (KΣ) (cf. [6, 3.1.2 Lemme]). On a donc T (K) · nT (KΣ) = T (KΣ).
Ceci donne que T (K)/nT (K)→ T (KΣ)/nT (KΣ) est surjective.

Le lemme du serpent appliqué au diagramme précédent donne alors l’isomorphisme :

coker
(
H1(K,µ)→ H1(KΣ, µ)

) ∼→ coker (Br(K ′/K)[n]→ Br(K ′
Σ′/KΣ)[n]) .

Calculons maintenant le membre de droite. Le théorème de Brauer-Hasse-Noether (cf. [9, Théorème
14.11]) restreint à Br(K ′/K)[n] donne la suite exacte suivante :

1 Br(K ′/K)[n]
⊕

v∈ΩK
Br(K ′ ⊗K Kv/Kv)[n]

1
nZ/Z.

∑
invv

Considérons les applications partielles ϕΣ :=
∑

v∈Σ invv et ϕΣ :=
∑

v∈Σ invv. On a donc
ϕΣ(x) = −ϕΣ(x) = ϕΣ(−x) pour x ∈ Br(K ′/K)[n]. En fait, Im((ϕΣ)|Br(K′/K)[n]) = Im(ϕΣ)∩ Im(ϕΣ).
Ceci permet d’en déduire finalement la suite exacte suivante :

1 Br(K ′/K)[n] Br(K ′
Σ′/KΣ)[n] Im(ϕΣ)/(Im(ϕΣ) ∩ Im(ϕΣ)) 1.

ϕΣ

Pour terminer, on calcule le cardinal du quotient (qui est cyclique). Prenons v une place de K.
Observons que Br(K ′

v′/Kv) = Br(K ′ ⊗K Kv/Kv). Aussi, dv := [K ′
v′ : Kv] = |Br(K ′

v′/Kv)| et l’image
de Br(K ′

v′/Kv) dans Q/Z est ( 1
dv
Z)/Z (cf. [9, Corollaire 8.10]). Donc l’image de Br(K ′⊗K Kv/Kv)[n]

est ( 1
pgcd(dv,n)

Z)/Z. En conséquence, Im(ϕΣ) =
1

pgcd(dΣ,n)Z/Z et Im(ϕΣ) =
1

pgcd(dΣ,n)Z/Z. On observe
alors que Im(ϕΣ) ∩ Im(ϕΣ) =

1
pgcd(|Im(ϕΣ)|,|Im(ϕΣ)|)Z/Z = 1

pgcd(dΣ,dΣ,n)Z/Z. On conclut finalement

que le conoyau est de cardinal pgcd(dΣ,n)
pgcd(dσ,dΣ,n) comme voulu. □

Proposition 12. Soit K ′/K une extension finie galoisienne et un K-groupe fini étale de type
multiplicatif µ déployé sur K ′. Posons Σ′ := {w ∈ ΩK′ | ∃v ∈ Σ, w | v}. On a alors K ′

Σ′ = K ′⊗K KΣ.
Supposons que le sous-groupe d’inertie sauvage de K ′

Σ′/KΣ est cyclique. Alors, il existe un K-groupe
semi-simple G et un K-tore T tel que T (KΣ)

0 = T (KΣ)
1, tous deux déployés sur K ′, tels que :

G(KΣ)/G(K)G(KΣ)
0 ∼← G(KΣ)/G(K)

∼→ coker
(
H1(K,µ)→ H1(KΣ, µ)

)
et

T (KΣ)/T (K)T (KΣ)
0 ∼← T (KΣ)/T (K)

∼→ coker
(
H1(K,µ)→ H1(KΣ, µ)

)
.
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Démonstration. Les isomorphismes de gauche sont une conséquence de la proposition 9.
En effet, G et T sont à inertie sauvage cyclique puisque déployés sur K ′, donc sur K ′

Σ′ .
Il existe une famille finie d’entiers (ni) telle que µK′ ∼=

∏
µni

. On plonge alors µ dans le centre
de G′ := RK′/K(

∏
SLni). En posant G := G′/µ, on obtient une isogénie centrale de noyau µ, où G

est un groupe semi-simple (ceci était déjà connu de Serre dans [14, p.158]). D’autre part, selon [4,
Proposition 1.3], on peut trouver une suite exacte 1→ µ→ P → T → 1 tel que P est quasi-trivial
et T est coflasque. On peut également observer que, par construction, P et T peuvent être choisis
comme étant déployés sur K ′. [1, Theorem 2.12] donne alors les isomorphismes de droite.

Enfin, le lemme 7 montre que T (KΣ)
0 = T (KΣ)

1. □

2.1. Exemple dans le cas des corps de nombres

13. Étude d’un corps de nombres. Posons K := Q, K ′ := Q(
√
3,
√
11) et Σ := {3}. On a donc

KΣ = Q3. Pour ce qui est de K ′
Σ′ , on a :

K ′
Σ′ := K ′ ⊗Q Q3

∼= Q[X,Y ]/(X2 − 3, Y 2 − 11)⊗Q Q3
∼= Q3[X,Y ]/(X2 − 3, Y 2 − 11).

De plus, X2 − 3 est irréductible dans Q3 puisque 3 est une uniformisante. Par ailleurs, X2 − 11 n’a
pas de racine dans Z/3Z, et donc pas dans Z3(

√
3). Puisque X2 − 11 ∈ Z3(

√
3)[X], il n’a pas non

plus de racine dans Q3(
√
3). Par conséquent, Q3[X,Y ]/(X2 − 3, Y 2 − 11) = Q3(

√
3,
√
11) est un

corps. En conséquence, Σ′ = {
√
3} et K ′

Σ′
∼= Q3(

√
3,
√
11), qui est alors de dimension 4 et, bien sûr,

de groupe de Galois Z/2Z× Z/2Z. Donc K ′
Σ′/KΣ est modérément ramifiée.

Cherchons les nombres premiers pour lesquels Q(
√
3,
√
11)/Q est ramifiée. Bien entendu, tous les

groupes de décomposition sont cycliques dans le cas non ramifié. D’après [12, Chapter 2, Exercise
42.(f)], le discriminant de cette extension est 16 × 32 × 112. Les nombres premiers qui divisent le
discriminant, c’est-à-dire les nombres premiers ramifiés, sont alors 2, 3 et 11.

— En p = 2, on remarque que P := X2−33 admet 1 comme racine modulo 8 (et P ′(1) = 2 (mod 4)).
Cela signifie que |P (1)|2 ≤ 1

8 < |P ′(1)|22 = 1
2

2. La méthode de Newton nous donne alors une racine
dans Q2. On remarque également que X2 − 3 n’a pas de racine dans Z/4Z, donc pas de racine
dans Z2, et par conséquent pas de racine dans Q2 puisque X2 − 3 ∈ Z2[X]. Ainsi, X2 − 3 est
irréductible dans Q2. On obtient alors :

K ′ ⊗Q Q2
∼= Q2[X,Y ]/(X2 − 3, Y 2 − 11) ∼=

(
Q2[
√
3]
)
[Y ]/(Y 2 − (

√
33√
3
)2) ∼=

(
Q2(
√
3)
)2

.

Les deux corps locaux de K ′ au-dessus de 2 sont donc des extensions cycliques de degré 2.

— En p = 11, P := X2 − 3 admet 5 comme racine modulo 11 (et P ′(5) ̸= 0 (mod 11)). D’après le
lemme de Hensel, P := X2 − 3 possède une racine dans Q11. De plus, X2 − 11 est irréductible
dans Q11 puisque 11 est une uniformisante. On a alors :

K ′ ⊗Q Q11
∼= Q11[X,Y ]/(X2 − 3, Y 2 − 11) ∼=

(
Q11(

√
11)

)
[X]/(X2 − (

√
3)2) ∼=

(
Q11(

√
11)

)2

.

Ainsi, les deux corps locaux de K ′ au-dessus de 11 sont des extensions cycliques de degré 2.

Proposition 14. Il existe un Q-groupe semi-simple G et un Q-tore T tel que T (Q3)
0 = T (Q3)

1,
tous deux déployés sur Q(

√
3,
√
11), tels que :

0 ̸= Z/2Z ∼← G(Q3)/G(Q)
∼→ G(Q3)/G(Q)G(Q3)

0 et

0 ̸= Z/2Z ∼← T (Q3)/T (Q)
∼→ T (Q3)/T (Q)T (Q3)

0.
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Démonstration. Reprenons le contexte de §13. Sous les notations du lemme 11, on a dΣ = 4 et dΣ = 2.
Posons µ := RK′/K(µ4)/µ4. Ce même lemme donne alors

coker
(
H1(K,µ)→ H1(KΣ, µ)

) ∼→ Z/
pgcd(dΣ, 4)

pgcd(dΣ, dΣ, 4)
Z = Z/2Z.

On a donc le résultat en utilisant la proposition 12. □

2.2. Exemple dans le cas des corps de fonctions

15. Étude d’un corps de fonctions. Soit p un premier tel que p ≡ 3 (mod 4). Posons K := Fp(t),
K ′ := Fp(

√
t,
√
1− t) et Σ := {t−1}. On a donc KΣ = Fp((t

−1)). Pour ce qui est de K ′
Σ′ , on a :

K ′
Σ′ := K ′ ⊗Fp(t) Fp((t

−1)) ∼= Fp((t
−1))[X,Y ]/

(
X2 − t, Y 2 − (1− t)

)
.

Notons que X2 − t est irréductible dans Fp((t
−1)) car, dans le cas contraire, cela don-

nerait l’existence d’un élément de valuation − 1
2 , ce qui est absurde. Observons ensuite que

1− t = (−1) t (1− t−1). On sait que t est un carré dans Fp((t
− 1

2 )). Aussi, 1 − t−1 est également
un carré dans Fp((t

− 1
2 )) grâce au lemme de Hensel, puisque l’est sur Fp en réduisant modulo t−

1
2 .

En conséquence, X2 − (1 − t) est irréductible dans Fp((t
− 1

2 )) si et seulement si −1 n’est pas un
carré. C’est bien le cas puisque la condition p ≡ 3 (mod 4) implique que −1 n’est pas un carré
dans Fp. On en déduit donc que Σ′ = {t− 1

2 }, et que K ′
Σ′ est un corps isomorphe à Fp2((t−

1
2 )).

C’est une extension modérée de Fp((t
−1)) de groupe de Galois Z/2Z× Z/2Z.

Notons que K ne se ramifie potentiellement que en t, 1− t et t−1. Les autres places sont alors non
ramifiées, donc de groupe de Galois local cyclique, et donc de degré au plus 2. En effet, en une autre
place, t et 1− t sont des unités, de sorte que leur réduction dans Fp soit non triviale. En conséquence,
les réductions dans Fp[X] des polynômes X2− t et X2− (1− t) sont séparables (p ≠ 2). Ils admettent
donc chacun une racine dans Fsep

p et donc sur l’extension maximale non ramifiée d’après Hensel. D’où
la non-ramification des extensions locales.

— En t, on a bien sûr X2 − t qui est irréductible puisque t est une uniformisante. D’autre part,
X2 − (1− t) admet une racine dans Fp, en réduisant modulo t. Le lemme de Hensel affirme alors
qu’il y en a une dans Fp((t)). On obtient alors :

K ′⊗Fp
Fp((t)) ∼= Fp((t))[X,Y ]/

(
X2 − t, Y 2 − (1− t)

) ∼= Fp((t
1
2 ))[X]/

(
X2 − (

√
1− t)2

) ∼= (
Fp((t

1
2 ))

)2

.

Les deux corps locaux de K ′ au-dessus de t sont donc des extensions cycliques de degré 2.

— En 1− t, le polynôme X2 − (1− t) est irréductible puisque 1− t est une uniformisante. Aussi,
puisque t = 1− (1− t), le polynôme X2 − t admet une racine dans Fp, en réduisant modulo 1− t.
Le lemme de Hensel en donne donc une dans Fp((1− t)). On a alors :

K ′ ⊗Fp
Fp((1− t)) ∼= Fp((1− t))[X,Y ]/

(
X2 − t, Y 2 − (1− t)

) ∼= Fp

((
(1− t)

1
2

))
[X]/

(
X2 − (

√
t)2

) ∼= Fp

((
(1− t)

1
2

))2

.

Ainsi, les deux corps locaux de K ′ au-dessus de 1− t sont des extensions cycliques de degré 2.

Proposition 16. Soit p un premier tel que p ≡ 3 (mod 4). Il existe un Fp(t)-groupe semi-simple
G et un Fp(t)-tore T tel que T

(
Fp((t

−1))
)0

= T
(
Fp((t

−1))
)1, tous deux déployés sur Fp(

√
t,
√
1− t),

tels que :

0 ̸= Z/2Z ∼← G
(
Fp((t

−1))
)
/G(Fp(t))

∼→ G
(
Fp((t

−1))
)
/G(Fp(t))G

(
Fp((t

−1))
)0 et

0 ̸= Z/2Z ∼← T
(
Fp((t

−1))
)
/T (Fp(t))

∼→ T
(
Fp((t

−1))
)
/T (Fp(t))T

(
Fp((t

−1))
)0

.

Démonstration. La démonstration est identique à celle de la proposition 14. □
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3. Contre-exemples à la surjectivité du morphisme de Kottwitz

On considère ici K = R(t) et Σ = {t}, de sorte que KΣ = R((t)), que l’on note désormais K̂.
On construit dans cette partie deux exemples de tores T sur K qui vérifient tous deux l’éga-
lité T (K̂) = T (K)T (K̂)0, mais pour lesquels le morphisme de Kottwitz κT

K̂
n’est pas surjectif

(cf. les propositions 19 et 21).

17. Contexte des contre-exemples. Posons L := C(u), L̂ := C((u)), OL̂
:= C[[u]], et

OK̂
:= R[[t]], où u est tel que u2 = t. Dénotons par vL̂, la valuation de L̂. Considérons

Γ := Gal(L/K) ∼= Gal(L̂/K̂) ∼= Z/2Z× Z/2Z engendré par σ : i 7→ −i et τ : u 7→ −u. Notons
que K̂nr = C((t)). Dans la suite, il est inoffensif de considérer que I désigne Gal(L̂/K̂nr).

Soit T un K̂-tore déployé sur L̂. Rappelons que l’on a une identification de Γ-modules
X ⊗ L× ∼→ T (L̂) donnée par χ ⊗ l 7→ χ(l). De même, X ⊗ O×

L̂

∼→ T (L̂)1. Notons d’ailleurs que
la décomposition O×

L̂
∼= C× × U1 (où U1 est le sous-groupe de O×

L̂
dont le terme constant est 1) est

Γ-invariante et induit alors la décomposition Γ-invariante X ⊗O×
L̂

∼→ (X ⊗ C×)⊕ (X ⊗ U1).

Rappelons d’après [10, Proposition 11.1.1] que l’on a le diagramme suivant :

T (L̂) X

T (K̂nr) XI

id⊗vL̂

N
L̂/K̂nr ·

κT
K̂nr

(1)

où N est la norme et · := X → XI la projection canonique. En conséquence, N(T (L̂)1) = T (K̂nr)0.
Ceci donne alors la décomposition T (K̂nr)0 = N(X ⊗ C×)⊕N(X ⊗ U1). Aussi, puisque C× est un
groupe divisible τ -invariant, on a N(X ⊗ C×) = N(X) ⊗ C× = XI ⊗ C×. Et enfin, puisque U1 a
une structure de Q-espace vectoriel, Ĥ0(I,X ⊗ U1) = 0 et donc N(X ⊗ U1) = (X ⊗ U1)I . D’où
finalement :

T (K̂nr)0 ∼= (XI ⊗ C×)⊕ (X ⊗ U1)I (2)

Notons d’ailleurs que cette décomposition est Γnr-invariante.

3.1. Premier contre-exemple

18. Le module galoisien du tore normique. Considérons le tore normique T := R
(1)
L/K(Gm).

Son module des cocaractères X est le sous-réseau de Z[Γ] de trace nulle. Autrement dit, si l’on note
(e1, eτ , eσ, eστ ) la base naturelle de Z[Γ], on a :

X := {
∑
α∈Γ

aαeα ∈ Z[Γ] |
∑
α∈Γ

aα = 0}.

On vérifie qu’une base de X est donnée par (a, b, c) := (e1 − eτ , eτ − eσ, eσ − eστ ). Les actions de σ
et τ sur la base sont alors données par les matrices suivantes :

pour σ :

0 −1 1
0 −1 0
1 −1 0

 et pour τ :

−1 1 0
0 1 0
0 1 −1

 .

Calculons alors XI . On a par définition :

a = τ(a) = τ(a) = −a

b = τ(b) = τ(b) = a+ b+ c

c = τ(c) = τ(c) = −c.
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D’où les relations 2a = 0 et a = c. Par conséquent, XI
∼= Z/2Z × Z avec comme base (a, b).

Par ailleurs, l’action de σ sur XI est alors donnée par les relations :

σ(a) = σ(a) = c = a

σ(b) = σ(b) = −(a+ b+ c) = −b.

On en déduit alors que (XI)
Γnr ∼= Z/2Z avec comme générateur a.

Calculons cette fois XI . Prenons n1a+ n2b+ n3c ∈ XI . On a :

n1a+n2b+n3c = τ(n1a+n2b+n3c) = −n1a+n2(a+ b+ c)−n3c = (n2−n1)a+n2b+(n2−n3)c.

On en déduit 2n1 = 2n3 = n2. Donc XI ∼= Z et un générateur est donné par E := a + 2b + c.
Par ailleurs, σ(E) = σ(a) + 2σ(b) + σ(c) = c− 2(a+ b+ c) + a = −E. D’où l’action de σ sur XI .

Proposition 19. Le K-tore normique T := R
(1)
L/K(Gm) est tel que

0 ∼= Im(κT
K̂
) ⊊ ((T∗)I)

Γnr ∼= Z/2Z.

En particulier, T (K̂) = T (K̂)0 = T (K)T (K̂)0.

Démonstration. Reprenons le contexte du §18. Posons l = a(u) et calculons N(l). On trouve :

N(l) = lτ(l) = a(u) (τ(a)(τ(u))) = a(u)a−1(−u) = a(u)a((−u)−1) = a(−1).
Par ailleurs, la commutativité du diagramme (1) montre que κT

K̂nr
(a(−1)) = a ∈ (XI)

Γnr

, puisque
vL̂(u) = 1. Toutefois, σ(a(−1)) = σ(a)(σ(−1)) = c(−1). En conséquence, a(−1) ̸∈ T (K̂). Montrons
que a n’est pas dans l’image de κT

K̂
.

Considérons le cocycle z : α 7→ a(−1)α(a(−1))−1 à valeurs dans T (K̂nr)0 (puisque σ(a) = a).
Ce cocycle est un cobord si et seulement si a ∈ Im(κT

K̂
). Notons d’ailleurs que :

a(−1)σ(a(−1))−1 = a(−1)c(−1)−1 = a(−1)c(−1) = a(−1)b(−1)2c(−1) = E(−1) ∈ XI ⊗ C×.

Par l’absurde, supposons que z soit un cobord. Il s’écrit donc α 7→ yα(y)−1 avec y ∈ T (K̂nr)0.
Utilisons la décomposition (2) pour écrire y = y0u. On a alors yσ(y)−1 = (y0σ(y0)

−1)(uσ(u)−1).
En identifiant les décompositions, on a E(−1) = y0σ(y0)

−1. Par ailleurs, puisque XI = ⟨E⟩, on
peut écrire y0 = E(x) avec x ∈ C×. D’où finalement :

E(−1) = y0σ(y0)
−1 = E(x)σ(E)(σ(x)−1) = E(x)E(σ(x)) = E(|x|2).

On en déduit alors |x|2 = −1. C’est absurde ! Donc z n’est pas un cobord et a ̸∈ Im(κT
K̂
).

Puisque Z/2Z ∼= (XI)
Γnr

= ⟨a⟩, on en déduit que Im(κT
K̂
) = 0, et donc que T (K̂) = T (K̂)0.

Il en découle alors trivialement la décomposition T (K̂) = T (K)T (K̂)0. □

3.2. Second contre-exemple

20. Le module galoisien d’un tore induit sur C(t). Considérons cette fois le réseau X = Z4

dont la base canonique est notée (e, e′, f, f ′). On associe à σ et τ les matrices suivantes :

pour σ :

(
A 0

I2 −A −A

)
et pour τ :

(
A 0
0 A

)
, où A =

(
0 1
1 0

)
.

Un calcul par blocs immédiat montre que cela définit une structure de Γ-module sur X.
On en déduit alors un unique K-tore T tel que T∗ = X. Par construction, TC(t) est induit.

Calculons XI . Puisque τ(e) = e′ et τ(f) = f ′, on trouve que XI est défini par les relations e = e′

et f = f ′, de sorte que XI
∼= Z2 avec comme base (e, f). Sa Γnr-action est donnée par :

σ(e) = σ(e) = e′ + f − f ′ = e

σ(f) = σ(f) = −f ′ = −f.

On en déduit alors que (XI)
Γnr ∼= Z avec comme générateur e.
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Calculons maintenant XI . Prenons ne+ n′e′ +mf +m′f ′ ∈ XI . On a :

ne+ n′e′ +mf +m′f ′ = τ(ne+ n′e′ +mf +m′f ′) = n′e+ ne′ +m′f +mf ′.

D’où n = n′ et m = m′. Donc ne+ n′e′ +mf +m′f ′ = n(e+ e′) +m(f + f ′). On en déduit alors
que XI ∼= Z2 et admet une base donnée par (e+ e′, f + f ′). L’action de Γnr sur XI est donnée par :

σ(e+ e′) = σ(e) + σ(e′) = (e′ + f − f ′) + (e− f + f ′) = e+ e′

σ(f + f ′) = σ(f) + σ(f ′) = −f ′ − f = −(f + f ′).

Proposition 21. Le K-tore T induit sur C(t) introduit en §20 est tel que

2Z ∼= Im(κT
K̂
) ⊊ ((T∗)I)

Γnr ∼= Z.

Par ailleurs, T (K̂) = T (K)T (K̂)0 et T (K̂nr)0 = T (K̂nr)1 (i.e., (T∗)I est libre).

Démonstration. Posons l = e(iu) et calculons N(l). On trouve :

N(l) = lτ(l) = e(iu) (τ(e)(τ(iu))) = e(iu)e′(−iu) = (e+ e′)(iu)e′(−1).

Par ailleurs, la commutativité du diagramme (1) montre que κT
K̂nr

(N(l)) = e ∈ (XI)
Γnr

, puisque
vL̂(iu) = 1. Montrons que e n’est pas dans l’image de κT

K̂
.

Considérons le cocycle z : α 7→ N(l)α(N(l))−1 à valeurs dans T (K̂nr)0 (puisque σ(e) = e).
Ce cocycle est un cobord si et seulement si e ∈ Im(κT

K̂
). Notons d’ailleurs que :

σ(N(l)) = σ((e+ e′)(iu)e′(−1)) = σ(e+ e′)(−iu)σ(e′)(−1) = (e+ e′)(−iu)(e− f + f ′)(−1).

Par conséquent :

N(l)σ(N(l))−1 = (e+ e′)(iu)e′(−1) ((e+ e′)(−iu)(e− f + f ′)(−1))−1

= e′(−1)(e+ e′)(−1)(e− f + f ′)(−1) = (2e+ 2e′ − f + f ′)(−1) = (f + f ′)(−1) ∈ XI ⊗ C×.

Par l’absurde, supposons que z soit un cobord. Il s’écrit donc α 7→ yα(y)−1 avec y ∈ T (K̂nr)0.
Utilisons la décomposition (2) pour écrire y = y0u. On a alors yσ(y)−1 = (y0σ(y0)

−1)(uσ(u)−1).
En identifiant les décompositions, on a (f + f ′)(−1) = y0σ(y0)

−1. Par ailleurs, comme Z(e+ e′) et
Z(f + f ′) sont stables par σ, et que (e+ e′, f + f ′) est une base de XI , on a y0 ∈ Z(f + f ′)⊗ C×.
On l’écrit alors y0 = (f + f ′)(x) pour x ∈ C×. D’où finalement :

(f+f ′)(−1) = y0σ(y0)
−1 = (f+f ′)(x)σ(f+f ′)(σ(x)−1) = (f+f ′)(x)(f+f ′)(σ(x)) = (f+f ′)(|x|2).

On en déduit alors |x|2 = −1. C’est absurde ! Donc z n’est pas un cobord et e ̸∈ Im(κT
K̂
).

Toutefois 2e ∈ Im(T (K) → (XI)
Γnr

). En effet N(e(t)) = (e + e′)(t) ∈ T (K) et vL̂(t) = 2. Il en
découle que Im(T (K)→ (XI)

Γnr

) = Im(κT
K̂
), c’est à dire T (K̂) = T (K)T (K̂)0. □

Remarque 22. Soit T un K̂-tore et T son modèle de Néron. On a :

coker(κT )
∼→ ker

(
H1(Γnr, T (K̂nr)0)→ H1(Γnr, T (K̂nr)

)
∼→ ker

(
H1(Γnr, T (K̂nr)0)→ H1(Gal(K̂sep/K̂), T (K̂sep)

)
∼→ ker

(
H1(OK̂ , T 0)→ H1(K̂, T )

)
.

Le premier isomorphisme provient de la suite exacte en cohomologie induite par κT
K̂nr

, le second
provient de la suite exacte inflation-restriction [14, I.§5.8.a)], et le dernier s’obtient grâce à [8, 2.9.2.(2)]
et [SGA3, XXIV, Proposition 8.1.(i)].

En conséquence, nos deux contre-exemples précédents induisent également un contre-exemple à
un problème de type Grothendieck-Serre pour les modèles de Néron de tores.
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4. Propriétés birationnelles

Dans cette partie, K n’est plus nécessairement un corps global. On prouve le théorème suivant :

Théorème 23. Soit T un K-tore, et 1 → S → P → T → 1, une résolution flasque de T . Notons
(S∗)I,free, le quotient de (S∗)I par sa partie de torsion. On a les isomorphismes naturels suivants :

coker(κTKΣ
)

∼→ coker
(
H1(KΣ, S)→ H1(Γnr, (S∗)I,free)

)
,

coker(T (K)→ ((T∗)I)
Γnr

)
∼→ coker

(
H1(K,S)→ H1(Γnr, (S∗)I,free)

)
, et

T (KΣ)/T (K)T (KΣ)
0 ∼→ coker

(
H1(K,S)→ Im(H1(KΣ, S)→ H1(Γnr, (S∗)I,free)

)
.

En particulier, ces trois quantités sont des invariants birationnels stables de T .

Démonstration. Observons que l’on a la suite exacte :

H1(I, T∗) (S∗)I (P∗)I (T∗)I 1.

Comme (P∗)I est libre et H1(I, T∗) est de torsion, il vient immédiatement :

1 (S∗)I,free (P∗)I (T∗)I 1.

Notons que (P∗)I est un module de permutation puisque P∗ l’est. Par ailleurs, κPKΣ
est surjectif, car

cela est vrai pour Gm. On obtient alors le diagramme suivant à lignes exactes :

... P (KΣ) T (KΣ) H1(KΣ, S) H1(KΣ, P ) = 1

... ((P∗)I)
Γnr

((T∗)I)
Γnr

H1(Γnr, (S∗)I,free) H1(Γnr, (P∗)I) = 1

κPKΣ
κTKΣ

Une chasse aux diagrammes donne alors le premier isomorphisme.

Par ailleurs, P (K)→ (P∗)I est également surjectif car P (K) est dense dans P (KΣ). En remplaçant
dans la première ligne du diagramme précédent KΣ par K, la même chasse aux diagrammes donne
alors le second isomorphisme.

Le dernier isomorphisme s’obtient en observant que

T (KΣ)/T (K)T (KΣ)
0 ∼→ (T (KΣ)/T (KΣ)

0)/(T (K)/T (K) ∩ T (KΣ)
0)

∼→ Im(κTKΣ
)/Im(T (K)→ (T∗)I)

∼→ coker(T (K)→ (T∗)I)/coker(κTKΣ
)

∼→ coker
(
H1(K,S)→ H1(Γnr, (S∗)I,free)

)
/coker

(
H1(KΣ, S)→ H1(Γnr, (S∗)I,free)

)
∼→ coker

(
H1(K,S)→ Im(H1(KΣ, S)→ H1(Γnr, (S∗)I,free)

)
.

Enfin, observons que ces trois quantités sont invariantes si l’on remplace S par S × P0 où P0 est
un tore quasi-trivial. On conclut alors que ces quantités sont des invariants birationnels stables de T
d’après [15, §4]. □
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