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Exercice 1: L’objectif de cet exercice est de montrer que l’anneau Z[1+i
√
19

2 ] est principal mais non euclidien.
(1) Soit A un anneau euclidien. Montrer qu’il existe un élément a ∈ A, a 6∈ A× tel que l’application

pAa : A× ∪ {0} → A/Aa soit surjective.

Dans ce qui suit, on note α := 1+i
√
19

2 et α := 1−i
√
19

2 , A := Z[α] ⊂ C.

(2) Montrer qu’on a un isomorphisme canonique d’anneaux Z[X]/X2 −X + 5→̃A;
(3) Montrer que A/2A et A/3A sont des corps;
(4) Déterminer A× et en déduire que A n’est pas euclidien;
(5) Montrer que pour tout 0 6= a, b ∈ A il existe q, r ∈ A tels que r = 0 ou |r| < |b| et soit a = qb + r soit

2a = qb+ r;
(6) En déduire que A est principal.

(1) Soit 0 6= a ∈ A \A× et de stathme σ(a) ≥ 0 minimal. Alors pour tout b ∈ A il existe un q, r ∈ A tel que
b = qa+ r et r = 0 ou σ(r) < σ(a). Mais par minimalité de σ(a), si r 6= 0 on doit avoir r ∈ A×.

(2) Se traite exactement comme la question (1) de l’Exercice 7.
(3) D’après la question (2), A/2A→̃Z[X]/((X2−X+5)Z[X]+2Z[X])→̃F2[X]/X2+X+1 qui est bien un corps

puisque X2+X+1 est irréductible dans F2[X] et que F2[X] est principal. De même A/3A→̃F2[X]/X2−
X − 1 est un corps puisque X2 −X − 1 est irréductible dans F3[X].

(4) Le morphisme de monöıdes multiplicatifs | − |2 : (C, ·) → (N, ·), z 7→ zz induit par restriction un
morphisme de monöıdes N : (A, ·)→ (N, ·). En particulier, pour tout x = a+ αb ∈ A×, a2 + ab+ 5b2 =
N(x) = 1, ce qui n’est possible que si b = 0 et a = ±1. Donc A× = {±1}. D’après la question (1), si A
était euclidien, il existerait a ∈ A, a 6∈ A× tel que A/Aa soit de cardinal 2 ou 3. Dans le premier cas,
A/Aa serait de caractéristique 2 donc 2A ⊂ Aa et A/2A � A/Aa. Mais comme A/2A est un corps,
ses seuls idéaux sont 0 ou A/2A, ce qui impose A/2A→̃A/Aa. Mais A/2A→̃F2[X]/X2 + X + 1 est de
cardinal 4 > 2. Dans le second cas, A/Aa serait de caractéristique 3 donc 3A ⊂ Aa et A/3A � A/Aa.
Mais comme A/3A est un corps, ses seuls idéaux sont 0 ou A/3A, ce qui impose A/3A→̃A/Aa. Mais
A/3A→̃F2[X]/X2 −X − 1 est de cardinal 9 > 3.

(5) Il suffit de montrer que pout tt 0 6= x ∈ C il existe q ∈ A tq |x − q| < 1 ou |2x − q| < 1 (on applique
ensuite ça à x = a/b...) Ecrivons x = a + ib, a, b ∈ R. soit n ∈ Z tq | 2b√

19
− n| ≤ 1/2. En remplaçant

x par x − nα, on est ramené au cas où −
√

19/4 ≤ b ≤
√

19/4 puis, si −
√

19/4 ≤ b ≤ 0, en remplaçant
x par −x, on est ramené au cas où 0 ≤ b ≤

√
19/4. On distingue ensuite selon que 0 ≤ b <

√
3/2 ou√

3/2 ≤ b ≤
√

19/4. Si 0 ≤ b <
√

3/2, soit n ∈ Z tq |a− n| ≤ 1/2; on a alors |x− n|2 < 1/4 + 3/4 ≤ 1.
Si
√

3/2 ≤ b ≤
√

19/4, en remplaçant x par α− ∗2 ∗ x, on est ramené au cas où 0 ≤ b <
√

3/2.
(6) Soit 0 ( I ( A un idéal de A et 0 6= a ∈ I tel |a| = min|I|. On a bien sûr Aa ⊂ I et, d’après la question

(4), 2I ⊂ Aa. Supposons Aa ( I donc il existe α ∈ I tel que α 6∈ Aa. Comme 2α ∈ Aa, on peut écrire
2α = qa ∈ 2A. D’après la question (5) cela impose q ∈ 2A ou a ∈ 2A. Mais comme α 6∈ Aa, on a
forcément a ∈ 2A. Ecrivons donc a = 2b. On a alors 2Ab ( I ⊂ Ab. Comme A est intègre, le morphisme
de multiplication par b Lb : A→ A est injectif. On vérifie en outre que L−1b (I) ⊂ A est encore un idéal

de A. On a donc 2A ( L−1b (I) ⊂ A. Mais comme A/2A est un corps, cela force L−1b (I) = A donc
I = Ab: contradiction. Donc Aa = I.

Exercice 2 Soit B un anneau et A ⊂ B un sous-anneau.
(1) Montrer que pour b ∈ B les PSSE:

(a) Il existe un polynôme unitaire non nul 0 6= Pb ∈ A[T ] tel que Pb(b) = 0;
(b) La sous A-algèbre A[b] ⊂ B est de type fini comme A-module;
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(c) Il existe une sous-A-algèbre C ⊂ B contenant A[b] qui est de type fini comme A-module.
On dit qu’un élément b ∈ B qui vérifie les propriétés équivalentes (a), (b), (c) ci-dessous est entier sur
A.

(2) Montrer que l’ensemble BA ⊂ B des éléments de B entiers sur A est une sous-A-algèbre de B. Si
A = BA, on dit que A est intégralement clos dans B. Si BA = B on dit que B est entier sur A.

(3) Supposons B entier sur A. Montrer que si I ⊂ B est un idéal alors B/I est entier sur A/A∩ I et que si
S ⊂ A est une partie multiplicative alors S−1B est entier sur S−1A.

(4) Supposons A, B intègres et B entier sur A. Montrer que A est un corps ssi B est un corps.
(5) Supposons B entier sur A. Montrer que

(a) pour tout q ∈ spec(B), q ∈ spm(B) ssi q ∩A ∈ spm(A).
(b) pour tout q, q′ ∈ spec(B) tels que q ⊂ q′, q ∩A = q′ ∩A implique q = q′.
(c) pour tout p ∈ spec(A) il existe q ∈ spec(B) tel que p = q ∩ A (Ind.: on pourra considérer un idéal

maximal du localisé de B en A \ p).
(d) pour toute suite d’idéaux premiers p1 ⊂ · · · ⊂ pm de A, toute suite d’idéaux premiers q1 ⊂ · · · ⊂ qn

deB telle que pi = qi∩A, i = 1, . . . , n peut se prolonger en une suite d’idéaux premiers q1 ⊂ · · · ⊂ qm
de B telle que pi = qi ∩A, i = 1, . . . ,m.

(1) (a) ⇒ (b): Par déf de Pb, Le morphisme surjectif de A-algèbres canonique A[T ] � A[b], T 7→ b (prop.
univ. de A[T ]) se factorise en un morphisme de A-algèbres surjectif A5T ]/Pb � A[b]. Comme Pb ∈ A[T ]
est unitaire, on peut effectuer la division euclidienne par Pb dans A[T ]: pour tout P ∈ A[T ] il existe
Q,R ∈ A[T ] tq P = PbQ+ R avec R = 0 ou deg(R) < deg(Pb). On en déduit que A[T ]/Pb - et donc a

fortiori A[b] - est un A-module de type fini (engendré par les classes de 1, T, . . . , T deg(Pb)−1.
(b) ⇒ (c): prendre C = A[b]...
(c) ⇒ (a): Soit c1, . . . , cr des générateurs de C comme A-module. pour i = 1, . . . , r on a bcj =∑

1≤i≤r bi,jci avec M = (bi,j)1≤i,j≤r ∈Mr(A). Par construction (bIr−M)(ci)1,≤i≤r = 0 donc en utilisant
tCom(bIr−M)(bIr−M) = det(bIr−M)Ir, on a det(bIr−M)ci = 0, i = 1, . . . , r. Mais comme c1, . . . , cr
engendre C comme A-module (et en particulier 1A ∈

∑
1≤i≤r Aci), on en déduit det(bIr −M) = 0; on

peut donc prendre Pb = det(TIr −M) ∈ A[T ], qui est bien unitaire.
(2) On a clairement A ⊂ BA (si a ∈ A, prendre Pa = T − a...). Soit b, b′ ∈ BA. Par (b), A[b], A[b′] ⊂ B

dont des sous-A-modules de type fini donc A[b, b′] ⊂ B est aussi un sous-A-module de type fini. Or
A[bb′], A[b− b′] ⊂ A[b, b′] donc, par (c) bb′, b− b′ ∈ BA.

(3) Si b ∈ B est annulé par 0 6= Pb ∈ A[T ] unitaire alors l’image b de b dans B/I est annulé par la réduction
P b ∈ (A/A∩ I)[T ] modulo I ∩A de Pb ∈ A[T ], qui est encore unitaire. Si b ∈ B est annulé par 0 6= Pb =
T r +

∑
0≤i≤r−1 aiT

i ∈ A[T ] unitaire alors b/s est annulé par T r +
∑

0≤i≤r−1 ai/s
r−iT i ∈ S−1A[T ], qui

est encore unitaire.
(4) Si A est un corps et 0 6= b ∈ B annulé par 0 6= Pb = T r+

∑
0≤i≤r−1 aiT

i ∈ A[T ] unitaire de degré minimal,

on a a0 6= 0 sinon, comme B est intègre, b serait annulé par T r−1 +
∑

1≤i≤r−1 aiT
i−1 ∈ A[T ]. Donc,

comme A est un corps, −a−10 (br−1 +
∑

1≤i≤r−1 aib
i−1)b = 1. Inversement, si B est un corps, on veut mq

pour tt 0 6= a ∈ A, b := a−1 ∈ B est en fait dans A. Soit donc 0 6= Pb = T r +
∑

0≤i≤r−1 aiT
i ∈ A[T ]

unitaire annulant P . En muktipliant Pb(b) = 0 par ar−1 on obient b = −
∑

0≤i≤r−1 aia
r−1−i ∈ A.

(5) Il suffit de montrer que pour tt 0 6= x ∈ C il existe q ∈ A tq |x − q| < 1 ou |2x − q| < 1 (on applique
ensuite ça à x = a/b). Ecrivons x = a+ ib, a, b ∈ R.
(a) Pour tout q ∈ spec(B), qA := q ∩ A ∈ spec(A) donc B/q et A/qA sont intègres. De plus, par (3),

B/q est encore entier sur A/qA. Donc par (4) B/q est un corps ssi A/qA est un corps.
(b) Soit q, q′ ∈ spec(B) tels que q ⊂ q′ et p := q ∩A = q′ ∩A. Notons S := A \P ⊂ A. Par (3), S−1B

est encore entier sur S−1A. Par ailleurs, pour tt b/s ∈ S−1q (avec b ∈ q, s ∈ S), si b/s ∈ S−1A il
existe t, t′ ∈ S, a ∈ A tq t′(tb− sa) = 0 dc t′sa = t′tb ∈ q. Mais comme q ∈ spec(B) et t, t′ 6∈ q, cela
force a ∈ q. Donc S−1q ∩ S−1A = S−1p. De même, S−1q′ ∩ S−1A = S−1p. Or S−1p ∈ spm(S−1A)
donc par (5) (a), S−1q, S−1q′ ∈ spm(S−1B) et comme S−1q ⊂ S−1q′, S−1q = S−1q′. En part., pour
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tout q′ ∈ q′ il existe q ∈ q, s, t ∈ S tq t(sq′ − q) = 0 i.e. tsq′ = tq ∈ q. Mais comme q ∈ spec(B) et
s, t 6∈ q, cela force q′ ∈ q. On a bien mq q′ ⊂ q.

(c) On suit l’indication de l’énoncé. Notons S := A \ p et ιS : B → S−1B le morphisme de localisation.
Comme pS−1B ⊂ B est un idéal propre, il est contenu dans un idéal maximal S−1q ∈ spm(S−1B),
où q ∈ spec(B) (on utilise ici la structure des idéaux premier du localisé vu en cours). Par (3),
S−1B est entier sur S−1A = Ap donc par (5) (a), S−1q ∩Ap ∈ spm(Ap). Mais comme Ap est local
d’unique idéal maximal pAp, cela impose S−1q ∩Ap = pAp et donc

p = ι−1S (pAp) = ι−1S (S−1q ∩Ap) = ι−1S (S−1q) ∩A = q ∩A.

(d) Il suffit de traiter le cas m = n + 1 = 2. Soit donc p1 ⊂ p2 deux idéaux premiers de A et
q1 ∈ spec(B) tq p1 = q1∩A. D’après (3), B/q1 est encore entier sur A/p1 et d’après (5) (c) il existe
q2 ∈ spec(B/q1) tq q2 ∩ A/p1 = p2. Notons q1 ⊂ q2 ⊂ B l’image inverse de q2 par la projection
canonique B � B/q1. Par construction p2 = q2 ∩A.

Exercice 3: (Différentielles de Kähler). Soit A un anneau. On rappelle que si B et C sont deux A-algèbres,
A → B ⊗A C, a 7→ a ⊗ 1 = 1 ⊗ a est naturellement muni d’une structure de A-algèbre pour le produit
(b ⊗ c)(b′ ⊗ c′) = (bb′) ⊗ (cc′) et que les applications B → B ⊗A C, b 7→ b ⊗ 1 et C → B ⊗A C, c 7→ 1 ⊗ c
sont des morphismes de A-algèbres. Cela s’applique en particulier au cas B = C. Dans ce cas en outre,
comme l’application produit B × B → B, (b, b′) 7→ bb′ est 2-A-linéaire, elle se factorise de façon unique en
un morphisme de A-modules B ⊗A B → B, b⊗ b′ 7→ bb′

(1) Vérifier que B ⊗A B → B est un morphisme de A-algèbres.
(2) Montrer que l’idéal I := ker(B ⊗A B → B) ⊂ B ⊗A B est engendré par les éléments de la forme

b⊗ 1− 1⊗ b.
(3) On note ΩB|A := I/I2. C’est un B ⊗A B-module. En considérant les morphismes de A-algèbres

φ1 : B → B ⊗A B, b 7→ b⊗ 1 et φ2 : B → B ⊗A B, b 7→ 1⊗ b, on peut munir ΩB|A de deux structures de
B-module a priori distinctes: φ1∗ΩB|A et φ2∗ΩB|A. Montrer qu’en fait ces deux structures de B-module
cöıncident.

(4) Soit M un B-module. Une A-dérivation sur B à valeur dans M est une application A-linéaire d : B →M
telle que d(bb′) = bdb′+b′db. Montrer que l’ensembleDerA(B,M) est naturellement muni d’une structure
de B-module.

(5) Montrer que l’application d := dB|A : B → ΩB|A, b 7→ db = b⊗ 1− 1⊗ b est une A-dérivation.
(6) Rappeler quelle est la structure de B-module sur l’ensemble HomB(ΩB|A,M) des morphismes de B-

modules ΩB|A → M et montrer que l’application HomB(ΩB|A,M) → DerA(B,M), φ 7→ φ ◦ d est un
isomorphisme de B-modules.

(7) Soit I ⊂ A un idéal. Montrer que ΩA/I|A = 0.
(8) Soit S ⊂ A une partie multiplicative. Montrer que ΩS−1A|A = 0.
(9) Supposons B = A[X1, . . . , Xr].

(a) Montrer que ΩB|A est engendré comme B-module par dX1, . . . , dXr et, plus précisément, que pour

tout P (X) ∈ B, dP =
∑

1≤i≤r
∂P
∂Xi

dXi (où ∂P
∂Xi

est le ”polynôme dérivé de P (X) selon la variable

Xi”).
(b) Montrer que pour i = 1, . . . , r, l’application ∂i : B → B, P 7→ ∂P

∂Xi
est une A-dérivation à valeur

dans B. D’après la question (6) il existe donc un unique morphisme de B-modules φi : ΩB|A → B
tel que φi ◦ dB|A = ∂i.

(c) Montrer que φi(dB|AXj) = δi,j , 1 ≤ i, j ≤ r. En déduire que

ΩB|A '
⊕
1≤i≤r

BdXi et HomB(ΩB|A, B) '
⊕
1≤i≤r

B∂i.
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(1) Notons µ : B ⊗A B → B le morphisme canonique de A-modules défini par le produit B × B → B. On
a µ(1⊗ 1) = 1 · 1 = 1 et

µ((b1 ⊗ b2) · (b′1 ⊗ b′2))
(1)
= µ((b1b

′
1)⊗ (b2b

′
2))

(2)
= (b1b

′
1)(b2b

′
2)

(3)
= (b1b2)(b

′
1b
′
2)

(2)
= µ(b1 ⊗ b2)µ(b′1 ⊗ b′2),

où (2) est par déf. de µ, (1) est par déf du produit sur B ⊗A B et (3) par commutativité de B.
(2) Notons J ⊂ B ⊗A B l’idéal engendré par les éléments de la forme b ⊗ 1 − 1 ⊗ b, b ∈ B. Par déf de µ,

J ⊂ I := ker(µ). Inversement, pour tout x =
∑

1≤i≤r bi ⊗ b′i ∈ B ⊗A B, x ∈ I ssi
∑

1≤i≤r bib
′
i = 0 donc

on a aussi

x =
∑

1≤i≤r
bi ⊗ b′i −

∑
1≤i≤r

(bib
′
i)⊗ 1 =

∑
1≤i≤r

(bi ⊗ 1) · (1⊗ b′i − b′i ⊗ 1) ∈ J.

(3) Pour tout x ∈ I et pour tout b ∈ B, on a

φ1(b) · x = (b⊗ 1) · x = (b⊗ 1) · x = (1⊗ b) · x+ ((b⊗ 1)− (1⊗ b)) · x = φ2(b) · x+ ((b⊗ 1)− (1⊗ b)) · x.
Mais comme (b⊗ 1)− (1⊗ b), x ∈ I, on a ((b⊗ 1)− (1⊗ b)) · x ∈ I2 dc φ1(b) · x = φ2(b) · x.

(4) Il suffit de mq DerA(B,M) est un sous B-module de HomA(B,M) i.e. que pour tt d ∈ DerA(B,M),
b, b′ ∈ B, bd+ b′d′ ∈ DerA(B,M). Or pour tt β, β′ ∈ B,

(bd+ b′d)(ββ′) = b(βdβ′ + β′dβ) + b′(βd′β′ + β′d′β) = β(bd+ b′d′)(β′) + β′(bd+ b′d′)(β).

(5) On calcule

dB|A(bb′)− bdB|Ab′ − b′dB|Ab = (bb′)⊗ 1− 1⊗ (bb′)− b · b′ ⊗ 1− 1⊗ b′ − b′ · b⊗ 1− 1⊗ b
= (bb′)⊗ 1− 1⊗ (bb′)− (bb′)⊗ 1− b⊗ b′ − b⊗ b′ − 1⊗ b′b
= 0,

(où, dans la deuxième égalité, on a utilisé (4)). Le fait que dB|A est un morphisme de A-modules se
vérifie immédiatement sur la déf.

(6) HomB(ΩB|A,M) est muni de la structure de B-module définie par (bφ+b′φ′)(ω) = bφ(ω)+b′φ′(ω). Pour
cette structure, on vérifie sur les déf. que l’application HomB(ΩB|A,M)→ HomA(B,M), φ 7→ φ ◦ d est
morphisme de B-modules et que son image est contenue dans DerA(B,M). Montrons que le morphisme
de B-modules induit Φ : HomB(ΩB|A,M)→ DerA(B,M) est un isomorphisme:

- Injectivité: Cela résulte du fait que, d’après (2), ΩB|A = I/I2 est engendré par les dB|Ab, b ∈ B.
- Surjectivité: Pour tout d ∈ DerA(B,M), l’application B × B → M , (b, b′) 7→ bdb′ est A-bilinéaire dc

par prop. univ. du produit tensoriel se factorise en un morphisme de A-modules δ : B ⊗A B → M .
De plus, pour tt b, b′ ∈ B on a

δ((b⊗ 1− 1⊗ b)(b′ ⊗ 1− 1⊗ b′)) = δ(bb′ ⊗ 1− b′ ⊗ b− b⊗ b′ + 1⊗ bb′) = −b′db− bdb′ + d(bb′) = 0,

(où on a utilisé que d1 = 0 puisque d1 = d(1 · 1) = d1 + d1...). Comme I2 est engendré par les
éléments de la forme (b⊗1 − 1 ⊗ b)(b′ ⊗ 1 − 1 ⊗ b′), cela mq I2 ⊂ ker(δ|I) donc que δ|I : I → M se

factorise en un morphisme de A-modules φd := δ|I : I/I2 → M . Par construction, pour tt b ∈ B,
φd ◦ dB|A(b) = φd(b⊗ 1− 1⊗ b) = db.

(7) Cela du fait que ΩA/I|A est engendré par les dA/I|Aa et que dA/I|Aa = dA/I|A(a · 1) = adA/I|A1 = 0.
(8) Cela du fait que ΩS−1A|A est engendré par les dS−1A|A(a/s) et que dS−1A|A(a/s) = adS−1A|A(1/s) or

0 = dS−1A|A(1) = dS−1A|A(s/s) = sdS−1A|A(1/s) dc, puisque s ∈ (S−1A)×, dS−1A|A(1/s) = 0.
(9) (a) Par A-linéarité, il suffit de traiter le cas r = 1 P = Xn, ce qui se fait par réc sur n: d1 = 0, dX = dX,

dX2 = XdX +XdX = 2XdX, d(Xn) = Xd(Xn−1) +Xn−1dX = (n− 1)XXn−2dX +Xn−1dX =
nXn−1dX.

(b) Exo.
(c) Par déf., pour 1 ≤ i, j ≤ r, φi(dB|AXj) = ∂i(Xj) = δi,j . D’après (9) (a), le morphisme canonique

de B-modules
⊕

1≤i≤r BdXi → ΩB|A, dXi 7→ dB|AXi est surjectif. C’est aussi un isomorphisme car

pour tt
∑

1≤i≤r PidXi ∈
⊕

1≤i≤r BdXi,
∑

1≤i≤r PidB|AXi = 0 implique 0 = φj(
∑

1≤i≤r PidB|AXi) =

Pj . Via l’isomorphisme HomB(ΩB|A, B) → DerA(B,B), φ 7→ φ ◦ dB|A de (6), ∂i, 1 ≤ i ≤ r corre-
spond à la base duale de dB|AXi, 1 ≤ i ≤ r.


