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Exercice 1. Soit k un corps.

(1) Il suffit de vérifier la stabilité par combinaison k-linéaire, composition et que 1 ∈ A. Pas de difficultés.

(2) Clairement T 2, T 3 ∈ A et par propriété universelle de la k-algèbre des polynômes à deux indéterminées,
il existe un unique morphisme de k-algèbre φ := ev(T 2,T 3) : k[X,Y ]→ A tel que φ(X) = T 2, φ(Y ) = T 3.
On a donc im(φ) = k[T 2, T 3] ⊂ A. Pour l’inclusion réciproque, on écrit P (T ) = adT

d+· · ·+a0. La condi-
tion P (0) = 0 s’écrit alors a1 = 0. Or un entier n ≥ 2 peut toujours s’écrire sous la forme n = 2a+3b avec
a, b des entiers ≥ 0 (effectuer la division euclidienne de n par 3 pour obtenir n = 3q + r avec r = 0, 1, 2;
si r = 1, écrire n = 3(q − 1) + 4...). Donc φ est surjective. On a clairement 〈X3 − T 3〉 ⊂ ker(φ). Si
P (X,Y ) ∈ ker(φ), en regardant P comme un polynôme dans k[X][Y ], on effectue la division euclidienne
de P par Y 2 pour obtenir P (X,Y ) = Q(X,Y )Y 2 + A(X)Y + B(X). En appliquant φ, on en déduit
A(T 2)T 3 + B(T 2) = 0, ce qui n’est possible que si A = B = 0 en comparant la parité des degrés des
monômes dans A(T 2)T 3 (impaires) et B(T 2) (paires). Donc ker(φ) = 〈X3 − T 3〉 et φ se factorise en un
isomorphisme k[X,Y ]/〈X3 − Y 2〉→̃A.

(3) Pour a = 2, 3 écrire T a = P (T )Q(T ) avec P = amT
m+ · · ·+a0, Q = bnT

n+ · · ·+b0 ∈ A i.e. a1 = b1 = 0
et identifier les coefficients pour montrer que nécessairement P = T a ou Q = T a.

(4) T 6 = (T 3)2 = (T 2)3; on n’a donc pas unicité de la décomposition de T 6 en irréductible.

(5) On sait que A n’est pas principal puisqu’il n’est pas factoriel. La question (2) suggère de considérer
l’idéal image de 〈X,Y 〉 i.e. 〈T 2, T 3〉 ⊂ A. S’il était principal, on aurait P ∈ A de degré ≥ 2 tel que
T 2 = Q(T )P avec Q ∈ A, donc P de degré 2, ce qui force P = a2T

2 avec 0 6= a2 (et Q = 1), et
T 3 = R(T )P , ce qui force R = a−12 T /∈ A: contradiction.

Exercice 2. Soit k un corps quelconque, V un k-espace vectoriel de dimension finie et u : V → V un
endomorphisme du k-espace vectoriel V . On note C(u) ⊂ Endk(V ) la sous-k-algèbre des endomorphismes
qui commutent avec u.

(1) Il suffit de vérifier la stabilité par combinaison k-linéaire, composition et que Id ∈ C(u). Pas de difficultés.

(2) Clairement u ∈ C(u) et par propriété universelle de la k-algèbre des polynômes, il existe un unique
morphisme de k-algèbre evu : k[T ]→ C(u) tel que evu(T ) = u. On a donc im(evu) = k[u] ⊂ C(u).

(3) C’est le théorème de structure des modules de type fini sur l’anneau principal k[T ] appliqué à Vu, qui
est de type fini et de torsion puisque de k-dimension finie.

(4) L’action de u sur Vu s’identifie à l’action de T sur k[T ]/P1 ⊕ · · · ⊕ k[T ]/Pr. En notant εi la base
1, T , . . . , T

deg(Pi)−1 de k[T ]/Pi, i = 1, . . . , r et ε = ε1, . . . , εr la base résultante de k[T ]/P1⊕· · ·⊕k[T ]/Pr,
la matrice de T dans ε est la matrice diagonale par bloc des matrices compagnons C(Pi), i = 1, . . . , r
des Pi. Or pour un polynôme P donné, le polynôme minimal et le polynôme caractéristique de C(P )
sont tous deux égaux à P . On en déduit que Ξ = P1 · · ·Pr et que Π = ppcm(P1, . . . , Pr) = Pr.

(5) On sait que si A est un anneau principal, les A-modules indécoposables sont les A-modules de la forme
A/pn, a ∈ A irréductible, n ≥ 1. Donc déjà u est indŕecomposable si et seulement si r = 1 et Πu = Ξu
est une puissance d’un polynôme irréductible.
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(6) Immédiat.

(7) Observons qu’un élément f ∈ Homk[T ](k[T ]/P, k[T ]/Q) est entièrement déterminé par f(1). Donc on a un
morphisme injectif Φ : Homk[T ](k[T ]/P, k[T ]/Q) ↪→ k[T ]/Q, f → Φ(f) := f(1). Notons D := gcd(P,Q)
et P = RPD Q = RQD. Il existe A,B ∈ k[T ] tels que ARP + BRQ = 1. On vérifie immédiatement
que l’image de Φ est le sous k[T ]-module des R ∈ k[T ]/Q tels que RP = 0 ou encore RRP = RQC i.e.
R ∈ RQk[T ]. On a donc

(Φ) = RQk[T ]/Q ' RQk[T ]/RQD ' k[T ]/D.

(8) Par définition

C(u) = Homk[T ](
⊕
1≤i≤r

k[T ]/Pi,
⊕
1≤i≤r

k[T ]/Pi) '
⊕

1≤i,j≤r
Homk[T ](k[T ]/Pi, k[T ]/Pj).

Donc si on note di le degré de Pi, en utilisant que P1|P2| · · · |Pr, on obtient

dim(C(u)) =
∑

1≤i≤r
di + 2

∑
1≤i≤r

(r − i)di = (2r − 1)d1 + (2r − 3)d2 + · · ·+ 3dr−1 + dr

.

(9) Comme k[u] ⊂ C(u), k[u] = C(u) si et seulement si dim(k[u]) = dim(C(u)) i.e. si et seulement si
d1 + · · ·+ dr = (2r− 1)d1 + (2r− 3)d2 + · · ·+ 3dr−1 + dr. Donc k[u] = C(u) si et seulement si r = 1 ou
encore Π = Ξ; on dit qu’un tel endomorphisme est cyclique).

Problème.

(1) (a) C’est la définition: P ∈ k[T ] est séparable si et seulement si il a deg(P ) = d racines distinctes dans
KP i.e. si et seulement si xi − xj 6= 0, 1 ≤ i 6= j ≤ d, ce qui équivaut bien à ∆(P ) 6= 0 puisque KP

est intègre.

(b) En dérivant P (T ) =
∏

1≤i≤d(T − xi) on obtient P ′(T ) =
∑

1≤i≤d
∏

1≤j 6=i≤d(T − xj) et en évaluant
en xi, P ′(xi) =

∏
1≤j 6=i≤d(xi − xj) donc

∆(P ) = (−1)
d(d+1)

2

∏
1≤i≤d

P ′(xi).

(c) Si ∆(P ) 6= 0, P est séparable donc KP /k est galoisienne comme corps de décomposition d’un
polynôme séparable. De plus, tout σ ∈ GP := Gal(KP /k) induit une permutation σ ∈ Sd en posant
σ(xi) = xσ(i), i = 1, . . . , d. Mais, puisque σ est un automorphisme du corps KP on a

σ∆(P )
(1)
=

∏
1≤i<j≤d

(σ(xj)− σ(xi))
2 (2)

=
∏

1≤i<j≤d
(xσ(j) − xσ(i))2

(3)
=

∏
1≤i<j≤d

(xj − xi)2 = ∆(P ),

où (1) résulte du fait que σ est un morphisme de corps, (2) est par définition de la permutation
associée à σ et (3) est parce que ∆(P ) est symétrique en les x1, . . . , xd. On a donc ∆(P ) ∈ KGP

P = k.

(d) Notons ∆̃(P ) :=
∏

1≤i<j≤d(xj − xi) (de sorte que ∆(P ) = ∆̃(P )2. On a alors comme dans la
question précédente, pour tout σ ∈ GP ,

σ(∆̃(P )) =
∏

1≤i<j≤d
(σ(xj)− σ(xi)) =

∏
1≤i<j≤d

(xσ(j) − xσ(i)) = ε(σ)
∏

1≤i<j≤d
(xj − xi) = ε(σ)∆̃(P ).

Puisque −1 ∈ k, ∆(P ) est un carré dans k si et seulement si ∆̃(P ) ∈ k. Mais k = KGP
P donc

∆̃(P ) ∈ k si et seulement si σ∆̃(P ) = ε(σ)∆̃(P ) = ∆̃(P ), σ ∈ GP si et seulement si GP ⊂ Ad.

(e) Si ∆(P ) n’est pas un carré dans k, on vient de voir que GP 6⊂ Ad, ce qui équivaut à GP ∩Ad 6( GP
ou encore, ε|GP

: GP � {±1}. De plus, GP ∩Ad = ker(ε|GP
) donc ε|GP

: GP � {±1} se factorise en
GP /GP ∩Ad→̃{±1}. Enfin, soit x une racine du polynôme T 2 −∆(P ) ∈ k[t]; quitte à remplacer x
par −x, on peut supposer que x =

∏
1≤i<j≤d(xj−xi). En particulier, x ∈ KP et x /∈ k par hypothèse

donc [k(x) : k] = 2. On a également pour tout σ ∈ GP ∩ Ad, σ(x) =
∏

1≤i<j≤d(σ(xj) − σ(xi)) =
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ε(σ)x = x donc k(x) ⊂ KGP∩Ad
P , donc, puisque [KGP∩Ad

P : k] = [GP : GP∩Ad] = 2, k(x) = KGP∩Ad
P .

(2) On suppose ici que P est irréductible dans Q[T ] et de la forme P = Tn + aT + b ∈ Q[T ].

(a) Soit x une racine de P et notons y := P ′(x). On a y = dxd−1 + a et, puisque xd + ax + b = 0,
xd−1 = −a− bx−1 donc

y = dxd−1 + a = −d(a+ bx−1) + a = −(d− 1)a− dbx−1.

(b) On a y = dxd−1 + a ∈ Q(x) donc Q(y) ⊂ Q(x). Inversement, x = −db(y + (d− 1)a)−1 ∈ Q(y) donc
Q(x) ⊂ Q(y).

(c) En mettant au même dénominateur - (Y + (d− 1)a)d − d, on a

P (
−db

Y + (d− 1)a
) =

(−db)d − dba(Y + (d− 1)a)d−1 + b(Y + (d− 1)a)d

(Y + (d− 1)a)d

= b
(Y + (d− 1)a)d − da(Y + (d− 1)a)d−1 + (−d)dbd−1

(Y + (d− 1)a)d

Le polynôme

Q = (Y + (d− 1)a)d − da(Y + (d− 1)a)d−1 + (−d)dbd−1

est unitaire de degré d et vérifie

Q(y) = (y + (d− 1)a)dP (
−db

y + (d− 1)a
) = (y + (d− 1)a)dP (x) = 0

donc Q(y) = 0 puisque (y + (d− 1)a)d = (−dbx−1)d 6= 0 (b 6= 0 car P est irréductible). C’est donc
un polynôme annulateur de y. Mais comme P est irréductible sur Q on a deg(Q) = d = deg(P ) =
[Q(x) : Q] donc d’après la question précédente deg(Q) = [Q(y) : Q], ce qui assure que Q est en fait
le polynôme minimal de y sur Q.

(d) Puisque Q(0) est le terme constant de Q, on a

Q(0) = (−1)d
∏

z∈ZKQ

z.

Mais comme Q est le polynôme minimal de y sur Q, ses racines sont exactement les conjugués sur
Q de y i.e. les σ(y) = σ(P ′(x)) = P ′(σ(x)), σ : Q(y) = Q(x) ↪→ Q. Mais comme P est le polynôme
minimal de x sur Q, les σ(x), σ : Q(x) ↪→ Q sont exactement les racines x1, . . . , xd de P . On a donc

Q(0) = (−1)d
∏

1≤i≤d
P ′(xi).

(e) D’après (1) (b) et (4) (e), Q(0) = (−1)
d(d+1)

2 ∆(P ). Par ailleurs

Q(0) = ((d− 1)a)d − da((d− 1)a)d−1 + (−d)dbd−1 = −(d− 1)d−1ad + (−d)dbd−1.

D’où:
∆(P ) = (−1)

d(d−1)
2 ((1− d)d−1ad + ddbd−1).

(3) On va maintenant appliquer ce qui précède à la détermination de groupes de Galois de polynômes. On
reprend les notations de la Question (1).

(a) Considérons le polynôme P = T 3 − T − 1 ∈ Q[T ].

(i) En réduisant modulo 2 on obtient P = T 3 + T + 1, dont on vérifie immédiatement qu’il n’a
pas de racine dans F2; il est donc irréductible sur F2. Cela assure que P est irréductible dans
Z[T ] donc dans Q[T ] puisqu’il est de contenu 1. En particulier, si x est une racine de P , on a

3 = deg(P ) = [Q(x) : Q]|[KP : Q] = |GP |.
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(ii) En utilisant (2) (e), ∆(P ) = −5 n’est pas un carré dans Q. Donc GP n’est pas un sous-groupe
de A3. Or les seuls sous groupes de S3 sont le sous-groupe trivial, A3 (d’ordre 3), les 3 sous-
groupes d’ordre 2 engendrés respectivement par (1, 2), (1, 3), (2, 3) et S3 lui-même. Comme
3||GP | et GP 6⊂ A3, la seule possibilité est GP = S3.

(iii) Par la correspondance de Galois, KP /Q on sait que KP /Q a trois sous-extensions non ga-
loisiennes de degré 3 et une sous-extension galoisienne de degré 2. Plus précisḿent, on a
immédiatement, en notant δ = (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3):

Q ⊂ KH
P ⊂ KP H [GP : H] = [KH

P : k] Galoisienne GP /H = Gal(KH
P |Q)

Q(x1 − x2) = Q(x2 − x3) = Q(x3 − x1) {1} 1 oui S3
Q(x1) 〈(2, 3)〉 3 non
Q(x2) 〈(1, 3)〉 3 non
Q(x3) 〈(1, 2)〉 3 non
Q(δ) A3 2 oui Z/2
Q S3 1 oui {1}

(b) Considérons le polynôme P (T ) = T 4 − T − 1.

(i) Là encore, en réduisant modulo 2 on obtient P ≡ T 4 + T + 1, dont on vérifie immédiatement
qu’il n’a pas de racine dans F2; s’il est réductible sur F2[T ], ile ne peut donc se factoriser
qu’en un produit P = QR de deux polynômes unitaires Q,R ∈ F2[T ] de degré 2. En écrivant
Q = T 2 + aT + b, R = T 2 + cT + d et en identifiant les coefficients dans P = QR, on obtient
a+ c = b+d+ac = 0, ad+ bc = bd = 1. Mais bd = 1 équivaut à b = d = 1 alors que a+ c = 0
équivaut à a = c = 1 ou a = c = 0, or a = c = 0 n’est pas possible puisque ad+ bc = 1. Donc
a = b = c = d = 1. Mais alors ad + bc = 0: contradiction. Cela assure que T 4 + T + 1 est
irréductible dans F2[T ] donc que P est irréductible dans Z[T ] donc dans Q[T ] puisqu’il est de
contenu 1. En particulier, si x est une racine de P , on a

4 = deg(P ) = [Q(x) : Q]|[KP : Q] = |GP |.
(ii) En utilisant (2) (e), ∆(P ) = −43 n’est pas un carré dans Q. Donc GP n’est pas un sous-

groupe de A4.

(iii) Sur F7, P a 3 comme racine donc s’écrit sous la forme P = (T − 3)(T 3 + 3T 2 + 2T − 2).
Comme T 3 + 3T 2 + 2T − 2 n’a pas de racines dans F7 et est de degré 3, il est irréductible sur
F7. Donc GP contient un 3-cycle.

(iv) On a 4||GP | par (i), 3||GP | par (iii) donc 12||GP |||S4| = 24 donc les seules possibilités sont
|GP | = 12 ou 24. Mais si |GP | = 12, GP est d’indice 2 dans S4 or le seul sous-groupe d’indice
2 dans S4 est A4, ce qui n’est pas possible par (ii). Donc GP = S4.

(c) Considérons le polynôme P (T ) = T 5 + 20T + 16.

(i) Cette fois-ci, en réduisant modulo 3 on obtient P ≡ T 5+2T+1, dont on vérifie immédiatement
qu’il n’a pas de racine dans F3; s’il est réductible sur F3[T ], ile ne peut donc se factoriser qu’en
un produit P = QR de deux polynômes unitaires Q,R ∈ F3[T ] de degré 3 et 2 respectivement.
En écrivant Q = T 3 + aT 2 + bT + c, R = T 2 + dT + e et en identifiant les coefficients dans
P = QR, on obtient d + a = e + ad + b = ae + bd + c = 0, cd + be = 2, ce = 1. Or ce = 1
équivaut à c = e = 1 ou c = e = −1. Si c = e = 1, on a d+ a = 1 + ad+ b = a+ bd+ 1 = 0,
d+b = 2 donc d = −a, b = 2−d = 2+a, a(1−a) = 0 et 1−a(a+1) = 0. Mais 1−a(a+1) = 0
n’a pas de solution dans F3: contradiction. On argumente de même pour c = e = −1. Cela
assure que T 5 + 2T + 1 est irréductible dans F3[T ] donc que P est irréductible dans Z[T ] donc
dans Q[T ] puisqu’il est de contenu 1. En particulier, si x est une racine de P , on a

5 = deg(P ) = [Q(x) : Q]|[KP : Q] = |GP |.
(ii) En utilisant (2) (e), ∆(P ) = 21656 (sic!) est un carré dans Q. Donc GP est un sous-groupe

de A5.
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(iii) Sur F7, P ≡ T 5 − T + 2 a pour racines 4 et 5 donc s’écrit sous la forme P = (T − 4)(T −
5)(T 3 + 2T 2 − 2T − 2). Comme T 3 + 2T 2 − 2T − 2 n’a pas de racines dans F7 et est de degré
3, il est irréductible sur F7. Donc GP contient un 3-cycle.

(iv) Soit H ( A5 un sous-groupe. En faisant agir A5 par translation sur A5/H, on définit un
morphisme de groupes φ : A5 → S(A5/H) qui est non trivial puisque H ( A5 donc, en
particulier ker(φ) ( A5 est un sous-groupe normal strict de A5 donc ker(φ) = {1} puisque
A5 est simple. Cela implique notamment que 60 = |A5| ≤ |S(A5/H)| = [A5 : H]! or cette
inégalité n’est possible que si [A5 : H] > 4 i.e. |H| < 15.

(v) On a 5||GP | par (i), 3||GP | par (ii) donc 15||GP |. D’après (iv) cela force GP = A5.
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