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Examen 2015/2016
MAT556 "Modules et groupes finis’
Anna Cadoret

Avertissement.

Sont autorisés: le polycopié du cours, les notes manuscrites du cours et des exercices traités en cours,
les dictionnaires de langues papier.

Les réponses peuvent étre rédigées en francais ou en anglais. L’examen est long; le baréme sera adapté
en conséquence.

Exercice 1 (Quelques remarques sur les groupes d’ordre 8)

On rappelle que si G est un groupe fini et p un nombre premier, on note S,(G) 'ensemble des p-Sylow
de G.

(1) Déterminer - a isomorphisme pres - tous les groupes abéliens d’ordre 8.

(2) L’objectif de cette question est de déterminer tous les groupes non-abéliens d’ordre 8. Soit G
un groupe non-abélien d’ordre 8.

(a) Montrer que |Z(G)| =2 et que G/Z(G) ~Z/2 x Z/2. On notera z € Z(G) le générateur
de Z(G).

(b) Montrer que G contient un élément d’ordre 4 - disons a. Notons C := (a) C G le sous-
groupe engendré par a. Montrez que C' est normal dans G et que a? = z.
(c) D’apres (2.b), G est donc une extension de la forme

) 1-C—->G—-2Z/2—-1

(i) Si (*) se scinde, montrer qu’il n’y a qu'un seule classe d’isomorphisme pour G.
Fixons b € G\ C d’ordre 2. On peut écrire

G={ba, i=0,1, j=0,1,2,3}.

En particulier, on doit avoir bia/bFal = b/ (B3kDq9(dkD - Déterminer les fonctions
f, g et lister les éléments de G en fonction de leur ordre.

(ii) Supposons maintenant que () ne se scinde pas. Fixons b € G\ C. Quel est l'ordre
de b? Montrer que bab~! = za. En notant ¢ := ab, montrer que G est exactement
I’ensemble

{1,z,a,b,c,az,bz,cz}.
Construire la table de multiplication de G et lister les éléments de G en fonction de
leur ordre.

(3) (Plongement des groupes non-abéliens d’ordre 8 dans un groupe symétrique). On note Dy et
Hg les groupe construits dans les questions (2.c.i) et (2.c.ii) respectivement.
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(a) Montrer que |So(A4)| = 1 et donner la structure du 2-Sylow V' de Aj.
(b) Soit S € S2(S4). Expliquer pourquoi V' C S. En déduire la structure des 2-Sylow de Sy.

(c) Peut-on plonger Hg dans 847 Déterminer le plus petit entier n > 1 tel que l'on peut
plonger Hg dans S,.

Exercice 2 (Table des caractéres de Aj3)

(1) (Classes de conjugaison)
(a) Montrer que les doubles transpositions (resp. les 3-cycles) sont conjuguées dans As.
(b) Montrer qu'’il y a deux classes de conjugaison de 5-cycles dans As.

(c) Montrer que si ¢ € Aj est un 5-cycle alors c et ¢? ne sont pas conjugués mais que c et ¢!
le sont.

(d) Lister les classes de conjugaison de As et pour chaque classe, donner son cardinal et un
représentant.

(e) Déterminer le nombre de représentations irréductibles de As.

(2) On considere la représentation de As sur V = C®5 par permutation des coordonnées. Montrer
que

V:H@‘/Stda

ou I désigne la représentation triviale. Vérifer, en calculant le caractere ysq de Vg, que Viig
est irréductible.

(3) Notons X I’ensemble des parties & deux éléments de {1, 2, 3,4,5}. On consideére la représentation
de As sur

V= @ Cg ~ C®10
rxeX

définie par o - {z,y} = {o(x),0(y)}. Vérifer, en calculant le caractere x5 de V, que V =
I® Vig ® Vs et que Vi est irréductible.

(4) Déterminer les dimensions des représentations irréductibles de As.

(5) Compléter la table des caracteres de Az en exploitant les relations d’orthogonalité (lignes et
colonnes).

(6) Notons V' l'une des deux représentations irréductibles autre que I, Vg et Vs. Déterminer la

dimension de la représentation produit tensoriel V5 ® V' et sa décomposition en somme directe
de sous-représentations irréductibles.

Exercice 3 (Lemme de Brauer-Nesbitt)
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Soit k un corps et A une k-algebre (associative unitaire). Pour tout a € A et A-module M, on note
aps € Endg(M) 'endomorphisme de k-espace vectoriel défini par ap(m) = a-m, m € M. On note
également Ay, := Enda(M), A}, = Endy, (M).

Soit M, N deux A-modules semisimples de k-dimension finie. L’objectif de cet exercice est de montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) pour tout a € A, aps et ay ont méme polynoéme caractéristique
(ii) M et N sont isomorphes comme A-modules.

M= P, N =P Por

PeA PeA

Ecrivons

pour les décompositions en somme directe de sous-Amodules simples de M et N (ici, A désigne
un systeme de représentants des classes d’isomorphismes de A-modules simples). Notons également
V.=M®N.
(1) Rappeler pourquoi le morphisme canonique de k-algebres
A — A}
a — ay

est bien défini et surjectif.

(2) En déduire que pour tout P € A il existe ep € A tel que (ep)y € End,(V) est la projection
sur PO#PTVP parallelement 3
@ Q@#Q+VQ.

P#£QeA
(3) Calculer les polynomes caractéristiques de (ep)as et (ep)n.

(4) Conclure.

(5) On considére action du groupe symétrique S, sur la k-algebre des polynomes a n indéterminées
k[X1,...,Xy] définie par o P(X1,..., Xy) = P(X,(1)- -, Xo(m)) €t on note k[X1, ..., X" C
k[X1,...,X,] la sous-k-algebre des polynomes symétriques i.e. tels que o - P = P, 0 € S,,.
Supposons que k est de caractéristique 0. On admettra que les polynéomes de Newton:

Srhe= Y Xf k=1...n
1<i<n
forment une base de transcendance de la k-algebre k[X7,... ,Xn]S“. Cela signifie que pour
tout P € k[X1,..., X,]% il existe un unique polynéme Qp € k[Ty,...,T,] vérifiant
P = QP(ZD SRR En)
En utilisant cela, montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) pour tout a € A, ap et ay ont méme trace
(i) M et N sont isomorphes comme A-modules.
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Exercise 1 (A few remarks about groups of order 8)

We recall that for a finite group G and a prime p we let S,(G) denote the set of p-Sylow of G.

(1) List - up to isomorphism - all the abelian groups of order 8.
(2) Let G be a non-abelian group of order 8.

(a) Show that |Z(G)| = 2 and that G/Z(G) ~Z/2 x7Z/2. Let z € Z(G) denote the generator
of Z(@G).

(b) Show that G contains an element of orderc4 - say a. Let C' := (a) C G denote the
subgroup generated by a. Show that C is normal in G and that a® = 2.
(¢) According to (2.b), G is an extension of the form

x) 1-C—->G—=2Z/2—-1

(i) If () splits, show that G is unique up to isomorphism. Fix b € G\ C of order 2.
One can write

G={vd’,i=0,1, j=0,1,2,3}.

In particular, one should have bia/bFal = b/ (034D q9(3kD - Determine the maps f, g

and list the elements of G according to their order.

(ii) Suppose now that (%) does not split. Fix b € G\ C. What is the order of b? Show
that bab~! = za. Writing ¢ := ab, show that G is the set

{1,z,a,b,c,az,bz,cz}.

Construct the multiplication table of G and list the elements of G according to their
order.

(3) (Embedding non-abelian groups of order 8 into a symmetric group). Let Dg and Hg denote
the groups constructed in questions (2.c.i) et (2.c.ii) respectively.

(a) Show that |S2(A4)| =1 and give the structure of the 2-Sylow V of Ajy.

(b) Let S € S2(S4). Explain why V' C S. Deduce from this the isomorphism class of the
2-Sylow of Sy.

(c) Can we embed Hg in S4? Determine the smallest integer n > 1 such that Hg can be
embedded into S,,.

Exercise 2 (Character table of As)

(1) (Conjugacy classes)



(a) Show that the double transpositions (resp. the 3-cycles) are conjuguated in As.
(b) Show that there exists two conjugacy classes of 5-cycles in As.
(c) Show that if ¢ € As is a 5-cycle then ¢ and ¢? are not conjugated but ¢ and ¢! are.

(d) Give the list of conjugacy classes in A5 and for each class, give its cardinality and a rep-
resentative.

(e) Give the number of irreducible representations of As.

(2) Consider the representation V = C%5 of A5 by permutation of the coordinates. Show that
V =1& Vg,

where I denotes the trivial representation. Compute the character ygq of Vg and check that
Vit is irreducible.

(3) Let X denote the set of (unordered) pairs in {1,2,3,4,5} and consider the representation of

As on
V= @Cx ~ C®10

zeX
defined by o - {z,y} = {o(x),0(y)}. Compute the character x5 of V' and check that V =
I & Vg ® Vs with V5 irreducible.

(4) Give the dimensions of the irreducible representations of As.
(5) Using the orthogonality relations (lines and columns), complete the character table of As.

(6) Let V' denote one of the two irreducible representations other than I, Viy and Vs. Give the
dimension of the tensor product representation Vs @ V' as well as its decomposition into direct
sum of irreducible subrepresentations.

Exercise 3 (Brauer-Nesbitt Lemma)

Let k be a field and A a k-algebra (associative, with unit). For every a € A and A-module M, let
ap; € Endg (M) denote the endomorphism of k-vector space defined by apr(m) = a-m, m € M. Set
also A == Enda(M), A}, == Endy, (M).

Let M, N be two A-modules semisimples of finie k-dimension. The aim of this exercise is two show
that the following two conditions are equivalent.

(i) for every a € A, apr and ay have the same characteristic polynomial
(il) M and N are isomorphic as A-modules.

M= Por, N = P

PcA PeA

Write

for the decompositions into direct sum of simple A-submodules of M and N (here, A denotes as usual
a system of representatives of the isomorphism classes of simple A-modules). Set also V := M @ N.

(1) Recall why the canonical morphism of k-algebras
A — Al
a — ay



is well-defined and surjective.

(2) Deduce from (1) that for every P € A there exists ep € A such that (ep)y € Endg(V) is the
projection onto PP#PTVP with respect to the direct sum decomposition

V = (PGBuerup) @( @ Q@NQ“FVQ).
P#£QeA
(3) Compute the characteristic polynomials of (ep)y and (ep)y.

(4) Conclude.

(5) Consider the action of the symmetric group S,, on the k-algebra k[X1,...,X,] of polyno-
mial with n indeterminates defined by o - P(X1,...,X,) = P(X,q),..., Xy(n)) and write
E[X1,...,X,)% C k[X1,...,X,] for the k-subalgebra of symmetric polynomials i.e. those
satisfying 0 - P = P, 0 € §,,. Assume k has caracteristic 0. We will admit that the Newton

polynomials:
Y= Z Xf, k=1....n
1<i<n
are a transcdence basis for the k-algebra k[X1,..., X,]%. This means that for every P €

E[X1,...,X,]%" there exists a unique polynomial Qp € k[T, ..., Ty] such that
P=Qp(%,...,%,).
Using this result, show that the following two conditions are equivalent.

(i) for every a € A, apr and an have the same trace
(il) M and N are isomorphic as A-modules.

anna.cadoret@polytechnique. edu
Centre de Mathématiques Laurent Schwartz - Ecole Polytechnique,
91128 PALAISEAU, FRANCE.



Examen 2015/2016 - Correction
MAT556 'Modules et groupes finis’

Anna Cadoret

Exercice 1 (Quelques remarques sur les groupes d’ordre 8)

(1) Par le théoréme de structure, il n’y a a isomorphisme pres que 3 groupes abéliens d’ordre 8:

(2) (a) Onsait que |Z(G)||8, |Z(G)| < 8 (G n’est pas commutatif), |Z(G)| >
4 (G/Z(G) ne peut étre cyclique)... Il ne reste donc que |Z(G)| = 2.

7)8, 7.)2 x TJ4, )2 x T.)2 x T./2.

2 (G 2-groupe) et |Z(Q)| #
Comme G/Z(G) est d’ordre

4 non cyclique, c¢’est forcément Z/2 x Z/2.

(b) G contient au moins un élément d’ordre 4 sinon tous ses éléments seraient d’ordre 1 ou 2 donc
G serait abélien (ab = (ab™! = b~'a™! = ba)). Notons a un élément d’ordre 4 et C := (a) C G
le sous-groupe engendré par a. Comme C est d’indice 2, il est normal dans G. Si a® # z on
aurait Z(G)NC =1 donc G = Z(G) x C serait un produit direct (car Z(G) et C sont tous deux
normaux dans GG) de deux groupes abéliens donc abélien.

(c) D’apres (2.b), G est donc une extension de la forme

(i)

(i)

(¥x) 1-C—->G—1Z/2—1

Si (%) se scinde, la structure de produit semi-direct est déterminée par un morphisme de
groupes

¢ 7)2 — Autey,(C) ~ (Z/4)* = {Id, —Id}.

il n’y a donc que deux possibilités: ¢ = Id, correspondant au produit direct, qui serait
abélien donc exclu et ¢ : 1 — —Id, qui correspond a un produit semidirect non-abélien.
Fixons b € G\ C d’ordre 2. On a la reégle

bab = bab~'b = ¢(b)(a) = a1

Dot blalbFal = bialt! si k = 0 et b'albFal = b"lal~7 si k = 1. Enfin, on peut classer les
éléments de GG en fonction de leur ordre:

- Ordre 1: 1;

- Ordre 2: ba’, i =0,...,3, a® (5 éléments);

- Ordre 4: a,a® (2 éléments).

Supposons maintenant que (*) ne se scinde pas. Fixons b € G\ C. Si b btait d’ordre 2,
1 — b fournirait un scindage de (%) donc b est forcrhent d’ordre 4. Comme bab~! et a ont
la méme image par pyg) : G - G/Z(G), on a bab~! € {a,za}. Mais on ne peut pas avoir
bab~! = a. Sinon a et b cpmmuteraient or, comme ils enegendrent G, cela imposerait a G
d’étre abélien. On a

G=p lo)up t1)=CUCH
et, en notant ¢ := ab, on a
p 10)=C={1,z2a,az}

et

p1(1) = Cb = {b,2b,c, zc}.
1



Avec ces notations, on peut construire la table de multiplication de G.

1 2z a za b zb ¢ zc
1 1 =z a =za b 2zb ¢ zc
z z 1 za a zb b zc c
a a za z 1 ¢ zc zb b
za za a 1 =z ze ¢ b zb
b b zb zc ¢ =z a za
zb zb b ¢ ze 1 2z za a
c ¢ z¢c b zb za a 2z 1
zc z¢c ¢ zb b a za 1 =z

—_

Enfin, on peut classer les éléments de G en fonction de leur ordre:
- Ordre 1: 1;

- Ordre 2: z (1 éléments);

- Ordre 4: a, za, b, zb, ¢, zc (6 éléments).

(3) (2-Sylow de Sy)

(a)

(b)

Soit V' un 2-Sylow de A4. On a |V| = 4. Par ailleurs, A4 ne contient que 4 éléments d’ordre
une puissance de 2: Id et I'ensemble Cs2 des doubles transpositions. Donc, nécessairement
V = {Id,C32}. En particulier, I'ensemble {Id,Cs2} est un groupe et |Sa(A4)] = 1 et S est
normal dans A4. Comme tous les éléments de V' sont d’ordre 1, 2 on a forcément V = Z/2 X Z/2.
On notera que V est normal dans Sy. Par ailleurs, V' est un 2-groupe donc il existe S € S2(Sy)
tel que V C S. Mais alors, pour tout o € S4 on a

V=0cVo'coSo !

Comme les 2-Sylow de Sy sont tous conjugués, cela montre bien que V est contenu dans tous les
2-Sylow de S4. Donc les 2-Sylow de Sy - étant d’ordre 8 et contenant V' sont engendrés par un
4-cycle et V. En particulier, ils sont non abéliens et contiennent 3 éléments d’ordre exactement
2; il s’agit donc de groupes isomorphes a Dsg.

On ne peut plonger Hg dans S sinon on aurait Hg isomorphe & Dg. Par contre, en faisant agir
Hg par translation a gauche sur lui-méme, on peut toujours le plonger dans S(Hg) ~ Ss. Reste
a savoir si 'on peut plonger Hg dans S, pour n = 5,6,7. Cela revient a déterminer si pour
n =15,6,7 les 2-Sylow de S, contiennent un sous-groupe isomorphe & Hg. En observant que

S, ~ Stabs, , (n +1) C Spq1,

on voit que les 2-Sylow de &, s’injectent dans ceux de S,+1. En particulier, les 2-Sylow de Sj
sont encore isomorphes a Dg et ceux de Sy sont isomorphes a ceux de Sg. Enfin, les 2-Sylow de
Se sont d’ordre 16. Or on peut facilement exhiber un sous-groupe de Sg d’ordre 16 sous la forme

DgXZ/2

En prenant pour copie de Dg le 2-Sylow de Stabs,({1,2,3,4}) ~ S, et pour copie de Z/2 le sous-
groupe engendré par la permutation (5,6). Donc les 2-Sylow de Sg ne contient que 4 éléments
d’ordre 4: (¢, 1), (¢,7), (¢3,1), (¢®,7) ol ¢ est un élément d’ordre 4 dans Dg et 7 un élément
d’ordre 2 dans Z/2. Ils ne peuvent donc contenir Hg qui, lui, contient 6 éléments d’ordre 4.

Exercice 2 (table des caractéres de Aj)

(1) (Classes de conjugaison)

(a)

On sait que les doubles transpositions (resp. les 3-cycles) sont conjuguées dans S5 donc si o, o’

sont deux doubles transpositions (resp. les 3-cycles) on peut toujours trouver 7 € Ss tel que

o' =707t SiT € As, il n’y a rien & faire. Sinon, on peut essayer de modifier 7 en le composant

avec une permutation ¢ € S5 \ A5 qui centralise o.

- Si 0 = ¢1 o ¢ avec ¢y, co deux transpositions & supports disjoints, on peut prendre ¢ = ¢; par
exemple;

- Si o est un 3-cycle, on peut prendre pour c¢ la transposition dont le support est disjoint de celui
de o.



(b)

(e)
(f)

3

L’argument de la question précédente ne marche plus pour les 5-cycles dans As. 11 dit cependant
qu’il y a au plus deux classes de conjugaison de 5-cycles. On sait qu’il y a 4! = 24 5-cycles dans
As. Comme les 5-cycles sont conjugués dans S5, on voit que le cardinal du centralisateur Csg, (c)
d'un 5-cycle ¢ dans S5 est 22 = 5 donc est réduit & (c). Comme C4,(c) = Cs,(c) N A5 = (c),
on en déduit que la classe de conjugaison de ¢ dans As est de cardinal % = 12. Il y a donc
exactement deux classes de conjugaison de 5-cycles dans As: celle des éléments de la forme
oco ! avec o € Ajs et celle des éléments de la forme oco™! avec o € S5\ As. En effet, si ¢ est un
5-cycle et 0 € S5\ As, ¢ et oco! ne peuvent étre conjugués dans As sinon il existerait 7 € Aj
tel que 77 1o € Cy,(c) = (c): une contradiction.

Prenons par exemple ¢ = (1,2,3,4,5). On a donc ¢ = (1,3,5,2,4) et en utilisant la formule
0(1,2,3,4,5) 071 = (0(1),0(2),0(3),0(4),0(5)), on en déduit que ¢ et ¢? sont conjugués par
(2,4,5,3) € S5 \ As. Ils ne sont donc pas dans la méme classe de conjugaison de As. De méme
¢l =(1,5,4,3,2) est conjugué a c par (2,5)(3,4) € As.

- O, 1L |Gy =1,

- Coo, (1,2)(3,4), |Caa| = 15;

- Cs, (17273)7 ’03‘ = 20;

- 0} (1,2,3,4,5), |C =12

- C2,(1,3,5,2,4), |C2| = 12.

|As| = |Cl(As5)| = 5.

On fait agir As sur V := ®1<i<5Ce; par o - ¢; = €o(i)- L’application C-linéaire

6:V—>H, Z Ti€; —r Z Z;

1<i<5 1<i<5
est un morphisme de C[As]-modules, donc Vi := ker(e) C V est un sous-C[As]-module et
comme C[A5] est semisimple, on a
V - H EB V:std-

En particulier, pour o € A5 on a

xsta(0) = xv (o) = xi(o) = [{1,...,5}7] = 1,

ou {1,...,5}7 est I’ensemble des points fixes de . On a donc:

Xstd(C1) = 4, Xsta(Ca2) = 0, Xsta(C3) = 1, xsta(C3) = Xsta(CF) = —1.

Et
1
(Xstds Xstd) As = @(424—15 Xx04+20x14+12x1+12x1) =1,
ce qui montre que Vg est irréductible.
Notons X l’ensemble des parties & deux éléments de {1,2,3,4,5}. On considére la représentation

de As sur
V= GB Cx ~ C®10
zeX
définie par o - {z,y} = {o(z),0(y)}. Par construction, on a

xv(o) = X7
soit
X(C1) =10, X(C22) = 2, X(C3) = 1, x(C5) = xs1a(C3) = 0.
On a également

1 1
(v xi)as = g5 (10+15x 2420 x 1) = 1, (X, Xata) s = 55 (10 x 4+20x 1) = 1.

Comme C[A5] est semisimple, on en déduit que V' se décompose comme C[A5]-module sous la
forme

V=16 Vsq® Vs,
ou Vs est de dimension 5 et x5 = Xv — XI — Xstd SOit

X(C1) =5, x(Ca2) =1, x(C3) = =1, x(C5) = xsta(C3) = 0.



On a donc
1
(X5, X5) A5 = %(52+15>< 1420x1+12x0+12x0) =1,
ce qui montre que V5 est irréductible.
(h) On a 60 = |As| = n? +n2,; + n2 +a® +b% = 1 + 42 + 52 4+ a% 4 b? donc 18 = a® + b%. La seule
possibilité est a = b = 3. Il reste donc 2 représentations irréductibles de dimension 3.
(i) On a déja

Cr Cop Cs o C?
xt 1 1 1 1 1
Xsta 4 0 1 -1 -1
xs 5 1 -1 0 0
x5 3 a=-1 b=0 C=1_2\/5 d:IJE/5
X3 3 e=-1 f=0 g:1+2\/5 h:1_2‘/5
Et on peut compléter en utilisant ’orthogonalité selon les lignes et les colonnes.
- L’orthogonalité de la lere et 2eme colonne donne: a + e = —2. Par ailleurs, on sait que a et

e sont somme de 3 racines carrée de 1, donc ne peuvent valoir que —3,—1,1,3. D’un autre
coté, orthogonalité de la 2eme colonne avec elle-méme donne a” +e? = 2. Donc on a forcément

a=0b=—1.
- L’orthogonalité de la 3éme colonne avec elle-méme donne b 4 f2 = 0. Donc on a forcément
b=f=0.

- L’orthogonalité de la lére et 4éme (resp. 5eme) ligne donne ¢ +d = 1 (resp. g+ h = 1)
et l'orthogonalité de la 4éme (resp. 5eéme) ligne avec elle-méme donne ¢? + d? = 3 (resp.

gz+h2:?\>)[. Donccif—c—le(resp. g —g—1=0). Onendéduitc:%—ﬁ,d:#
o +VE o 1-4/5
pulsg—%,h—T.

(j) En utilisant que Xvsev2 = X5X3 et en calculant (x5X3, X)4, pour x € ,21\5, on obtient

Vs@VE=Vy® Vs @V @ Vi

Exercice 3 (Lemme de Brauer-Nesbitt)

(1) C’est l'exercice 3.1.4 du cours. On rappelle 'argument. Soit f € A{,. Montrons d’abord que pour
tout v € V il existe a € A tel que f(v) = av. Comme V est semi-simple, il existe un sous-A-module
W CV tel que V= Av & W. Notons 7 : V — Av la projection sur Av parallelement a W; c’est un
morphisme de A-modules. Et

V5 Avs Ve A,

donc fom = mwo f. En particulier, f(v) = f(n(v)) = n(f(v)) € Av. On applique ensuite ce qui
préceded VO et fO . VO — VO (v, 00) — (f(v1),..., f(vr)) pour en déduire qu’il existe
a € Atel que f(v;) =av;,i=1,...,r. On conclut en invoquant que V est un A-module de type fini.

(2) D’apres la question (1), il suffit de montrer que la projection p : V' — PPHPTVP parallélement &
@ Q@#Q-ﬁ-liQ
P+£QeA

est dans AY,, i.e. que pour tout f € A}, on a pf = fp. Mais si f € Aj,, par le lemme de Schur, on
a f(Q¥retre) c QPretre. Notons fg : QPHet e — QPHQTYQ 1a restriction de f & Q¥Fetve. Alors
pour tout v = ZQEA\’UQ cV = @QGKQ@MQJFVQ on a

f)=>" folvg)

QeA
donc pf(v) = fp(vp) et fp(v) = f(vp) = fp(vp).



(3)

5

Par définition, (ep)y (resp. (ep)n) est la projection sur PP'7 parallelement a &p,, 7Q%2
(resp. P%"P parallelement & € P2QeA Q®"Q). Son polynome caractéristique est donc xpy =
(T — 1)PreT™=Pre (vesp. xpy = (T — 1)PYPT"=9PYP) ot p, m, n sont les k-dimensions de P,
M et N respectivement.

XpP,M = Xp,N pour tout P € A si et seulement si up = vp pour tout P € A, ce qui équivaut a M ~ N.
D’apres ce qui précede, la question revient a montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) pour tout a € A, aps et ay ont méme trace

(i’) pour tout a € A, aps et ay ont méme polynéme caractéristique.
Déja (i) = (i). Pour I'implication inverse, notons Xa,, := [[1<j<p(T — ) €t Xan = [[1<;j<n(T —vs)
les polynomes caractéristiques de ays et ay vus dans k[T]. En les développant, on obtient

Xapy = T + Z U%(Nla cee 7Nn)Tniia Xany = T" + Z 0'12'1(7/17 ) Vn)Tniia
1<i<n 1<i<n

avec o (X1,...,Xp) € k[X1,...,X,]%, i =1,...,n. Parle théoreme de structure de k[ X1, ..., X,]5
donné dans I’énoncé on peut donc écrire
ol (X1, Xn) = Qi(Z1 (X1, -, X)), B X, X))
pour des polynoémes Q1,...,Q, € k[Uy,...,U,] Mais comme
ZT(Mb T MUTL) = Z M: = Tr(a}”\/[) = TT(G,TN) = Z Vz?n = ET(Vlw . -,Vn)a r =0,
1<i<n 1<i<d
on en déduit ' 4
or(1y o) =0n(V1y. ooy tp), i=1,...,m

SOt Xap, = Xan-

anna.cadoret@polytechnique. edu
Centre de Mathématiques Laurent Schwartz - Ecole Polytechnique,
91128 PALAISEAU, FRANCE.



Examen 2014/2015
MAT556 "Modules et groupes finis’
Anna Cadoret

Avertissement.

Sont autorisés: le polycopié du cours, les notes manuscrites du cours et des exercices traités en cours,
les dictionnaires de langues papier.

Les réponses peuvent étre rédigées en frangais ou en anglais.

Les deux exercices et le probleme sont indépendants. Le probleme porte sur la théorie des représentations
des groupes finis et utilise les techniques standard vues au chapite 3. LlI’exercice 1 discute le probleme
de la semisimplicité des k[G]-modules lorsque la caractéristique de k divise l'ordre de G et est donc
plutot a rattacher au chapitre 1. L’exercice 2 donne deux applications élémentaires de la théorie des
Sylow a I’étude de la (non-)simplicité des groupes finis. Chacun des deux exercices est divisé en deux
parties indépendantes.

Le sujet est peut-étre long. Le baréme sera adapté en conséquence.

Exercice 1 (‘transfert’ de semisimplicité) Soit A un anneau associatif unitaire. On a vu en
cours que tout sous-A-module et tout A-module quotient d’'un A-module semisimple était encore un
A-module semisimple. Donc la semisimplicité se transfere aux sous- A-modules et aux A-modules quo-
tients. Pour d’autres types de construction, en général, les choses sont assez compliquées méme si
on peut quand-méme parfois faire des observations intéressantes. Voici deux exemples dans le cas ou
A = k[G] avec G un groupe fini et k un corps de caractéristique p > 0 divisant 'ordre de G.

(1) Transferts aux sous-groupes normaux: Soit N C G un sous-groupe normal et V un k[G]-module
de k-dimension finie.

(a) Expliquer pourquoi V' contient toujours un sous-k[G]-module simple.

(b) Montrer que si V' est semisimple comme k[G]-module alors il est semisimple comme k[N]-
module. On observera qu’il suffit de traiter le cas ou V' est un k[G]-module simple et on
pourra essayer de montrer que dans ce cas, V est somme de sous-k[N]-modules simples.

(c) Montrer que la réciproque est vraie si p ne divise pas [G : N]. (Indication: penser a la
preuve de la semisimplicité de k|G| lorsque la caractéristique de k est 0 ou ne divise pas

|G1)-

(2) Transfert au produit tensoriel: Supposons p = 2, k fini et G = SLy(k) C GLa(k) le groupe
des matrices 2 x 2 inversibles sur k de déterminant 1. On note V' (d) le k-espace vectoriel des
polynomes homogenes de degré d en X,Y sur k. C’est donc un k-espace vectoriel de k-base
Xiyd=i j=0,...,d et de k-dimension d + 1. On munit V'(d) de la structure de k[G]-module
induite par

a by _axany (2P )y oextay
c d c d
(a) Montrer que V(1) est un k[G]-module simple.
(b) Montrer que V/(2) = kX? @ kY2 est un sous-k[G]-module de V (2).
1



(c) Montrer que V(2)/V'(2) ~ k est le k[G]-module trivial. En déduire que si |k| > 4 la suite
exacte courte de k[G]-modules
0—=V'(2) = V(2)=V(2)/V'(2) =0
n’est pas scindée. En particulier, V' (2) n’est pas un k[G]-module semisimple.
(d) Construire un morphisme surjectif (naturel) de k[G]-modules
V(1) @ V(1) —» V(2).
(e) Déduire de ce qui précede que V(1) ®; V(1) n’est pas un k[G]-module semisimple.

Remarque: La construction ci-dessus s’étend a un corps k fini de caractéristique p > 0 comme
suit: V(d) est un k[G]-module simple si d < p, V'(p) = kXP @ kY? C V(p) est un sous-k[G]-
module, V(p)/V'(p) ~ V(p — 2) mais sauf si k = Fq, la suite exacte courte de k[G]-modules

0—=V'(p) > V(p) = V(p)/V'(p) >0
n’est jamais scindée. Par contre, on a toujours des morphismes surjectifs de k[G]-modules
V(di) ® - @k V(dm) - V(p)

pour 1 < d; < p—1 tels que dy + --- + dy, = p. En fait, Serre a montré (Inventiones
Math. 116, p. 513-530, 1994) que si Vi,...V,, sont des k[G]-modules semisimples tels que
Y 1<icm dimg(V;) < p alors Vi ®j, - - - @y Vyy, est encore un k[G]-module semisimple.

Exercice 2 (simplicité et Sylow) Soit G un groupe fini. Si X est un ensemble fini, on note S(X)
le groupe des permutations de X et A(X) C S(X) le sous-groupe alterné (i.e. le groupe des permu-
tations paires).

(1) (Simplicité et 2-Sylow)
(a) En utilisant le morphisme injectif de G induit par action & gauche de G sur lui-méme
par translation
L: G — S§G)
g — h—gh
montrer que, si G est simple distinct de Z/2 alors L(G) C A(G).
(b) En déduire que, si G est simple distinct de Z/2 alors les 2-Sylow de G ne peuvent étre

cycliques.

(c) Vérifier que pour n > 5, les 2-Sylow du groupe alterné A,, ne sont pas cycliques. Sont-ils
abéliens?

(d) Montrer qu'un groupe G d’ordre pair tel que @ est impair n’est jamais simple.

(2) (Simplicité et nombre de p-Sylow)
(a) Supposons G simple non abélien. Soit p un nombre premier divisant I'ordre de G et s, le
nombre de p-Sylow de G. Montrer que |G| divise s)!.
(b) Montrer qu'un groupe d’ordre 10000000 ne peut pas étre simple.

Probléme (caractéres irréductibles des groupes non abéliens d’ordre pq)
Soit p # ¢ deux nombres premiers distincts avec p < g. Soit G un groupe non abélien d’ordre pq.

(1) Rappeler rapidement pourquoi, & isomorphisme pres, il y a au plus un groupe non abélien G
d’ordre pq - que 'on notera donc Gy, , dans la suite - et rappeler quelle est sa structure.

Dans la suite, pour fixer les notations, on se donnera z, € Gy 4 un élément d’ordre p, z, € Gp 4 un
élément d’ordre ¢ et on posera C, := (2p), Cyq := (24).
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Déterminer le groupe dérivé et I’abélianisé de G, 4; en déduire les représentations de dimensions
1 de Gpq.

Calculer le nombre et la dimension des représentations irréductibles de G, 4.

L’objectif de cette question est de déterminer les classes de conjugaison de G, 4.

(a) Déterminer le nombre de classes de conjugaison de G 4.

(b) Expliquer pourquoi les éléments z;f , k=0,...,p— 1 sont deux a deux non conjugués.
Déterminer le cardinal de leurs classes de conjugaison.

(c) Montrer que Cy est réunion disjointe de classes de conjugaison de G 4. Montrer que
I'action par conjugaison de Gy, 4 sur Cy se factorise via Gp 4 - Gp 4/Cyq ~ Cp,. En déduire
que C, est réunion disjointe de 1 + % classes de conjugaison dont on déterminera le
cardinal.

(d) Conclure.

On considere I'action de C), sur éq définie par
Cp X éq — @q
(z,x) = zox=x(""'-2).
Déterminer le nombre d’orbites.
Soit x € Cy et x := Indg:"’ son induite.
(a) Montrer que le caractere de x ne dépend que de la Cp-orbite de x (pour 'action définie a
la question précédente).
(b) Montrer que si x n’est pas le caractére trivial alors x est irréductible et que x ~ X’ si et
seulement si x et x’ sont dans la méme Cg-orbite.
Conclure en dressant la liste des représentations irréductibles de G, 4.

Tracer la table des caractéres du groupe non-abélien d’ordre 14.
Tracer la table des caractéres du groupe non-abélien d’ordre 21.
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Exercice 1 (‘transfert’ de semisimplicité) Soit A un anneau associatif unitaire. On a vu en
cours que tout sous-A-module et tout A-module quotient d’'un A-module semisimple était encore un
A-module semisimple. Donc la semisimplicité se transfere aux sous-A-modules et aux A-modules quo-
tients. Pour d’autres types de construction, en général, les choses sont assez compliquées méme si
on peut quand-méme parfois faire des observations intéressantes. Voici deux exemples dans le cas ou
A = k[G] avec G un groupe fini et k un corps de caractéristique p > 0 divisant 'ordre de G.

(1) (a) Tout sous k[G]-module de V de k-dimension minimale et > 0 est nécessairement simple.
(b) 1l suffit de traiter le cas ou V est un k[G]-module simple. En particulier, V' contient
un sous-k[N] -module simple non trivial. Soit W C V' la somme de tous les k[N]-sous-
modules simple de V; c¢’est un sous-k[/N]-module semisimple non trivial de V. De plus,
comme N est normal dans G, pour tout V' C V sous-k[N]-module et pout tout g € G
Papplication g- : V'S¢V’ v/ — g - v’ est un isomorphimse de k[N]-modules. Cela montre
que W est un sous-k[G]-module de V' donc, comme V est un k[G]-module simple, on a
W =V donc V est un k[N]-module semisimple.
(c) Soit W C V un sous-k[G]-module. C’est a fortiori un sous-k[N]-module. Mais comme V'
est un k[/N]-module semisimple, il existe un sous-k[N]-module U C V tel que

V=WaU.

Notons p : V. — W la projection sur W parallelement & U; ¢’est un morphisme de k[N]-
modules. Posons

. 1 1
geG/N
Notons que c’est bien défini car pour tout g € G, n € N on a (ng) ~!p(ngv) = g In"tnp(gv) =
g~ p(gv), la premiere égalité résultant du fait que p est un morphisme de k[N]-modules.
On vérifie alors que p est un projecteur d’image W et un morphisme de k[G]-module;

ker(p) est donc un sous-k[G]-module de V et V = W @ ker(p).

(2) (a) V(1) = kX @ kY et la matrice dans la base (X,Y’) d’un élément

a b
M = < e d ) €G
opérant sur V(1) est M elle-méme. En particulier, V(1) est simple (sinon G serait con-
jugué a un sous-groupe de SLs(k) de la forme

(i0).

ce qui est impossible, par exemple ici pour des raisons de cardinalité.
(b) I suffit d’observer que pour

M = ( 2 B > €eqG
on a MX? = (aX+bY)? =a?X24+02Y2 € V'(2) et MY? = (cX +dY)? = 2X2+d?Y? ¢
(c) Xv(ezc) ies notations de la question précédente, on a
MXY = (aX +bY)(cX +dY) = acX? + (ad + be) XY + bdY? = XY [V'(2)]
(noter que ad + bc = ad — be = 1). Supposons que |k| > 4. Si la suite exacte courte de
k[G]-modules

0—=V'(2) = V(2) = V(2)/V'(2) =0



(e)

était scindée, V' (2) contiendrait un vecteur fixé par G, que I'on peut toujours supposer de
la forme w = aX? + BY? + XY. Donc, pour tout

a b
M—(C d)eG

(@) (5)r(5)=(5)

En particulier, si b = c =0 et d = a~! avec a? # 1 (c’est ici qu'on utilise |k| > 4 :)), on
doit avoir (a®? —1)a =0, (a=2 —1)3 = 0 donc o = B = 0. Mais XY n’est clairement pas
fixé par G non plus (voir calcul dans la question précédente).

Il suffit de considérer I’application k-biliéaire surjective f : V(1) x V(1) — V(2) définie
par f(X1X2) = X2, f(X1,Y2) = f(Y1,X2) = XY, f(Y1,Y2) = Y2, Elle se factorise en
une application k-linéaire surjective V(1) ®x V(1) — V(2), dont on vérifie immédiatement
que c’est un morphisme de k[G]-modules.

Si V(1) ® V(1) était un k[G]-module semisimple alors tous ses k[G]-modules quotients
le seraient aussi. Or ce n’est pas le cas de V(2) comme on I'a vu dans la question (2) (c).

on devrait avoir

Exercice 2 (simplicité et Sylow)

1) (a)

(d)

2) (a)

Comme A(G) est normal dans S(G), L(G) N A(G) est normal dans L(G). Comme G
donc L(G) est simple, on a donc L(G) N A(G) = 1 ou L(G) N A(G) = L(G). Dans le
premier cas, on aurait alors G L(G) C S(G) - Z/2 injectif (ici, € : S(G) — Z/2 dsigne
la signature), ce qui contredit I'hypotheése sur G. Donc L(G) N A(G) = L(G) ou encore
L(G) Cc A(G).

Ecrivons |G| = 2"m avec m impair. Soit S un 2-Sylow de G. Supposons S cyclique de
générateur s. Alors L(s) est un produit de m cycles de longueur 2" a support deux a deux
disjoints. En particulier, e(L(s)) = (—1)™ = —1, ce qui contredit le fait que L(s) € A(G).

n n—

Supposons n > 4. Un 2-Sylow S de A, est d’ordre 2" avec r > 5 (si n pair) ou :

(si n impair). Si S était cyclique, A, contiendrait donc un élément d’ordre 25 ou 2"7
selon le cas. Mais en considérant la décomposition en produit de cycles a supports deux
a deux disjoints d’un élément d’ordre une puissance de 2 dans S,,, on voit que celui-ci

est d’ordre < n (le cas dégalité n’étant possible que si n est lui-méme une puissance de

2). Pour n > 4, on a toujours 2" > n. En fait, les 2-Sylow de A,, ne sont pas non
plus abéliens des que n > 6 (pour n = 5, on a s; = 4 donc les 2-Sylow sont de la forme
(Z/2)?). 1l suffit de le montrer pour n = 6 (puisque pour n > 6, A, contient des copies
de Ag donc les 2-Sylow de A,, contiennent des copies des 2-Sylow de Ag comme on ’a
vu en cours). Dans ce cas so = 8. Soit S un 2-Sylow de Ag. Comme S est un 2-groupe,
les orbites de S opérant sur {1,...,6} sont de longueur 2 ou 4. De plus S opére sans
point fixe sinon S serait contenu dans une copie de As. Or les 2-Sylow de A5 sont d’ordre
4. Les orbites ne peuvent pas non plus toutes étre de longueur 2 sinon les éléments de
S seraient tous d’ordre 2. Mais Ag contient des éléments d’ordre 4 (les produits d’une
transposition et d'un 4-cycle a supports disjoints). Donc S a une orbite de longueur 2 - que
I'on peut toujours supposer étre {1,2} quitte a renuméroter et une orbite de longueur 4 -
{3,4,5,6}. Comme S contient des éléments d’ordre 4, S contient forcément (12)(3456) et
son inverse (12)(3654) et ce sont les seuls éléments d’ordre 4 que S peut contenir. De plus,
le centralisateur de (12)(3456) dans Ag est ((12)(3456)) C S (en effet, si o € Ag centralise
(12)(3456), il stabilise forcément {1,2} et {3,4,5,6} donc o s’écrit o = (12)%(3456)" car
le stabilisateur d’un n-cycle ¢, dans S, est (¢,)), ce qui montre que S n’est pas abélien
(en fait S = Dg puisque des deux groupes non-abéliens d’ordre 8, c’est celui qui n’a que
2 éléments d’ordre 4).

Si G est un groupe fini d’ordre pair tel que @ est impair alors ses 2-Sylow sont d’ordre
2 donc cycliques. D’apres la question (1) (b) G ne peut étre simple.

Soit p un nombre premier divisant l'ordre de G, S,(G) I'ensemble des p-Sylow de G et
sp = |Sp(G)|. On sait que G agit transitivement par conjugaison sur S,(G) d’ott un



morphisme de groupes non trivial
G — S(5,(G)) ~Ss,.

Si on suppose GG simple non abélien, ce morphisme est nécessairement injectif donc G
s’identifie a un sous-groupe de S, et on a bien |G||s!.

(b) |G| = 10" = 2757, Si G était simple, on aurait 107|s5!. Mais s5 = 1[5] et s5/27. Cela im-
pose s5 = 16 = 2%, Mais 107 ne divise pas 16! car la puissance de 5 dans la décomposition
de 16! en produit de nombres premiers est 3 (seuls 5, 10 et 15 contribuent).

Probléme (caractéres irréductibles des groupes non abéliens d’ordre pq)

Soit p # ¢ deux nombres premiers distincts avec p < g. Soit G un groupe non abélien d’ordre pq.

(1)
(2)

(4)

Cf. Cours.

Comme G, 4 = Cy x C, — Cp, on a déja DG, 4, C Cy. Mais comme C, est simple, on a soit
DG, , = Cy soit DG, , = 1 mais comme G, n’est pas abélien, on a forcément 1 C DG, ,.
Donc DG4 = Cy et Ggf’q ~ (). Les représentations irréductibles de dimension 1 de G, , sont
donc les morphismes

ppom:Gpqg—C*, k=0,...,p—1,
oum: Gpg— Gpge/Cq ~ Cp est la projection canonique et, si on se fixe un générateur z, de

k2im

Cp, ¢, : Cp — C* est la représentation définie par ¢i(2,) =e » , k=0,...,p— 1.

On a déja p représentations irréductibles de dimension 1. Notons pour l'instant r le nombre
de représentations irréductibles de G de dimension > 1 et nq,...,n, la dimension de ces
représentations. On a

pg=p+ni+-+n

ou encore p(q — 1) = n} + -+ n2. On sait aussi que les n; divisent |G, 4| = pg; les seules
possibilités sont donc n; = p, ¢ ou pg. Mais comme p < ¢, onap(qg—1) < q(g—1) < ¢* < (pq)?.

Donc, finalement, la seule possibilité est n; = p, r = % (ot I'on retrouve que p divise g — 1

).

(a) On a ]51;1\ = |Cl(Gpq)| = p+ %. On peut isoler comme d’habitude la classe de

conjugaison de 1. Il reste donc p — 1 + % autres classes de conjugaison a déterminer.

(b) Si z;f et z}l; étaient conjugués dans G 4 alors leurs images Z;f , Zé) seraient conjuguées dans
. ~ 77 . . . _k _ _l k' _ l
Gp,? /Cyq. Mais comme G, ,/Cy ~ C, e§t abehen'7 cela signifierait que z; = z), donc' 2 =2
(puisque Cp, C Gpq — G, 4/Cq est un isomorphisme). Notons By, la classe de conjugaison
de z}’j, k=1,...,p—1. On peut la calculer explicitement. On sait que z;lzqu = z; pour
un certain 1 # u € (Z/q)* donc
PNk N1 ik —i _ k_—k_ i k_—i _ _k_uFi—i
(2q20)2p (2020) 7 = zpzp2y ' = 2p2, ZgZp2y " = Zp2g

Or comme 1 # u, on a encore u* — 1 € (Z/q)* donc 'application i — u*i — i est un

automorphisme de Z/q. D’ou:
Bk:{z;fzé |l=0,...,q—1}

et B} est de cardinal q.

(c) Comme C) est normal dans Gy 4, C) est réunion (disjointe) de classes de conjugaison.
Fixons un générateur z, de Cy et un générateur z, de C),. Tout élément de G, , s’écrit
alors de fagon unique sous la forme zéz;f, k=0,....,p—1,1=0,...,9g—1. En particulier,
on voit que les classes de conjugaison des éléments de C, dans G, 4 sont en fait les orbites
de C), agissant par conjugaison sur C,. De telles orbites sont de longueur 1 ou p. Mais
un élément 1 # z € C, est un générateur de C; donc ne peut commuter avec z, (sinon
Gp,q serait abélien); son orbite sous 'action par conjugaison de C), est donc de longueur
p. En conclusion, C est réunion de (disjointe) la classe I := {1} et de qp%l classes de

conjugaison A1,...,As 1 de cardinal p.
p



(d) Onadonclaclasse de 1, p—1 classes By, ..., B,_; de cardinal g et == L classes Ai,..., A1
p

de cardinal p. Le compte y est puisque
q—1
1+ (p— 1)q+7p:pq.

(5) Rappelons que comme C; est abélien, ]C | =|Cq4| = ¢q. La encore, comme p est premier, une
orbite de C), agissant sur C’ est de longueur 1 ou p. Soit x € C tel que Cp, - x = {x}. Comme
Cy est abélien, x est de la forme x(z q) = wq pour une certaine racine g-ieme de l'unité wy.
Donc G, - x = {x} signifie que wyx(z) = X(zljlzqu) = X(2q) = wq t.e. wffl = 1 mais comme
1 # u, cela impose wy; = 1 donc x est le caractere trivial. En conclusion, on a une seule orbite
de longueur 1, celle du caractere trivial et qp orbite de longueur p.

(6) Soit x € Cq et

~ G i
X = Indcf;’q = @ Z; ®clo,] X
0<i<p—1

son induite. Par abus de notation, on note encore y le caractere de .

(a) On a
ki i —(+d) k I+i _ l+i ultik
Fq*pcp = *p “p Fqfp T Fp *q
donc
)Z(zf;zé) =p sik=101=0;
=0 sil#0;

= Zogigp_1 Z;i) : X(ZZ;) = Z¢€Cp~x ¢(Z§) sil=0,k#0.

En particulier, ¥ ne dépend que de C), - x.
(b) Supposons x et x’ distincts du caracteére trivial. Calculons

o 1 - r,
X, =—0+ > XEHV (")
pq 1<k<g—1

- plq<p2+ 3 S s

1<k<qg—1¢€Cp-x,¢'€Cp-x’

= ;Q(p% > > 65 ()

P€Cp-x,¢'€Cp-x’ 1<k<q—1

=—0'+ D (qe, ), — 1)

¢€Cp‘X7¢/€CP‘X/

Or (¢, ¢")c, = 04,4 donc si x et X’ ne sont pas dans la méme Cp-orbite, on a (X, X')a,., =
%(p2 —p?) =0, si x et X’ sont dans la méme Cp-orbite, on a (X, X')g,., = %(p +p(q —
)= @ -p)=1
(7) Ona trouvé p représentations irréductibles de dimension 1 (question (2)) et <= L yeprésentations
irréductibles de dimension p (question (6)). On les a donc toutes d’apres la question (3).



l‘Bl‘Al ‘AQ ‘As
I |1]1 [1 |1 |1
x2 |1]-1]1 |1 |1

X3 | 2 ‘ 0 ‘ 2008(27”) ‘ 2005(47”) ‘ 2cos(

X4

X5 | 2 ‘ 0 ‘ 2008(47”) ‘ 2003(87”) ‘ 2cos(

o 1B | By | A1 |Ay |
1)1 |1 |1 |1 |
xe|jls?]1 [T |1 |
xs|1]5% g 1 |1 |
x4|3[0 |0 Jw [1-w]
x5 [3[0 [0 [1-w]w |

Mw=C+CE+Getl—w=C+E+CC avec G =€,

anna.cadoret@math.polytechnique. fr
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GROUPE ET REPRESENTATIONS
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La durée est de 3 heures. Toutes les réponses doivent étre soigneusement justifiées.
Sont autorisés : le poly de cours, les notes de cours et d’exercices, les dictionnaires papiers.
Les réponses peuvent étre rédigées en francais ou en anglais.

1. EXERCICE

1.1. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique # 2. Soit V' un espace vectoriel de dimen-
sion n sur K et (e1,---,e,) une K-base de V. Soit ¢ I'endomorphisme K-linéaire de V ®@x V défini
par t(e; ® ej) = e; ® e;. Montrer qu'il existe une décomposition canonique

VegV = A (V) & Sym*(V)
avec A2(V) = {z € Vg V]iz) = —z} et Sym?(V) = {x € V@ V |1(x) = 2}. Calculer la dimension
de A%(V) et de Sym?(V) et donner une base de ces espaces.
1.2. Soit G un groupe fini de cardinal premier a la caractéristique de K et 6 : G — GLgk(V) une

représentation linéaire de G sur V. Notons x le caractere de . Montrer que A?(V) et Sym?(V) sont
naturellement des représentations de G de caracteres respectifs

2 _ 2
Xazv)(9) = W

et

2 2
Xsymi(n)(9) = x(9) ;rx(g)

1.3. Dresser la table des caracteres du groupe symétrique G5. On pourra utiliser la question précédente
pour construire explicitement le caractere d’une représentation irréductible de dimension 6.

2. EXERCICE

2.1. Soit A un anneau commutatif et M un A-module. Soit n > 1 un entier, (x1,---,x,) € M"
et P € Mat,,x,,(A). Notons

n T

Y2 T2

. =P

Yn In

avec donc (y1, -+ ,yn) € M™. Notons M = Axqy + -+ Az, C M et M" = Ay; +--- + Ay, C M.
Montrer que

(det(P))-M" ¢ M" c M’
Indication : on pourra utiliser les formules de Cramer qui disent que det(P)-x; = det(P;) pour tout 1 <
Jj < n ot la matrice P; € Mat,, xn(M) est obtenue a partir de P en remplagant la j-iéme colonne de P
par
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Y1
Y2

Yn
En particulier det(P;) € M a un sens et est donné par la formule sommatoire usuelle avec S,,.

2.2. Soit A un anneau commutatif qui admet un unique idéal maximal m. On dit que A est local.
Notons A* = {z € A|3Jy € Atqay = 14}. Montrer que A* = A —m.

2.3. (Lemme de Nakayama) Supposons toujours A commutatif local. Soit M un A-module de type fini
tel que m- M = M. Montrer que M = 0. Indication : on pourra utiliser la question 2.1 pour montrer
qu’il existe a € m tel que (14 a)M = 0.

2.4. Supposons toujours A commutatif local. Soit M un A-module de type fini et N C M un sous-A-
module tel que M = mM + N. Montrer que N = M.

2.5. Supposons A commutatif local integre. Notons K le corps des fractions de A et k = A/m. Soit M
un A-module de type fini. Montrer que dimg (M ®4 K) < dimg(M ®4 k).

3. EXERCICE
3.1. Soit p un nombre premier. Montrer que tout groupe de cardinal p est abélien.

3.2. Soit p un nombre premier. Montrer que tout groupe G de cardinal p? est abélien. Indication : On
pourra expliquer pourquoi le centre Z de G est non trivial, puis raisonner par l'absurde en supposant
que G est non-abélien et en considérant x € G — Z et son stabilisateur Stabg(x) pour laction par
conjugaison de G sur lui-méme.

3.3. (Réciproque au théoréme de Lagrange pour les p-groupes) Soit p un nombre premier, o un entier
et G un groupe de cardinal p®. Montrer que G admet un sous-groupe distingué de cardinal p® pour
tout 8 < a. Indication : montrer qu’il existe un sous-groupe central de cardinal p dans G puis raisonner
par récurrence Sur o.

3.4. Soit p un nombre premier, o un entier et G un groupe de cardinal p©. A quelle condition le
groupe G admet-il des éléments d’ordre p? pour tout § < a ?

3.5. (Réciproque au théoréme de Lagrange pour les groupes nilpotents) Soit G un groupe fini de cardi-
nal n. Montrer que G est nilpotent si et seulement si il admet un sous-groupe distingué de cardinal r
pour tout diviseur r de n.

4. EXERCICE

4.1. Soit G un groupe fini de centre Z et (V, ) une représentation irréductible de G sur un C-espace
vectoriel de dimension finie. Soit z € Z. Expliquer pourquoi #(z) est une homothétie de facteur noté \(z)
et pourquoi l'application A : Z — C*, z + A(z) ainsi obtenue est un morphisme de groupe.

4.2. Soit m > 0 un entier. Notons 0™ : G™ — GL¢c(V®™) la représentation de G™ = G x
X G sur V" =V ®@¢ --- ®c V obtenue par m produits tensoriels successifs. Soit H 1’ensemble
des (21, ,2m) € Z™ tels que 21 X -+ X z,, = 1. Montrer que %™ se factorise par G™/H.

4.3. En déduire que dimg (V') divise Card(G/Z).
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1. EXERCICE

1.1. Comme tor = Idy g, v il suffit de décomposer V&g V' en sous-espaces propres pour ¢. La dimension
de A2(V) est n(n—1)/2 et une base est formée des ¢; @ e; —e; ®e; avec i < j. La dimension de Sym?(V)
est n(n + 1)/2 et une base est formée des e; ® e; + €; ® e; avec i < j.

1.2. Le groupe G agit sur V ®x V par la formule g- (v®@w) = (¢g-v) ® (¢-w). L’action de G préserve ¢
donc aussi les sous-espaces A%(V) et Sym?(V). Soit g € G et A\1,---, A\, les valeurs propres de 6(g)
sur V. Les valeurs propres de g agissant sur A?(V) sont alors les \;\; avec i < j car si (fi, -, fn)
est une base de diagonalisation de €(g) — qui est bien diagonalisable — alors une base de diagonalisation
de Op2(1)(g) est formée des f; @ f; — f; ® fi avec i < j. On a alors

N M) = x(9)® — x(g?)
XA2(V) = Z Aidj = 5 = 5

1<j

De méme pour Sym?(V).

1.3. Le groupe G5 est de cardinal 120 et a 7 classes de conjugaison : Cp =< (1) >, Cy =< (12) >,
C3 =< (123) >, Cy =< (12)(34) >, C5 =< (1234) >, Cs =< (12)(345) > et C7 =< (12345) >. 1l
y a donc 7 caracteres irréductibles x1,--- , x7 de dimensions nq,--- ,n7. Quitte a réordonner on peut
supposer que x1 = 1 et que x2 est la signature € : G5 — {£1}. Ainsi les deux premiéres lignes de la
table sont remplies.

On dispose de la représentation standard Vg sur ’hyperplan de trace nulle de K°. On sait qu’elle est
irréductible de dimension 4. Notons y3 son charactere, qui est facile a calculer explicitement car c’est
o= fFixg (0) — 1. On peut alors introduire x4 = x2x3 qui est le caractére de la représentation
irréductible V) ® €. On constate numériquement que x4 # x3 donc Vj n’est pas isomorphe a Vp ® ¢.

On a donc ny =ng =1 et n3 = ng = 4. On obtient alors ns =ng =5 et ny =6 car ), n? = 120.
Introduisons alors A%(Vp) (de dimension 6) dont on calcule le caractére XA2(vp) en fonction de x3. On
trouve (xa2(vy)s Xa2(vp))es = 1 donc A2(Vp) est irréductible et XA2(vp) = X7 qui est connu.

Il ne reste plus qu’a trouver x5 et xg. On utilise les relations d’orthogonalité et on a méme xg = x5X2
donc il n’y a qu’a introduire 6 inconnues et a résoudre. On trouve finalement la table suivante ot on
écrit x;(C;) en position (i, j) :

11 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 -1 -1 1
4 2 1 0 0 -1 -1
4 -2 1 0 0 1 -1
5 1 -1 1 -1 1 0
5 -1 -1 1 1 -1 0
6 0 0 -2 0 0 1

2. EXERCICE

2.1. Comme y; = Zj a;jz; pour tout 1 < i < n (ou les a;; € A sont les coefficients de P) il est clair
que M" C M'. Puis (det(P))M’ est engendré par (det(P))z1,- -, (det(P))x, donc il suffit de montrer

que (det(P))z; € M" pour tout 1 < i <n. C’est un corollaire immédiat de la formule de Cramer.
1
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2.2. Tout ¢z € A est inversible si et seulement si A = A. Mais si zA C A est un idéal strict si et
seulement si il est inclus dans un idéal maximal strict de A donc si et seulement si xA C m soit z € m.

2.3. Montrons qu’il existe a € m tel que (1 4+ a)M = 0. Soit z1,--- ,z, un systeme générateur de M
sur A. Comme mM = M, il existe a;; € m tels que z; = Z?Zl a;;x; pour tout tout 1 < i < n.
Introduisons P = Mat(a;j) — I,,. En utilisant les notations de la question 2.1 on a donc M’ = M
et M"” =0 donc det(P)M = 0. Mais il est clair que det(P) est de la forme 1+ a avec a € A.

On a 1+a ¢ m donc 1+ a est inversible grace a la question 2.2. On en déduit finalement que M = 0.

2.4. Appliquer la question précédente a M/N.

2.5. Soit n = dimg(M ®4 k) et (e1,--- ,e,) une k-base de M ®4 k. Soit f; € M qui reléve e; pour
tout 1 < i < n. Notons N C M le sous-A-module engendré par fi,---,f,. D’aprés la question
précédente, on a N = M donc M ®4 K est engendré par n éléments, d’ou I'inégalité voulue.

3. EXERCICE
3.1. Tout groupe de cardinal p est cyclique donc abélien par le théoreme de Lagrange.

3.2. Soit G un groupe de cardinal p?>. C’est un p-groupe donc son centre Z n’est pas trivial. Le cardinal
de Z est donc p ou p?. Si c’est p? c’est fini. Sinon soit z € G'\ Z et H le stabilisateur de x pour I’action
de G sur lui-méme par conjugaison. On a Z C H et © € H donc H est de cardinal p? donc z est central
dans GG, ce qui est absurde.

3.3. Si @ = 0 c’est clair. Sinon on raisonne par récurrence sur a. Comme G est un p-groupe son
centre est non-trivial donc admet un élément d’ordre p d’apres le théoreme de classification des groupes
abéliens finis. Notons W le sous-groupe engendré, il est central de cardinal p dans G. Par hypothese de
récurrence, il existe un sous-groupe distingué H € G/W de cardinal p?~!. Son image inverse H dans G
est distinguée de cardinal p®, ce qu'il fallait démontrer.

3.4. Si G admet un élément d’ordre p® il est cyclique. L’inverse est vraie.

3.5. Commencons par montrer que si G est nilpotent, il admet des sous-groupes distingués de tout
ordre. On sait que G est un produit de p-groupes ot p parcourt les nombres premiers. Il suffit alors
d’appliquer la question 3.3 et de construire le sous-groupe distingué de G comme produit de sous-groupes
distingués dans chacun des facteurs de G.

Si G admet des sous-groupes distingués de tout ordre, montrons qu’il est nilpotent. On obtient en
effet que les p-Sylow de G sont distingués, ce qui est une caractérisation des groupes nilpotents.

4. EXERCICE
4.1. C’est le lemme de Schur.

4.2. On remarque que H est bien un sous-groupe car Z est abélien. Pour tout (z1,---,2m,) € Z™, le
morphisme %™ (zy, - -+, z,,) est une homothétie de facteur A\(z1 X -+ X z,,,) d’ott la réponse.

4.3. Notons c le cardinal de Z, g celui de G et d la dimension de V. La dimension de V®™ est d™.
D’aprés un résultat du cours, V®™ est une représentation irréductible de G™ donc aussi de G™/H.
D’aprés un autre résultat du cours, on en déduit que d™ divise g™ /c™~! car g™ est le cardinal de G
et ¢™ ! celui de H. Donc (£)™ € 17Z pour tout m > 0. On en déduit g/cd € Z ce qu'il fallait démontrer.
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Avertissement.

Sont autorisés: le polycopié du cours, les notes manuscrites du cours et des exercices traités en cours,
les dictionnaires de langues papier.
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Le sujet est long (il n’est clairement pas possible de le traiter correctement dans les 3 heures imparties)
mais le baréme sera adapté en conséquence. Il vaut donc mieux traiter moins de questions mais en
rédiger soigneusement et rigoureusement les réponses.

Les deux exercices et le probleme sont indépendants mais les questions a 'intérieur de chaque exercice
et du probleme s’enchainent. Si vous ne savez pas répondre a une question, il faut donc, quand c’est
possible, essayer d’en deviner la réponse pour passer a la suivante. Le probleme porte sur la théorie
de groupes finis (Cours 4-5) et les deux exercices sur la théorie des représentations des groupes finis
(Cours 6-9).



Probleme (groupes simples d’ordre 168)

(1) On note P!(F7) I'ensemble des droites vectorielles de F$2. Montrer qu’on a des bijections
naturelles

{6, DYozize U{(L,0)} 5P (Fr)=s(FF? \ {0}) /F7.
?1n note.n}ia oo = (1,0)(" = %”), i=(i,1)(" =17),i=0,...,6 et P(F7) := P}(Fy) \ {o0} =

(2) On fait agir le groupe SLy(FF7) sur 'ensemble P!(F7) des droites vectorielles de F2. Montrer
que le noyau du morphisme induit ¢ : SLa(F7) — &(PY(F7)) est {+Id}.

Dans la suite, on notera
PSLy(F7) := SLo(F7) /{£Id}
(3) (Description de I'image). On appelle homographie toute application
h: PYF;) = PYF,)

ai+b
t 7 cird

avec a,b,c,d € F7, ad — bc = 1 et les conventions

1/00 = 0;

1/0 = oc;

aoco/boo = a/b.
Justifier que 'ensemble H(IF7) des homographies est exactement 1'image de ¢ et, en particulier,
forme un sous-groupe de &(P!(F7)).

(4) Justifier que |PSLy(F7)| = 168.

Dans la suite, on admettra que PSLo(IF7) est un groupe simple. Nous allons montrer que tout groupe
simple d’ordre 168 est isomorphe & PSLy(F7). Soit donc G un groupe simple d’ordre 168. On notera
Sp(G) lensemble de ses p-Sylow.

(5) Montrer que |S7(G)| = 8.

Soit S € S7(G). Posons P! := S7(G), 0o := S et P := P!\ {cc}. On fait agir G par conjugaison sur
P!, cela induit un morphisme de groupes
VG — G(PY).
(6) Montrer que ¢ : G — S(P') est injectif. En déduire que les éléments de G sont d’ordre < 15.

La principale difficulté est donc de montrer que I'image de v s’identifie au sous-groupe des homogra-
phies de &(P!). La fin du probleme y est consacrée. La stratégie consiste & choisir une identification
ad-hoc entre P! et P1(FF7) et & exhiber trois éléments a, 3,7 € G tels que ¥(a),(8),v () sont des
homographies et G = («, 3,7).

(7) Soit N := Norg(S) le normalisateur de S dans G. Calculer [G : N].

(8) Calculer |S7(N)|. En déduire que N est produit semidirect non direct d’un groupe cyclique
d’ordre 7 par un groupe cyclique d’ordre 3. En déduire qu’il existe o, 8 € N avec o d’ordre 7,
£ d’ordre 3,

N = (a) @ (f),
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et qu’on peut toujours supposer que la structure de produit semi-direct est donnée par fa3~! =
2
a“.

Par définition, les éléments de N fixent oo donc N agit par conjugaison sur P, ce qui définit un
morphisme de groupes

N — &(P)

ontrer que « agit simplement transitivement sur P;
8) Mont it simpl tt iti t P
(9) Montrer qu’il existe un unique zy € P tel que 3 - zy = xp.

(10) En déduire qu’on peut écrire

2 6
P = {zg,a x0,0" - x0,...,a° - 20 }.
Dans la suite, on identifie
PYF;) = P!
00 — 0
1 — o' x

(11) Modulo I'identification ci-dessus, montrer que v (a), ¥(8) sont respectivement les homogra-
phies i — i+ 1,1 — 3.

(12) Calculer |S3(N)|.

(13) Notons S" := () et N’ := Norg(S’). En utilisant (11), montrer que |[S3(G) > 7|. En déduire
que |N'| = 6.
(14) En déduire que N’ = Z/6 ou qu’il existe v € N’ d’ordre 2 tel que
N’ = (B) x (),

et qu’on peut toujours supposer que la structure de produit semi-direct est donné par y8y~

lEans

1:

On souhaite éliminer le cas N’ = Z/6. Pour cela, on va montrer que G ne contient pas d’éléments
d’ordre 6. Notons respectivement Ug et Us I’ensemble des éléments d’ordre 6 et d’ordre 3 de G.
Supposons Ug # (). On va montrer que cette hypotheése implique que G a trop d’éléments.

(15) Calculer le nombre d’éléments d’ordre 7 (cf. (5)) et d’ordre 3 (¢f. (14)) de G.

(16) Montrer que l'application
U6 — Sg(G)
_ 2

est surjective.
(17) En déduire que I'application

U6—>U3
v = u?

est surjective et que G a au moins 56 éléments d’ordre 6.
(18) Montrer qu’on obtient ainsi une contradiction et donc que N’ n’est pas cyclique.

(19) Montrer que v ¢ N.



(20) Montrer qu'un sous-groupe N C H C G est nécessairement d’indice 1 ou 4 dans G. Un tel
sous-groupe d’indice 4 peut-il exister? En déduire que

G = (N,7) = {a, 5,7).
(21) Il reste & voir que () est une homographie.

(a) Montrer que vy(c0) =0 et v(0) = oo.

(b) Montrer que v échange les deux orbites {1,2,4} et {3,6,5} de (3 agissant sur P.

2(1)

(c) Montrer que (i) =

(d) Notons A :=v(1). Montrer que —\ € (FX)2. Ecrivons —\ = p? avec p € F2. Déduire de
ce qui précede que () est I'homographie i — — L

)

Exercice 1

Soit p > 2 un nombre premier, ¢ := p" (avec r > 1). Rappelons qu’on désigne par Fy le corps a g
éléments (i.e. le corps de décomposition du polynéme X9 — X sur F,, ou, plus concretement, I'ensemble
des solutions de I'équation 29 — x = 0 dans une cloture algébrique F, de F,). Notons V :=F 392. On
considere le groupe des similitudes affines de V'

vV =V y
G._{U . av+b,aqu,bqu}

1) On note N := (F,,+) et Q := (FX, x). Montrer que GG est canoniquement isomorphe & un
q q q q P
produit semi-direct N x4 () dont on décrira explicitement la loi de composition interne.

(2) Montrer que N est isomorphe & (Z/p)®".
(3) Montrer que tout Sylow de @ est cyclique. En déduire que @ lui-méme est cyclique.
(4) Calculer 'abélianisé de G et en déduire les représentations irréductibles de C-dimension 1 de G.

(5) Déterminer les représentations irréductibles de N et calculer le caractere des représentations
induites Ind§/(C, x), (C, x) € C[N].

(6) En déduire la table des caracteres de G.

Exercice 2

Soit G un groupe fini et (V,0) une C-représentation fidéle, de dimension finie n de G. On se fixe

une base eq,...,e, de V de base duale eY,... e} (i.e. e/(ej) = d;;) et on consideére la C-algebre de
polynomes en les indéterminées ey, ..., e,
SVY) =Clet, ... ex] =P Sa(V),

d>0
ou on note
Suv) = @ T e
|lor|=d
le sous-C-espace vectoriel des polynomes homogenes de degré d. On fait agir G sur chacun des Sy(V")
par

0 (9)(ef™ -~ en®m) = 0" (g)(ef )™ -+~ 0V (g) () = ey (g7 =)™ ey (g™ =)
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L’objectif de cet exercice est de montrer que toute représentation irréductible de G est une sous-
représentation de Sy(V"Y) pour un certain d > 0.

(1) Montrer qu'un C-espace vectoriel V' de C-dimension finie ne peut s’écrire comme réunion d’un
nombre fini de sous-C-espaces vectoriels stricts (Ind.: on pourra observer qu’il suffit de mon-
trer qu'un C-espace vectoriel V' de C-dimension finie ne peut s’écrire comme réunion d’un
nombre fini d’hyperplans, écrire ’équation de la réunion finie d’hyperplans dans une base de
V', observer qu’il s’agit d’'une équation polynomiale en n variables, se ramener & une variable
(en substituant X7 & X;) et obtenir une contradiction en utilisant que C est infini).

(2) Déduire de (1) qu'il existe v € V' tel que Stabg(v) = {eg}.

(3) On choisit v € V comme en (2). On introduit le morphisme de C-espaces vectoriels

d,: S(VY) — C[d]
R O ZgEG(e\l/al e (gv)g

(a) Montrer que ®, : S(VV) — C[G] est un morphisme de C[G]-modules (ol I'on munit C[G]
de sa structure de C[G]-module régulier, comme d’habitude).

(b) Montrer que ®, : S(VV) — C[G] est surjectif (Ind: Il suffit de montrer que les éléments
g € C[G] sont dans I'image de ®,).

(4) Déduire de (3) que pour toute représentation irréductible (W, 7) € C[G] il existe d; > 0 et un
morphisme surjectif de C[G]-modules

By Sy (VV) = W.
(5) Conclure.

anna.cadoret@math.polytechnique. fr
Centre de Mathématiques Laurent Schwartz - Ecole Polytechnique,
91128 PALAISEAU, FRANCE.
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Probleme (groupes simples d’ordre 168)

(1) La premiere bijection est juste ’application qui & un vecteur v de coordonnées (i,1), 0 <7 <6
ou (1,0) associe la droite Fzv. La seconde bijection s’obtient en considérant ’application
surjective (F$2\ {0}) — P'(F7) qui envoie un vecteur 0 # v € F? sur la droite F7v et en
observant que deux vecteurs 0 # v,v’ € F?Q engendrent la méme droite si et seulement si il
existe A € F tel que v’ = \v donc I'application surjective (F$2 \ {0}) — P!(F7) se factorise
en une bijection

(FF2\ {0})/F7 — P'(F7)

(2) ker(¢) est 'ensemble des matrices M € SLa(F7) qui fixent toutes les droites du plan. En par-
ticulier si v,v" € (JF?Q sont deux vecteurs linéairement indépendants on doit avoir Mv = Av,
Mv' =X Ao+ M = M(w+v") = p(v+0') done A = X = u. Ce qui montre déja que M est
une matrice scalaire M = \Id. En outre det(M) = A\? = 1 impose \ = +1.

a ) ) .
envoie la droite de vecteur directeur

b
d
(7,1) (resp. (1,0)) sur la droite de vecteur directeur (ai+ b, ci+ d) (resp. (a,c)) donc, modulo

Iidentification P!(F7) 4 0,1,...,6,00, (M) est exactement I’homographie i — ?Zidb

(3) (Description de I'image). Une matrice M =

(4) On a les suites exactes courtes

1 - SLy(F7) — GLa(F7) 9 Fx 5 1

et

De la premiere on déduit |SLa(F7)| = ‘GI?FQX(M)' = (727?7(;277) = 7(7? — 1) et de la seconde
7

SLy(r 7(7%-1
[PSLy(F)| = Bafol = T020 — 68,
(5) On a |S7(G)]|24 et |S7(G)] = 1 mod 7. Comme G est simple, on a aussi |S7(G)| > 1. Le seul
cas possible est donc |S7(G)| = 8.

(6) Comme G agit transitivement par conjugaison sur S7(G), ¢ n’est pas le morphisme trivial.
Son noyau est donc un sous-groupe normal strict de G. Comme G est simple, c¢’est forcément
{1}. En particulier G se plonge dans &(P!) ~ Gg. Or les éléments du groupe de permutation
Gg sont d’ordre au plus 15 (produits d’un 3-cycle et d’un 5-cycle & supports disjoints).

(7) Comme G agit transitivement sur S7(G) on a
(G N =1[G- 5| =[5(G)] = 8.

(8) D’apres (7) on a |[N| = 21 = 3-7. En outre |S7(G)||3 et |S7(G)| = 1 mod 7 donc la seule
possibilité est |S7(G)| =1 i.e. N ne possede qu’'un seul 7-Sylow C' et celui-ci est normal dans
N. On a donc une suite exacte courte

1-C—N—=N/C—1.

De plus |C| = 7 et N/C = 3 donc C est le groupe cyclique Z/7 et N/C' le groupe cyclique
Z/3. Par Schur-Zassenhauss, la suite exacte courte ci-dessus se scinde donc N = C x N/C.

En outre, ce produit semidirect n’est pas direct sinon N serait cyclique (lemme Chinois), ce
1



qui contredirait (6). Choisissons a € C' un générateur de C et § € N un élément d’ordre 3
relevant un générateur de N/C. On a Baf~! = oF avec k = 2,4 (les deux éléments d’ordre 3
de F¥). Si k = 4, on remplace 8 par B2.

(9) Déja a agit non trivialement sur P puisque ¢ est injectif. Comme « est d’ordre 7 son image
dans 6(P) ~ &7 est également d’ordre 7. Mais les seuls éléments d’ordre 7 dans &7 sont les
7-cycles, qui agissent simplement transitivement sur {1,...,7}.

(10) Le méme raisonnement appliqué & § montre que 'image de /3 est soit un 3-cycle soit un produit
de deux 3-cycles a supports disjoints. Dans les deux cas ces permutations ont au moins un
point fixe. Donc il existe bien xg € P tel que 8- xg = x¢. Si S avait deux point fixe, par
(9) il existerait 1 < k < 6 tel que Ba¥zg = ofxg. Mais farzy = Ba¥B g = a®Fxy. Don

kg = xg, ce qui contredit le fait que o agit simplement sur P.

(11) Cela résulte immédiatement de (8).

(12) Faisons le calcul: ¢(a)(o0) = 1(B)(c0) = oo par définition de N et (a)(i) = a - alrg =
atlag =i+ 1mod 7,. ¥(B)(i) = B-a‘xg = Ba’B zg = a®xg = 2i mod 7.

(13) On a |S3(N)||7 et, comme N est non abélien, |S3(N)| > 1 donc |[S3(N)| = 7.

(14) Comme 168 = 7-3-23, S est aussi un 3-Sylow de G donc |N'| = |SL?C‘¥)\ avec |S3(G)|[]56 et
|S3(G)| = 1 mod 3, |S3(G)| > 7. En fait |S3(G)| > 7 sinon on aurait S3(G) = S3(N) donc le
sous-groupe (normall) engendré par les 3-Sylow de G serait contenu dans N, contredisant la

simplicité de G. La seule possibilité est donc |S3(G)| = 28 et |N'| = 6.

(15) Si N’ est abélien, on a N = Z /6 (lemme Chinois) sinon, comme par définition de N’ le groupe
(B) est normal dans N’ on a une suite exacte courte

1—{(B)—= N — N/(B) =1,

qui se scinde par Schur-Zassenhauss donc il existe v € N’ d’ordre 2 tel que

N = (8) = (7),

et comme ce produit n’est pas direct, on a forcément y8y 1 = 371 (v est d’ordre 2).

(16) Qu’il s’agisse de 3 ou 7 les Sylow correspondant sont cycliques d’ordre premier donc d’intersection
deux & deux trivial. On en déduit qu’il y a (7 — 1)|S7(G)| = 48 éléments d’ordre 7 et
(3 —1)|S3(G)| = 56 éléments d’ordre 3. [S2(G)||21, |S2(G)| = 1 mod 2 et |S2(G)| > 1 donc
5:(G)| = 3.

(17) Comme G agit transitivement sur ses 3-Sylow, pour tout 7' € S3(G) il existe g € G tel que
T = g~ 1S’g donc Norg(T) = g 'Norg(S')g = g~ 'N'g. En particulier Norg(T) est cyclique
d’ordre 6 avec pour unique 3-Sylow 7T". Donc si u €Norg (7)) est un générateur de Norg (7)), u?
est un générateur de T'.

(18) D’apres (16), pour tout v € U? il existe u € Us tel que (v) = (u?) i.e. v = u? ou
v=u"2= (u"1)2. Donc |Us| > |Us| = 56.

(19) Les questions précédentes montrent qu’on a déja au moins 48 4+ 56 + 56 = 160 éléments d’ordre
3,6 ou 7. Comme G a au moins deux 2-Sylow dont 'intersection est un groupe d’ordre au plus
4, on a au moins 11 éléments d’ordre une puissance de 2. Ce qui contredit |G| = 168.

(20) Siy € N on aurait N’ C N donc 6|21, ce qui n’est pas possible.

(21) On aurait alors 21||H||168 et |H| > 21. Les seules possibilités sont |H| = 42, 84 ou 168. Si
|H| = 42, N serqit d’indice 2 donc normal dans H. Mais cela impliquerait que H agit par



(22)

3

conjugaison sur les 7-Sylow de N. Comme N a pour unique 7-Sylow .5, cela impliquerait que
H normalise S donc H C N: c’est impossible. Donc |H| = 84 ou 168. Mais si H est d’indice
4 en faisant agir G par translation sur G/H et en invoquant la simplicité de G, on obtiendrait
un plongement G — S(G/H) ~ G4, ce qui contredit |G| = 168. En particulier (N,v) = G.

(a) xp est 'unique point fixe de 5 opérant sur P. Donc, il faut voir que g -~+S = S puis
v-vS = §. La deuxieme égalité résulte immédiatement du fait que y est d’ordre 2. Pour
la premieére, on a v~ !By =B~ € N donc v 15yS = S.

(b) On a g =(1,2,4)(3,6,5) et
(1,4,2)(3,5,6) = B~ =987 = (v(1),%(2), 7(4)) (7(3), 7(5),7(6)),

ce qui montre que nécessairement ~y stabilise ou permute les orbites de 3 agissant sur P.
Dans le premier cas, comme 7y est d’ordre 2, v aurait au moins deux points fixes (un dans
chaque orbite de 3 agissant sur P) donc serait conjugué a un élément de N, ce qui est
impossible puisque 2 f21.

(c) Comme 37! est 'homothétie de rapport 2 on a 27y(2i) = B~ 1y(2i) = v(B(2i)) = (i) d’out
(%)

2i) = 1V
() ==
Donc 7(2) = @, v(4) = @ = %, etc.
(d) Comme X € {3,5,6} on a —\ € {4,2,1} = (FZ)?, donc on peut écrire A = —u?. On a
alors
Ao
i i pl

et "ad — bc = —(—p)u~! = 17. Cela montre que +y est bien une homographie.

Exercice 1

(1)

On va construire explicitement 'isomorphisme. Ensemblistement, on a une bijection

s NxQ@Q — G
(b,a) — v—av+b.

Si on calcule la composée s(V',a’) o s(b,a) on trouve
s(b',a') o s(b,a) = s(a'b+V,da).
Munissons donc N x @ de la structure de produit semidirect N x @) défini par le morphisme

¢: Q — AutGTp<N)
a — b—ab.

On a alors par définition du produit semidirect
(t',a") ¢ (b,a) = (V' + ¢(a’)(b),d'a) = (V' + a'b,d'a).

Cela montre que la bijection ensembliste s : N x Q=G est en fait un isomorphisme de groupes
s: N ) Q%G

Comme [, est de caractéristique p, tous les élément du groupe (Fg4, +)sont d’ordre 0 ou p. Par
le théoreme de structure des groupes abéliens de type fini (F,, +) est donc isomorphe & (Z/p)®".

Soit ¢ un nombre premier divisant ¢ — 1 = |Q| et S un ¢-Sylow de Q. Disons |S| = ¢°. Si
tous les éléments de S sont d’ordre < £%, il existe s’ < s tel que tous les éléments de S soient
solution de I'équation z*° — 1 = 0 dans F,. Mais cette équation a au plus 5" solution, d’ott
une contradiction. Comme @ est abélien, il est produit direct de ses Sylow et la conclusion

résulte alors du lemme Chinois.



(4) Déja @ est un quotient abélien de G' donc, par la propriété universel de I’abélianisé on a une
factorisation
G- G~ Q,
ce qui montre que D(G) est contenu dans le noyau ker(G — @) = N. Inversement, calculons
le commutateur [(1,1), (0,a)]:
[(1? 1)7 (Ov a)] = (L 1)(0a a)(_la 1)(07 a_l) = (1 - a, 1)
Ce qui montre que N = D(G). Choisissons un générateur = de F;. Les représentations
irréductibles de dimension 1 de G sont donc les morphismes
Xi: NxQ — CX
(b, xk) - Cék_la

ol (4—1 est une racine primitive (¢ — 1)-eme de 1'unité.

(5) On identifie N & (Z/p)®" en choisissant une Fy-base e1, ..., e,. Les représentations irréductibles
de N sont alors les morphismes de groupes
Xit,oyin N — C*
(al; ey a'r') — Cp tsksr lkaka

ou (p est une racine primitive p-eme de 'unité.

Considérons la base a ® 1, a € @ de C[G] ®@c(n) (C, X4y,....i,) Alors, par définition de I'induite
() -a®1=x4, i (0)dax 1.

Done Ind§ (Xi....i, ) (', a') = 0'si @’ # 1 et ndfF (X, ) (V' 1) = (@ = DXy, (V).

(6) Notons y := Ind§(x4,...i,)- On a

Ry — S (g gt grim i 2 Soo1=1
q(g—1) (a1,....ar)E(Z/p)®" U (ar,...ane(@/p)or
donc les représentations Ind]GV((C, Xi1,....ir) sont irréductibles. Comme elles sont de dimension
q — 1, I'égalité
Gl =(q—1) x 1>+ (¢ —1)°
montre qu’elles sont toutes isomorphes et que les représentations irréductibles de G sont exacte-
ment ses représentations de dimension 1 et 'une (n’importe laquelle) des induites Ind$/(C, x4, i, )-

Exercice 2

(1) Supposons que V' s’écrive comme réunion de r sous C-espaces vectoriels stricts Vi,...,V, C
VPour chaque i = 1,...,r choisissons un hyperplan H; := ker(f;) contenant V;. Ici f; € V'V

donc on peut I’'écrire
_ v
fi= Y aijey.

1<j<n
En identifiant V' a C™ au moyen de la C-base ey, ...,e, on voit que la fonction polynomiale

k" — k
I > e
1<i<r 1<j<n
est nulle. En substituant X7 & X, on en déduit en particulier que la fonction polynomiale

k—k
II > e’

1<i<r 1<j<n
est nulle. Ce qui est impossible puisque le polynéme
H Z ai,ij S C[X]
1<i<r 1<j<n

ne l'est pas et que C est infini.



(2) Comme (V, ) est fidele, pour tout eq # g, € G le sous C-espace vectoriel Vy := ker(g,—Idy) C
V est strict donc d’apres (1) on a
U vev

ec#9€G

(3) On introduit le morphisme de C-espaces vectoriels
o,: S(VY) — C[G]
e et = Fea(ef ™ el ) (gu)g

(a) Par C-linéarité, il suffit de le vérifier sur les éléments de la base e/ ---ey®, a € Z2,
Or, pour tout gy € G

Oy(go - ey e en®m) = Dyley ™ e (g =) = Y (e e ) (g M gv)g
geG
et le changement de variables v = g, L9 nous donne bien
D (Y e ) gy tgv)g = go - Puley ey ™),
geG

(b) Par C-linéarité, il suffit de montrer que les éléments g € C[G| sont dans l'image de
®,. Or d’apres (2), les éléments gv, g € G sont deux a deux distincts. Ecrivons donc

G={g1,...,9n} et
g;v = Z A 5€y4.

1<j<n
Pour chaque 1 <ig # i < N il existe 1 < j(i) < n tel que a;; ;) # a; ;) Introduisons
donc
Py= I] X W) T @) — i)
1<i#ig<N 1<i#ig<N

Par construction on a
(I)U(]Dio(e\ll> T 767\:)) = Gip-
(4) On sait que
ClG] = @ (W, 7)o

(W,r)eC[G]
comme C[G]-modules (ou n, = dim(W))). En particulier, les projections fournissent des
morphismes surjectifs de C[G]-modules
C[G] — (W, ).

En composant avec ®,, on obtient un morphisme surjectif de C[G]-modules
S(VY) = (W,7)

donc il existe d,> tel que S(VV) — (W, 7) induise par restriction un morphisme C[G]-modules
non nul

Sa, (VY) = (W, ).
Comme (W, 7) est irréductible, ce morphisme est automatiquement surjectif par le lemme de
Schur.

(5) Comme on travaille sur C, tout C[G]-module est semisimple. En particulier, il existe un sous
C[G])-module W C S;_(VV) tel que

Sq (VY)Y =W @ker(Sy (V) - (W, 7)).
Par construction, W est isomorphe & (W, 7) comme C[G]-module.
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