Factorisation des polynomes

Préparation a l’agrégation - option Calcul formel
Antoine Chambert-Loir

Résumé. — On expose dans ce petit cours la factorisation des polynémes (surtout en une
indéterminée) a coefficients dans un corps fini ou dans Z.

1. Cas des corps finis
1.1. Rappels sur les corps finis. — Soit F un corps fini ; notons ¢ son cardinal.

La caractéristique de F, générateur de l'idéal de I’homomorphisme canonique
de Z dans F, est un nombre premier p. Cet homomorphisme se factorise en un
homomorphisme injectif de Z/pZ dans F qui permet de considérer F comme un
(Z /pZ)-espace vectoriel, de dimension nécessairement finie, disons e et ’'on a ¢ = p°.

Le groupe multiplicatif de F est un groupe d’ordre ¢ — 1. Les éléments non nuls
de F vérifient donc 277! = 1; les éléments de F vérifient ainsi 27 = . Le groupe
multiplicatif F* est un groupe cyclique. 1l faut démontrer que F* contient un élément
d’ordre multiplicatif g—1. Il y a quarante démonstrations possibles, en voila quelques
unes :

— le groupe F* est un groupe abélien fini, donc de la forme Z/dZ x - - - X Z /d,Z, ou
dy,...,d, sont des entiers strictement positifs tels que d;|ds|---|d,. En particulier,
di---d, = g — 1. De plus, tout élément x de F* vérifie % = 1. Or, cette derniére
équation n’admet au plus que d, solutions, car il s’agit d'une équation polynomiale
dans un corps commutatif. Conclusion : ¢ — 1 =d; ---d, < d, ce qui impose r = 1
et F* ~ (Z/d.Z).

— soit ¢ — 1 =[] £ la factorisation de ¢ — 1. Soit ¢; un facteur premier de ¢ — 1;
I'équation z(9~1/% =1 a au plus (¢ — 1)/¢ solutions dans F*, car c’est une équation

polynomiale. Il existe donc un élément x; € F* tel que xEq_l)/ b # 1. Posons alors
., n; n;—1
Y = xgq_l)/z" ;on a yf‘ = xf_l = 1 mais yf‘ # 1; autrement dit, y; est un

élément d’ordre (" de F*. Comme les entiers ¢ sont premiers entre eux deux a
deux, il est alors facile de vérifier que [[y; est un élément d’ordre [[ £ = g — 1;
c’est un générateur de F*.

— Etant donnés deux éléments z et y d’ordre a et b d’un groupe abélien, on peut
construire un élément z dont l'ordre est le ppcm de a et b. Par récurrence, on en
déduit 'existence d’un élément de F* dont 1'ordre, disons m, est le plus petit commun
multiple des ordres des éléments de F*. Tout élément x de F* vérifie 297! = 1 donc
I'ordre d’un élément divise ¢—1 et m divise ¢— 1. Par définition de m, tout élément x
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de F* vérifie de plus 2™ = 1. Cette derniére équation n’ayant au plus que m solutions,
on a donc m=q— 1.

— On construit par récurrence sur n les polyndémes cyclotomiques ®,, € Z[X],
reliés par la formule X" —1 =[], ®4(X). Les racines de X" —1 dans un corps K
de caractéristique ne divisant pas n sont simples, ce sont les racines n-iemes de
I'unité. En particulier, les racines de ®,, dans un tel corps sont simples et sont les
racines n-iémes de 'unité qui ne sont pas racines d’un polynéme @4, pour d|n et
d # n, donc les racines primitives n-iemes de 'unité. Ce sont les éléments d’ordre n
dans K. En prenant pour corps K le corps des nombres complexes, on voit que
deg(®,,) est l'indicateur d’Euler ¢(n). Prenons maintenant pour corps K le corps
fini F et posons n = ¢ — 1. Tout élément de F* est racine d'un des ®,, pour d
divisant n, mais les racines des polynéomes &, pour d|n et d # n ne fournissent
qu’au plus n — @(n) racines. Autrement dit, ®, possede des racines dans F; une
telle racine est une racine primitive n-ieme de I'unité, donc un générateur de F*.
Cet argument montre qu’en fait, pour tout entier d divisant ¢ — 1, le polynéme ®,
est scindé dans F.

Les deux derniéres méthodes fournissent des méthodes pratiques efficaces, pourvu
qu’on connaisse une factorisation de ¢ — 1.

Soit K un corps de caractéristique p. L’application ¢ de K dans lui-méme donnée
par o(x) = 2P est un homomorphisme de corps. Seule I'additivité n’est pas évidente ;
elle résulte de la formule du binéme et de ce que les coefficients (g) sont multiples
de p pour 1 < k < p— 1. Il est injectif comme tout homomorphisme de corps. Si K
est un corps fini, il est alors surjectif; on 'appelle I’automorphisme de Frobenius.

Soit F un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit ¢ = p® une puissance
de p. L’ensemble F, des éléments de F vérifiant 0°(z) = z (ot 0¢ = o---0 est le
composé de e fois o) est un sous-corps de F. Comme o¢(x) = 2?° pour tout z, F,
est 'ensemble des solutions de I’équation polynomiale 27 — 2 = 0 dans F. La dérivée
de ce polynome étant —1, ses racines sont simples; autrement dit, Fy est un corps
de cardinal q. Inversement, les éléments d’un sous-corps de cardinal ¢ vérifient cette
équation z¢ = z, si bien que le corps F, trouvé est I'unique sous-corps de cardinal g
de F.

Si F est un corps de cardinal ¢, la théorie des extensions de corps apprend qu’on
peut prolonger 'homomorphisme de Z/pZ dans F en un plongement de F dans F;
son image est un corps de cardinal ¢ dans F : c’est le corps F,. En particulier, les
corps K et F sont isomorphes.

On résume ces deux paragraphes en disant qu’il existe, pour toute puissance ¢ d’un
nombre premier, un corps fini de cardinal ¢ et que deux tels corps sont isomorphes
(« existence et unicité des corps fini de cardinal donné »).

Soit F un corps fini de cardinal ¢ = p°. Le corps F possede des éléments primitifs,
c’est-a-dire des éléments x tels que F = F,[z]. On peut par exemple prendre un
générateur du groupe multiplicatif F* (tout élément non nul est alors une puissance
de z, a fortiori un polynéme en x a coefficients dans Z/pZ). Le polyn6me minimal
de x est de degré e.
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En particulier, le polynéme minimal d’un générateur quelconque du groupe mul-
tiplicatif F* est de degré e. Les facteurs irréductibles sur (Z/pZ) du polynéme cy-
clotomique ®,_; sont donc tous de méme degré e. (Cela implique au passage que
©(g° — 1) est multiple de e.)

Pour construire explicitement un corps fini de cardinal p°, on peut a l'inverse
exhiber un polynéme irréductible f de degré e a coefficients dans Z/pZ. L’algebre
F = (Z/pZ)[x]/(f(x)) sera alors un corps, et de dimension e sur (Z/pZ), donc de
cardinal p°.

1.2. Rappels sur le calcul de pged. — Le pged de deux polyndmes a coefficients
dans un corps se calcule par I'algorithme d’Euclide. (L’algorithme d’Euclide étendu
fournit en outre une relation de Bézout.)

Il convient de faire quelques remarques sur la facon de mener ces algorithmes et
leur complexité.

Chaque étape de I'algorithme requiert de calculer le reste r de la division eucli-
dienne d’un polynoéme a par un polynéme b. La méthode naive enseignée a 1’école fait
successivement décroitre le degré de a d’'une unité et requiert (deg(a)—deg(b)) deg(b)
multiplications dans le corps F.

On peut raisonner autrement et considérer qu’il s’agit de calculer I'image par a de
la classe de x dans F[z]/(b). Si @ = 2™, I'algorithme d’exponentiation rapide requiert
2log,(m) multiplications dans F[z]/(b). In fine, et en multipliant naivement dans
F[z]/(b), on a besoin d’en gros log(deg(a))w(a) deg(b)? multiplications dans F, ou
w(a) désigne le nombre de mondmes non nuls de a. C’est comme cela qu’il faut
procéder si a n’a que peu de monomes, notamment si a est de la forme 29 — z : la
comparaison de log(q) deg(b)? et qdeg(b) est sans appel !

1.3. Critéres d’irréductibilité. — Soit F un corps fini de cardinal ¢ et soit f €
F[z] un polynéme de degré n. Il s’agit pour 'instant de décider si f est irréductible
ou non.

1.8.1. Elimination des facteurs multiples. — Le premier pas consiste a dé-
tecter les facteurs multiples en dérivant.

Un polynéme g tel que ¢’ = 0 est un polynoéme en z? ; comme tout élément de F
est une puissance p-ieme, chacun des monémes de g est une puissance de p, donc
g aussi. En particulier, g n’est pas irréductible. Dans 'autre sens, la dérivée d’un
polynome irréductible est non nulle.

Notons f = [[;_; f{* la décomposition de f en facteurs irréductibles. Supposons
f" # 0, de sorte qu’au moins un des e; n’est pas multiple de p. Dans la décomposition

;= el L

J#i
le polynome f; apparait avec multiplicité e; dans chacun des termes d’indice j # i ;
il apparait avec multiplicité e; — 1 dans le terme d’indice ¢ si e; n’est pas multiple
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de p. En comparant avec f, on voit donc que

pged(f, /) = [ Ao T £
de dle
Par suite, g1 = f/ pged(f, f’) est le produit des facteurs irréductibles f; pour lesquels
e; n’est pas multiple de p.

On peut réitérer le procédé avec f/g; qui a la méme décomposition en facteurs
irréductibles que f, les exposants non multiples de p ayant diminué de 1. On obtient
alors le produit go des facteurs irréductibles f; pour lesquels e; > 2 mais ni e;(e; — 1)
n’est pas multiple de p.

Au bout de p—1 opérations, I'exposant de f; dans la décomposition de f/g; - - - gp—1
est le plus grand multiple de p inférieur ou égal a e;. Ce polynéme est donc la
puissance p-ieme d’un polynéome h qu’on peut déterminer explicitement et avec
lequel on continue.

Proposition 1.3.2. — Pour que f soit irréductible, il faut et il suffit que les poly-
nomes x4 — x et f, pour 1 < e < n, soient premiers entre eu.

Démonstration. — Soit € une racine de f dans une cloture algébrique F de F. Son
polynéme minimal g est irréductible et divise f, donc est un facteur irréductible
de f. En outre, le corps F[{] engendré par £ est un corps fini de cardinal ¢, ol
e = deg(g). Il en résulte que £4° = £, autrement dit les polynomes 24 — z et f ont
une racine commune dans F. Cela entraine que leur pged n’est pas égal a 1.
Inversement, si f et x9° — x ont un facteur irréductible commun, celui-ci sera de
degré au plus e, donc distinct de f si e < n. O

On peut généraliser ce résultat pour obtenir une factorisation de f en un produit
de polynoémes f., chaque facteur irréductible de f. étant de degré e. Pour simplifier,
on suppose que f est sans facteur multiple.

Proposition 1.3.3. — Soit f € Flx| un polynome sans facteur multiple. Posons

go = [ pour e > 1, posons f, = ngd<xpe —%,0e1) €t ge = Ge1/fe- On a f =
fifo-- et pour tout e > 1, chaque facteur irréductible de f. est degré e.

Démonstration. — Fixons pour la démonstration une cloture algébrique de F et
notons Fg I'unique sous-corps de F de cardinal F .

Comme dans la démonstration précédente, les racines de f; sont les racines de f
qui appartiennent a F,. Comme les racines de f sont simples, il en est de méme de
celles de f; et le polyndme f; est le produit des facteurs linéaires qui divisent f. Les
racines de fo sont les racines de g1 = f/f1 qui appartiennent a F 2 ; ce sont donc
les racines de f qui appartiennent a Fp mais pas a F, (ces dernieéres sont racines
de fi et ne sont plus racines de g; car les racines de f sont simples). Par récurrence,
les racines de f. sont les racines de f qui appartiennent a F, . mais a aucun des
corps Fyr pour 1 < r < e; I'extension de F, engendrée par une telle racine est F,
si bien que son polynéme minimal est de degré e. ]
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Le dernier critere, di & BERLEKAMP, fournit le nombre de facteurs irréductibles
de f.

Proposition 1.3.4. — Notons n le degré de f; pour 1 < e < n, soit g. le reste
de la division euclidienne du polynome x%€ — x¢ par f. Soit k le rang du sous-espace
de F|x] engendré par les polynomes gy, ..., gn—1. Le nombre de facteurs irréductibles
distincts de f est égal a n — k.

Avant de démontrer cette proposition, insistons sur le fait que pour calculer en
pratique les g, il importe de calculer z¢ dans F[z]/(f) a l'aide de 'algorithme
d’exponentiation rapide puis calculer ses puissances.

Démonstration. — Soit A 1'algébre F[z]/(f) et munissons-la de la base (1, x, ..., 2" 1).

Soit o l'application de A dans elleeméme donnée par o(a) = a? C’est un homo-
morphisme d’algebres. On a par définition 0 = o(1) — 1 et g. = o(x°) — x° pour
1 < e < n. La proposition équivaut donc a 1’énoncé : le noyau de o — id est un
F-espace vectoriel de dimension égale au nombre r de facteurs irréductibles de f.

Notons B le noyau de 0 —id. C’est I’ensemble des éléments a € A tels que o(a) = a;
c’est donc une sous-algebre de A qu’on appelle la sous-algébre de Berlekamp de A.
Nous allons montrer qu’elle est isomorphe a F”.

Ecrivons la décomposition de f en produits de facteurs irréductibles, f = f; - - - f,.
Ils sont premiers entre eux deux a deux; d’apres le lemme chinois, I’algébre A est

donc isomorphe a [[;_; Flz]/(f;) et o s’identifie & 'endomorphisme (ay,...,a,) —
(ai,...,a%). Par suite, 'image de B par I'isomorphisme chinois est I'ensemble des
(ay,...,a,) tels que af = a; pour tout i. Comme f; est irréductible, Flz]/(f;) est un

corps fini de cardinal ¢98\f¢) et I'ensemble des a; € F[z]/(f;) tels que a! = a; est
le sous-corps a ¢ éléments, c’est-a-dire F. Autrement dit, I'image de B est I'algébre
F x ---F; elle est de dimension r sur F. O]

1.4. Algorithme de Cantor-Zassenhaus (1981). — Il s’agit maintenant, étant
donné un polynoéme f a coefficients dans un corps fini F, supposé sans racines
multiples, de le factoriser. On suppose que tous ses facteurs irréductibles sont de
méme degré, ce qui est loisible compte tenu des résultats du paragraphe précédent.

Notons f = fi--- f, la factorisation de f et e le degré des f;, de sorte que n =
deg(f) = er. L’algebre A = F[z]/(f) est isomorphe a (F)".

Lemme 1.4.1. — Soit K un corps fini de cardinal q.

Supposons q impair. L’application u — u'9"Y/2 de K dans lui-méme prend une
fois la valeur 0 (pour w =0), (¢ —1)/2 fois la valeur 1 (lorsque u est un carré non
nul) et (g — 1)/2 fois la valeur —1 (sinon).

Supposons que g = 2" est une puissance de 2. L’application u — u + u® + u? +
o4 u2 " de K dans lui-méme prend 2" fois la valeur 0 et 2" fois la valeur 1.

Démonstration. — Notons ¢ cette application.
Dans le cas ou ¢ est impair, on a p(u)? = 1 si u # 0 et p(u) = 0 sinon ; par suite,
o(u) vaut £1 ou 0. Comme ¢ est une application polynomiale de degré (¢ — 1)/2,
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elle prend au plus (¢ — 1)/2 fois les valeurs —1 et 1, donc exactement (¢ — 1)/2 fois.
(En fait, ¢(u) est le symbole de Legendre de wu, qui vaut 1 si u est un carré non nul,
0 si u=0 et —1 dans les autres cas.)
Lorsque ¢ est une puissance de 2, on a
p(u) =u? +u” + -+ u” = pu) +u”" —u = p(u).

Par conséquent, ¢(u)(¢(u) —1) = 0 et ¢(u) vaut 0 ou 1. En outre, ¢ prend au
plus 27! fois chaque valeur, donc exactement 2"~ ! fois la valeur 0 et 2"~ ! fois la
valeur 1. O]

Proposition 1.4.2. — Soit F un corps fini de cardinal q, soit f € Flz] un poly-
nome sans facteur carré dont tous les facteurs irréductibles sont de degré e.

(1) Supposons que q soit impair.

Soit g un polynome non nul de degré < n et soit h le reste de la division par f du
polynome g\ =72, Alors, f est le produit de pged(f, h), pged(f, h—1) et pged(f, h-+
1).

En outre, parmi les ¢" — 1 polynomes possibles g, seuls 2((q° —1)/2)" fournissent
une factorisation triviale.

(2) Supposons que ¢ = 2™ soit une puissance de 2. Soit g un polynome de degré <
n et soit h le reste de la division par f du polynéome g + g> + -+ + ngm*l. Alors, f
est le produit de pged(f,h) et de pged(f,h —1).

En outre, parmi les q" polynomes possibles g, seuls 2(2°™~1)" fournissent une
factorisation triviale.

Lorsque ¢ est impair, la probabilité d’obtenir une factorisation triviale est donc
égale a

(¢c =1

1—r
2 qerfl

< 21—7“

Lorsque ¢ est une puissance de 2, elle est encore 2'7". Par conséquent, si r > 2, on
peut espérer, en tirant des polynémes ¢ au hasard, factoriser f trés rapidement. 11
est cependant possible de n’avoir trouvé aucun facteur non trivial au bout de 1000
essais, mais la probabilité est de lordre de 2'9°°0=7) donc ridiculement faible.

Démonstration. — Notons A lalgebre F[z]/(f); comme f est produit de r poly-
nomes irréductibles de degré e, deux a deux distincts, le théoreme chinois entraine
que A est isomorphe a K", ou K est un corps a ¢°¢ éléments.

Etant donné un polynome g de degré < n, identifié & un élément de A, donc
a une famille (uq,...,u,) d’éléments de K, le calcul de 1’énoncé revient a celui de
(p(u1),...,p(u,)) dans K", ot ¢ est 'application du lemme précédent. Par suite,
o(u;) € {0,1,—1} dans le cas ou ¢ est impair, et ¢(u;) € {0,1} quand ¢ est une
puissance de 2. Cela revient a dire que h = p(u;) (mod f);, donc que h est multiple
des polynomes f; tels que p(u;) = 0, h — 1 est multiple des polynémes f; tels que
o(u;) =1, et h+1 est multiple des polynémes f; tels que p(u;) = —1. Comme les f;

(USi r = 1, cette probabilité est égale & 1, comme il se doit.
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sont premiers entre eux deux a deux, h, h — 1 et h + 1 sont en fait multiples des
produits correspondants. (Ce dernier polynéme n’intervient pas lorsque ¢ est une
puissance de 2.) La premiére partie de I’énoncé en découle immédiatement.

Pour la seconde, il s’agit de dénombrer les familles (ug,...,u,) tels que
(p(u1), ..., 0(u)) soit (0,...,0), (1,...,1) ou (—1,...,—1). On trouve exacte-
ment les valeurs indiquées. O

Le cas particulier d’'un polynéme scindé dans F est trés important. C’est en effet a
lui qu’on se raméne dans ’algorithme de BERLEKAMP exposé ci-dessous, c’est aussi
ce qui se passe pour un polynome de petit degré.

Proposition 1.4.3. — Soit F un corps fini de cardinal q et soit f € Flx| un
polynome de degré n sans facteur carré qui est scindé dans F.

(1) Supposons q impair. Pour a € F, posons h, = (x + @) V/2 (mod f). Alors
f est le produit de pged(hg, f), pged(hy — 1, f) et pged(ha + 1, f). En outre, au plus
la moitié des valeurs de a fournit une factorisation triviale.

(2) Supposons que q = 2™ est une puissance de 2. Pour a € F*, posons h, =
(azx) + (az)®>+ -+ (az)®" . Alors, f est le produit de pged(ha, f) et de pged(hg —
1, f). En outre, au plus la moitié des valeurs de a fournit une factorisation triviale.

Dans les deux cas, la probabilité, tirant a au hasard, d’obtenir une factorisation
triviale est donc inférieure ou égale a 1/2.

Démonstration. — Notons x4, ..., x, les racines de f dans F.

Etudions d’abord le cas ou ¢ est impair. Dire que a fournit une factorisation
triviale, signifie que x; — a est identiquement nul, carré ou non carré lorsque ¢ par-
court {1,...,n}. Autrement dit, les « mauvaises » valeurs de a sont celles pour
lesquelles x; — a est non nul, et toujours carré ou non carré. En particulier, I’élément
(x9—a)/(z1—a) de FU{oo} doit toujours étre non carré (oo étant considéré comme
un carré). Comme a — (23 —a)/(z1 — a) est une homographie, ¢’est une application
bijective de F U {oo} et au plus (¢ — 1)/2q valeurs de a sont mauvaises.

Le cas oll ¢ est une puissnace de 2 est analogue. Soit S lensemble des 2™~}
solutions (dans F) de I'équation ¢(u) = u + u® + - + u?" ' Clest un sous-groupe
de F car o(u +v) = ¢(u) + ¢(v). En outre, hy(z;) vaut 0 si ax; appartient a .S et
vaut 1 sinon. En particulier, si a(xze — x1) € S, ax; et axs n’appartiennent pas tous
deux & S, hy(x1) # hqe(z2), donc 'une des racines, x; et xq, est racine de pged(hy, f)
tandis que 'autre est racine de pged(h, — 1, f). Ainsi, la factorisation n’est triviale
que dans au plus (2™~! — 1) cas, c’est-a-dire moins de la moitié. ]

1.5. Algorithme de Berlekamp (1970). — Revenons au probleme de la factori-
sation d'un polynéme f de degré n, a coefficients dans un corps fini F de cardinal ¢,
supposé sans racines multiples. Notons encore A 1'algébre F[x]/(f) et B la sous-
algébre de Berlekamp, noyau de '’endomorphisme d’espaces vectoriel a +— a? — a.
Par I’algebre linéaire (algorithme de Gauss, ou de Gauss-Jordan), on peut en trouver
une F-base by, ..., b, représentée par des polynomes de F[z] de degrés < n.
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Si f =11I;_, i, le théoréme chinois identifie A au produit K; - - - K, des corps finis
F[z]/(f;) et identifie B a la sous-algebre F".

Soit b un élément de B. Par définition, il existe pour tout i € {1,...,r} un unique
élément ;(b) € F tel que b = ¢;(b) (mod f);. Alors, f; est un facteur de b — ¢;(b)
si bien que la connaissance des ¢;(b) permet de factoriser f. De fait, on a la formule

f =] pecd(f,b—u).

ueF

Pour que 'on obtienne une factorisation non triviale, il faut et il suffit que les
©i(b) ne soient pas tous égaux, c¢’est-a-dire que b n’appartienne pas a la sous-algebre
diagonale F de B. Toutefois, la formule donnée est totalement inutilisable dans les
applications pratiques ou le cardinal ¢ de F est trés grand ; en effet elle suppose de
calculer ¢ pged, ce qui est prendra bien trop de temps.

Il se pose donc la question de déterminer efficacement les ¢;(b). On s’inspire pour
cela de I'argument déja utiliser dans ’algorithme de Cantor-Zassenhaus.
Supposons d’abord ¢ impair. Comme b? — b est multiple de f, on a 1’égalité

f = pged(f, 7Y% —1) pged(f,b7V/2 + 1) pged(f, b).

Il s’agit de voir a quelle probabilité cette factorisation est non triviale.

Observons que pour tout 4, gol-(b)(q_l)/2 vaut 0, 1 ou —1. Il s’agit de trouver b de
sorte que ces valeurs ne soient pas toutes égales. Si b est choisi au hasard dans B ~
F7, distinct d’un élément de F, ¢;(b)@Y/2 vaut (1,...,1) si et seulement si tous les
©i(b) sont des carrés non nuls, (—1,...,—1) si et seulement aucun des ¢;(b) n’est
un carré. Il y a donc 2((q — 1)/2)" — (¢ — 1) tels choix. En dehors de ces choix,
la factorisation n’est pas triviale, ce qui arrive avec une probabilité au moins égale
a2t

Pour résumer, la méthode est la suivante : calculer une base de ’espace vectoriel
des polynomes @ € F[x] de degrés < n tels que Q7 = @ (mod f), espace identifié
a B et dont on note r la dimension ; choisir un élément ) au hasard dans B puis
calculer le pged de QU1/2 — 1 avec f d’ot, avec probablité au moins 1 — 2", un
facteur non trivial de f.

1.6. Remarques. — 1) Continuons l'analyse de I'algorithme de BERLEKAMP.

La multiplication par b dans la F-algebre A agit comme la multiplication par ¢;(b)
dans le facteur K;. Par suite, cet endomorphisme ; est diagonalisable et son poly-
noéme minimal P, est celui dont les ;(b) sont les racines (chacune avec multiplicité 1).
On le détermine en cherchant une relation de dépendance linéaire entre 1,b,...,b"
dans B. Autrement dit, si 'on sait déterminer les racines d’un polynéme scindé, on
connait les ;(b), donc on peut factoriser le polyndme initial.

En faisant en outre ’analyse précise de la complexité du calcul de P, cela montre
que le probléme de la factorisation dans un corps fini se raméne en temps polynomial
a celui de la détermination des racines d'un polyndme scindé.
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2) En général, on ne connait pas d’algorithme non probabiliste pour factoriser
un polynéme de degré n a coefficients dans un corps fini de cardinal ¢, dont la
complexité soit polynomiale en nlogq.

Pour les équations de la forme 22 = a, SCHOOF puis PILA ont en revanche exhibé
un tel algorithme. L’expliquer nous entrainerait largement au dela du niveau de
I’agrégation. J’ai I'impression que cela s’étend aux équations de la forme 2" = a.

2. Coefficients entiers

2.1. Rappels sur les anneaux de polynomes. — Comme 'anneau Z est fac-
toriel, 'anneau Z[X] est factoriel (théoréeme de Gauss). En outre, les polynémes
irréductibles de Z[X] sont :

— les polyndémes constants, £p, ot p est un nombre premier ;
— les polynémes primitifs (dont les coefficients sont premiers entre eux dans leur
ensemble) qui sont irréductibles en tant que polynémes a coefficients dans Q.

Une conséquence importante est que si f et g sont deux polynomes primitifs
de Z[X] tels que f divise g dans Q[X], alors f divise g dans Z[X].

En particulier, soit f un polynéme primitif et soit g I'unique polynoéme primi-
tif (au signe pres) de la forme cpged(f, f'), avec ¢ € Z \ {0}. Comme g divise f
dans Q[X], il divise g dans Z[X] et le polynome f/g € Z[X] a les mémes facteurs ir-
réductibles que f, tous avec exposant 1. Cela permet de se ramener a la factorisation
de polynémes sans facteur carré.

2.2. Bornes. — Soit f = a,z" + -+ 4+ a9 € C[X] un polynéme de degré n, de
racines complexes z1, . . ., z,. On définit un certain nombre de quantités, qui mesurent

la taille de f :
n 1/2
1= (Y1t
=0
1= layl
§=0

[ flloe = max (Jao| - .-, |an)

M(f) = laa| [T max(1, 3.

Lemme 2.2.1. — C(Ces quantités sont reliées par les inégalités suivantes :

[l < 1A < 1Al < (D[ flle et 27 [[Fll, < M(f) < ol
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Démonstration. — Les trois premieres inégalités sont évidentes. Pour 0 < k < n—1,
on a (relations coefficients-racines)

ar = (=1)"*a, Z Ziy Zigs

i1 <<,
d’ou
k] < lanl > 2]z,
i1 <<,
et

11l =D larl < lanl [T+ 1250) < lan] [ ] 2max(1, |25]) < 2°M(f).
k=0 j=1 j=1
Appliquons d’autre part la formule de JENSEN :

1 2w )
— log‘ew—a| df = max(|a|, 1),
2m Jo
on a
1 2 0
1) logM(f) = 5 [ log| ()] s
T Jo

Compte tenu de I'inégalité du méme (concavité du logarithme), on a donc

1 [, . 1 -
log M(f) < §log <%/0 ‘f(ew)f d@) _ élog <Z ]aj|2>

=0
(inégalité de PARSEVAL), d’ou finalement
M(f) < |11l
(inégalité de LANDAU). O
Si les normes || f|_, || fll, et ||f]l; sont d'une utilisation plus aisée, l'intérét de

I'expression M(f) vient de sa multiplicativité, claire sur la formule (1) : M(fg) =
M(f)M(g). Compte tenu de l'inégalité de LANDAU, il vient

11l lglloe < A1 gl
2™M(f)2"M(g) < 2™ M(fg)
2" (1 f9ll,

<2"Wm+tn+1]fgll -

Corollaire 2.2.2 (« Bornes de Mignotte »). — Soit f, g des polynomes a co-
efficients entiers de degrés m et n tels que g divise f dans Z[X]. On a les inégalités

I9lloe < 2" 171l < 2"V + 1| fll -

Démonstration. — Soit h € Z[x] tel que f = gh. On a ||g|| |7l < 2" fll5-
Comme g et h sont a coefficients entiers, ||g||_ et ||h||,, sont au moins égale a 1 et
sont donc majorées par 2" || f|,, laquelle est inférieure ou égale 4 2"v/n + 1| f||.. O

/

NN

N
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Proposition 2.2.3. — Si f € Clz| est un polynome de degré n, on a disc(f) <

nPM(f)L
Démonstration. — Par définition, le discriminant de f est égal a
disc(f) = a2V H(zj —z)%
i<j
donc a ai(nfl)V(zl, ooy zn)? 00 V(2. .., 2,) désigne le déterminant de VANDER-

MONDE. L’inégalité de HADAMARD (volume d’un parallélépipéde inférieur ou égal
au produit des longueurs des cotés) entraine

dise(£)] < lau" ™D TT (1412 + -+ |52
j=1

< |an|2(n—l) H (n max(l, ’Zj|)2)n_l < nnl\/[(f)2(n—1)7

j=1
compte tenu de la définition de M(f). O
2.3. Premier algorithme : réduction modulo p. — Soit f € Z[X] un poly-

nome primitif sans facteur carré, de degré n.
Soit ¢ un facteur de f dans Z[z]. Les facteur g de f dans Z[z]| obéissent a deux
contraintes :

— d'une part, [|g]l,, < 2" [|f]],, _
— d’autre part, pour tout nombre premier p, § = g (mod p) est un facteur de f
dans F,[z].

Posons A = 2"||f||, et choisissons un nombre premier p > 2A4; de la sorte, il
existe au plus un polynéme g € Z[x] vérifiant ||g||, < A et congru modulo p a un
polynéme donné. Factorisons alors f a I’aide de 1'un des algorithmes précédents. 1
suffit de parcourir tous les facteurs (non triviaux) de f de calculer I'unique polynéme
g € Z[z] vérifiant les conditions précédentes, puis de vérifier si ¢’est un facteur de f.
Cependant, a cause du choix du coefficient dominant, le polynoéme f & trop de
facteurs dans F,[x], & savoir (p — 1)2", si r est le nombre de facteurs irréductibles
de f.

Dans le cas ou f est unitaire, tous ses facteurs ont pour coefficient dominant £1 et
il suffit manifestement de trouver des facteurs unitaires. La situation n’est pas tres
différente dans le cas général. On pourrait se ramener au cas unitaire en remplacant f
par le polynome c¢"~!f(z/c), ot ¢ est le coefficient dominant de f. Toutefois cette
méthode n’est pas efficace ; en voici une meilleure. Si f = gh une factorisation de f,
c est le produit des coefficients dominants ¢ de g et ¢’ de h; on observe que I'on a
la factorisation cf = (¢"g)(c’h) de ¢f en produit de deux polynéomes de coefficients
dominants c.

En définitive, I’algorithme consiste & choisir p > cA, a factoriser f = f (mod p)
puis, pour chaque facteur non trivial et unitaire g de f dans F,[z], a effectuer les
calculs suivants :
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— calculer 'unique polynéme g € Z[z] de méme coefficient dominant que f, congru
a cg modulo p et vérifiant ||g||. < p/2;

—si ||g|l, < cA, vérifier si g divise cf ;

— si oui, le polynéme primitif g; déduit de f en est un facteur non trivial.

En pratique, on gagne du temps a chercher directement la factorisation complete
cf = gh : pour chaque factorisation f = cgh de f, ot g et h sont unitaires,

— calculer les polynémes g et h de méme coefficient dominant que f tels que
9]l < p/2 et ||h]l, < p/2 et congrus & &g et ¢h modulo p;

—si gl < cAet ||h], < cA, vérifier sicf = gh;

— si oui, les polynémes primitifs ¢g; et h; déduits de f fournissent une factorisation
non triviale f = gih;.

Dans la seconde étape, avant d’effectuer le produit gh, il convient de vérifier d’abord
que son terme constant est égal a celui de f; cela permet en effet d’éliminer rapide-
ment des couples (g, h) qui ne fonctionnent pas.

On observe aussi que la méthode est d’autant plus rapide que f a peu de facteurs
irréductibles et il peut valoir la peine de choisir soigneusement le nombre premier p.

2.4. Deuxiéme algorithme : réduction modulo p*. — L’algorithme précé-
dent requiert juste un entier N > A/2 tel que 'on puisse énumérer les facteurs
de f dans (Z/NZ)[z]. Lorsque N = p* est une puissance d’un nombre premier p qui
ne divise pas le discriminant de f, les facteurs de f modulo N sont (au coefficient
dominant pres) en bijection avec ceux de f modulo p. Le principe est alors de facto-
riser f dans (Z/pZ)[z] puis, pour chaque décomposition c¢f = gh (mod p), ou g et
h ont pour coefficient dominant ¢, de calculer par récurrence (HENSEL/NEWTON)
I'unique décomposition cf = gphy (mod p*) dans (Z/p*Z)[x] congrue a celle initia-
lement choisie, ot k est un entier tel que p* > cA (on note encore A = 27| f||,). On
effectue alors les tests suivants :

— on détermine g et h dans Z[z], de coefficient dominant ¢, congrus a gy et hy
modulo p* et de coefficients < p/2;

—si ||lg|l, < cAet ||h], < cA, on vérifie si cf = gh;

— si c’est le cas, on a obtenu une factorisation de f en remplagant g et h par leurs
parties primitives.

2.5. Remarque sur la complexité. — La complexité des algorithmes ici décrits
n’est pas polynomiale en le degré du polynome : si celui-ci a r facteurs irréductibles
modulo p, elle est au moins en 2" (le nombre de facteurs unitaires modulo p). Il existe
en outre des polyndémes irréductibles, dont tous les facteurs sont de degrés < 2; c’est
par exemple le cas des polynomes dits de SWINNERTON-DYER :

P:H(x—el\/p_l—'“—gk\/p_k)>
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le produit étant sur l'ensemble des familles (ey,...,e;) dans {£1}* et py, ..., pp
étant des nombres premiers distincts. (L’irréductibilité dans Z est un exercice clas-
sique de théorie de Galois, voir aussi mon livre Algebre corporelle pour une démons-
tration élémentaire. Que tous les facteurs modulo un nombre premier p soient de
degrés < 2 provient de ce que ce polyndme est scindé dans F2.) Pour un tel poly-
nome, la complexité des algorithmes décrits est au moins en 2(n/2) (avec n = 2F).

Au début des années 80, LENSTRA, LENSTRA et LOVASZ ont proposé un algo-
rithme en temps polynomial, fondé sur leur algorithme LLL de recherche de vecteurs
de petite longueur dans un réseau. Toutefois, cet algorithme est resté impraticable
jusqu’a celui de VAN HOEW (1997), qui repose d’ailleurs aussi sur LLL. En parti-
culier, contrairement aux algorithmes antérieurs, ce dernier algorithme permet de
prouver l'irréductibilité de polynémes de SWINNERTON-DYER.



