Polytech Paris Sud Année 2012/2013

m/z/ MATH3: ANALYSE

MATH EMAT'&%E% Examen du 17 juin 2013 (rattrapage, 2h)

A. CHAMBERT-LOIR

EXERCICE 1

1 Question de cours : donner I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2 Soit X une variable aléatoire telle que E(X) = 200 et Var(X) = 5. A l'aide de I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev, donner une majoration de P(X = 210).

EXERCICE 2
On lance 3 dés a 6 faces (on suppose que les dés sont équilibrés, c’est-a-dire qu'on a la méme
probabilité de tomber sur chacune des faces). On obtient 3 nombres.

1 Quelle est la probabilité d’obtenir exactement 2 nombres pairs ?

2 Quelle estla probabilité d’obtenir 3 fois le méme nombre ?

EXERCICE 3

Soit X et Y des variables aléatoires indépendantes, telles que que X suit une loi de Bernoulli
de parametre % et Y suit une loi de Bernoulli de parametre %.

Calculer P(X+Y =1).

2 CalculerP(X=1|X+Y=1).
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EXERCICE 4

Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A > 0 (c’est-a-dire que la den-
sité de la loi de X est la fonction f telle que f(x) = de Mgix=>0et f(x)=0six<0).

Soit a > 0. Calculer P(X > a).

2 Montrer que pour tous a,b>0,ona P(X>a+b| X >a)=P(X>Db).
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EXERCICE 5

Soit X une variable aléatoire de loi normale A4(0,1).
1 OnposeY =2X+10.Quevalent E(X) et E(Y)?
2 Quevaut P(X>0)?



EXERCICE 6
Onlance n fois un dé a 6 faces (on suppose que le dé est équilibré, c’est-a-dire qu'on ala méme
probabilité de tomber sur chacune des faces). On note X le nombre de fois qu'on tombe sur
laface « 1 ».

1 Quelle estlaloi de X ? Que valent son espérance et sa variance (en fonction de n) ?
2 On suppose que n = 1000. Déterminer un intervalle de confiance contenant X avec une pro-
babilité de 95% (cet intervalle dépend de n).
On pourra utiliser la donnée suivante : P(|N| < 2) = 0,95 si N est une variable aléatoire suivant
laloi A(0,1).
EXERCICE 7
On considere le polynéme
g(z) = 2t -8 -27%
1 Calculer les racines de g. Ecrire ce polynéme comme produit de polynomes de degré 1.
2 Calculer le résidu de z — 1/g(z) en chaque racine de g.

3 Lorsque C est le cercle de centre 0 et de rayon 1/2, parcouru dans le sens trigonométrique,
calculer [-dz/g(z).
4 Meéme question avecl'intégrale [, dz/g(z), lorsque C’ estle cercle de centre 0 et de rayon 3/2.

EXERCICE 8
Soit f: R— Rla fonction définie par

e * six>0;

fx)=10 six=0;

X

—e* six<O.

Démontrer que f est intégrable sur R.

Calculer la transformée de Fourier de f.

Vérifier le théoreme de Plancherel sur cet exemple.

Rappeler la définition de la dérivée d'une distribution.

Si g est une fonction continue sur R, on note Ty la distribution associée. Rappeler la définition
de cette distribution. Si g est de classe €, démontrer que Ty = Té.

On note 6 la distribution de Dirac. Démontrer que

T{ - Ty =25
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SOLUTION DE LEXERCICE 1.
1 P(X-EX)|za)<X pour tout a > 0.

2 P(X=210) < P(IX —200| = 10) < 0 = 0, 05.

SOLUTION DE LEXERCICE 2.

1 P(exactement 2 nombres pairs) = ( g ) (1/2)?> x 1/2 =3/8.

2 P(3foisle méme nombre) = ( Eli )(1/6)3 =1/36.

SOLUTION DE LEXERCICE 3.

1
PX+Y=1)=P((X,Y)=(0,1)ou(1,0))=P(X=0,Y=1)+P(X=1,Y=0)
(événements disjoints). Lindépendance donne
PX+Y=1)=PX=0PY=1)+P(X=1)P(Y=0=2/3x1/44+1/3x3/4=5/12.

2 P(X=1|X+Y=1)=2001elly=n

OrP(X=1letX+Y=1)=P(X=1,Y=0=1/3x3/4=1/4.

DouP(X=1|X+Y=1) =2 =3/5.

SOLUTION DE LEXERCICE 4.
+00
1 PX>a) :f Ae Mdx=e 1
a

P(X>a+b) e Math)

~Ab
= = =P(X .
P(X>a) ea ¢ (X>D)

PX>a+b|X>a)=

SOLUTION DE LEXERCICE 5.

1 EX)=0,E2X+10)=2E(X)+10=10.
2 loisymétrique et P(X =0)=0donc P(X >0)=P(X <0)=1/2.

SOLUTION DE LEXERCICE 6.

1 Pour chaque lancer, on a une loi de Bernoulli b(1/6). Donc la loi de X est une binomiale
B(n,1/6). E(X)=nx1/6,Var(X)=nx1/6x(1-1/6) =5n/36.
2 TCL: 2=£X) gyt a peu pres une loi normale .4 (0,1). Donc

v/ Var(X)
P( X - ni6 <2) ~ 0,95
NGO T
D’ou l'intervalle de confiance [% - @, % + @].



