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Cette th�ese a pour objet l'�etude des hauteurs sur certains groupes alg�ebriques

commutatifs d�e�nis sur des corps de nombres.

Dans un premier chapitre, nous d�etaillons le cas des extensions de vari�et�es

ab�eliennes par le groupe multiplicatif. Nous construisons, via la th�eorie d'Arakelov,

les hauteurs canoniques attach�ees �a certains diviseurs relativement aux morphismes

de multiplication par des entiers. Nous donnons en�n une description des points

de hauteur relative nulle.

Les chapitres 2 et 3 sont consacr�es aux extensions vectorielles de vari�et�es

ab�eliennes. Selon la même m�ethode, nous construisons une hauteur privil�egi�ee

sur l'extension. Nous relions en�n les hauteurs des points de torsion au calcul

de certaines valuations de p�eriodes p-adiques pour prouver que les points d'ordre

premier d'une extension vectorielle non triviale d'une vari�et�e ab�elienne ont des

hauteurs non born�ees.

Ces valuations sont �etudi�ees au chapitre 4 par deux m�ethodes di��erentes : la

premi�ere utilise la presque-d�ecomposition de Hodge-Tate des sch�emas en groupes

�nis et plats �etablie par Fontaine ; la seconde utilise la th�eorie des sch�emas en

groupes de type (p; : : : ; p) introduite par Raynaud, ainsi que des d�evissages.

Abstract

This thesis is concerned by the height functions on certain commutative

algebraic groups de�ned over number �elds.

In a �rst chapter, we detail the case of an extension of an abelian variety by the

multiplicative group. We construct, using Arakelov theory, the canonical heights

attached to certain line bundles and to the morphisms of multiplication by an

integer. We then give a description of the points whose relative height is zero.

The second and third chapters are devoted to the vectorial extensions of abelian

varieties. We construct, along the same lines, some privileged height on such an

extension. We then link the heights of torsion points to the valuations of certain

p-adic periods to prove that the heights of the points of prime order in a non trivial

vectorial extension are not bounded.

These valuations are studied in chapter 4 by two di�erent methods : the �rst

one uses the Hodge-Tate decomposition of �nite at group schemes, established by

Fontaine : the second approach uses the (p; : : : ; p)-type group schemes introduced

by Raynaud and some (( d�evissages )).

Mots clefs
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Introduction

Cette th�ese est centr�ee autour de l'�etude des hauteurs des points de torsion de

certains groupes alg�ebriques commutatifs. Commen�cons par expliquer le r�esultat

principal de ce travail.

Soient K un corps de nombres dont on note Q une clôture alg�ebrique, A une

vari�et�e ab�elienne sur K et E une extension vectorielle non triviale de A d�e�nie

sur K. C'est un K-groupe alg�ebrique commutatif, quasi-projectif, si bien qu'en

plongeant E dans un espace projectif sur lequel existe la hauteur de Weil standard,

on obtient des hauteurs de Weil sur E(Q). En fait, nous consid�erons une vari�et�e

projective E surK, contenant E comme ouvert dense et nous �etudions la hauteur de

Weil sur E(Q) attach�ee �a un plongement de E dans l'espace projectif. La fonction

h

W

: E(Q)! R ainsi obtenue ne d�epend qu'�a une fonction born�ee pr�es de la classe

d'�equivalence lin�eaire de la section hyperplane qui d�e�nit le plongement.

Si n est un entier non nul et si g est la dimension de A, le groupe A(Q) contient

n

2g

points annul�es par la multiplication par n. Comme K est de caract�eristique 0,

un espace vectoriel n'a pas de point non nul annul�e par n et la projection E ! A

induit un isomorphisme E(Q)

tors

! A(Q)

tors

entre les sous-groupes de torsion

de E(Q) et A(Q) respectivement. En particulier, pour tout entier n > 1, E(Q)

poss�ede n

2g

points annul�es par n.

Nous montrons alors le th�eor�eme suivant qui �evalue la moyenne des hauteurs

des points de E(Q) annul�es par un nombre premier p (cf. le th�eor�eme 3.4.11 pour

un �enonc�e plus pr�ecis) :

Th

�

eor

�

eme 1. | Il existe deux constantes strictement positives C

1

et C

2

telles que l'on ait l'in�egalit�e, valable pour tout nombre premier p :

C

1

log p� C

2

<

1

p

2g

X

P2E(Q)

[p]

E

P=0

h

W

(P ) < C

1

log p+ C

2

:

Les constantes C

1

et C

2

sont presque e�ectives : nous construisons en fait

explicitement une fonction h

Ar

sur E(Q) que nous appelons hauteur relative et dont

nous prouvons qu'�evalu�ee aux points de torsion, elle di��ere de la hauteur de Weil

standard par une fonction born�ee et pour laquelle C

1

= 1 et C

2

est essentiellement

la somme des logarithmes du conducteur de A et du discriminant de K (cf. la

remarque 3.4.12).
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Ce th�eor�eme g�en�eralise des r�esultats de Paula Cohen [7, 8] o�u �etait trait�e le cas

d'une extension non triviale d'une courbe elliptique par le groupe additif G

a

; il

�etend ceux de [5, 6] o�u �etait �etudi�ee l'extension universelle d'une vari�et�e ab�elienne

(de dimension arbitraire).

Il est en contraste marqu�e avec les r�esultats correspondants sur les vari�et�es

ab�eliennes. En e�et, l'existence de la hauteur de N�eron{Tate sur une vari�et�e

ab�elienne montre que les points de torsion d'une vari�et�e ab�elienne d�e�nie sur Q

ont une hauteur uniform�ement born�ee. Plus g�en�eralement, d�es que l'on dispose

d'une vari�et�e projective X d�e�nie sur Q, d'une section hyperplane H et d'un

morphisme �ni f : X ! X tel que f

�

H � dH pour un entier d > 2, le proc�ed�e de

Tate (((Tate's trick ))) permet de construire une hauteur canonique, c'est-�a-dire une

fonction

^

h : X(Q)! R telle que

^

h� h

W

soit born�e sur X(Q) et

^

h(f(x)) = d

^

h(x).

On montre ainsi que les points de torsion d'une extension d'une vari�et�e ab�elienne

par un tore sont encore de hauteur born�ee.

En revanche, une extension d'une vari�et�e ab�elienne par un groupe vectoriel ne

rentre pas dans ce cadre : si E est obtenue en rajoutant �a E un (( hyperplan )) H

�a l'in�ni (de la même fa�con qu'on plonge un K-espace vectoriel V dans l'espace

projectif des droites de V � K), le diviseur H est relativement ample pour la

projection � : E ! A et tout diviseur ample sur E est de la forme nH + �

�

D pour

un entier n > 1 et un diviseur D ample sur A. Si l'on choisit D sym�etrique, le

th�eor�eme du cube montre que la multiplication par un entier ` agit sur D avec la

valeur propre `

2

(qui est > 2 si ` 6= 1). Mais si la multiplication par ` se prolonge

bien en un morphisme E ! E, c'est avec la valeur propre 1 qu'elle agit sur H. Le

proc�ed�e de Tate �evoqu�e plus haut ne permet ainsi pas de construire une hauteur

canonique sur E(Q) pour les morphismes de multiplication par des entiers, et on

ne peut a priori rien dire des hauteurs de ses points de torsion.

On notera que le th�eor�eme correspondant est faux si K est un corps de

fonctions : les points d'ordre premier �a la caract�eristique sont dans ce cas de

hauteur born�ee (paragraphe 3.6). De même, l'hypoth�ese que l'extension est non

triviale (c'est-�a-dire que E n'est pas le produit d'une vari�et�e ab�elienne par un

espace vectoriel) est essentielle : si E = A�V , les points d'ordre �ni de E(Q) sont

de la forme (a; 0) o�u a 2 A(Q)

tors

et on est ramen�e au cas des vari�et�es ab�eliennes.

Remarquons que notre th�eor�eme nous permet d'�etudier le cas, apparemment

plus g�en�eral, d'un groupe alg�ebrique connexe commutatif quelconque. En e�et, si

G est un tel groupe alg�ebrique sur Q, il poss�ede d'apr�es Chevalley un plus grand

sous-groupe lin�eaire connexe L et alors A = G=L est une vari�et�e ab�elienne. Le

groupe alg�ebrique lin�eaire commutatif L est lui-même le produit d'un tore T et

d'un groupe vectoriel V . Notons G

1

l'extension de A par T obtenue par l'image

directe V �T ! T . On voit ainsi G comme une extension de G

1

par V . Comme les

tores n'ont pas d'extension vectorielle non triviale, on constate que G est l'image
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r�eciproque sur G

1

d'une extension de A par V . Les points d'ordre �ni de G(Q) sont

alors tous de hauteur born�ee si et seulement si cette extension est triviale (auquel

cas G est le produit de la vari�et�e semi-ab�elienne G

1

par V ).

La d�emonstration du th�eor�eme 1 fait l'objet du chapitre 3 que nous d�ecrivons

maintenant bri�evement. Pour construire (paragraphes 3.2 et 3.3) la fonction h

Ar

mentionn�ee plus haut (et not�ee

d

degH dans le texte), nous utilisons la th�eorie

d'Arakelov, suivant en cela une m�ethode inaugur�ee par Faltings et Moret-Bailly

pour l'�etude de la hauteur de N�eron{Tate sur une vari�et�e ab�elienne. Nous

construisons :

| un sch�ema E plat et quasi-projectif sur l'anneauO

K

des entiers deK tel que tout

point rationnel x 2 E(K) se prolonge en une unique section "

x

: SpecO

K

! E ;

| un (( prolongement )) du diviseur H � E en un faisceau inversible L 2 Pic(E ) ;

| pour tout � : K ! C, des m�etriques hermitiennes sur le faisceau inversible

L 


�

C 2 Pic(E 


�

C) ;

de sorte que "

�

x

L est un �el�ement du groupe

d

CH

1

(O

K

) des O

K

-modules projectifs

de rang 1 munis de m�etriques hermitiennes (( �a l'in�ni )). On peut en particulier

calculer son degr�e d'Arakelov

d

deg "

�

x

L et l'on d�e�nit h

Ar

(x) comme ce degr�e divis�e

par [K : Q].

Donnons quelques pr�ecisions sur ces constructions. Lorsque E est l'extension

vectorielle universelle de A, le groupe vectoriel V s'identi�e canoniquement au

cotangent en l'origine !

A

_

de la vari�et�e ab�elienne duale A

_

de A, et Mazur et

Messing ont d�e�ni un mod�ele entier E de E qui est une extension vectorielle du

mod�ele de N�eron A de A par le cotangent en l'origine !

A

_

du mod�ele de N�eron de

A

_

; nous suivrons leur terminologie en appelant E l'extension canonique de A . En

g�en�eral, E sera le push-out de l'extension canonique par un morphisme !

A

_

! V ,

dont la restriction �a la �bre g�en�erique est !

A

_

! V . Comme on peut toujours

plonger V dans l'espace projectif des droites de V �O

K

, on en d�eduit par image

directe un sch�ema E , quasi-projectif et plat sur SpecO

K

, muni d'un morphisme

E ! A qui en fait un A -�br�e projectif.

On dispose alors sur E d'un �br�e en droites canonique O(1), ainsi qu'une section

s

D

2 �(E ;O(1)) dont le diviseur div(s

D

) a pour support E n E . En particulier

div(s

D

)
K est l'hyperplan H que nous avions rajout�e �a E pour obtenir E.

Pour construire sur O(1) les m�etriques hermitiennes dont nous avons besoin,

nous regardons A(C) comme quotient d'un espace vectoriel (isomorphe �a C

g

puisque dimA = g) par un r�eseau � ce qui nous permet d'�ecrire les points

complexes de E sous la forme (C

g

� V

C

)=�, o�u l'action de � sur V

C

provient

de la structure d'extension de A par V et correspond en termes classiques aux

pseudo-p�eriodes des formes di��erentielles de seconde esp�ece. La compacti�cation
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E s'exprime tr�es simplement en ces termes, ainsi que O(1). En d�e�nitive, il s'agit de

construire un scindage R[�]-lin�eaire du produit C

g

� V

C

, lequel n'est rien d'autre

que le prolongement R-lin�eaire des pseudo-p�eriodes.

Une fois construit cette fonction h

Ar

sur E(K), il nous faut montrer que c'est

bien une hauteur de Weil, toute la di�cult�e venant des di��erents mod�eles entiers

qui entrent en jeu, ph�enom�ene �a peu pr�es in�evitable si A n'a pas bonne r�eduction

potentielle (cf. le paragraphe 3.3.b).

Pour �evaluer les contributions de chaque place �a la hauteur d'un point d'ordre

premier p, on est amen�e �a distinguer trois cas : les places archim�ediennes, les places

dont la caract�eristique r�esiduelle est di��erente de p et les places de caract�eristique

r�esiduelle p. Un calcul facile montre que les hauteurs locales sont nulles dans les

deux premiers cas. Dans le dernier cas, elles sont en g�en�eral non nulles | d'o�u

le th�eor�eme 1 ! | comme on s'en convainc en les reliant (proposition 3.4.7) aux

valuations p-adiques de p�eriodes p-adiques des formes di��erentielles de seconde

esp�ece, telles qu'elles ont �et�e construites par exemple par Coleman.

La th�eorie de Fontaine de la (( presque d�ecomposition de Hodge{Tate )) des

sch�emas en groupes �nis nous dit alors (proposition 4.3.1) que ces p�eriodes p-

adiques sont presque des unit�es, et cela su�t pour �etablir le th�eor�eme 1, si on n'y

cherche pas �a calculer C

2

de fa�con pr�ecise.

Toutefois, nous montrons au paragraphe 4.4 comment utiliser la th�eorie

de Raynaud [31] des sch�emas en groupes de type (p; : : : ; p) pour ra�ner ces

estimations, �a l'aide d'un d�evissage et d'un calcul explicite sur les (( sch�emas en

F-vectoriels )). Nous obtenons ainsi le th�eor�eme 3.4.11 dont l'�enonc�e est quelque

peu plus pr�ecis que le th�eor�eme 1 ci-dessus. Cette m�ethode donne non seulement

des r�esultats un peu meilleurs que ceux que nous avons tir�es de la th�eorie de

Fontaine (tout particuli�erement dans le cas p = 2 du th�eor�eme 1), mais encore,

dans certains cas, des expressions explicites pour ces valuations, plutôt que de

simples majorations (cf. les lemmes 4.4.6 et 4.4.7, ainsi que l'appendice A.1).

D�ecrivons maintenant les autres parties de ce m�emoire. Bien que ce n'ait pas

d'inuence s�erieuse sur le th�eor�eme 1, nous avons tâch�e dans ce texte d'�etudier

aussi les p�eriodes p-adiques lorsque p divise le conducteur de A. Il �etait pour cela

utile d'avoir des renseignements pr�ecis sur l'extension canonique. Nous donnons

quelques compl�ements sur celle-ci au chapitre 2 dont le paragraphe 2.3 est un

premier pas vers l'(( �etude syst�ematique )) de l'extension canonique d'un mod�ele de

N�eron que Mazur{Messing sugg�erent d'entreprendre ([23, p. 55]). Nous prouvons

en particulier le th�eor�eme suivant :
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Th

�

eor

�

eme 2 (Th. 2.3.3). | Soient K une extension �nie de Q

p

, K une

clôture alg�ebrique de K, O

K

l'anneau des entiers de K et O

K

la clôture int�egrale

de O

K

dans K. Notons O

p

le compl�et�e p-adique de O

K

.

Soient A une vari�et�e ab�elienne sur K et A ! SpecO

p

(resp. E

0

can

) la limite

inductive des mod�eles de N�eron de A (de leurs extensions canoniques) sur les

extensions �nies de K contenues dans K. Notons G le O

p

-groupe p-divisible associ�e

�a A et E

can

la restriction de l'extension E

0

can

�a G ; soit E

univ

l'extension vectorielle

universelle de G .

Alors l'application canonique E

univ

! E

can

est un isomorphisme.

Outre le calcul des hauteurs locales aux places de mauvaise r�eduction, une

cons�equence de ce r�esultat est une d�emonstration de la co��ncidence, dans le cas de

mauvaise r�eduction, de l'application construite par Coleman avec celle des p�eriodes

de Hodge{Tate, cas laiss�e en suspens dans [9, haut de la p. 352] (proposition 2.3.4).

Le chapitre 4 est consacr�e aux p�eriodes p-adiques. Nous avons d�ej�a dit que la

th�eorie de Raynaud permettait d'�etudier leurs valuations dans le cas des formes de

seconde esp�ece. Nous montrons au paragraphe 4.4 qu'elle donne le même genre de

renseignements pour les formes de premi�ere esp�ece. (Voir le paragraphe 4.2 pour

les d�e�nitions pr�ecises et les notations.) On aboutit �nalement au r�esultat suivant :

Th

�

eor

�

eme 3 (Prop. 4.4.2, 4.4.4, 4.4.9 et 4.4.10). | Soient k un corps par-

fait de caract�eristique p, W = W (k) et K le corps de fractions de W . Notons W

la clôture int�egrale de W dans une clôture alg�ebrique K de K. Soit en�n G un

sch�ema en groupes �ni et plat sur W .

Soit x 2 G(W ) non nul. On suppose que G (resp. G

�

) est connexe. Il

existe une forme de premi�ere esp�ece sur G (resp. de seconde esp�ece) ! telle que

v(

R

x

!) 6 1=(p� 1) (resp. v(

R

x

! < 1=(p� 1)).

Soit ! une forme de premi�ere esp�ece non nulle sur G (resp. de seconde esp�ece).

Il existe x 2 G(W ) tel que v(

R

x

!) 6 1=(p� 1) (resp. v(

R

x

! < 1=(p� 1)).

(Remarquons tout de même, comme on l'a d�ej�a signal�e plus haut pour les formes

de seconde esp�ece, que la (( presque d�ecomposition de Hodge{Tate )) de Fontaine

pourrait donner des r�esultats analogues pour les formes de premi�ere esp�ece.)

L'appendice A.1 du chapitre 4 montre comment utiliser la th�eorie de Raynaud

pour calculer les valuations p-adiques des p�eriodes p-adiques des vari�et�es ab�eliennes

�a multiplication complexe quand le corps de multiplication est non rami��e en p.

On retrouve ainsi un cas particulier d'un r�esultat de Pierre Colmez [11].

L'appendice A.2 donne un nouveau point de vue sur la constante de Manin

d'une courbe elliptique sur Q (( de Weil forte )). L'id�ee est simplement de remarquer

que si p divise la constante de Manin, certaines p�eriodes p-adiques auront des
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valuations trop grandes. Malheureusement, il ne semble pas que cette approche

donne un meilleur r�esultat que celui de Mazur, Rational isogenies of prime degree,

Inventiones, 1978.

En�n, dans un premier chapitre, nous avons expos�e la th�eorie d'Arakelov d'une

extension d'une vari�et�e ab�elienne par le groupe multiplicatif et nous y construisons

(( �a la Arakelov )) les hauteurs canoniques relatives consid�er�ees dans [1, x3.1]. Notre

construction de la hauteur fournit une nouvelle caract�erisation des points de

hauteur relative nulle, que, faute d'application nouvelle majeure, nous n'avons

explicit�ee que dans le cas d'un sch�ema ab�elien :

Th

�

eor

�

eme 4 (Prop. 1.5.1). | Soient K un corps de nombres et O

K

l'an-

neau des entiers de K. Soient A un O

K

-sch�ema ab�elien et 1! G

m

! E ! A !

0 une extension de A par G

m

donn�ee par un faisceau inversible L 2 Pic

0

(A ).

La section nulle de E induit une rigidi�cation de L le long de la section nulle

de A et il existe une unique famille de m�etriques hermitiennes sur L 
 C telles

que l'unique isomorphisme compatible �a la rigidi�cation que donne le th�eor�eme du

carr�e soit de norme 1 pour tout plongement K ! C.

Soit "

x

: SpecO

K

! A l'unique section prolongeant le point x 2 A

K

(K).

Il existe alors un point de hauteur relative nulle dans E

K

(K) relevant x si et

seulement si l'�el�ement "

�

x

L de

d

CH

1

(O

K

) est trivial (c'est-�a-dire que le module

projectif de rang 1 correspondant admet une base dont la norme est 1 en toute

place archim�edienne).

Cette caract�erisation permet de v�eri�er que les (( points d�e�cients )) introduits

par Jacquinot{Ribet [19] ont une hauteur relative nulle, sans passer par les calculs

locaux de [1].



Notations et conventions

Si X est un espace localement annel�e et F un faisceau quasi-coh�erent, on

utilise les conventions de [EGA II] et on note V(F ) = Spec Sym

�

F , P(F ) =

Proj Sym

�

F les �br�es (( vectoriels )) et (( projectifs )) associ�es �a F . En particulier,

V(�) et P(�) sont des foncteurs contravariants. Nous commettrons l'abus de langage

consistant �a appeler �br�e en droites un faisceau localement libre de rang 1.

Si S est un sch�ema et Q un O

S

-module quasi-coh�erent, on verra Q comme un

faisceau en groupes ab�eliens (pour la topologie fppf) en associant �a f : S

0

! S

les sections globales �(S

0

; f

�

Q). Si Q est le dual O

S

-lin�eaire d'un faisceau quasi-

coh�erent F , alors le faisceau fppf associ�e �a Q est repr�esent�e par V(F ). En

particulier si Q est localement libre de type �ni sur O

S

, le faisceau associ�e �a Q

est repr�esentable et on appellera S-sch�ema en groupes vectoriels tout S-sch�ema en

groupes de ce type.

SiG

a

est le groupe additif (dont les S-points sont �(S;O

S

) pour tout sch�ema S),

un sch�ema en groupes vectoriels est ainsi un sch�ema en groupes sur S localement

isomorphe (sur S) �a un produit �ni de G

a

.

On note G

m

le groupe multiplicatif dont les S-points sont �(S;O

�

S

) pour tout

sch�ema S.

Lorsque G=S est un sch�ema en groupes, on notera Inf

1

(G) le premier voisinage

in�nit�esimal de la section nulle dans G.

Tous les sch�emas en groupes seront par convention commutatifs.

Si G est un groupe et n un entier, G[n] est le sous-groupe de G des �el�ements

g tels que ng = 0. Si G est un sch�ema en groupes, G[n] d�esigne le sous-sch�ema en

groupes, noyau de la multiplication par [n].

Si p est un nombre premier et G un groupe, le module de Tate T

p

(G) est la

limite projective des G[p

n

] pour n > 1.

Soit X un sch�ema plat et quasi-projectif sur Z. Un �br�e en droites m�etris�e

sur X est la donn�ee d'un �br�e en droites L sur X, ainsi que d'une m�etrique

hermitienne (continue) sur le �br�e complexe L

C

sur X(C). On demandera que

la m�etrique hermitienne soit compatible �a la conjugaison complexe. Le groupe

d

CH

1

(X) est alors le groupe des �br�es en droites m�etris�es modulo isomorphisme
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(respectant les m�etriques). Tout morphisme de sch�emas X ! X

0

induit une

application

d

CH

1

(X

0

)!

d

CH

1

(X).

Soit K un corps de nombres, O

K

son anneau d'entiers et notons S = SpecO

K

.

Les �el�ements de

d

CH

1

(S) sont alors les O

K

-modules projectifs L de rang 1 munis

d'une m�etrique hermitienne sur les droites complexes L 


�

C (compatibles �a la

conjugaison complexe). Un �el�ement de

d

CH

1

(S) poss�ede un degr�e d'Arakelov, d�e�ni

par la formule

d

deg (L ; k � k

�

) = log#(L =sO

K

)�

X

�:K,!C

log ksk

�

;

o�u s est un �el�ement non nul quelconque de L ; d'apr�es la formule du produit, il

est ind�ependant du choix de s.

Soit X un sch�ema plat et projectif sur l'anneau des entiers d'un corps de

nombres K et (L ; k � k) 2

d

CH

1

(X). Associons �a tout point P 2 X

K

(K) le

r�eel h(P ) = [K

0

: Q]

�1

d

deg "

�

P

(L ; k � k) o�u K

0

est un corps de d�e�nition de P

et "

P

: SpecO

K

0

! X est la section canonique. Alors, la fonction P 7! h(P ) est

un repr�esentant de la hauteur de Weil (logarithmique, absolue) de P pour le �br�e

en droites L

K

sur X

K

. (Voir [36], ou [3] pour des g�en�eralisations.)

Certaines notations changent de sens au cours du texte ; en particulier,

| nous notons e un �el�ement d'une extension au chapitre 3 et un indice de

rami�cation au chapitre 4 ;

| la lettre � peut d�esigner notamment le point g�en�erique d'un sch�ema (chapitres 1

et 3) et une forme di��erentielle de seconde esp�ece (paragraphe 4.2).



Chapitre 1.|

Extensions des vari�et�es ab�eliennes par

des tores

1.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous voulons montrer comment la th�eorie d'Arakelov permet

d'interpr�eter les hauteurs canoniques au sens de [1, 4] sur des extensions de

vari�et�es ab�eliennes par des tores. Dans l'esprit de la construction arakelovienne

de la hauteur de N�eron{Tate (cf. [27, 28, 14]), nous montrons que sur une

telle extension, il existe une hauteur canonique et elle est donn�ee par une degr�e

d'Arakelov sur un mod�ele convenable.

Le mod�ele entier est donn�e grâce �a la formule de Weil{Barsotti dans le cas

de bonne r�eduction et �a une extension de cette formule faisant intervenir la

composante neutre des mod�eles de N�eron en g�en�eral (cf. [23, (5.1), p. 53]). Sur une

variante enti�ere de la compacti�cation de Serre, Faltings{W�ustholz [34, 13], nous

construisons un faisceau inversible relativement ample et le munissons de m�etriques

hermitiennes �a l'in�ni. En�n, comme dans [28, 27], nous montrons que la hauteur

est obtenue par un degr�e d'Arakelov, le manque d'uniformit�e des mod�eles entiers

�etant compens�e par les propri�et�es du degr�e d'Arakelov calcul�e relativement aux

morphismes de multiplication par un entier sur le groupe alg�ebrique.

Au paragraphe 1.2, nous explicitons la formule de Weil{Barsotti. Au para-

graphe 1.3, nous construisons le mod�ele entier et les divers faisceaux inversibles

m�etris�es qui interviennent pour d�e�nir la hauteur relative. Nous explicitons aussi

leur comportement relativement aux morphismes de multiplication.

La m�ethode est celle utilis�ee par Moret-Bailly dans l'�etude du prolongement

m�etris�e d'un faisceau inversible muni d'une structure cubiste sur une vari�et�e

ab�elienne, mais l�a o�u Moret-Bailly utilise le th�eor�eme du cube, comme nous

n'avons �a consid�erer que des �br�es alg�ebriquement �equivalents �a z�ero, nous utilisons

le th�eor�eme du carr�e. D'autre part, on pourrait facilement d�eduire les r�esultats

�enonc�es de ceux de Moret-Bailly sur le prolongement des biextensions [27, 28].
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Au paragraphe 1.4, nous construisons la hauteur relative.

�

A l'aide des r�esultats

du paragraphe pr�ec�edent, nous montrons son caract�ere lin�eaire et l'identi�ons aux

hauteurs canoniques mentionn�ees plus haut. Un des avantages de cette th�eorie

relative est que tout le travail n�ecessaire pour la hauteur de N�eron{Tate ne l'est

plus ici : en termes imag�es, si la vari�et�e ab�elienne a mauvaise r�eduction, l'extension,

elle, a bonne r�eduction relativement �a la vari�et�e ab�elienne.

En�n, le paragraphe 1.5 contient quelques compl�ements sur les points de

hauteur relative nulle et les (( points de Ribet )) de [19, 1].

1.2. Formule de Weil{Barsotti

Commen�cons par rappeler cette formule dans le cas de sch�emas ab�eliens. Soient

S un sch�ema noeth�erien et A un S-sch�ema ab�elien. D'apr�es Hilbert 90, il correspond

�a une S-extension commutative 1 ! G

m

! E ! A ! 0 de A par G

m

un espace

principal homog�ene sous G

m

sur A et donc un faisceau inversible L 2 Pic(A)(S)

tel que E s'identi�e au �br�e en droites V(L

_

) priv�e de sa section nulle.

Notons m (resp. p

1

, p

2

) l'addition (resp. les deux projections) A�

S

A! A.

Proposition 1.2.1 (Barsotti{Rosenlicht{Weil, [30]). | Soient S un sch�ema

et A un sch�ema ab�elien sur S. On note A

_

= Pic

0

(A=S) le sch�ema ab�elien dual.

L'application E ! L d�ecrite ci-dessus est un isomorphisme de foncteurs en

groupes sur la cat�egorie des S-sch�emas

Ext

1

S

(A;G

m

)

�

! A

_

:

Preuve. (cf. [26, Appendice]). Montrons d'abord que cette application est bien

�a valeurs dans A

_

. En e�et, si S

0

est un S-sch�ema, x 2 A(S

0

) et � 2 E(S

0

) rel�eve

x, la translation T

x

par x dans A

S

0

(resp. T

�

par � dans E

S

0

) nous fournit un

diagramme commutatif

E

S

0

E

S

0

A

S

0

A

S

0

,

T

�

T

x

d'o�u un isomorphisme L ! T

�

x

L .

Cela implique alors que le �br�e inversible m

�

L 
 p

�

1

L

�1


 p

�

2

L

�1

sur A�

S

A

est trivial et donc que L 2 Pic

0

(A)(S) = A

_

(S) (cf. [30]).

Il est imm�ediat que cette application est un morphisme de groupes. Montrons

qu'elle est injective, autrement dit qu'il existe une unique structure d'extension

de A par G

m

sur le sch�ema E

0

= G

m

�

S

A. En e�et, la multiplication dans

E

0

s'interpr�ete comme une application A �

S

A ! G

m

qui est n�ecessairement
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constante (A�

S

A est propre sur S, tandis que G

m

S

est a�ne) donc nulle, si bien

que l'extension consid�er�ee est triviale.

En�n, construisons la r�eciproque de cette application. Soit ainsi L 2 Pic

0

(A)

et posons E = V(L

_

) n f0g le �br�e en droites associ�e priv�e de sa section nulle. Le

choix de l'�el�ement neutre dans E revient �a se donner un S-point de E au-dessus

de "

A

, la section unit�e de A ; ainsi choisissons une (( rigidi�cation )) de "

�

A

L c'est-�a-

dire un isomorphisme "

�

A

L

�

! O

S

. D'autre part, comme L 2 Pic

0

(A), il existe un

unique isomorphisme m

�

L ' p

�

1

L 
 p

�

2

L qui est compatible avec la rigidi�cation

de L , d'o�u une application

m

E

: V(L

_

)�

S

V(L

_

)! V(L

_

)

qui rel�eve la multiplication m : A �

S

A ! A et compatible avec la section unit�e

"

E

: S ! E de E. C'est la loi de groupe sur E que l'on cherchait. En e�et,

l'associativit�e r�esulte du fait que les deux compositions

V(L

_

)�

S

(V(L

_

)�

S

V(L

_

))! V(L

_

)

et

(V(L

_

)�

S

V(L

_

))�

S

V(L

_

)! V(L

_

)

proviennent toutes deux de l'unique isomorphisme rigidi��e

p

�

123

L ! p

�

1

L 
 p

�

2

L 
 p

�

3

L ;

p

1

, p

2

, p

3

d�esignant les projections A

3

! A et p

123

la loi de groupe A

3

! A.

De même, la commutativit�e de la loi de groupe est une cons�equence de la

sym�etrie de l'isomorphisme rigidi��e m

�

L ' p

�

1

L 
 p

�

2

L .

En�n, il existe une unique application

�

E

: V(L

_

) n f0g ! V(L

_

) n f0g

au-dessus de la multiplication par �1, compatible avec "

E

et provenant de

la composition de l'isomorphisme [�1]

�

A

L ' L

_

et de l'application naturelle

V(L

_

) n f0g ! V(L ) n f0g qui associe �a une base de L la base duale de L

_

.

La compos�ee m

E

� (id

E

; �

E

) est une application E ! E constante sur les �bres de

la projection E ! A et �a valeurs dans la �bre de E au-dessus de "

A

. Elle est ainsi

constante et vaut "

E

, ce qui prouve que �

E

est le morphisme (( inverse )).

Nous avons ainsi associ�e �a tout �el�ement de L 2 Pic

0

(A) muni d'une

rigidi�cation sur la section nulle une extension de A par G

m

dont l'espace sous-

jacent est V(L

_

) n f0g ; cette application est la r�eciproque voulue. �
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Soient S un sch�ema de Dedekind, c'est-�a-dire un sch�ema normal noeth�erien de

dimension 1 et � : A ! S un ((mod�ele de N�eron )). Autrement dit, il existe un

ouvert dense U de S tel que A

U

est un sch�ema ab�elien et A est le mod�ele de N�eron

de A

U

sur S. On note A

0

la composante neutre de A c'est-�a-dire le plus grand

sous-sch�ema en groupes ouvert de A=S �a �bres connexes.

Soit A

_

le mod�ele de N�eron dual, c'est-�a-dire le mod�ele de N�eron du sch�ema

ab�elien dual (A

U

)

_

(ind�ependant de U).

On a alors le lemme :

Proposition 1.2.2 (Artin{Mazur, [23, Lemme (5.1), p. 53]). | Avec ces no-

tations, il existe un unique isomorphisme de foncteurs sur la cat�egorie des S-

sch�emas lisses

Ext

1

S

(A

0

;G

m

)

�

! A

_

qui prolonge la dualit�e des sch�emas ab�eliens A

U

et (A

U

)

_

.

Preuve. Artin{Mazur prouvent ce lemme en montrant que Ext

1

S

(A

0

;G

m

)

v�eri�e la propri�et�e universelle du mod�ele de N�eron, �a savoir que pour tout S-

sch�ema lisse S

0

, une S

0

-extension de A

U�

S

S

0

par G

m

S

0 se prolonge uniquement en

une S

0

-extension de A

0

S

0

par G

m

S

0. Nous donnons ici une d�emonstration un peu

plus constructive que la leur. Comme S

0

! S est lisse, la formation du mod�ele

de N�eron commute au changement de base S

0

! S et nous pouvons supposer que

S

0

= S dans la suite.

La d�emonstration de la proposition 1.2.1 nous ram�ene �a montrer le fait suivant :

soit L

U

2 Pic(A

U

) muni d'une rigidi�cation "

�

A

U

L

U

' O

U

et d'un isomorphisme

rigidi��e m

�

A

U

L

U

! p

�

1

L

U


 p

�

2

L

U

, alors il existe une unique fa�con de prolonger

ces donn�ees en un faisceau inversible L 2 Pic(A

0

), une rigidi�cation "

�

A

0

L ' O

S

et un isomorphisme rigidi��e m

�

A

0

L ! p

�

1

L 
 p

�

2

L . (Rappelons qu'un mod�ele de

N�eron v�eri�e toujours �

�

O

A

0

= O

S

.)

Choisissons un diviseur D

U

2 Div(A

U

) tel que L = O(D

U

). Comme A

0

est

r�egulier, l'adh�erence sch�ematique D de D

U

dans A

0

est un diviseur de A

0

et

d�e�nissons L

1

= O(D). Pour rigidi�er L

1

, on le remplace par L

1


 �

�

"

�

A

0

L

_

1

qui est un faisceau inversible L

2

sur A

0

, muni d'une rigidi�cation qui prolonge la

rigidi�cation initiale sur L

U

. En�n, le faisceau inversible m

�

A

0

L

2


 p

�

1

L

_

2


 p

�

2

L

_

2

est (sur S) g�en�eriquement trivial, puisque trivial une fois restreint �a A

U

�

U

A

U

�

A

0

�

S

A

0

. Comme la projection �

2

: A

0

�

S

A

0

! S est �a �bres connexes, il

provient de la base et est donc de la forme �

�

2

M , le faisceau inversible M

U

�etant

canoniquement trivial. Posons �nalement L = L

2


 �

�

M

_

. C'est un �el�ement de

Pic(A

0

) muni d'une rigidi�cation et d'un isomorphisme rigidi��e comme on voulait,

ce qui prouve l'existence du prolongement.

L'unicit�e du prolongement se d�emontre de même, si L et L

0

sont deux

prolongements, le faisceau inversibleL

0


L

_

est g�en�eriquement trivial et rigidi��e.
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Il provient ainsi de la base, mais le faisceau inversible sur S dont il provient

est n�ecessairement trivial �a cause des rigidi�cations. Ainsi, il existe un unique

isomorphisme rigidi��e L ! L

0

et il est compatible aux deux isomorphismes

suppl�ementaires. �

1.3. Compactification, m

�

etriques

Soit S un sch�ema de Dedekind connexe, notons � son point g�en�erique. Soient

A

�

une �-vari�et�e ab�elienne, A son mod�ele de N�eron sur S et A

0

la composante

neutre de A. Soient E

�

une extension de A

�

par G

m

et E l'extension de A

0

par

G

m

fournie par la proposition 1.2.2. Notons L le faisceau inversible sur A

0

associ�e

�a E, vue comme G

m

-torseur, de sorte que E s'identi�e �a V(L

_

) n f0g.

On pose W = O

A

0

� L

_

et on d�e�nit E comme P(W ). C'est un A

0

-�br�e

projectif dont E est un ouvert. En e�et, si P 2 A

0

(S) et "

P

: S ! A

0

est la section

correspondante, un S-point de E au-dessus de P correspond �a un isomorphisme

O

S

! "

�

P

L , tandis qu'un S-point de E correspond �a un quotient localement libre

de rang 1 de "

�

P

(O

A

0

�L

_

), autrement dit �a un sous-faisceau inversible de O

S

�"

�

P

L

tel que le quotient soit sans torsion.

Les projections de W vers O

A

0

(resp. L

_

) d�e�nissent deux sous-sch�emas de E,

respectivement les sections (( nulle )) et (( in�ni )) (la section nulle est e�ectivement

la section nulle de V(L

_

)). Ce sont deux diviseurs relatifs de E au-dessus de A

0

,

notons les D

0

(resp. D

1

). Notant � la projection P(W )! A, il r�esulte du lemme

suivant que O

P(W )

(D

0

�D

1

) = �

�

L .

Lemme 1.3.1. | (cf. [17, Chap. V, Prop. 2.6]) Soient X un sch�ema, E un

faisceau localement libre de rang n + 1 sur X et � : P = P(E ) ! X. Si N et V

sont deux faisceaux localement libres sur X, de rang 1 et n respectivement, avec

une suite exacte 0 ! N ! E ! V ! 0, l'image de P(V ) ,! P est un diviseur

D dans P et O

P

(1) = O

P

(D)
 �

�

N .

Preuve. Posons E

0

= E 
N

_

et P

0

= P(E

0

). Comme N est inversible, P

0

est

canoniquement isomorphe �a P, le faisceau O

P

0

(1) s'identi�ant d'apr�es [17, Chap.

II, Lemma 7.9] �a O

P

(1)
N

�1

. Cela nous ram�ene �a prouver le lemme quandN est

trivial. Dans ce cas, l'injection O

X

,! E s'interpr�ete comme un �el�ement non nul de

�(X; E ), puis comme �

�

O(1) = E , comme une section s non nulle de �(P;O

P

(1))

dont le diviseur est �egal �a D ; ainsi, le lemme est d�emontr�e. �

Notons M

0

et M

1

les faisceaux inversibles associ�es aux diviseurs D

0

et D

1

.

Ainsi, M

0


 M

_

1

' �

�

L . Si � : SpecC ! S est une point complexe de
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S, montrons comment munir les faisceaux inversibles �

�

M

0

(resp. �

�

M

1

) de

m�etriques hermitiennes.

Montrons tout d'abord l'existence d'une ((m�etrique carr�ee )) surL (cf. [28, II.2]

dans le cas cubiste) :

Proposition 1.3.2. | Soient X une vari�et�e ab�elienne complexe et L un

faisceau inversible sur X muni d'un (( isomorphisme carr�e )) m

�

L ' p

�

1

L 
 p

�

2

L .

Alors, il existe une unique m�etrique hermitienne sur L telle que cet isomorphisme

soit de norme 1. De plus, si L est rigidi��e �a l'origine, cette m�etrique est l'unique

m�etrique hermitienne sur L compatible �a la rigidi�cation et dont la forme de

courbure est nulle.

Preuve. Tout d'abord, il existe une unique rigidi�cation �a l'origine telle que

l'isomorphisme carr�e y soit compatible et si c

1

2 H

2

dR

(X) est la premi�ere classe de

Chern de L , il existe d'apr�es la th�eorie de Hodge une unique forme di��erentielle

invariante par translations qui repr�esente c

1

. D'autre part, le (( lemme @@ )) (cf. [16,

pp. 148{149]) implique l'existence d'une m�etrique hermitienne surL dont la forme

de courbure soit cette forme di��erentielle, et deux telles m�etriques di��erent d'une

constante strictement positive. Il existe ainsi sur L une unique m�etrique qui soit

compatible �a la trivialisation �a l'origine et dont la forme de courbure soit invariante

par translations. D'autre part,L appartenant �a Pic

0

(X), on a c

1

= 0 et la courbure

de la m�etrique est nulle.

En�n, le �br�e m

�

L 
 p

�

1

L

_


 p

�

2

L

_

, trivial, est muni d'une m�etrique

hermitienne dont la forme de courbure est nulle. Par suite, il poss�ede une section

globale sans z�eros dont la norme est une fonction harmonique et donc constante, X

�etant compacte. Ainsi, la norme de l'isomorphisme carr�e est constante ; sa valeur

�a l'origine est par d�e�nition �egale �a 1, d'o�u la proposition. �

Corollaire 1.3.3. | Avec les notations de la proposition pr�ec�edente,

l'unique isomorphisme [n]

�

L ' L


n

compatible aux rigidi�cations �a l'origine est

une isom�etrie.

Preuve. La proposition pr�ec�edente nous fournit sur le faisceau inversible

[n]

�

L 
L

_n

, canoniquement isomorphe au faisceau O

X

, une m�etrique hermitienne

canonique dont il faut v�eri�er qu'elle est triviale. Or, d'une part cette m�etrique est

constante (sa forme de courbure �etant nulle), et d'autre part, la norme de la section

1 vaut 1 �a l'origine, ce qui ach�eve la preuve du corollaire. �

La proposition pr�ec�edente nous fournit une m�etrique canonique sur �

�

L , si

bien que W est muni, pour tout point complexe � : SpecC ! S de S, d'une

m�etrique continue k � k

�

sup

: si s = (s

1

; s

2

) est une section locale de O

A

�L

_

, on

d�e�nit

ksk

�

sup

(x) = max (ks

1

k(x

�

); ks

2

k(x

�

)) :
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Remarque 1.3.4. Cette m�etrique est seulement continue ; c'est cependant

cette m�etrique pr�ecis�ement qui re�ete l'action du tore sur la compacti�cation, cf. la

proposition 1.3.5. D'autre part, lorsqu'on consid�ere la hauteur de points rationnels,

il su�t de choisir une m�etrique continue. En�n, comme c'est une limite uniforme

de m�etriques lisses, les arguments de [38] montrent que la consid�eration de cette

m�etrique est l�egitime dans le contexte de la g�eom�etrie d'Arakelov en dimension

sup�erieure, par exemple pour �etudier la hauteur des cycles (ce que, jusqu'�a nouvel

ordre, nous ne ferons pas !).

Comme le faisceau inversible O

P

(1) est un quotient de �

�

W , il est naturellement

muni d'une m�etrique hermitienne. D'apr�es le lemme 1.3.1,M

0

= �

�

L 
O

P

(1) ce

qui nous donne une m�etrique hermitienne canonique !

0

sur M

0

. De même, M

1

est muni d'une m�etrique hermitienne canonique !

1

.

�

Etudions en�n le comportement des objets que nous venons d'introduire par

rapport aux morphismes de multiplication par n dans E.

Proposition 1.3.5. | Le morphisme [n]

E

: E ! E s'�etend uniquement en

un morphisme E ! E, toujours not�e [n]. De plus, si � 2 f0;1g et n > 0, on

a des isomorphismes canoniques de norme 1 : [n]

�

M

�

' M

n

�

; pour n 6 0, on a

[n]

�

M

0

'M

jnj

1

et r�eciproquement.

Preuve. Si n 2 Z, la multiplication par n dans E provient du diagramme

suivant :

V(L

_

) n f0g V(L

_n

) n f0g V([n]

�

L

_

) n f0g V(L

_

) n f0g

A

0

A

0

,

[n]

o�u, l'application V(L

_

) nf0g ! V(L

_n

) nf0g associe �a une section sans z�eros de

L la puissance tensorielle n-�eme de cette section, et le carr�e de droite est cart�esien.

Il en r�esulte que le morphisme [n] : E ! E s'�etend �a E selon le diagramme, dont

le carr�e de droite est cart�esien :

P(W ) P(O

A

0

�L

_n

) P([n]

�

W ) P(W )

A

0

A

0

,

[n]

la �eche P(W )! P(O

A

0

�L

_n

) �etant donn�ee par le morphisme d'alg�ebres

Sym

�

(O

A

0

�L

_n

) ,! Sym

�

(O

A

0

�L

_

)
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pour n > 0, et

Sym

�

(O

A

0

�L

jnj

) ,! Sym

�

(O

A

0

�L )! Sym

�

((O

A

0

�L

_

)
L )

quand n 6 0.

Quand n > 0, on a ainsi [n]

�

E

O

P

(1) = O

P

(n). D'autre part, quand n 6 0, on a

d'apr�es [17, II, Lemma 7.9],

[�1]

�

E

O

P

(1) = O

P

(1)
 �

�

L :

Par cons�equent, [�1]

�

E

M

1

=M

0

et [�1]

�

E

M

0

=M

1

, soit parce que [�1] est une

involution, soit par un calcul direct. La formule pour n 6 0 quelconque r�esulte de

l'�ecriture [n] = [�1] � [�n].

Il reste �a montrer que ces isomorphismes respectent les m�etriques hermitiennes :

pour cela, il su�t de montrer que les isomorphismes

[�1]

�

O

P

(1) = O

P

(1)
 �

�

L et [n]

�

O

P

(1) = O

P

(n); pour n > 0,

respectent eux-mêmes les m�etriques. Dans le premier cas, il su�t de remarquer que

les m�etriques hermitiennes sur les deux faisceaux localement libres canoniquement

isomorphes �

�

[�1]

�

O

P

(1) = O

A

0

� L et �

�

(O

P

(1) 
 �

�

L ) = (O

A

0

� L

_

) 
 L

co��ncident, si bien que l'isomorphisme naturel [�1]

�

O

P

(1) ' O

P

(1)
 �

�

L est une

isom�etrie. Dans le second cas, cela r�esulte du fait que le morphisme de faisceaux

localement libres

Sym

k

(O

A

0

�L

_n

) ,! Sym

kn

(O

A

0

�L

_

)

est une isom�etrie partielle. �

1.4. Construction des hauteurs relatives

On reprend les notations du paragraphe pr�ec�edent, en supposant que S est

le spectre de l'anneau des entiers d'un corps de nombres. Rappelons que le

premier groupe de Chow{Arakelov

d

CH

1

(S) de S s'identi�e au groupe des faisceaux

inversibles sur S munis de m�etriques hermitiennes (( �a l'in�ni )) compatibles �a la

conjugaison complexe.

Fixons tout d'abord un entier N > 0 qui annule les groupes des composantes

connexes de A

s

pour tout point s 2 S.

Soient P 2 E(�) et Q = �(P ) 2 A(�). Comme A=S est le mod�ele de N�eron

de A

�

, il existe une section "

Q

: S ! A qui prolonge Q. Par cons�equent, on

peut trouver un entier N > 1 tel que [N ]

A

Q 2 A(�) se prolonge en une section

"

[N ]Q

: S ! A

0

. Par suite, E=A

0

�etant projectif, [N ]P se prolonge en une section

"

[N ]P

: S ! E qui rel�eve "

[N ]Q

.
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Proposition 1.4.1. | Si � 2 f0;1g, les �el�ements ("

�

[N ]P

M

�

) 


1

N

de

d

CH

1

(S)


Z

Q ne d�ependent pas du choix de N . On les note H

�;S

(P ).

Preuve. Le caract�ere canonique des m�etriques hermitiennes !

�

sur les faisceaux

inversibles M

�

implique qu'elles sont invariantes par la conjugaison complexe.

Ainsi, nous avons bien par fonctorialit�e des �el�ements "

�

[N ]P

M

�

dans

d

CH

1

(S).

D'autre part, si M est un autre entier qui annule les groupes des composantes

connexes de A

s

pour tout s 2 S, montrons que

("

�

[N ]P

M

�

)


1

N

= ("

�

[M ]P

M

�

)


1

M

:

Pour cela, il su�t de supposer que M est un multiple de N , soit M = Nk pour un

entier k > 1. Or d'une part, [k]

�

M

�

=M


k

�

en tant que faisceau inversible m�etris�e

(proposition 1.3.5) et d'autre part, "

[M ]P

= [k] � "

[N ]P

, si bien que l'on a

"

�

[M ]P

M

�

= ("

�

[N ]P

M

�

)


k

;

ce qui conclut la preuve de la proposition. �

D'autre part, la proposition 1.3.5 (ou la proposition 1.4.1, comme on veut !)

entrâ�ne imm�ediatement la proposition suivante :

Proposition 1.4.2. | Soit P 2 E(�). Si n > 0, on a H

�;S

([n]P ) =

nH

�;S

(P ). De plus H

0;S

([�1]P ) = H

1;S

(P ).

Proposition 1.4.3. | Soient �

0

! � une extension �nie, f : S

0

! S le

normalis�e de S dans �

0

, A

0

le mod�ele de N�eron de A

�

�

�

�

0

, E

0

l'extension de A

00

par G

m

qui prolonge E

�

� �

0

. Si P 2 E

�

(�), on a

f

�

H

�;S

0

(P �

S

S

0

) = [S

0

: S]H

�;S

(P ) 2

d

CH

1

(S

0

)


Z

Q :

Preuve. Si A=S est semi-stable, c'est clair : la composante neutre de A

0

est

obtenue �a partir de celle de A par changement de base, si bien que E

0

= E �

S

S

0

,

etc.

Dans le cas g�en�eral, soit ' : A �

S

S

0

! A

0

le morphisme naturel qui prolonge

l'identit�e A

�

� �

0

= A

�

0

. L'image de A

0

�

S

S

0

par ' est contenue dans A

00

et il

nous faut comparer '

�

L

0

et L �

S

S

0

. Or, '

�

L

0


 f

�

L

_

est un faisceau inversible

m�etris�e sur A

0

�

S

S

0

qui v�eri�e le th�eor�eme du carr�e et est g�en�eriquement trivial.

Comme S

0

! S est �d�element plat, on a (� �

S

S

0

)

�

O

A

0

�

S

S

0

= O

S

0

; d'autre part,

A

0

�

S

S

0

! S

0

est �a �bres connexes, si bien que '

�

L

0


f

�

L

_

provient d'un faisceau

inversible sur S

0

, lequel est trivial �a cause des rigidi�cations. Autrement dit, '

�

E

0

,

etc. sont obtenues �a partir de E par changement de base, d'o�u la proposition. �

Nous pouvons donc poser :
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D

�

efinition 1.4.4. Soient � la clôture alg�ebrique de � et P 2 E(�). Si �

0

est

une extension �nie de � telle que P 2 E(�

0

) et f : S

0

! S est le normalis�e de

S, on appelle hauteurs relatives de P les �el�ements H

�

(P ) := f

�

H

�;S

0

(P )


1

[S

0

:S]

de

d

CH

1

(S)


Z

Q.

Th

�

eor

�

eme 1.4.5. | Les fonctions

d

degH

�

: E(�) ! R sont les hauteurs

canoniques sur E(�) attach�ees aux faisceaux inversibles M

�;�

sur E

�

. De plus

(Zarhin{Bloch, Mazur{Tate),

d

degH

0

(P ) �

d

degH

1

(P ) est la hauteur de N�eron{

Tate de �(P ) relativement au faisceau alg�ebriquement �equivalent �a z�ero L sur

A.

Preuve. Pour � 2 f0;1g, soit h

�

une hauteur de Weil sur E(�) attach�ee au

faisceau inversible M

�;�

sur E

�

. Fixons un entier n > 2. Les hauteurs canoniques

relatives au faisceau inversible M

�;�

de poids n pour le morphisme [n]

E

�

(cf. par

exemple [4]) sont par d�e�nition les fonctions sur E(�) d�e�nies par

^

h

�

(P ) = lim

k!1

1

n

k

h

�

([n

k

]P ):

Rappelons pourquoi cette limite existe : comme [n]

�

M

�;�

= M

n

�;�

, il existe une

constante C

n

telle que jh

�

([n]P )� nh

�

(P )j 6 C

n

pour tout point P , si bien que

�

�

�

�

1

n

k

h

�

([n

k

]P )�

1

n

k�1

h

�

([n

k�1

]P )

�

�

�

�

6

1

n

k

C

n

;

et la limite s'�ecrit comme somme d'une s�erie uniform�ement convergente. La

d�enomination hauteur est justi��ee par la comparaison j

^

h

�

� h

�

j 6 C

n

=(n � 1),

tandis que le terme canonique vient de ce que

^

h

�

([n]P ) = n

^

h

�

(P ) pour tout P .

Montrons maintenant qu'il existe pour toute extension �nie �

0

! � une

constante C

�

0

telle que l'on ait, pour tout point P 2 E(�

0

), l'in�egalit�e

�

�

�h

�

(P )�

d

degH

�

(P )

�

�

� 6 C

�

0

:

En e�et, si S

0

est le normalis�e de S dans �

0

et si l'entier N > 0 annule les

groupes des composantes connexes du mod�ele de N�eron de A

�

0

sur S

0

, l'expression

h

�

([N ]P ) � Nh

�

(P ) est born�ee uniform�ement en P 2 E(�

0

). D'autre part,

d

degH

�

([N ]P ) = N

d

degH

�

(P ) d'apr�es la proposition 1.4.2. En�n, en choisissant

comme mod�ele entier de E

�

0

l'adh�erence de E

0

dans un espace projectif convenable,

on constate que la di��erence

d

degH

�

([N ]P ) � h

�

([N ]P ) est uniform�ement born�ee

lorsque P d�ecrit E(�

0

). En mettant bout �a bout ces majorations, on a bien une

in�egalit�e comme annonc�ee.

La proposition 1.4.2 et la d�e�nition de la hauteur canonique entrâ�nent alors

que pour tout P 2 E(�

0

),

^

h

�

(P ) =

d

degH

�

(P ):

L'extension �nie �

0

�etant arbitraire, cela implique bien que

^

h

�

=

d

degH

�

.
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En�n, comme M

0


M

_

1

= �

�

L , on a pour tout P 2 E(�) relevant un point

de A

0

,

d

degH

0

(P )�

d

degH

1

(P ) =

d

deg "

�

P

�

�

L =

d

deg (� � "

P

)

�

L :

Autrement dit, h

L

d�esignant la hauteur de N�eron{Tate sur A

�

relative au �br�e

inversible L , la fonction lin�eaire

d

degH

0

�

d

degH

1

� h

L

� �

est, pour tout �

0

! �, born�ee sur un sous-groupe d'indice �ni de A(�

0

) ; elle est

alors n�ecessairement nulle, ce qu'il fallait d�emontrer. �

Remarquons pour �nir que les hauteurs relatives contiennent toute l'informa-

tion n�ecessaire pour connâ�tre la hauteur d'un point de l'extension (compacti��ee)

dans un plongement projectif donn�e : le groupe de Picard de E

�

est Z � Pic(A

�

),

si bien que tout faisceau (tr�es) ample sur E

�

est de la forme �

�

N 
 O

P

(n) pour

un faisceau (tr�es) ample N sur A

�

et un entier n > 0. En sus de la hauteur de

N�eron{Tate sur A

�

, la connaissance de H

1

su�t donc, même si la consid�eration

de H

0

+H

1

est plus sym�etrique.

Corollaire 1.4.6 (Waldschmidt, [7, App.], Laurent [21]). | Soit h

NT

une

hauteur de N�eron{Tate sur A

�

pour un diviseur sym�etrique ample et h la fonction

E

�

(�) ! R

+

d�e�nie par h

NT

� � +

d

degH

0

+

d

degH

1

. C'est une hauteur sur E

�

;

de plus h(P ) = 0 si et seulement si P est d'ordre �ni.

Preuve. Que ce soit une hauteur r�esulte du th�eor�eme 1.4.5 et des remarques

qui pr�ec�edent ; elle est positive comme somme de fonctions positives. En�n, si

h(P ) = 0, il est n�ecessaire que h

NT

(�(P )) = 0, ce qui prouve que �(P ) est d'ordre

�ni. Alors, pour tout entier n, h([n]P ) = nh(P ) = 0 et le th�eor�eme de Northcott

entrâ�ne que l'ensemble fP; 2P; 3P; : : :g est �ni, c'est-�a-dire que P est d'ordre �ni.

La r�eciproque est claire, d'o�u le corollaire. �

1.5. Points de hauteur relative nulle

Pour �nir, nous voulons donner quelques expressions explicites des hauteurs H

0

et H

1

et appliquer la th�eorie pr�ec�edente �a l'�etude des points de hauteur relative

nulle.

Nous conservons les notations des paragraphes pr�ec�edents. Rappelons qu'un

point P de E = P(W ) relevant une section (de la composante neutre) "

Q

: S ! A

0

est la donn�ee d'un quotient inversible de rang 1 de W , soit un faisceau inversible I

sur S et deux sections x

0

: O

S

! I , x

1

: "

�

Q

L

_

! I telles que (x

0

; x

1

) : W ! I

soit surjectif. Le point P

�

appartient �a E

�

si et seulement si x

0

6= 0 et x

1

6= 0.
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Les faisceaux inversibles M

1

et M

0

�etant d�e�nis par les inclusions O

A

0

,! W

et L

_

,! W , les diviseurs sur S des �el�ements �

1

= x

0

2 Hom(O

S

;I ) et

�

0

= x

1

2 Hom("

�

Q

L

_

;I ) s'interpr�etent respectivement comme les intersections

(transverses, sur le sch�ema E) D

1

� fPg et D

0

� fPg.

Alors, "

�

P

M

1

= I et la norme de la section �

1

de I pour la m�etrique

hermitienne h�erit�ee de M

1

, en tout point � 2 S(C), est donn�ee par la formule

k�

1

k

�

=

kx

0

k

�

max(kx

0

k

�

; kx

1

k

�

)

(�a proprement parler, le membre de droite pour être calcul�e, n�ecessite le choix

d'une m�etrique sur I mais n'en d�epend pas). Notons div(�

1

) =

P

p2S

n

1;p

[p], on a

alors

d

div (�

1

) =

�

div(�

1

);� log k�

1

k

2;�

�

et

d

degH

1

(P ) =

d

deg

d

div (�

1

) =

X

p

n

1;p

logN(p)�

X

�2S(C)

log k�

1

k

�

:

C'est une somme de termes positifs de sorte que la hauteur relative

d

degH

1

(P )

est nulle si et seulement si �

1

est un isomorphisme dans

d

CH

1

(S) : �

1

est un

isomorphisme de faisceaux inversibles et sa norme est 1 en toute place ; cette

derni�ere condition �equivaut �a kx

0

=x

1

k

�

> 1.

De même, si div(�

0

) =

P

p

n

0;p

[p], on a

d

degH

0

(P ) =

X

p2S

n

0;p

logN(p)�

X

�2S(C)

log k�

0

k

�

;

o�u

k�

0

k

�

=

kx

1

k

�

max(kx

0

k

�

; kx

1

k

�

)

:

Ainsi, la hauteur relative

d

degH

0

(P ) est nulle si et seulement si �

0

est un

isomorphisme dans

d

CH

1

(S), soit si c'est un isomorphisme de faisceaux inversibles

sur S dont le norme est 1 en toute place, ce qui signi�e kx

1

=x

0

k

�

> 1.

Proposition 1.5.1. | Avec les notations pr�ec�edentes, si "

Q

: S ! A

0

, il

existe un point P 2 E(S) de hauteur relative nulle relevant Q si et seulement si le

faisceau inversible m�etris�e "

�

Q

L 2

d

CH

1

(S) est trivial.

Preuve. En e�et, les consid�erations qui pr�ec�edent montre que si P est un tel

point, les deux sections x

0

: O

S

! I et x

1

: "

�

Q

L

_

! I sont des isomorphismes

de faisceaux inversibles et kx

0

=x

1

k

�

= 1 pour tout � 2 S(C). Autrement dit, la

section rationnelle x

1

�x

�1

0

de L est sans pôles ni z�eros et de norme 1. Cela signi�e

bien qu'elle r�ealise un isomorphisme O

S

' L dans

d

CH

1

(S). �
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Ce r�esultat peut parâ�tre surprenant, mais il s'explique bien par le lemme

suivant (dont il peut être int�eressant de remarquer que l'analogue g�eom�etrique

est classique) :

Lemme 1.5.2. | Soient S le spectre de l'anneau des entiers d'un corps de

nombres et (L; k�k) un �el�ement de

d

CH

1

(S), d'ordre �ni. Alors il existe une extension

�nie f : S

0

! S telle que f

�

(L; k � k) est nul dans

d

CH

1

(S

0

).

Preuve. Soit n > 1 un entier tel que (L


n

; k � k

n

) = 0 et choisissons une base

t

n

2 L


n

de norme 1 en toute place, soit kt

n

k

�

= 1 pour tout � 2 S(C). Il existe

une extension �nie S

0

=S (par exemple, l'anneau des entiers du corps de classe de

Hilbert du corps des fractions de S) telle que L

0

= L 


O

S

O

S

0

est un O

S

0

module

libre de rang 1 ; soit donc s

0

une base de L

0

. Alors, s

0
n

est une base de L

n


 O

S

0

et il existe une unit�e u de O

S

0

telle que s

0
n

= ut

n

. Une extension S

00

! S

0

telle

que u

1=n

2 O

S

00

permet de poser s

00

= u

�1=n

s

0

; on constate que s

00

est une base

de L

00

= L

0




O

S

O

S

00

de norme 1 en toute place, si bien que L 
 O

S

00

= 0 dans

d

CH

1

(S

00

). �

Revenons �a notre discussion : si Q 2 A(S) est de la forme [n]Q

1

, avec Q

1

2 A(S)

et P 2 E(S) est un point de hauteur relative nulle qui rel�eve Q, on peut consid�erer

un point P

1

relevant Q

1

tel que [n]

E

P

1

= P . Or, le faisceau d'Arakelov "

�

Q

1

L n'est

pas forc�ement trivial, mais juste de torsion, ce qui signi�e que P

1

n'est pas a priori

d�e�ni sur S.

On en d�eduit aussi de la proposition pr�ec�edente le fait suivant [2, proposition

2] : si K = Q ou si K est un corps quadratique imaginaire, la nullit�e de la hauteur

de N�eron{Tate de x 2 A(K) relativement �a L implique qu'il existe un point de

hauteur relative nulle dans l'extension param�etr�ee par L relevant un multiple de

x. En e�et, comme L j

nx

= (L j

x

)


n

, on peut choisir n de sorte que L j

nx

' O

S

dans Pic(A) ; il n'y a qu'une place archim�edienne et si s est une base de L j

nx

, la

nullit�e de

d

degL j

nx

implique que ksk = 1 et L j

nx

= 0 dans

d

CH

1

(S), ce qu'il fallait

d�emontrer.

Remarque 1.5.3. On v�eri�e ais�ement que les expressions explicites pour

d

degH

0

et

d

degH

1

que nous avons �ecrites plus haut donnent la d�ecomposition de la

hauteur relative en une somme de hauteurs locales canoniques, comme dans [1, 4].

Montrons en�n comment les (( points de Ribet )) de [19, 1] s'interpr�etent dans

ce contexte, en supposant que A=S est un sch�ema ab�elien.

Proposition 1.5.4 (voir aussi [1, th. 4]). | Supposons que A est un sch�ema

ab�elien sur S. Soient f : A

_

! A un S-morphisme de sch�emas ab�eliens et

g = f � f

_

: A

_

�

! A

�

qui est un endomorphisme antisym�etrique. Il existe au-

dessus du point g(L ) 2 A(S) un S-point canonique de hauteur relative nulle.
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Remarque 1.5.5. On peut �eviter de supposer que A=S est un sch�ema ab�elien

en faisant appel �a la th�eorie des m�etriques ad�eliques de Zhang (cf. [39]) et en

remarquant que le groupe

d

CH

1

(S) s'identi�e au groupe des m�etriques ad�eliques

sur K.

Preuve. Sur X = A � A

_

, consid�erons la (bi)extension de Poincar�e P

X

, et

de même sur Y = A

_

� A, m�etris�es de sorte que le th�eor�eme du cube est une

isom�etrie [28]. Soit s l'isomorphisme Y ' X qui �echange les facteurs ; par unicit�e

du prolongement m�etris�e, on a un isomorphisme de faisceaux inversible m�etris�es

s

�

P

X

=P

Y

qui prolonge la bidualit�e sur la �bre g�en�erique.

Le crit�ere valuatif de propret�e entrâ�ne que g se prolonge en un unique

endomorphisme A

_

! A. Alors, on a les �egalit�es entre faisceaux inversibles

m�etris�es, qui r�esultent de ce qu'elles sont vraies sur � et de l'unicit�e du

prolongement :

L j

f(L )

= P

X

j

f(L );L

=P

Y

j

L ;f

_

(L )

par dualit�e

= (s

�

P

X

)j

L ;f

_

(L )

=P

X

j

f

_

(L );L

= L j

f

_

(L )

;

si bien queL j

g(L )

est canoniquement trivial, en tant que faisceau inversible m�etris�e

sur S. La preuve de la proposition 1.5.1 montre que les S-points de hauteur relative

nulle relevant g(L ) correspondent aux isomorphismes L j

g(L )

! (O

S

; k1k) dans

d

CH

1

(S), d'o�u un point canonique d�e�ni par l'isomorphisme ci-dessus. �

Remarque 1.5.6. Prouvons que le (( point de Ribet )) d�e�ni dans [19] et

consid�er�e dans [1] du point de vue des hauteurs est �egal au point donn�e par la

proposition pr�ec�edente. Consid�erons comme dans [19, (4.1), p. 146] le diagramme

1 G

m

f

�

E A

_

0

1 G

m

E A 0

f

Choisissons y 2 f

�

E(�) relevant L , soit x

1

= f(y) 2 E(�), d'o�u un 1{motif

M

1

: Z! f

�

E. Par d�e�nition de la dualit�e de Cartier des 1{motifs, le dual deM

1

est

un 1{motifM

2

: Z! E. Soit x

2

2 E(�) l'image de 1. Le point x

f

:= x

1

�x

2

2 E(�)

rel�eve f(L ) � f

_

(L ) et Bertrand prouve dans [1] que ce point est de hauteur

relative nulle. Quand A=S est un sch�ema ab�elien, on peut faire cette construction

sur S en choisissant y 2 f

�

E(S) (si c'est possible) et en raisonnant en termes de

S{1{motifs. Pour simpli�er, raisonnons (( localement sur S [f1g )) (S compacti��e

en rajoutant les places �a l'in�ni) | le r�esultat �a obtenir est de nature locale, en

l'esp�ece une hauteur locale �a calculer en un point ind�ependant de y| et choisissons

y 2 f

�

E(S) ; il correspond donc �a un isomorphisme f

_

(L )j

L

! O

S

puisque
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f

�

E est param�etr�ee par f

_

. Alors, la description sym�etrique du 1{motif M

1

est la

trivialisation de P

Y

j

L ;f

_

(L )

= f

_

(L )j

L

que d�e�nit y. Le 1{motif dual est alors

donn�e par la trivialisation canonique de P

X

j

f(L );L

donn�ee par la trivialisation

pr�ec�edente et la dualit�e entre les S{sch�emas ab�eliens A et A

_

. Autrement dit, x

2

est

donn�e par la trivialisation de L j

f(L )

qu'on en d�eduit comme dans la preuve de la

proposition et la di��erence x

1

�x

2

est d�e�ni par l'isomorphismeL j

f(L )

' L j

f

_

(L )

de la d�emonstration de la proposition 1.5.4, isomorphisme qu'on a vu être une

isom�etrie.
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Chapitre 2.|

Autour de l'extension universelle

2.1. Introduction

Dans ce court chapitre, nous �etudions un mod�ele entier particulier de l'extension

universelle d'une vari�et�e ab�elienne. La construction est due �a Mazur et Messing et

nous commen�cons par rappeler au paragraphe 2.2 les r�esultats principaux de [23]

dont nous aurons �a faire usage.

Au paragraphe 2.3, nous pouvons alors �etudier un peu plus en d�etail l'extension

canonique d'un mod�ele de N�eron, telle qu'elle est d�e�nie dans [23, x5]. Puisqu'un

mod�ele de N�eron n'a pas forc�ement d'extension universelle (son Ext

1

parG

a

n'�etant

pas n�ecessairement localement libre), nous utilisons son extension canonique qui

est un mod�ele entier privil�egi�e de l'extension universelle de sa �bre g�en�erique. Si

tout est d�e�ni sur l'anneau des entiers d'une extension �nie de Q

p

, nous prouvons

en fait qu'au niveau des sous-sch�emas en groupes de p

n

-torsion, quitte �a �etendre les

scalaires a�n de rendre ces sch�emas en groupes �nis et plats, tout se passe comme si

l'extension canonique est universelle (th�eor�eme 2.3.3). Outre le calcul au chapitre 3

d'une hauteur locale dans le cas de mauvaise r�eduction (proposition 3.4.9), ce

r�esultat nous permet de prouver que l'application construite par Coleman dans [9]

co��ncide avec l'application p�eriodes p-adiques de Hodge-Tate (proposition 2.3.4).

2.2. Rappels sur l'extension universelle

Ce paragraphe contient les r�esultats de [23] dont nous aurons besoin par la

suite.

Soit S un sch�ema et G un sch�ema en groupes �ni et plat sur S. Notons G

�

le

dual de Cartier : c'est le sch�ema en groupes qui repr�esente le faisceau de groupes

ab�eliens Hom

S

(G;G

m

). On obtient alors une application �

G

: G ! !

G

�

par le
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diagramme :

G(S

0

) = Hom

S

0

(G

�

S

0

;G

m

S

0)

�! Hom

S

0

-sch�emas point�es

(Inf

1

(G

�

)

S

0

! G

m

S

0) = !

G

�


 O

S

0

:

D'apr�es [23, 1.4, p. 5], cette application est universelle pour les homomorphismes

de G dans un S-faisceau quasi-coh�erent : pour tout S-faisceau quasi-coh�erent M

(vu comme un faisceau en groupes ab�eliens pour la topologie fppf sur S) et tout

morphisme de faisceaux ab�eliens f : G ! M , il existe un unique morphisme de

faisceaux quasi-coh�erents

~

f : !

G

�

!M tel que f =

~

f � �

G

.

Fixons un nombre premier p, soit S un sch�ema et G un groupe p-divisible sur S.

On suppose que p est localement nilpotent sur S, ou bien que S est le spectre d'un

anneau p-adiquement complet. Si n > 1, notons G(n) le noyau de la multiplication

par p

n

sur G. Il existe alors une extension vectorielle universelle de G qui est

donn�ee, quand p

n

= 0 dans S, par le diagramme commutatif suivant :

0 G(n) G G 0

0 !

G

�

E(G) G 0

[p

n

]

�

G(n)

o�u l'on a identi��e !

G(n)

�

avec !

G

�

puisque p

n

O

S

= 0. Que cette extension soit

universelle signi�e que pour toute extension vectorielle 0 ! V ! E ! G ! 0, il

existe un unique morphisme f : !

G

�

! V tel que E = f

�

E(G).

Si A est un sch�ema ab�elien sur une base quelconque S, il existe aussi une

extension vectorielle universelle E

univ

(A) universelle de A ; c'est une extension de

A par le cotangent en l'origine !

A

_

du S-sch�ema ab�elien dual de A. De plus, si p

est nilpotent sur S, elle est donn�ee par le diagramme obtenu �a partir du pr�ec�edent

en rempla�cant G par A et en utilisant le fait que A

_

(n) = A(n)

�

. En particulier,

la restriction de l'extension vectorielle E

univ

(A) au groupe p-divisible G de A est

canoniquement isomorphe �a l'extension universelle de G.

En particulier, soit x 2 A(n), x̂ 2 E

univ

(A) relevant x. Le point [p

n

]x̂ 2 E

univ

(A)

rel�eve 0 et d�e�nit donc un �el�ement @

univ

(x̂) 2 !

A

_

; la classe de @

univ

(x̂) modulo

p

n

!

A

_

ne d�epend en fait que de x, d'o�u une application

@

univ

: A(n)! !

A

_

=p

n

!

A

_

:

Or ce dernier quotient s'identi�e �a !

A(n)

�

et l'on v�eri�e que l'application @

univ

n'est

autre que �

A(n)

.

Donnons une autre description de l'extension universelle de A

_

: on sait que A

_

repr�esente les extensions de A parG

m

. Appelons rigidi�cation d'une telle extension

1! G

m

! E ! A! 0 la donn�ee d'un scindage de cette extension sur le premier
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voisinage in�nit�esimal de la section nulle de A, autrement dit, un scindage de

la suite exacte des espaces tangents correspondante. Appelons Extrig

S

(A;G

m

) le

faisceau sur S d'extensions rigidi��ees de A par G

m

. On a ainsi une suite exacte

0! !

A

! Extrig

S

(A;G

m

)! A

_

! 0 :

D'apr�es [23, 2.6, p. 21], cette extension vectorielle est l'extension universelle de A

_

.

En�n, Mazur et Messing �etendent cette construction au cas d'un mod�ele de

N�eron : supposons que S soit le spectre d'un anneau de Dedekind et A un mod�ele

de N�eron sur S. Comme le S-groupe Ext

1

(A

0

;G

m

) des extensions de la composante

neutre A

0

par G

m

est repr�esent�e (pour la topologie lisse) par le mod�ele de N�eron

dual A

_

, on dispose pareillement d'une suite exacte de faisceaux ab�eliens :

0! !

A

! Extrig

S

(A

0

;G

m

)! A

_

! 0 :

D'apr�es [23, 5.2, p. 54], cette suite exacte est repr�esentable par des S sch�emas

en groupes lisses. Suivant la terminologie de Mazur et Messing, nous appellerons

extension canonique de A

_

l'extension vectorielle donn�ee par Extrig

S

(A

0

;G

m

) et

nous la noterons E

can

(A

_

). Notons que sa restriction au point g�en�erique � de S est

canoniquement l'extension universelle de A

�

.

Il est bon de remarquer que E

can

(A

_

) n'est pas forc�ement l'extension universelle

de A

_

, pour la simple raison que celui-ci n'en poss�ede pas forc�ement, cf. les contre-

exemples de Breen{Raynaud dans [23, 5.6, p. 58].

2.3. Compl

�

ements sur l'extension canonique

Soient S le spectre d'un anneau de valuation discr�ete de caract�eristiques mixtes

(0; p) et � : A ! S un mod�ele de N�eron. Comme pr�ec�edemment, on note A

0

la

composante neutre de A, A

_

le mod�ele de N�eron dual. Notons S

n

le sous-sch�ema

ferm�e de S d�e�ni par l'id�eal (p

n

) de O

S

.

Soient G le noyau de la multiplication par p

n

dans A, A

[n]

le plus petit sous-

sch�ema en groupes ouvert de A qui contient G.

On fait l'hypoth�ese que G est �ni et plat sur S,

ce qui implique notamment que A=S est semi-stable. On a alors une suite exacte :

0! G! A

[n]

[p

n

]

A

���! A

0

! 0 ;(")

et comme Ext

1

(G;G

m

) = 0 (cf. par exemple [SGA 7

1

, Exp. VIII, 3.3.1]), la suite

exacte des Ext's se r�ecrit de la mani�ere suivante :

0! Hom

S

(G;G

m

) = G

�

! A

_

= Ext

1

S

(A

0

;G

m

)

[p

n

]

A

���! Ext

1

S

(A

[n]

;G

m

)! 0 :
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Il en r�esulte que G

�

, qui est �ni et plat sur S, est le noyau de la multiplication par

p

n

dans A

_

.

Notons, pour tout S-sch�ema en groupes H, Inf

1

(H) � H le premier voisinage

in�nit�esimal de la section nulle dansH. Par d�e�nition [23, 2.1], (")-Homrig(G;G

m

)

est alors l'ensemble des homomorphismes f : G ! G

m

munis d'une rigidi�cation

le long de Inf

1

(A

0

) de la suite exacte 1 ! G

m

! E(f) ! A

0

! 0 induite

par push-out de (") par f (c'est-�a-dire une section Inf

1

(A

0

) ! E(f) commutant

aux projections). L'oubli de f nous d�e�nit ainsi un morphisme de groupes

(")-Homrig(G;G

m

) ! Extrig(A

0

;G

m

) compatible avec les projections naturelles

sur G

�

et A

_

. On constate que l'on a le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. | Ce morphisme de groupes induit un isomorphisme entre

(")-Homrig(G;G

m

) et la restriction �a G

�

de Extrig(A

0

;G

m

).

D'apr�es [23, 2.2], on dispose d'une suite exacte

0! !

A

! (")-Homrig(G;G

m

)! G

�

! 0 :

Comme G

�

est annul�e par p

n

, on en d�eduit une application � : G

�

! !

A

=p

n

.

(Relever x 2 G

�

en ~x, multiplier ~x par p

n

, cela donne un �el�ement de !

A

bien d�e�ni

modulo p

n

!

A

). Comme G

�

est �ni et plat et !

A

=p

n

= !

G

un faisceau quasi-coh�erent

sur S, cette application se factorise par l'application universelle �

G

�

: G

�

! !

G

et

le th�eor�eme suivant les compare :

Th

�

eor

�

eme 2.3.2. | L'application � est �egale �a ��

G

�

, l'oppos�ee de l'appli-

cation universelle de G

�

�a valeur dans un faisceau quasi-coh�erent.

Preuve. Soit f 2 G

�

= Hom(G;G

m

) et choisissons un rel�evement de f dans

(")-Homrig(G;G

m

), autrement dit une rigidi�cation � de l'extension f

�

(") le long

du premier voisinage in�nit�esimal de la section nulle. Alors, l'extension [p

n

]

�

f

�

(")

est triviale (car [p

n

]

G

m

� f = 1) et munie d'une rigidi�cation qu'il faut comparer �a

la rigidi�cation naturelle sur l'extension triviale.

Nous pouvons sans restreindre la g�en�eralit�e �etendre les scalaires �a S

n

. Alors, les

premiers voisinages in�nit�esimaux de la section nulle Inf

1

(G) dans G et Inf

1

(A

0

)

dans A

0

co��ncident canoniquement, si bien que f d�e�nit une application (toujours

not�ee f) Inf

1

(A

0

)! Inf

1

(G

m

).

L'extension E = E(f) = f

�

(") est quotient de A

[n]

�G

m

par le sous-groupe des

points de la forme (g; f(g)

�1

) pour g 2 G. Ainsi, posons pour x 2 Inf

1

(A

0

), soit

~x 2 Inf

1

(A

[n]

) un point tel que [p

n

]~x = x et d�e�nissons �(x) comme la classe de

(~x; f(~x)

�1

) dans E dont on voit qu'elle ne d�epend pas du choix de ~x dans f

�

(").

L'extension [p

n

]

�

f

�

(") est alors quotient de E � G

m

par le sous-groupe des

points de la forme ([0; t]; t

�p

n

) pour t 2 G

m

. La rigidi�cation induite par �

associe �a x 2 Inf

1

(A

0

) la classe de l'�el�ement ([~x; f(~x)

�1

]; 1). Or, l'isomorphisme
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[p

n

]

�

f

�

(") ! A

0

� G

m

est donn�e par ([a; t]; u) ! ([p

n

]a; t

p

n

u). Par suite, la

rigidi�cation �

0

sur l'extension triviale A

0

� G

m

que nous avons obtenue s'�ecrit

�

0

(x) = ([p

n

]~x; f(~x)

�p

n

) = (x; f(x)

�1

).

Cette extension triviale de A

0

par G

m

, rigidi��ee, nous d�e�nit l'�el�ement

�f

�

(dt=t) de !

A

0

= !

G

. Par cons�equent, �(f) = �f

�

(dt=t) = ��

G

(f), ce qu'il

fallait d�emontrer. �

Dans la suite, nous identi�erons la restriction �a G

�

de Extrig(A

0

;G

m

) au

push-out par la multiplication par �1 de l'extension vectorielle que d�e�nit

(")-Homrig(G;G

m

). Cette convention rend l'isomorphisme du lemme 2.3.1 compa-

tible avec celui d�e�ni par Mazur et Messing [23, 2.5.7, p. 20] dans le cas de bonne

r�eduction.

Soient K une extension �nie de Q

p

, O

K

son anneau d'entiers et A

K

une vari�et�e

ab�elienne sur K dont nous notons A le mod�ele de N�eron sur SpecO

K

(suppos�e

semi-stable pour simpli�er). Soient A

_

K

la vari�et�e ab�elienne duale de A

K

et A

_0

la composante neutre de son mod�ele de N�eron sur SpecO

K

. Fixons une clôture

alg�ebrique K de K et soit O

p

= lim

 

O

K

=p

n

l'anneau des entiers du compl�et�e p-

adique de K.

Pour tout entier n > 1, soit K

(n)

� K une extension �nie de K telle que le

noyau de la multiplication par p

n

dans le mod�ele de N�eron A

n

de A

K


K

(n)

soit �ni

et plat sur l'anneau O

(n)

des entiers de K

(n)

; notons G

n

l'extension des scalaires

�a O

p

de ce sch�ema en groupe. On peut de plus supposer que K

(n)

� K

(n+1)

et que

K =

S

n>1

K

(n)

.

Comme A

n

est semi-stable, on dispose pour tout n d'une immersion ouverte

canonique A

n


 O

(n+1)

,! A

n+1

. Cela nous permet de d�e�nir A

1

= lim

!

A

n


 O

p

qui est un O

p

-sch�ema en groupes lisse, localement de pr�esentation �nie.

De même, les �eches naturelles entre faisceaux d'extensions rigidi��ees

Extrig

O

(n)

(A

_0

;G

m

)
O

(n+1)

! Extrig

O

(n+1)

(A

_0

;G

m

)

sont des immersions ouvertes et permettent de d�e�nir l'extension canonique de A

1

sur O

p

; c'est une extension vectorielle

0! !

A

_0


O

p

! E

can

(A

1

)! A

1

! 0 :

Comme G

n

s'identi�e au noyau de la multiplication par p

n

dans A

1

, on peut

d�e�nir G

1

= lim

!

G

n

qui est le groupe p-divisible sur O

p

attach�e �a A

K

.

La restriction de l'extension canonique de A

1

�a G

1

nous fournit une extension

vectorielle sur O

p

0! !

A

_0


O

p

! E

can

(G

1

)! G

1

! 0
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que nous pouvons appeler l'extension canonique de G

1

. Mais pour tout n > 0,

G

1

� Spec(O

p

=p

n

) dispose d'une extension universelle, comme tout groupe p-

divisible sur un sch�ema o�u p est nilpotent, d'o�u une extension universelle de G

1

sur O

p

.

Dans ces conditions, on a le th�eor�eme suivant, qui g�en�eralise la proposition 2.4.1

de [23], o�u il �etait suppos�e bonne r�eduction :

Th

�

eor

�

eme 2.3.3. | L'extension canonique de G

1

s'identi�e canonique-

ment �a son extension universelle.

Preuve. Pour le d�emontrer, nous pouvons r�eduire modulo p

n

puis passer �a la

limite. Consid�erons alors le diagramme suivant

0 G

1

(n) G

1

G

1

0

0 !

G

1

(n)

�

E

univ

(G

1

) G

1

0

0 !

G

1

(n)

�

E

can

(G

1

) G

1

0

[p

n

]

�

G

1

(n)

�

f

dans lequel E

univ

(G

1

) est l'extension universelle de G

1

sur O

K

=p

n

et f est

obtenue par d�e�nition de l'extension universelle. (Remarquons que G

1

(n) = G

n

et

!

G

1

(n)

�

= !

A

_0

=p

n

.) Soient @

can

(resp. @

univ

) les cobords G

1

(n)! !

G

1

(n)

�

obtenus

�a partir des extensions canoniques et universelle de G

1

: si i 2 funiv; cang et si

x 2 G

1

(n), on choisit un rel�evement x̂ 2 E

i

(G

1

) et on pose @

i

(x) = [p

n

]

E

i

(x̂) 2

!

G

1

(n)

�

.

Par d�e�nition, @

univ

= �

G

1

(n)

, @

can

= f � @

univ

et le th�eor�eme 2.3.2 joint �a

la convention se signe qui suit le lemme 2.3.1 nous dit que @

can

= �

G

1

(n)

. La

propri�et�e universelle de l'homomorphisme �

G

1

(n)

entrâ�ne alors que f = 1 est

l'unique homomorphisme f de !

G

1

(n)

�

dans lui-même tel que @

can

= f � �

G

1

(n)

.

Ainsi, f = 1 modulo p

n

puis f = 1. �

Le th�eor�eme 2.3.3 a deux applications : la premi�ere sera le calcul d'une

hauteur relative locale dans le cas de mauvaise r�eduction (nous la verrons aux

propositions 3.4.7 et 3.4.9 plus loin).

La seconde application est une d�emonstration de la co��ncidence, dans le cas

de mauvaise r�eduction, de l'application d�e�nie par Coleman [9] avec Hodge{

Tate. Avec les notations pr�ec�edentes, Coleman d�e�nit en e�et une application
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�

A

K

: T

p

(A

K

) ! !

A

_

K


 C

p

de la fa�con suivante : Soit x = (x

n

) 2 T

p

(A

K

), il

correspond �a x

n

un diviseur D

n

2 A

_

K

(K) tel que p

n

D

n

est lin�eairement �equivalent

�a z�ero ; si p

n

D

n

= div(f

n

), la suite de forme di��erentielles m�eromorphes df

n

=f

n

converge vers une forme di��erentielle holomorphe sur A

_

K


C

p

qui est par d�e�nition

�

A

K

(x).

Proposition 2.3.4. | On a l'�egalit�e �

A

K

(x) = (( lim ))�

G(n)

(x

n

).

Preuve. On peut bien sûr supposer que A a r�eduction semi-stable sur l'anneau

des entiers de K. Il su�t alors de montrer que �

A

K

(x) appartient �a !

A

_


 O

p

et

que modulo p

n

, �

A

K

(x) = �

G(n)

(x

n

). Or, x

n

correspond �a une extension (e

n

) de A

0

par G

m

, d�e�nie sur O

(n)

. Une fois choisie une rigidi�cation de cette extension,

on obtient une rigidi�cation sur l'extension triviale obtenue par pull-back de

l'extension [p

n

]

�

(e

n

). Or, cette rigidi�cation est pr�ecis�ement d�e�nie par la restriction

en l'origine de df

n

=f

n

modulo p

n

.

Autrement dit, le Corollaire 12e (Note added in proof de [9]) est vrai dans le

cas de mauvaise r�eduction, en rempla�cant l'extension universelle par l'extension

canonique. Pour �nir le calcul, on peut raisonner sur le groupe p-divisible dont

le th�eor�eme pr�ec�edent nous dit que l'extension canonique est en fait l'extension

universelle, cqfd. �
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Chapitre 3.|

Extensions vectorielles des vari�et�es

ab�eliennes

3.1. Introduction

Nous construisons dans ce chapitre une hauteur particuli�ere sur une extension

d'une vari�et�e ab�elienne par un groupe vectoriel, dans l'esprit des constructions du

chapitre 1 et de la hauteur de N�eron{Tate.

Nous l'�evaluons ensuite aux points d'ordre �ni. L'�enonc�e principal de ce chapitre

est le suivant :

Th

�

eor

�

eme 3.4.11. | Soient K un corps de nombres, A une vari�et�e ab�e-

lienne sur K de dimension g et E une K-extension non triviale de A par un groupe

vectoriel V . Il existe une hauteur de Weil h

W

sur E(K) associ�ee �a un plongement

projectif de E telle que pour tout nombre premier p ne divisant ni le discriminant

de K ni le conducteur de A, la moyenne des hauteurs des points de E annul�es par

p v�eri�e l'in�egalit�e

 

1�

2

p

!

log p <

1

p

2g

X

[p]P=0

P2E(K)

h

W

(P ) 6 log p:

Il g�en�eralise les r�esultats de Paula Cohen [7, 8] qui traitait le cas d'une extension

non triviale d'une courbe elliptique et de [5, 6] o�u l'on s'int�eressait �a l'extension

vectorielle universelle d'une vari�et�e ab�elienne de dimension arbitraire.

Lorsque l'extension vectorielle est universelle, le mod�ele entier est fourni

(comme annonc�e au paragraphe 2.1) par l'extension canonique du mod�ele de N�eron

d'une vari�et�e ab�elienne, due �a Mazur et Messing ; dans le cas g�en�eral, nous utilisons

un push-out de cette extension canonique, utilisant le fait que sur la �bre g�en�erique,

l'extension vectorielle �a �etudier est elle-même un push-out de l'extension universelle.

Nous compacti�ons ce mod�ele entier en un �br�e projectif sur le mod�ele de

N�eron de la vari�et�e ab�elienne. Il nous su�ra alors d'�etudier la hauteur relative

pour le �br�e inversible relativement ample O(1). Elle sera not�ee

d

degH dans le
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texte et la hauteur de Weil h

W

est la somme de cette hauteur relative et d'une

hauteur de N�eron{Tate sur la vari�et�e ab�elienne. Il est plus d�elicat de montrer que

la hauteur relative se calcule e�ectivement �a l'aide d'un degr�e d'Arakelov que dans

le chapitre 1 car la multiplication par un entier > 1 sur le groupe alg�ebrique ne

permet plus de (( caler )) la hauteur convenablement.

Les paragraphes 3.2 et 3.3 sont les pendants des paragraphes 1.3 et 1.4 dans le

cas d'une extension par G

m

et le plan en est tr�es proche.

En�n, nous relions au paragraphe 3.4 la hauteur des points d'ordre �ni aux

calculs du chapitre 4 concernant les valuations de p�eriodes p-adiques. Ceci nous

permet d'�etudier le comportement asymptotique de la moyenne des hauteurs des

points d'ordre premier donn�e, lorsque cet ordre tend vers l'in�ni et d'�etablir ainsi

le th�eor�eme principal.

3.2. Compactification, m

�

etriques

3.2.a. Mod�eles entiers

Soit S un sch�ema de Dedekind connexe, notons � son point g�en�erique. Soient

A

�

une �-vari�et�e ab�elienne, A son mod�ele de N�eron sur S et A

0

la composante

neutre de A. Soit A

_

le mod�ele de N�eron dual, c'est-�a-dire le mod�ele de N�eron sur

S de la vari�et�e ab�elienne duale (A

�

)

_

.

Soient V

�

un �-groupe vectoriel et E

�

une extension de A

�

par V

�

. Par d�e�nition

de l'extension universelle, il existe un unique homomorphisme f

�

: !

A

_

�

! V

�

tel

que E

�

= f

��

E

univ

. L'extension canonique de A est une extension par le groupe

vectoriel !

A

_

et �xons un S-vectoriel V ainsi qu'un homomorphisme f : !

A

_

! V

qui prolongent f

�

. (Comme S est de Dedekind, un choix meilleur que les autres

pourrait consister �a prendre pour V l'image du r�eseau !

A

_

dans V

�

.) On d�e�nit

alors E := f

�

E

can

. C'est une extension de A par le groupe vectoriel V qui prolonge

E

�

.

Soit W le faisceau localement libre sur S dont V provient (i.e. W est le faisceau

des sections de V , ou bien encore V = V(W

_

)). D'apr�es [25, III.4.7 et III.3.7],

Ext

1

S

(A; V ) = H

1

(A;O

A




O

S

W ), d'o�u un recouvrement ouvert U de A et pour

tous U

1

, U

2

2 U une section �

U

1

U

2

: U

1

\ U

2

! V v�eri�ant la condition de cocycle

0 = �

U

1

U

2

+ �

U

2

U

3

+ �

U

3

U

1

: U

1

\ U

2

\ U

3

! V:

R�eciproquement, de telles sections d�eterminent E de la fa�con suivante : si U 2 U

et � : E ! A est la projection, notons E

U

= �

�1

(U) � E ; alors, il existe un
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isomorphisme '

U

: E

U

! V �

S

U v�eri�ant pour U

1

et U

2

2 U,

'

U

1

� '

U

2

= (�

U

1

U

2

; 0):

Or, H

1

(A;O

A


 W ) est canoniquement isomorphe �a Ext

1

(O

A

;O

A


 W ), l'iso-

morphisme associant au cocycle f�

U

i

U

j

; U

i

; U

j

2 Ug les matrices de transition

0

@

id

W

�

U

i

U

j

0 1

1

A

2 GL((O

A


W )� O

A

) qui d�e�nissent un faisceau localement libre

F sur A, de rang rg V +1, avec une suite exacte naturelle 0! W ! F ! O

A

! 0.

Soit E = P(F

_

). L'inclusion V

A

,! V(F

_

) d�e�nit un sous-�br�e isomorphe �a

P(W

_

) (les hyperplans de V

A

) de E qui est un diviseur D. En outre, un S-point de

E correspond �a un quotient inversible deF

_

, alors qu'un S-point de E s'interpr�ete

comme un tel quotient F

_

! I tel que la composition O

A

! F

_

! I soit un

isomorphisme. On voit ainsi qu'il existe une immersion ouverte canonique E ,! E,

le compl�ementaire de l'image de E dans E �etant pr�ecis�ement D.

Le lemme 1.3.1 montre que O

P(W

_

)

(1) = O(D). Il est par d�e�nition relativement

ample sur A et est muni d'une section canonique s

D

telle que div(s

D

) = D.

3.2.b. M�etriques hermitiennes

Soit � 2 S(C) ; apr�es changement de base par �, on veut munir O(D) d'une

m�etrique hermitienne. Pour simpli�er les notations, on notera A, etc. les objets

A �

S;�

C,: : : En particulier, A est un tore complexe C

g

=�, o�u g = dimA et �

est un r�eseau de C

g

, et V = C

n

pour n = rg V .

Lemme 3.2.1. | Il existe un homomorphisme � : � ! V tel que E(C) soit

le quotient de V �C

g

par l'action de � suivante :

� � (u; z) = (u+ �(�); z + �); � 2 �; u 2 V; z 2 C

g

:

Le �br�e vectoriel V(F

_

) est de même le quotient de (C� V )�C

g

par l'action

� � ((t; u); z) = ((t; u+ t�(�)); z + �); � 2 �; t 2 C; u 2 V; z 2 C

g

:

Preuve. Comme H

1

((C

g

)

an

;O) = 0, l'extension de C

g

par V obtenue par pull-

back de E est scind�ee. Une fois choisi un scindage, on obtient une repr�esentation

� de � = �

1

(A) dans V qui agit par translations sur lui-même. R�eciproquement,

�etant donn�ee �, on reconstruit E puis V(F

_

) �a l'aide des formules indiqu�ees.

Si �

0

est la repr�esentation attach�ee �a un autre scindage, �

0

� � : �! V s'�etend

par R-lin�earit�e en un homomorphisme C-lin�eaire. construit est canoniquement

isomorphe, Le morphisme donn�e sur les revêtements universels par ((t; u); z) 7!

((t; u+ (�

0

� �)(z)); z) est alors un isomorphisme. �
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Avec les notations du lemme, E est le quotient de P(C� V )�C

g

par l'action

de � qui provient de celle sur V(F

_

). Dans ces conditions, le diviseur D est d�e�ni

par l'�equation t = 0 et t s'identi�e �a la section s

D

de O(D). Si � : E ! A

d�esigne la projection naturelle, O(D) est un quotient de �

�

F

_

et il su�t de munir

V(F

_

) d'une m�etrique hermitienne h pour que O(D) en h�erite naturellement par

la formule

ks

D

k

([t:u];z)

=

jtj

h

z

(t; u)

1=2

:

(Si u 2 V , t 2 C et z 2 C

g

avec (t; u) 6= (0; 0), on note ([t : u]; z) l'unique point de

P(F

_

) dont un relev�e dans (C� V )�C

g

est ((t; u); z).)

Il reste �a construire h

z

. Pour cela, on remarque que la suite exacte de �br�es

vectoriels sur A

0! V � A! V(F

_

)! C� A! 0

admet une section C

1

naturelle : d�esignons toujours par � le prolongement R-

lin�eaire de � : �! V en une application C

g

! V et posons '(t; z) = ((t; t�(z)); z).

Pour � 2 �, on a

� � '(t; z) = � � ((t; t�(z)); z) = ((t; t�(�) + t�(z)); z + �);

tandis que

'(� � (t; z)) = '(t; z + �) = ((t; t�(z + �)); z + �);

de sorte que ' : C � C

g

! (C � V ) � C

g

passe au quotient par l'action

de �.

�

A la section ' est ainsi associ�e un scindage C

1

de la suite exacte ci-

dessus, � : V(F

_

) ! (V � C) � A d�ecrit sur le revêtement universel de A par

(t; u)

z

! (t; u� t�(z))

z

.

Choisissons une m�etrique hermitienne k � k

V

sur l'espace vectoriel V . Alors,

on peut munir V(F

_

) de la m�etrique somme directe orthogonale des m�etriques

constantes k � k

V

sur V � A et j � j sur C� A.

Nous avons ainsi �etabli la proposition

Proposition 3.2.2. | Une fois �x�ee une m�etrique hermitienne sur V , il

existe une unique m�etrique hermitienne sur O(D) pour laquelle la norme de s

D

est

donn�ee par l'expression

ks

D

k

([t:u];z)

=

jtj

q

ku� t�(z)k

2

V

+ jtj

2

:

Remarque 3.2.3. La m�etrique hermitienne construite est ind�ependante du

choix de la repr�esentation � : �! V . En e�et, si �+� est une autre repr�esentation
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d�e�nissant l'extension, � : C

g

! V �etant un homomorphisme C-lin�eaire, on a les

�egalit�es

ks

D

k

0

([t:u+�(z)];z)

= jtj

�

ku+ t�(z)� t�

0

(z)k

2

+ jtj

2

�

�1=2

= jtj

�

ku� t�(z)k

2

+ jtj

2

�

�1=2

= ks

D

k

([t:u];z)

:

3.3. Construction de la hauteur relative

3.3.a. Construction

Soient R un anneau de Dedekind, S = SpecR, K le corps de fractions de R et

� = SpecK le point g�en�erique de S. Notons R la clôture int�egrale de R dans une

clôture alg�ebrique K de K, S = SpecR.

Soit 0! V

�

! E

�

! A

�

! 0 une �-extension d'une �-vari�et�e ab�elienne A

�

par

un �-groupe vectoriel V

�

. Notons c

�

la classe de l'extension dans H

1

(A

�

; V

�


O

A

�

).

D

�

efinition 3.3.1. Un S-mod�ele de cette extension est la donn�ee d'un S-

sch�ema A plat, de type �ni et s�epar�e, prolongeant A

�

tel que A(S) = A

�

(�), d'un

S-groupe vectoriel V prolongeant V

�

et d'une classe c 2 H

1

(A; V 
 O

A

) telle que

c
 � = c

�

.

Un S-mod�ele est la donn�ee d'un S-groupe vectoriel V prolongeant V

�

, d'une

famille (K

i

) d'extensions �nies de K contenues dans K, telles que

S

i

K

i

= K,

et, notant S

i

le normalis�e de S dans SpecK

i

, d'un S

i

-mod�ele (A

i

; V �

S

S

i

; c

i

)

(du changement de base �a SpecK

i

) de l'extension, astreints �a la condition de

compatibilit�e suivante : si R

i

� R

j

, on demande l'existence d'une immersion

ouverte ' : A

i

�

S

i

S

j

,! A

j

qui est l'identit�e sur la �bre g�en�erique et telle que

c

i


 R

i

= '

�

c

j

.

Si K est un corps de nombres, un (S;1)-mod�ele (resp. un (S;1)-mod�ele) est

la donn�ee d'un S-mod�ele (resp. un S-mod�ele) et, pour tout plongement � : K ,! C,

d'une m�etrique hermitienne sur le C-espace vectoriel, V

�




�

C, invariantes par la

conjugaison complexe.

Notant S

v

le spectre du compl�et�e de S en un point ferm�e v de S, un S-mod�ele

d�etermine canoniquement (par changement de base) un S

v

-mod�ele. De même, la

donn�ee d'une place v de S relevant v permet d'obtenir un S

v

-mod�ele par extension

des scalaires d'un S-mod�ele.

D'apr�es le crit�ere valuatif de propret�e, un un S-mod�ele (A; V; c) (resp. un

(S;1)-mod�ele) tel que A est projectif (propre) sur S fournit automatiquement un
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S-mod�ele (resp. un (S;1)-mod�ele) en prenant pour toute extension �nie S

0

! S le

S

0

-mod�ele (A�

S

S

0

; V �

S

S

0

; c�

S

S

0

). Nous dirons qu'un tel S-mod�ele est projectif.

La d�e�nition pr�ec�edente tire son int�erêt de la proposition suivante, selon

laquelle l'extension canonique d�e�nit un S-mod�ele. Cependant, si A

�

n'a pas bonne

r�eduction, ce S-mod�ele n'est pas un S-mod�ele projectif au sens des lignes qui

pr�ec�edent.

Proposition 3.3.2. | Soit 0! V

�

! E

�

! A

�

! 0 une extension comme

ci-dessus et f

�

: !

A

_

�

! V

�

l'application canonique d�e�nissant l'extension. Si A est

le mod�ele de N�eron de A

�

sur S, soit f : !

A

_

! V un homomorphisme du cotangent

en l'origine du mod�ele de N�eron de A

_

�

vers un S-groupe vectoriel prolongeant V

�

tel que f 


S

� = f

�

.

Supposons que A est semi-stable. Alors, la collection, pour toute extension

�nie S

0

! S, du mod�ele de N�eron A

0

de A

�

sur S

0

et de la classe du push-

out de l'extension canonique de A

0

par la composition de f et de l'application

!

A

0_

! !

A

_

�

S

S

0

d�e�nit un S-mod�ele.

Preuve. Soit S

0

! S une extension �nie, notons �

0

le point g�en�erique de S

0

et d�esignons par A

0

le mod�ele de N�eron de A

�

� �

0

, par V

0

le S

0

-groupe vectoriel

V �

S

S

0

, et par c

0

la classe de cohomologie c

0

2 H

1

(A

0

; V

0


 O

A

0

) d�e�nie par le

push-out par f �

S

S

0

de l'extension canonique de A

0

.

Tout d'abord, (A

0

; V

0

; c

0

) est un S

0

-mod�ele de l'extension : on a A

0

(S

0

) = A

�

(�

0

)

en vertu de la propri�et�e universelle du mod�ele de N�eron et la �bre g�en�erique de

l'extension canonique �etant canoniquement isomorphe �a l'extension universelle, on

en d�eduit par push-out que c

0




S

0

�

0

= c

�

�

�

�

0

.

Il reste �a montrer que ces S

0

-mod�eles sont bien compatibles. Comme A=S est

semi-stable, A

0

=S

0

est aussi semi-stable, et il su�t de prouver la compatibilit�e entre

le S-mod�ele d�e�ni par A et le S

0

-mod�ele.

Si A=S est un sch�ema ab�elien, alors A

0

= A�

S

S

0

, c

0

= c�

S

S

0

et la compatibilit�e

est imm�ediate.

Dans le cas g�en�eral, l'application canonique A

_

�

S

S

0

! A

0_

qui prolonge

l'identit�e sur la �bre g�en�erique est une immersion ouverte. Elle induit par

cons�equent un isomorphisme sur les composantes neutres, ainsi que sur les premiers

voisinages in�nit�esimaux de la section nulle

Inf

1

(A

_0

�

S

S

0

)

�

�! Inf

1

(A

0_0

):

D'autre part, l'extension canonique est d�e�nie par Extrig

S

(A

_0

;G

m

) ; partant

d'une S-extension rigidi��ee de A

_0

, on peut faire le changement de base �a S

0

d'o�u

une application canonique E

can

(A) �

S

S

0

! E

can

(A

0

) qui prolonge l'identit�e sur

la �bre g�en�erique. Comme la notion de rigidi�cation commute au changement de
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base, cette application identi�e E

can

(A)�

S

S

0

comme le pull-back de E

can

(A

0

) par

l'immersion ouverte A�

S

S

0

! A

0

.

Cette derni�ere immersion ouverte induit un isomorphisme sur les cotangents �a

l'origine si bien que l'application f

0

: !

A

0_

! V

0

provient de f par extension des

scalaires. La compatibilit�e en r�esulte. �

Comme au paragraphe 3.2, tout S-mod�ele (A; V; c) permet de d�e�nir un faisceau

localement libre W tel que V = V(W

_

), un faisceau localement libre F de rang

rg V +1, extension de O

A

par W , et dont la classe est pr�ecis�ement c, un S-sch�ema

quasi-projectif et plat E = P(F

_

), un diviseur D � E, un faisceau inversible

O(D), relativement ample et muni d'une section s

D

dont le diviseur est D.

De même, un (S;1)-mod�ele fournit une m�etrique hermitienne sur le faisceau

inversible O(D), compatible �a la conjugaison complexe.

Fixons un S-mod�ele (resp. un (S;1)-mod�ele si S est le spectre d'un anneau

d'entiers de corps de nombres). Soit P 2 E

�

(�) et Q = �(P ) 2 A

�

(�). Par

hypoth�ese, il existe une unique section "

Q

: S ! A qui prolonge Q. D'autre part,

E=A �etant projectif, le crit�ere valuatif de propret�e permet de prolonger P en une

section "

P

: S ! E qui rel�eve "

Q

.

D

�

efinition 3.3.3. On d�e�nit des S-hauteurs relatives locales de P : si p est

un id�eal maximal de R et v est la valuation (normalis�ee) de R associ�ee �a p, on

pose h

S;v

(P ) = (fPg �D)

v

, produit d'intersection au-dessus de p du 1-cycle fPg et

du diviseur D, transverses.

Dans le cas global, �etant donn�e un (S;1)-mod�ele, si � est un plongement de

K dans C, on d�e�nit h

S;�

(P ) = � log ks

D

k

�

(P ).

On d�e�nit en�n l'�el�ement H

S

(P ) = "

�

P

O(D) de

d

CH

1

(S), appel�e S-hauteur

relative de P pour le (S;1)-mod�ele consid�er�e.

La proposition suivante reproduit la d�e�nition du degr�e arithm�etique d'un

�el�ement de

d

CH

1

(S) :

Proposition 3.3.4. | On a l'�egalit�e

d

degH

S

(P ) =

X

p2S

h

S;v

p

(P ) logN(p) +

X

�2S(C)

h

S;�

(P ):

La donn�ee d'un S-mod�ele (resp. d'un (S;1)-mod�ele) permet de d�e�nir ces

fonction sur tout E

�

(�). Pour simpli�er, on n'explicite la d�e�nition que dans le cas

des corps de nombres.

D

�

efinition 3.3.5. Fixons un (S;1)-mod�ele. Soit P 2 E

�

(�) et �

0

� � une

extension �nie de � telle que P est d�e�ni sur �

0

. Soit � : S

0

! S le normalis�e de
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S dans �

0

. Alors l'�el�ement �

�

H

S

0

(P )


1

[S

0

:S]

de

d

CH

1

(S) 


Z

Q est ind�ependant du

choix de S

0

. On l'appelle hauteur relative de P pour ce (S;1)-mod�ele.

Si l'on ne pr�ecise pas le (S;1)-mod�ele, c'est que l'on a choisi le mod�ele d�e�ni

par les extensions canoniques, le choix d'un homomorphisme !

A

_

! V et d'une

m�etrique hermitienne sur V

�

. Nous la noterons parfois H

can

quand il pourrait y

avoir confusion.

3.3.b. La hauteur relative est une hauteur

Rappelons (cf. par exemple [35] ou [20]) qu'il existe sur l'espace projectif

P

n

(Q) une fonction h

W

appel�ee hauteur et jouissant de nombreuses propri�et�es

(th�eor�eme de Northcott, etc.). Si X=Q est une vari�et�e alg�ebrique quasi-projective,

tout plongement ' : X ,! P

N

Q

nous fournit une fonction h

W;'

sur X(Q) que nous

appellerons hauteur de Weil. Plus g�en�eralement, nous appellerons hauteur de Weil

sur une vari�et�e quasi-projective X d�e�nie sur Q toute fonction h

W;X

: X(Q)! R

qui est la somme d'une fonction de la forme h

W;'

et d'une fonction born�ee. Si X est

projective, on peut associer par lin�earit�e une fonction h

W;D

(d�e�nie �a une fonction

born�ee pr�es) �a tout diviseur D 2 Div(X). Une hauteur de Weil sur X associ�ee au

diviseur D sera par d�e�nition une fonction h : X(Q) ! R telle que h� h

W;D

soit

born�ee.

Th

�

eor

�

eme 3.3.6. | Soit h

W

une hauteur de Weil sur E

�

associ�ee au

diviseur D. Alors, il existe une constante C telle que pour tout point P 2 E(�), on

ait

j

d

degH

can

(P )� h

W

(P )j 6 C:

Lemme 3.3.7. | La hauteur relative d�e�nie �a partir d'un S-mod�ele projectif

est une hauteur de Weil.

Preuve. En e�et, si (A; V; c) est un S-mod�ele projectif,

d

degH(P ) est alors

le degr�e d'Arakelov du faisceau inversible m�etris�e "

�

P

O(D), calcul�e �a l'aide d'un

mod�ele projectif E de E

�

. �

Dans le lemme suivant, les S-points d'un S-mod�ele projectif n'est rien d'autre

que la limite inductive des S

0

-points de E

0

= E

0

n D

0

, les immersions ouvertes

A � S

0

! A

0

d�e�nissant des immersions E � S

0

! E

0

d'o�u une injection

E(S) ,! E

0

(S

0

). Nous dirons qu'ils forment un groupe si leur restriction �a la �bre

g�en�erique est un sous-groupe de E

�

(�).

Lemme 3.3.8. | Il existe un S-mod�ele projectif de l'extension dont les S-

points sont un groupe.
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Preuve. SoitX un S-sch�ema propre, de type �ni et plat, dont la �bre g�en�erique

est A

�

; par exemple, l'adh�erence de A

�

dans un espace projectif P

n

S

convenable.

Soit Y un S-sch�ema propre, de type �ni et plat qui d'une part prolonge A

�

�

�

A

�

,

et d'autre part est muni d'applications p

1

, p

2

, m : Y ! X qui prolongent

respectivement la premi�ere projection, la seconde projection et la multiplication

A

2

�

! A

�

; par exemple, l'adh�erence dans X

3

de l'image de A

2

�

par la composition

A

2

�

(p

1

;p

2

;m)

�����! A

3

�

,!X

3

.

Soient (U

i

) un recouvrement ouvert a�ne �ni de X , U

ij

l'intersection de U

i

et

U

j

, qui est aussi un ouvert a�ne ; soient donc U

i

= SpecR

i

et U

ij

= SpecR

ij

. Les

U

i;�

sont des ouverts a�nes de A

�

sur lesquels le V

�

-torseur E

�

j

U

i;�

est trivial, d'o�u

une section �

i

: U

i;�

! E

�

. Sur U

i;�

\ U

j;�

, la di��erence �

i

� �

j

est une fonction

r�eguli�ere f

ij

�a valeurs dans V

�

, soit f

ij

2 R

ij


V

�

. Par cons�equent, on peut trouver

un S-groupe vectoriel V dont V

�

soit la �bre g�en�erique et tel que f

ij

2 R

ij


 V ;

les f

ij

v�eri�ant encore la condition de cocycle, cela nous d�e�nit bien un S-mod�ele

projectif de l'extension, et donc un S-mod�ele projectif par changement de base.

Notons E !X le V -torseur form�e �a partir de S-mod�ele.

CommeX est un S-mod�ele propre d'une vari�et�e ab�elienne, il r�esulte du crit�ere

valuatif de propret�e que les S-points de X forment un groupe. En revanche, E

n'est pas propre sur S, et l'ensemble E(S) n'est pas a priori un sous-groupe de

E(�). Il reste �a montrer comment modi�er ce mod�ele de sorte que cette propri�et�e

soit satisfaite.

Notons 


ijk

l'ouvert (a�ne) (p

1

; p

2

)

�1

(U

i

�

S

U

j

) \ m

�1

(U

k

) de Y , R

ijk

son

anneau et 


ijk;�

sa �bre g�en�erique. On a une fonction f

ijk

: 


ijk;�

! V

�

d�e�nie par

f

ijk

(x; x

0

) =

�

�

i

(x)	

E

�

�

j

(x

0

)

�

	

E

�

�

k

(x	 A

�

x

0

) ;

si bien que f

ijk

appartient �a R

ijk


 V 


S

� et il existe un d�enominateur commun �a

tous ces �el�ements. Ainsi, quitte �a remplacer V par

1

D

V � V

�

, sans changer les f

i

,

etc., on peut supposer que

f

ijk

2 R

ijk


 V:

Dans ces conditions, montrons que E(S) est un groupe. Il su�t de montrer que

E(S

0

) est un groupe pour toute extension �nie S

0

! S, et les propri�et�es ci-dessus

restant vraies apr�es changement de base �a S

0

, on peut se contenter de prouver que

E(S) est un groupe. C'est alors une propri�et�e locale pour la topologie de Zariski

sur S, ce qui nous ram�ene au cas o�u S est le spectre d'un anneau de valuation

discr�ete.

Soient e et e

0

2 E(S), x = �(e) et x

0

= �(e

0

) 2 X (S). Comme S est un trait,

on peut trouver i, j et k tels que (p

1

; p

2

)

�1

(x; x

0

) 2 


ijk

. Alors, comme E est un

V -torseur sur X , dire que e est entier revient �a dire qu'il existe un �el�ement v 2 V
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tel que e = �

i

(x) + v, et de même pour e

0

(le + est au sens des torseurs). On

constate alors que

e	

E

�

e

0

= (�

i

(x) + v)	 (�

j

(x

0

) + v

0

)

= �

k

(x	

A

�

x

0

) + (v � v

0

+ f

ijk

(x; x

0

))

ce qui prouve que e	 e

0

appartient bien �a E(S). Ainsi, E(S) est un groupe, ce qui

conclut la preuve du lemme. �

Le lemme qui suit est une variante de la proposition 3.4.3 d�emontr�ee plus loin.

Lemme 3.3.9. | Soient (A; V; c) un S-mod�ele et v une place de S = SpecR.

Pour tout � 2 R non nul, on note [�]

�

E le �

�1

V torseur construit �a l'aide du S-

mod�ele (A; �

�1

V; c). Dans ces conditions, pour tout P 2 E

�

(�), h

S;v

(P ) 6 v(�) si

et seulement si P se prolonge en un point entier de [�]

�

E(S).

Lemme 3.3.10. |

�

Etant donn�es deux S-mod�eles dont les points forment un

groupe, notons h

S;v;1

et h

S;v;2

les hauteurs locales en une place v de S d�e�nies par

ces mod�eles. Alors,

sup

P2E

�

(�)

jh

S;v;1

(P )� h

S;v;2

(P )j 6 sup

P2E

�

(�)

�(P )=0

jh

S;v;1

(P )� h

S;v;2

(P )j :

Preuve. Soient donc (A

1

; V

1

; c

1

) et (A

2

; V

2

; c

2

) deux S-mod�eles. Notons E

1

et

E

2

les V

1

-torseurs (resp. V

2

) correspondants. Soit P 2 E

�

(�), Q = �(P ) 2 A

�

(�) et

Q

1

, Q

2

les deux sections de A

1

(S), A

2

(S) prolongeant Q. Soient P

1

et P

2

les points

entiers de E

1

(S) et E

2

(S) qui prolongent P .

Montrons qu'il existe P

0

2 E

�

(�) tel que �(P

0

) = Q et tel que P

0

se prolonge

en un point entier P

0

1

et P

0

2

dans chacun des S-mod�eles E

1

et E

2

.

Comme S est a�ne, la restriction du V

1

torseur E

1

�a Q

1

est triviale et on �xe un

isomorphisme u

1

: Q

�

1

E

1

! V

1

. De même, �xons un isomorphisme u

2

: Q

�

2

E

2

! V

2

,

compatible �a l'isomorphisme '

12

: E

1;�

! E

2;�

. Ainsi, il su�t de trouver v

1

2 V

1

,

v

2

2 V

2

tel que '

12

� u

�1

1

(v

1

) = u

�1

2

(v

2

). L'isomorphisme Q

�

1

E

1;�

' Q

�

2

E

2;�

se

prolonge en un homomorphisme Q

�

1

E

1

!

1

D

Q

�

2

E

2

pour un entier D > 1 et il su�t

de prendre v

1

2 DV

1

pour conclure.

Alors, le point P

1

appartient �a E

1

(S) si et seulement si P

1

	

E

�

P

0

1

aussi

(car E

1

(S) est un sous-groupe), et de même, P

2

2 E

2

(S) si et seulement si

P

2

� P

0

2

2 E

2

(S).

Si, pour � 2 R, on d�esigne par [�]

�

E

1

le S-mod�ele (A

1

;

1

�

V

1

; c

1

) de l'extension

E

�

, et de même pour E

2

, le lemme 3.3.9 a�rme que h

S;v;1

(P ) 6 v(�) si et seulement

si le point P se prolonge en un point entier dans [�]

�

E

1

.



3.3. Construction de la hauteur relative 45

Par suite, les points entiers des S-mod�eles [�]

�

E

i

�etant aussi des groupes, on a

les �equivalences

h

S;v;1

(P ) 6 v(�) , P

1

2 [�]

�

E

1

(S)

, P

1

� P

0

1

2 [�]

�

E

1

(S)

car P

0

se prolonge en un point entier du

1

�

V

1

-torseur [�]

�

E

1

, et de même,

h

S;v;2

(P ) , P

2

� P

0

2

2 [�]

�

E

2

(S):

Finalement, comme le point P � P

0

se projette en l'origine de A

�

, le lemme est

d�emontr�e. �

Preuve du th�eor�eme 3.3.6. Vu les lemmes pr�ec�edents, il su�t de comparer les

hauteurs globales en la �bre �a l'origine d�e�nies par, d'une part un (S;1)-mod�ele

projectif, et d'autre part le (S;1)-mod�ele que donne l'extension canonique.

On commence par se ramener au cas o�u les mêmes m�etriques hermitiennes sur

V

�

sont les mêmes, ce qui change les hauteurs globales par une fonction born�ee.

Ainsi, les hauteurs locales archim�ediennes sont les mêmes.

Ensuite, il existe un ouvert dense U de S tel que le U -mod�ele obtenu par

extension des scalaires �a partir de l'extension canonique est projectif. Ainsi, on

peut supposer que les hauteurs locales en toute place v 2 U co��ncident.

En�n, pour l'ensemble �ni de places v 2 S n U , la comparaison en l'origine est

facile : on a deux R

v

-modules V

1

et V

2

, ainsi que des isomorphismes V

1


K ' V

�

'

V

2


 K tels que h

S;v;1

(w) et h

S;v;2

(w) soient le d�enominateur de w dans V

1


 K

(resp. V

2


K) pour tout w 2 V

�


K. Comme l'isomorphisme V

1


K ' V

2


K (et

son inverse) que l'on obtient a un d�enominateur born�e, il existe ainsi une constante

C

v

telle que pour tout w 2 V

�


K,

jh

S;v;1

(w)� h

S;v;2

(w)j 6 C

v

:

En d�e�nitive, les deux hauteurs di��erent sur E

�

(�) d'une fonction born�ee, major�ee

par C =

P

v 62U

C

v

logN(v). �

Corollaire 3.3.11. | Soit h

W

une hauteur de Weil sur E

�

associ�ee �a un

plongement projectif de E

�

. Il existe un entier n > 1 et une constante C tels que

pour tout point P 2 E(�) d'ordre �ni, on ait

jh

W

(P )� n

d

degH(P )j 6 C:

Preuve. En e�et, la structure du groupe de Picard des �br�es projectifs nous dit

que h

W

est associ�e �a un �el�ement de la forme �

�

L 
O(n) dans Pic(E

�

), � �etant la

projection E

�

! A

�

; comme ce �br�e est ample, n > 1. Le corollaire se d�eduit des

deux points suivants :
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{ grâce �a l'existence de la hauteur de N�eron{Tate sur A

�

(�), le terme

correspondant �a �

�

L est uniform�ement born�e lorsque �(P ) d�ecrit A

�

(�)

tors

;

{ d'apr�es le th�eor�eme 3.3.6, la di��erence entre n

d

degH(P ) et le terme corres-

pondant �a O(n) est uniform�ement born�ee lorsque P 2 E

�

(�). �

3.4. Hauteur des points d'ordre fini

Nous calculons ici la hauteur relative des points d'ordre �ni sur une extension

vectorielle ; remarquons que la projection � : E

�

! A

�

induit un isomorphisme

entre les sous-groupes de torsion :

Lemme 3.4.1. | Soit � : E

�

! A

�

une extension vectorielle d'une vari�et�e

ab�elienne, � �etant le spectre d'un corps de caract�eristique 0. Alors, pour tout entier

non nul n et pour tout point x 2 A

�

annul�e par n, il existe un unique point � 2 E

�

relevant x et annul�e par n.

Preuve. Notons 0! V

�

! E

�

! A

�

! 0 cette extension. Soit un point �

0

2 E

�

relevant x. Le point [n]�

0

est au-dessus de [n]x = 0

A

et est donc un �el�ement du

groupe vectoriel V

�

. Alors, on cherche � sous la forme �

0

+ v, ce qui donne comme

unique solution v = �

1

n

([n]�

0

). �

Si la partie archim�edienne de la hauteur est tr�es facile �a �evaluer, la partie �a

distance �nie n�ecessite plus de soin et les calculs du chapitre 4 sur les sch�emas en

groupes �nis.

Nous conservons les notations du paragraphe 3.3.

3.4.a. Calcul archim�edien

Proposition 3.4.2. | Soit n un entier non nul. Soient S

0

! S le

normalis�e de S dans une extension �nie �

0

! � et P 2 E(�

0

) tel que [n]P = 0.

Alors, pour tout � 2 S

0

(C), on a h

S

0

;�

(P ) = 0.

Preuve. Pour simpli�er les notations, e�ectuons le changement de base par

� : SpecC ! S

0

. Il faut ainsi montrer que ks

D

k

P

= 1. Comme l'extension de

C

g

par V obtenue par pull-back de E est scind�ee, le même calcul que dans le

lemme 3.2.1 montre que la loi de groupe sur E se d�eduit par passage au quotient

par l'action de �

1

(A) de l'op�eration

(u; z)� (u

0

; z

0

) 7! (u+ u

0

; z + z

0

)

sur V �C

g

. Vue comme loi de groupe rationnelle sur E, elle provient de l'op�eration

([t : u]; z)� ([t

0

: u

0

]; z

0

) 7! ([tt

0

; t

0

u+ tu

0

]; z + z

0

):
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Par suite, la multiplication par n provient du morphisme ([t : u]; z) 7! ([t : nu]; nz)

sur P(C� V )�C

g

. Il en r�esulte que les coordonn�ees des points annul�es par n de

E, lues sur le revêtement universel, sont ([1 : �(�)=n]; �=n) avec � 2 � (mod n�).

D'apr�es la proposition 3.2.2, on a l'�egalit�e

ks

D

k

P

= jtj

�

ku� t�(z)k

2

V

+ jtj

2

�

�1=2

;

alors que l'on a u = �(�)=n, t = 1 et z = �=n, si bien que ks

D

k

P

= 1. �

3.4.b. Calcul aux places �nies : pr�eliminaires

D�esormais, on choisit une place v de S et on suppose, apr�es changement de

base, que S est le spectre d'un anneau de valuation discr�ete R. Si K est le corps

des fractions de R (donc � = SpecK est le point g�en�erique de S), A=S est le

mod�ele de N�eron d'une vari�et�e ab�elienne A

K

=K et E est une extension de A par

un groupe vectoriel V=S. On note i : V ! E l'inclusion naturelle.

Le push-out de l'extension E via la multiplication par � 2 R sur V nous donne

une extension [�]

�

E, ainsi qu'un morphisme u

�

: E ! [�]

�

E : si l'on consid�ere la

suite exacte

0! V

(i;��)

���! E �

S

V

p

�

�! [�]

�

E ! 0

qui d�e�nit [�]

�

E, le morphisme u

�

est la restriction de p

�

�a E�

S

f0g = E. Si � n'est

pas une unit�e de R, l'application u

�

ne s'�etend pas �a E. Cependant, si P 2 E(�),

cela a un sens de consid�erer la section "

u

�

(P )

: S ! [�]

�

E associ�ee au point u

�

(P ),

calcul�e sur la �bre g�en�erique (cf. le paragraphe 3.3.a).

Proposition 3.4.3. | Soit P 2 E(�). Alors, on peut calculer la S-hauteur

relative locale h

S;v

(P ) (d�e�nition 3.3.3) par la formule

h

S;v

(P ) = minfv(�) ; � 2 R n f0g; "

u

�

(P )

(S) � [�]

�

E(S)g:

Preuve. Soient U un recouvrement ouvert de A et w = (w

UU

0

) un cocycle qui

repr�esente la classe de l'extension E dans H

1

(A;O

A


 W ). Si � : S ! A est un

S-point de A, un S point ~� de E au-dessus de � est alors une famille de morphismes

�

U

: �

�1

(U) ! V pour U 2 U v�eri�ant �

U

� �

U

0

= w

UU

0

� �. L'extension [�]

�

E

correspond �a la classe �w et le S-point u

�

(~�) est repr�esent�e par les morphismes

��

U

.

Comme R est principal, un S-point de E au-dessus de � est un couple (f�

U

g; t)

d�e�ni �a multiplication par une unit�e de R pr�es et tel que �

U

��

U

0

= tw

UU

0

�� pour

tous U , U

0

2 U, et (�

U

; t) 6= (0; 0) modulo l'id�eal maximal de R.

Par d�e�nition de l'intersection arithm�etique, (~�(S) �D)

v

est �egal �a v(t), si bien

que ~�(S) � E si et seulement si v(t) = 0. D'apr�es ce qu'on vient de voir, "

u

�

(P )
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correspond �a la famille (f�

U

g; t=�) tant que v(t=�) > 0, et �a (f��

U

=tg; 1) quand

v(�=t) > 0, d'o�u la proposition. �

Lemme 3.4.4. | Soit P 2 E(K). Alors, h

S;v

(P ) > 0. Si de plus [n]

E

P se

prolonge en un point entier de E=S, par exemple, si [n]

E

P = 0, alors h

S;v

(P ) 6

v(n).

Preuve. La premi�ere partie du lemme est �evidente. Pour d�emontrer la seconde,

utilisons la structure a�ne de E : soient Q

1

= �(P ), Q

2

= �([n]

E

P ) = [n]

A

Q

1

et

choisissons P

1

2 E(S) tel que �(P

1

) = Q

1

(il en existe car SpecR est a�ne !) ;

posons en�n P

2

= [n]

E

P qui se prolonge par hypoth�ese en un point entier de E=S.

Alors, il existe un unique x 2 V 
K tel que P = P

1

+ i(x), i d�esignant l'inclusion

V ,! E. La multiplicit�e d'intersection est alors �egale �a

minfv(�) ; � 2 R n f0g; �x 2 V � V 
Kg:

Par hypoth�ese, nx = i

�1

([n]

E

(P � P

1

)) = [n]

E

P � [n]

E

P

1

est entier, et h

S;v

(P ) 6

v(n). �

Corollaire 3.4.5. | Si P 2 E(K) est un point annul�e par un entier n 6= 0

et si la caract�eristique r�esiduelle ne divise pas n, on a h

S;v

(P ) = 0.

Corollaire 3.4.6. | Si P 2 E(K) est un point annul�e par un entier

n > 1, la hauteur relative globale de P v�eri�e

d

degH(P ) 6 logn.

Preuve. En e�et,

[K : Q]

d

degH(P ) =

X

v �nie

h

S;v

(P ) logN(v) +

X

�:K,!C

h

S;�(P )

:

Le terme archim�edien est nul, le terme non archim�edien h

S;v

(P ) est positif, major�e

par v(n). Par cons�equent,

d

degH(P ) 6

1

[K : Q]

X

v

v(n) logN(v) = logn:

�

3.4.c. Groupes �nis

On conserve les notations du paragraphe pr�ec�edent. Soit p la caract�eristique

r�esiduelle ; si N est un entier non nul, notons A(N) le sous-sch�ema en groupes

Ker[p

N

]

A

de A, que l'on suppose �ni et plat sur S. C'est notamment le cas si

A=S est un sch�ema ab�elien ou bien si K est su�samment gros pour que les points

d'ordre p

N

soient d�e�nis sur K et si A est semi-ab�elienne en les places au-dessus

de p.
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Le sous-sch�ema en groupes Ker[p

N

]

A

_

de A

_

s'identi�e alors au dual de Cartier

A(N)

�

de A(N). Rappelons aussi que !

A(N)

�

= !

A

_




Z

(Z=p

N

Z). Nous noterons

f

N

l'application !

A(N)

�

! V=p

N

V d�eduite du morphisme f : !

A

_

! V qui d�e�nit

le mod�ele entier de l'extension.

Soit B un sch�ema et H un sch�ema en groupes �ni et plat sur B. Rappelons (cf.

les chapitres 2 et 4) que l'on dispose d'une application canonique �

H

: H ! !

H

�

,

o�u H

�

est le dual de Cartier de H.

Proposition 3.4.7. | On suppose que le sch�ema en groupes A(N)=S est

�ni et plat sur S. Soit P 2 E(K) un point annul�e par p

N

, notons Q = �(P ) et

"

Q

: S ! A(N) la section qui prolonge Q. Alors, on a pour tout � 2 R n f0g

l'�equivalence :

h

S;v

(P ) 6 v(�) () �f

N

� �

A(N)

� "

Q

= 0 dans V=p

N

V .

Preuve. L'extension E est obtenue �a partir de l'extension canonique de A=S

par push-out via l'application !

A

_

! V .

D'apr�es le lemme 3.4.1 et la proposition 3.4.3, l'in�egalit�e h

S;v

(P ) 6 v(�) est

vraie si et seulement si "

Q

se rel�eve en un point annul�e par p

N

dans l'extension

vectorielle [�]

�

E. Or, pour v�eri�er ce dernier fait, il n'est pas restrictif d'e�ectuer

le changement de base de S = SpecR �a S

N

= Spec(R=p

N

R). En e�et, une fois

choisie une origine P

1

dans la �bre a�ne au-dessus de "

Q

(comme dans la preuve

du lemme 3.4.4), l'�equation �a r�esoudre s'�ecrit p

N

x = v et cette �equation poss�ede

une solution x 2 V si et seulement si v 2 p

N

V , c'est-�a-dire s'il y a une solution

apr�es changement de base �a S

N

. De même, la condition de droite est vraie si et

seulement si elle est vraie apr�es changement de base �a S

N

puisque !

A(N)

�

est d�ej�a

annul�e par p

N

.

Pour simpli�er les notations, on notera de la même mani�ere les S-sch�emas et

les S

N

sch�emas obtenus par extension des scalaires de S �a S

N

.

La construction du cobord @

E

: A(N)! V=p

N

V associ�e �a une extension E de A

par un groupe vectoriel V (cf. le pagraphe 2.2, page 28 pour l'extension universelle)

montre qu'il existe un point P annul�e par p

n

et relevant Q dans l'extension si et

seulement si @

E

(Q) = 0. Or, les r�esultats rappel�es au chapitre 2 (cas de bonne

r�eduction) ou bien le th�eor�eme 2.3.2 (cas de r�eduction semi-stable) montrent que

le cobord associ�e �a l'extension canonique est �

A(N)

, si bien que le cobord associ�e

�a l'extension vectorielle E est f

N

� �

A(N)

et celui associ�e �a l'extension [�]

�

E est

�f

N

� �

A(N)

, ce qui conclut la d�emonstration de la proposition. �

3.4.d. Calcul aux places �nies : suite

Dans tous ce paragraphe, K est une extension �nie de Q

p

, R est l'anneau des

entiers de K, A=R est le mod�ele de N�eron d'une vari�et�e ab�elienne sur K, V est
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un R-sch�ema en groupes vectoriels et E une extension de A par V . On suppose

que A est semi-stable. Notons aussi q l'id�eal maximal de R et v la valuation de Q

p

d�e�nie par q, normalis�ee par v(p) = 1. Soient K

0

une extension �nie de K telle que

la p-torsion de A

K

soit d�e�nie sur K

0

et R

0

la clôture int�egrale de R dans K

0

. Soit

S

0

le spectre de R

0

et p l'id�eal maximal de R

0

.

La proposition 3.4.7 va nous permetre d'appliquer les r�esultats du chapitre 4

et d'en d�eduire des �evaluation des hauteurs relatives locales des points d'ordre p.

Nous ferons en particulier appel �a la proposition suivante qui sera d�emontr�ee au

prochain chapitre (ind�ependamment de ce qui suit) :

Proposition (Proposition 4.4.2). | Soit G un sch�ema en groupes �ni et

plat sur R, annul�e par p. On suppose que R est absolument non rami��e. Soit

f : !

G

�

! R=pR une application non nulle. Alors, il existe x 2 G(R) tel que si

� 2 R n f0g v�eri�e �f�

G

(x) = 0, on a l'in�egalit�e v(�) >

�

1�

1

p�1

�

v(p).

On d�eduit alors imm�ediatement de cette proposition, ainsi que de la proposi-

tion 3.4.7, l'�evaluation suivante :

Proposition 3.4.8. | Supposons que A=R est un sch�ema ab�elien, que K

est absolument non rami��e sur Q

p

et que la r�eduction modulo p de l'extension E

est non triviale.

Alors, il existe un point P 2 E

K

(K

0

) d'ordre p dont la hauteur relative locale

v�eri�e

h

S

0

;v

p

(P ) >

 

1�

1

p� 1

!

v

p

(p) :

On peut donner des r�esultats plus pr�ecis dans certains cas �a condition

de connâ�tre le sch�ema en groupes des points annul�es par [p] et l'application

!

G

�

! V=pV . Donnons ici le cas �etale et le cas supersingulier. Les calculs de

l'appendice A.1 concernant le cas des vari�et�es ab�eliennes �a multiplication complexe

pourraient aussi être retraduits dans ce cadre. Le cas �etale �etait le r�esultat principal

de [6], voir aussi [23, bas de la page 56] o�u il est virtuellement montr�e que la hauteur

locale est strictement positive. Dans le cas supersingulier, ceci redonne, par une

m�ethode toute di��erente, une partie des r�esultats de [8], mais sous l'hypoth�ese que

le corps de base est non rami��e en p.

Proposition 3.4.9. | On suppose que A a r�eduction semi-stable en les

places au-dessus de p et que E est l'extension canonique de A. Soit P 2 E

K

(K

0

)

un point d'ordre p qui se projette en un point de A(R

0

) dont la r�eduction modulo p

est d'ordre p ; alors la hauteur relative de P est �egale �a v

p

(p).

Preuve. Avec les notations pr�ec�edant la proposition 3.4.7, le th�eor�eme 2.3.3

signi�e que le morphisme f

N

d�e�ni par l'extension est l'identit�e. Il su�t alors

d'appliquer le lemme 4.4.6. �



3.4. Hauteur des points d'ordre �ni 51

Proposition 3.4.10. | Supposons que A=R est une courbe elliptique dont

la r�eduction modulo p est supersinguli�ere et que K est absolument non rami��e sur

Q

p

. Si E est l'extension universelle de A, tout point P 2 E

K

(K

0

) d'ordre p a pour

hauteur relative locale h

S

0

;v

p

(P ) =

�

1�

p

p

2

�1

�

v

p

(p) .

Preuve. Mettre 3.4.7 contre 4.4.7. �

3.4.e. Conclusion

Nous sommes maintenant en mesure de d�emontrer le th�eor�eme principal de ce

chapitre.

Th

�

eor

�

eme 3.4.11. | Soient K un corps de nombres, A une vari�et�e ab�e-

lienne sur K de dimension g et E une K-extension non triviale de A par un

groupe vectoriel V . On suppose que A admet un mod�ele semi-stable sur l'anneau

des entiers de K. Soit p un nombre premier qui ne divise ni le discriminant de K

ni le conducteur de A

K

et tel que de plus l'application (( f : !

A

_

! V )) qui d�e�nit le

mod�ele entier ne se r�eduise pas en 0 modulo chacune des places divisant p. Alors,

la moyenne des points de E annul�es par p v�eri�e l'in�egalit�e

 

1�

2

p

!

log p <

1

p

2g

X

[p]P=0

P2E(K)

d

degH(P ) 6 log p:

Remarque 3.4.12. Il est clair que tout nombre premier p assez grand

v�eri�e l'hypoth�ese du th�eor�eme. Si p ne divise ni le discriminant de K ni le

conducteur de A

K

, il su�t que les diverses extensions vectorielles obtenues par

r�eduction modulo les places divisant p soient non triviales ; cette derni�ere condition

sera d'ailleurs automatique si l'on a choisi comme mod�ele entier l'extension

((meilleure que les autres )) d�e�nie au paragraphe 3.2.a. On obtient ainsi l'�enonc�e

du th�eor�eme 3.4.11 cit�e dans l'introduction de ce chapitre.

Preuve du th�eor�eme 3.4.11. Il s'agit de recueillir les informations contenues

dans la proposition 3.3.4, la proposition 3.4.2, le lemme 3.4.4 et la proposition 3.4.8.

Soit p un nombre premier tel que le corps de d�e�nition K soit non rami��ee sur Q

en p, tel que A ait bonne r�eduction en toutes les places divisant p, et en�n tel que

la r�eduction de l'extension modulo ces places soit non triviale.

Soit K

0

une extension de K telle que les points d'ordre p de A soient d�e�nis

sur K

0

, soit S

0

le spectre de l'anneau des entiers de K

0

.

(1) Si � 2 S

0

(C) et P 2 E(K) est annul�e par p, on a d'apr�es la

proposition 3.4.2 h

S

0

;�

(p) = 0.

(2) Si p est un point ferm�e de S

0

dont la caract�eristique r�esiduelle est premi�ere

�a p, P 2 E(K) est annul�e par p, alors, d'apr�es le lemme 3.4.4, on a h

S

0

;v

p

(P ) = 0.
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(3) Si p est une place de S

0

dont la caract�eristique r�esiduelle est p et P 2 E(K)

est annul�e par p, le lemme 3.4.4 a�rme aussi que 0 6 h

S;v

p

(P ) 6 v(p).

Les points (1), (2) et (3) impliquent d�ej�a que

X

[p]P=0

d

degH(P ) =

1

[K

0

: Q]

X

[p]P=0

0

@

X

p2S

0

h

S

0

;v

p

logN(p) +

X

�2S

0

(C)

h

S

0

;�

(P )

1

A

=

1

[K

0

: Q]

X

p2S

0

pjp

logN(p)

0

@

X

[p]P=0

h

S

0

;v

p

1

A

6

p

2g

� 1

[K

0

: Q]

X

p2S

0

pjp

v

p

(p) logN(p) 6 p

2g

log p:

Utilisons maintenant la minoration 3.4.8.

(4) Soit p une place de S

0

dont la caract�eristique r�esiduelle est p et notons

q la place de S au-dessous de p, de sorte que q=p est non rami��ee. D'apr�es la

proposition 3.4.8, il existe un point P 2 E(K

0

) d'ordre p dont la hauteur locale

v�eri�e

h

S

0

;v

p

(P ) >

 

1�

1

p� 1

!

v

p

(p) :

Or, l'ensemble des x 2 E(K

0

) tels que [p]x = 0 et h

S

0

;v

p

(x) 6 (p�2)v

p

(p)=(p�1)

est un sous-groupe de E(K

0

). On vient de voir qu'il n'est pas �egal �a toute la p-

torsion de E(K

0

), donc son ordre divise strictement p

2g

et l'ensemble des P 2 E(K

0

)

d'ordre p et tels que h

S

0

;v

p

(P ) > (p� 2)v

p

(p)=(p� 1) est de cardinal sup�erieur ou

�egal �a p

2g

� p

2g�1

= p

2g�1

(p� 1). Par cons�equent, comme de plus h

S

0

;v

p

> 0, on a

X

[p]P=0

P2E(K

0

)

h

S

0

;v

p

(P ) > (p� 2)p

2g�1

v

p

(p) = p

2g

(1� 2=p)v

p

(p):

Finalement, on a, en utilisant aussi les points (1) et (2),

X

[p]P=0

d

degH(P ) > p

2g

(1� 2=p)

1

[K

0

: Q]

X

pjp

v

p

(p) logN(p) > p

2g

(1� 2=p) log p:

�

On laisse au lecteur le soin de ra�ner le th�eor�eme 3.4.11 au moyen des

propositions 3.4.9 et 3.4.10 (cf. [5] dans le premier cas).

Remarque 3.4.13. Quitte �a se contenter d'une in�egalit�e large dans le th�eo-

r�eme 3.4.11, on peut n'utiliser du chapitre 4 que le paragraphe 4.3. En particulier,

le th�eor�eme 1 de l'introduction g�en�erale est cons�equence des r�esultats de Fontaine

sur la (( presque d�ecomposition de Hodge{Tate )) des sch�emas en groupes �nis.
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3.5. Points de hauteur relative nulle

Dans ce paragraphe, nous voulons donner quelques exemples de points de

hauteur relative nulle sur l'extension universelle.

Soient K un corps de nombres, A

K

une vari�et�e ab�elienne sur K dont on suppose

que le mod�ele de N�eron A sur l'anneau O

K

des entiers de K est semi-stable.

Au moins conjecturalement, les �enonc�es de transcendance permettent de pr�edire

que la contribution archim�edienne �a la hauteur d'un point e de E(K) ne peut

s'annuler que si son image a dans A(K) est un point de torsion.

Dans ce cas, la formule donnant la contribution archim�edienne prouve que celle-

ci n'est nulle que si le point e est lui-même d'ordre �ni.

Notons alors G le sch�ema en groupes sur SpecO

K

, noyau de la multiplication

par p dans A. L'unique point de torsion de E(K) relevant a est de hauteur relative

nulle si et seulement si �

G

(a) = 0. Supposons que K est non rami��e sur Q en les

places divisant l'ordre p de a.

Pour toute place v divisant p, le sch�ema en groupes G

v

= G
O

K;v

contient une

plus grande partie torique G

tor

v

; notons H

v

le quotient de G

v

par G

tor

v

et b

v

l'image

de a dans H

v

. Comme l'application naturelle !

G

�

v

! !

H

�

v

est un isomorphisme et

que la formation de l'application �

G

commute aux changements de base, �

G

(a) = 0

si et seulement si �

H

v

(b

v

) = 0 pour toute place v divisant p. On d�eduit alors des

r�esultats du paragraphe 4.4 que pour tout quotient simple � : H

v

!M

v

, �(b

v

) = 0.

Ainsi, pour assurer que

d

degH(e) = 0, il su�t que b

v

= 0 pour toute place v,

autrement dit que a appartienne en toute place v divisant p �a la partie torique

du noyau de la multiplication par p de A. On constate en fait que cette condition

su�t, sans hypoth�eses sur la rami�cation.

La courbe modulaire X

0

(11) est une courbe de genre 1 avec bonne r�eduction

hors de 11 dont il est bien connu que le Z-sch�ema en groupes de 5-torsion comporte

un �

5

. En e�et, elle poss�ede 5 points rationnels sur Q (dont deux pointes) ; dans

le mod�ele de N�eron de X

0

(11), ils engendrent un sous-Z-sch�ema en groupes de

X

0

(11)[5], d'ordre 5. D'apr�es la classi�cation des sch�emas en groupes d'ordre

premier par Oort et Tate [29], ce sch�ema en groupes est (sur l'anneau Z

5

) Z=5

ou �

5

. Comme il poss�ede des points rationnels, c'est Z=5. Par suite, X

0

(11)[5]

poss�ede un sous-sch�ema en groupes isomorphe �a �

5

. Dans l'extension universelle

de cette courbe elliptique, les points d'ordre �ni qui rel�event ces points de X

0

(11)

sont de hauteur relative nulle.

Pour construire (une in�nit�e) d'autres exemples, suivons la m�ethode utilis�ee

par Wiles dans son (( 3{5 trick )). Notons G[5] le Z-sch�ema en groupes noyau

de la multiplication par 5 dans le mod�ele de N�eron de X

0

(11) et soit Y

0

(5) la

courbe modulaire qui classi�e les couples (E;') o�u E est une courbe elliptique
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et ' : G[5] ,! E une injection de sch�emas en groupes. La courbe X

0

(5) (la

compacti��ee de Y

0

(5)) est une tordue de la courbe modulaire X(5) qui param�etre

les courbes elliptiques avec une structure de niveau 5. Cette courbe est, sur Q,

isomorphe �a la r�eunion disjointe de quatre courbes de genre 0 | il en est ainsi de

même pour X

0

(5). Or, X

0

(5) a un point rationnel sur Q, �a savoir X

0

(11), si bien

qu'une des composantes de X

0

(5)

Q

est d�e�nie sur Q et poss�ede par cons�equent

une in�nit�e de points Q-rationnels. Tous ces points donnent lieu �a des courbes

elliptiques sur Q dont l'extension universelle a des points d'ordre 5 dont la hauteur

relative est nulle. En fait, tous les points de Y

0

(5)(Q) donnent lieu �a de telles

courbes (sur une extension �nie de Q). Des produits de telles courbes elliptiques

nous fournissent alors des exemples en toute dimension.

3.6. Remarques sur l'analogue g

�

eom

�

etrique

Soient C une courbe projective lisse sur un corps k alg�ebriquement clos et K

le corps des fonctions de C. Soient A

K

une K-vari�et�e ab�elienne, A=C son mod�ele

de N�eron et E ! A l'extension canonique (chapitre 2, ou [23, 5.1]) de A sur C.

Ainsi, E

K

! A

K

est l'extension universelle de A

K

.

On peut recopier presque mot pour mot la construction de la hauteur relative

sur la compacti�cation naturelle de E

K

que nous avons donn�ee quand C est le

spectre (( compacti��e )) d'un anneau d'entiers de corps de nombres. On obtient ainsi

une hauteur relative sur E

K

(K), qui est l'analogue g�eom�etrique de celle que nous

avons �etudi�ee dans le cas arithm�etique.

Proposition 3.6.1. | Si l'entier n est premier �a la caract�eristique de k, la

projection E

K

! A

K

induit un isomorphisme entre les sous-groupes de n-torsion

et tous les points de E

K

(K) annul�es par n sont de hauteur relative nulle.

Au contraire, si n est �egal �a la caract�eristique de k, la n-torsion de E

K

est

�egale �a la �bre de E

K

! A

K

au-dessus de 0, en particulier, les points d'ordre n de

E

K

(K) ont des hauteurs non born�ees.

Preuve. Pour d�emontrer la premi�ere assertion, supposons n premier �a la

caract�eristique de k et r�ecrivons la preuve du corollaire 3.4.5. On peut supposer que

les points de A

K

(K) annul�es par [n]

A

sont d�e�nis sur K. Comme n 6= 0 dans K,

la projection naturelle E

K

! A

K

est injective sur les sous-groupes de n-torsion.

Soient ensuite U = (U

i

) un recouvrement ouvert a�ne de C et P 2 A

K

(K) un

point annul�e par n, "

P

: C ! A la section correspondante. Comme U

i

est a�ne et

que E est un torseur sous un groupe vectoriel, la restriction de E �a U

i

est triviale et

il est possible de relever la restriction de "

P

�a U

i

en une section '

i

: U

i

! E. Alors,

[n]

E

'

i

: U

i

! E rel�eve la section nulle "

0

: C ! A et correspond donc �a un �el�ement
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v

i

2 !

A

_

. D�e�nissons maintenant '

0

i

: U

i

! E par '

0

i

= '

i

	

E

�

1

n

v

i

�

, si bien que

[n]'

0

i

: U

i

! E est la restriction �a U

i

de la section nulle de E. Il en r�esulte que les

sections '

0

i

se recollent en une section '

0

P

: C ! E annul�ee par [n]

E

et relevant "

P

.

En particulier, d'une part E

K

(K)[n]! A

K

(K)[n] est un isomorphisme et d'autre

part, les points de E

K

(K)[n] ont une hauteur relative nulle.

Supposons maintenant que n est �egal �a la caract�eristique de k. La descrip-

tion [23, 2.6.2, p. 21] de l'extension universelle d'une vari�et�e ab�elienne sur une base

o�u p = 0 entrâ�ne que les points annul�es par p dans E

K

(K) relevant � 2 A

K

(K)

sont repr�esent�es par des couples (x; t) 2 A

K

(K)�!

A

_

K

tels que [p]x = � et �(�) = 0,

� �etant l'application universelle duK-sch�ema en groupes A

K

[p] vers !

A

K

[p]

�

= !

A

_

K

.

Si � = 0, toute la �bre au-dessus de 0 est annul�ee par p. Si � 6= 0, � a par

d�e�nition une image non nulle dans le quotient �etale de A

K

[p] et le calcul du

morphisme universel d'un sch�ema en groupes �etale montre que l'image de � est

non nulle, si bien qu'aucun point relevant � dans E

K

(K) n'est annul�e par p.

Cela prouve bien que la p-torsion de E

K

est la �bre en z�ero de E

K

! A

K

qui

est un K-vectoriel dont les points ont des hauteurs arbitrairement grandes. �
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Chapitre 4.|

P�eriodes des sch�emas en groupes �nis et

des vari�et�es ab�eliennes

4.1. Introduction

Ce chapitre est essentiellement centr�e autour des sch�emas en groupes �nis, qui

�nalement s'av�erent concentrer les probl�emes qui nous int�eressent.

Nous commen�cons par rappeler rapidement dans le paragraphe 4.2 la th�eorie

des formes di��erentielles de premi�ere et seconde esp�eces sur un sch�ema en groupes

�ni et plat, cf. [15, 23].

Nous utilisons ensuite au paragraphe 4.3 la (( presque d�ecomposition de Hodge{

Tate )) des sch�emas en groupes �nis, �etablie par Fontaine, pour obtenir un

r�esultat de majorations de valuations p-adiques des p�eriodes p-adiques de seconde

esp�ece. On a vu au chapitre pr�ec�edent (remarque 3.4.13) que ce r�esultat su�t

essentiellement pour d�emontrer le th�eor�eme principal 3.4.11.

Nous donnons au paragraphe 4.4 une autre m�ethode pour �evaluer ces valuations

de p�eriodes, qui utilise les sch�emas en groupes de type (p; : : : ; p) introduits par

Raynaud dans [31]. L'int�erêt pour nous de cette th�eorie est qu'elle permet d'obtenir

une majoration des valuations des p�eriodes p-adiques des formes de seconde esp�ece

meilleure que celle que nous avons tir�ee de la th�eorie de Fontaine, notamment

lorsque p = 2. La technique consiste �a (( d�evisser )) un sch�ema en groupes �ni et plat

annul�e par p �a l'aide d'une suite de Jordan{H�older dont les quotients successifs sont

du type introduit par Raynaud. Les calculs explicites sont alors tr�es commodes.

Toutefois, hormis l'�etude du plus grand quotient �etale, les d�evissages que cette

th�eorie n�ecessite nous limitent au cas (( e 6 p� 1 )).

Nous donnons �a l'appendice A.1 une application de notre m�ethode. On retrouve

ainsi certains des calculs de Colmez dans [11] o�u il �evaluait les valuations des

p�eriodes p-adiques des vari�et�es ab�eliennes �a multiplication complexe. Les sch�emas

en groupes de type (p; : : : ; p) y apparaissent essentiellement comme des (( groupes

�nis �a multiplication complexe )).
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En�n, nous montrons �a l'appendice A.2 comment ces majorations de valuations

de p�eriodes permettent de donner un nouveau point de vue sur la (( conjecture de

Manin )) pour une courbe elliptique admettant une param�etrisation modulaire forte.

Toutefois, nous n'obtenons pas mieux que le r�esultat de Mazur de 1978 l�a-dessus.

4.2. P

�

eriodes p-adiques

4.2.a. Seconde esp�ece

Soit B un sch�ema et G un sch�ema en groupes �ni et plat sur B. Notons

G

�

= Hom(G;G

m

) le dual de Cartier de G. La (bi-)dualit�e de Cartier permet

d'�ecrire G = Hom(G

�

;G

m

) d'o�u un homomorphisme naturel �

G

: G ! !

G

�

=B

qui associe �a f : G

�

! G

m

la forme di��erentielle f

�

(dt=t). D'apr�es [23, 1.4]

(voir aussi [24]), cette application est universelle pour les homomorphismes de

G dans un faisceau quasi-coh�erent : pour tout faisceau quasi-coh�erent M (identi��e

au sch�ema en groupes qu'il repr�esente) sur B et tout morphisme de B{sch�emas en

groupes ' : G ! M , il existe un unique morphisme de faisceaux quasi-coh�erents

~' : !

G

�

!M tel que ' = ~' � �

G

.

Soient maintenant K une extension �nie de Q

p

, O

K

l'anneau des entiers de K

et H un groupe p-divisible sur SpecO

K

(par exemple un groupe formel p-divisible

sur O

K

, ou le groupe p-divisible attach�e �a un O

K

{sch�ema ab�elien). Notons H

�

son

dual au sens des groupes p-divisibles et !

H

�

le module des formes di��erentielles

invariantes sur H

�

. On notera O

K

l'anneau des entiers d'une clôture alg�ebrique K

de K et O

p

le compl�et�e p-adique de O

K

.

Consid�erons l'extension universelle ([23, 1.8, 1.9, 1.10]) de H par un sch�ema en

groupes vectoriels sur O

K

: c'est une suite exacte

0! !

H

�

! E(H)! H ! 0 :

Si x = (x

1

; : : : ) est un �el�ement du module de Tate p-adique T

p

(H), Coleman [9,

Note added in proof] consid�ere une suite (x̂

n

) de points entiers dans E(H)(O

K

)

relevant la suite (x

n

). Alors, pour tout entier n, [p

n

]

E(H)

x̂

n

rel�eve 0 2 H(O

K

) et

d�e�nit donc un �el�ement de !

H

�


O

K

. On constate que la suite [p

n

]

E(H)

x̂

n

converge

dans !

H

�


O

p

et on note �

H

(x) sa limite.

Si H est le groupe p-divisible attach�e �a un sch�ema ab�elien sur O

K

, !

H

�

est

le dual du O

K

-module des formes di��erentielles de seconde esp�ece (d�e�ni comme

le quotient de H

1

dR

par le sous-module des formes di��erentielles invariantes). Ceci

justi�e d'appeler cette application �

H

application p�eriodes de seconde esp�ece.
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Notons H(n) le noyau de la multiplication par p

n

dans H ; c'est un sch�ema

en groupes �ni et plat sur O

K

. Soit �

n

l'inclusion H(n) ,! H qui identi�e !

H(n)

�

�a !

H

�

=p

n

!

H

�

. On peut relier l'application de p�eriodes �

H

aux homomorphismes

�

H(n)

de la fa�con suivante (cf. [12]).

Lemme 4.2.1. | Soient x

n

2 H(O

p

) tel que [p

n

]

H

x

n

= 0 et x̂

n

2 E(H)(O

p

)

qui rel�eve x

n

. On a l'�egalit�e �

H(n)

(x

n

) = �

�

n

([p

n

]

E(H)

x̂

n

).

Preuve. Notons B

n

l'anneau O

p

=p

n

O

p

. Les groupes ab�eliens !

H(n)

�

=O

p

(O

p

) et

!

H(n)

�

=B

n

(B

n

) sont �egaux, si bien qu'il est loisible, pour d�emontrer ce lemme,

d'�etendre les scalaires �a B

n

. Comme �

�

n

est un isomorphisme sur B

n

, il reste �a

montrer le fait suivant : soit x 2 H(n)(B

n

) et x̂ 2 E(H)(B

n

) qui rel�eve x. Alors,

l'�el�ement [p

n

]

E(H)

x̂ de !

H

�

=B

n

est �egal �a �

H(n)

(x).

Comme p est nilpotent dans B

n

, on dispose de la description suivante de E(H)

([23, 1.8]) : c'est le push-out par �

H(n)

: H(n)! !

H(n)

�

de la suite exacte

0! H(n)! H

[p

n

]

H

���! H ! 0 :

Ainsi, le point x̂ est d�e�ni par un couple (a; b) 2 H(B

n

)�!

H

�

modulo les points de

la forme (�;��

H(n)

(�)) pour � 2 H(n)(B

n

). Avec ces notations, x̂ rel�eve le point

[p

n

]

H

a et [p

n

]

E(H)

x̂ = ([p

n

]

H

a; p

n

b) = ([p

n

]

H

a; 0). Comme on a suppos�e que x̂ rel�eve

x, on voit que [p

n

]

E(H)

x̂ est donn�e par le couple (x; 0) 2 H(B

n

)�!

H

�

, lequel couple

est dans la même classe que (0; �

H(n)

(x)), d'o�u le lemme. �

Si � : !

H

�


O

p

! O

p

est une forme de seconde esp�ece et x 2 T

p

(H), on notera

R

x

� l'�el�ement �(�

H

(x)) de O

p

. S'il est non nul, sa valuation est bien d�e�nie et le

lemme pr�ec�edent montre que l'on peut la calculer �a un cran �ni comme suit.

Lemme 4.2.2. | Soit � 2 Q

+

et �xons un entier n > �. La valuation de

R

x

� est sup�erieure ou �egale �a � si et seulement si p

n��

�(�

H(n)

(x

n

)) = 0.

Preuve. En e�et,

R

x

� appartient �a p

�

O

p

si et seulement si p

n��

R

x

� = 0 mod p

n

,

soit, en vertu du lemme pr�ec�edent, p

n��

�(�

H(n)

(x

n

)) = 0. �

Si G est un sch�ema en groupes �ni et plat sur O

K

, annul�e par p

n

, nous convien-

drons d'appeler forme di��erentielle de seconde esp�ece sur G tout homomorphisme

!

G

�

! O

K

=p

n

. L'homomorphisme universel �

G

induit de même une application

p�eriodes. Si x 2 G(O

K

) et � : !

G

�

! O

K

=p

n

est une forme de seconde esp�ece, un

abus de notations fr�equent nous fera noter

R

x

� pour l'�el�ement (���

G

)(x) 2 O

K

=p

n

.
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4.2.b. Premi�ere esp�ece

Gardons les notations du paragraphe pr�ec�edent. Soit en outre 
 = 


1

O

K

=O

K

le

module des di��erentielles de K�ahler de O

K

=O

K

. C'est un O

K

module de p-torsion,

p-divisible [15].

Soient ! 2 !

H

= lim

 

!

H(n)

une forme di��erentielle invariante sur H ((( de

premi�ere esp�ece ))) et x = (x

1

; : : : ) 2 T

p

(H). On peut consid�erer x

n

comme un O

K

-

morphisme de sch�emas SpecO

K

! H(n) ce qui nous procure pour tout entier n > 1

un �el�ement x

�

n

! 2 
 et �nalement une suite (x

�

n

!) 2 T

p

(
) que nous noterons

R

x

!.

Nous d�esignerons cette application T

p

(H)� !

H

! T

p

(
) par application p�eriodes

de premi�ere esp�ece.

Pour d�e�nir la valuation d'un �el�ement de T

p

(
), nous utiliserons la convention

suivante (cf [11, p. 637]) : si $ 2 
, l'ensemble des x 2 O

K

tels que x$ = 0 est un

id�eal principal et on notera v

p

($) l'oppos�e de la valuation d'un de ses g�en�erateurs.

Alors, si $ = ($

1

; : : : ) 2 T

p

(
) la suite n+ v

p

($

n

) est stationnaire et nous notons

v

p

($) sa limite.

Il r�esulte facilement de cette d�e�nition le lemme suivant :

Lemme 4.2.3. | Soit � 2 Q

+

et �xons un entier n > �. Soit x = (x

1

; : : : ) 2

T

p

(H) et ! 2 !

H

. Alors, la valuation de

R

x

! est sup�erieure ou �egale �a � si et

seulement si p

n��

x

�

n

! = 0.

Comme dans le cas des formes de seconde esp�ece, si G est un sch�ema en groupes

�ni et plat sur O

K

, nous appellerons forme di��erentielle de premi�ere esp�ece une

forme di��erentielle invariante, et l'application p�eriodes de premi�ere esp�ece dans ce

contexte est simplement l'�evaluation qui associe �a (x; !) 2 G(O

K

)� !

G

l'�el�ement

x

�

! 2 
, que nous noterons aussi

R

x

!.

4.3. Application de la th

�

eorie de Fontaine [15]

Dans ce paragraphe, nous voulons montrer comment, �a l'aide de la th�eorie de

Fontaine de la (( presque d�ecomposition de Hodge{Tate des groupes �nis )), on peut

�evaluer les valuations p-adiques des p�eriodes p-adiques.

Proposition 4.3.1. | Soient R l'anneau des entiers d'une extension �nie

de Q

p

, v la valuation de R, normalis�ee par v(p) = 1 et G un sch�ema en groupes

�ni et plat sur SpecR, annul�e par p

n

. Notons D

R

la di��erente de R sur Z

p

. Soit

f : !

G

�

! R=p

n

une application lin�eaire d'ordre p

n

exactement (i.e. �f = 0 pour

� 2 R implique � 2 (p

n

)). Il existe x 2 G(R) tel que si � 2 R n f0g v�eri�e

�f�

G

(x) = 0, alors v(�) > n�

1

p�1

� v(D

R

).
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Preuve. Notons comme Fontaine 
 le module des di��erentielles de R=R dont

on rappelle que c'est le R-module engendr�e par les �el�ements x dy pour x et y dans

R, avec les relations x dy+ y dx = d(xy) pour tous x et y 2 R et dx = 0 pour tout

x 2 R. Alors, Fontaine construit dans [15, x4] une application (qu'il note '

G

)

R 


Z

p

G(R) �! R


R

!

G

�

� Hom(!

G

;
)

dont la premi�ere composante est exactement notre application �

G

, prolong�ee par

lin�earit�e. Si a est un �el�ement de R tel que v(a) =

1

p�1

+v(D

R

), il prouve de plus [15,

Corollaire, p. 401] que le noyau et le conoyau de '

G

sont annul�es par a.

Comme f est d'ordre p

n

exactement, il existe � 2 !

G

�

tel que f(�) 2 R=p

n

est

une unit�e. D'autre part, le r�esultat de Fontaine implique que a(�; 0) appartient �a

l'image de '

G

et il existe ainsi un �el�ement x =

P

i

�

i


 x

i

2 R 


Z

p

G(R) tel que

'

G

(x) = (a�; 0), autrement dit

X

i

�

i

�

G

(x

i

) = a� :

Si la proposition �etait fausse, il existerait un � 2 R tel que v(a�) < n mais

�f(�

G

(x)) = 0 pour tout x 2 G(R) et alors,

�af(�) = �

 

X

i

�

i

f(�

G

(x

i

))

!

= 0 ;

ce qui est une contradiction. �

Remarquons que si G est un groupe de Barsotti{Tate tronqu�e d'�echelon n (par

exemple, la p

n

-torsion d'un sch�ema ab�elien sur R), !

G

�

est alors libre sur R=p

n

et

il existe une application lin�eaire !

G

�

! R=p

n

d'ordre p

n

exactement.

D'autre part, si on note e l'indice de rami�cation de R=Z

p

, la di��erente D

R

a une valuation sup�erieure �a 1 � 1=e (avec �egalit�e si et seulement si l'extension

est mod�er�ement rami��ee, cf. [33, Prop. 13, p. 67]). Par suite, d�es que e > p � 1,

1�

1

p�1

� v(D

R

) est n�egatif ou nul et la proposition pr�ec�edente ne dit plus rien sur

les points d'ordre p. En particulier, la proposition pr�ec�edente ne dit rien des points

d'ordre 2 ! En revanche, elle pourrait permettre de donner une minoration non

triviale de la somme des hauteurs des points d'ordre p

n

pour un entier n explicite

(d�ependant de la rami�cation en p).

Dans le paragraphe suivant, nous utiliserons la th�eorie de Raynaud des sch�emas

en groupes de type (p; : : : ; p) pour obtenir, sous l'hypoth�ese e 6 p� 1, un r�esultat

un peu meilleur : il supposera d'une part que la forme di��erentielle de seconde

esp�ece non nulle (et non pas seulement primitive) ; d'autre part, il donnera une

minoration non triviale quand p = 2.
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4.4. Sch

�

emas en groupes de type (p; : : : ; p) et valuations de p

�

eriodes

4.4.a. Rappels sur la th�eorie de Raynaud

Nous rappelons dans ce paragraphe les principales propri�et�es des (( sch�emas

en groupes de type (p; : : : ; p) )) dont nous aurons besoin. Tous les r�esultats de ce

paragraphe sont dus �a Raynaud et sont tir�es de [31].

Soit R un anneau local complet pour une valuation discr�ete v, de caract�eristique

r�esiduelle p et de caract�eristique 0 ; notons p l'id�eal maximal de R et k = R=p le

corps r�esiduel. On noteK son corps des fractions et R la clôture int�egrale de R dans

une clôture alg�ebrique K de K. L'anneau R contient Z

p

, et donc aussi l'�el�ement

w 2 Z

p

� R d�e�ni par Raynaud en [31, (17), p. 242]. Rappelons la congruence

w � �p (mod p

2

).

Soit e l'indice de rami�cation de R sur Z

p

. On supposera dans tout ce

paragraphe que e 6 p� 1.

Soient r > 1 un entier, q = p

r

une puissance de p et F le corps �ni �a q �el�ements.

On dit qu'un caract�ere � : F ! R

�

est fondamental si l'application compos�ee

F! R

�

! k est un morphisme de corps. Si k contient F

q

, ce que l'on supposera

d�esormais, il existe r caract�eres fondamentaux �

i

, index�es par Z=rZ et v�eri�ant

�

p

i

= �

i+1

.

Un sch�ema en groupes en F-vectoriels sur R est un sch�ema en groupes �ni et

plat G sur R dont le foncteur associ�e h

G

: (Sch =R)

0

! Ab provient d'un foncteur

h

G

: (Sch =R)

0

! (F � vectoriels) | autrement dit, c'est un sch�emas en groupes

�ni et plat sur R muni d'une action de F.

Soit alorsA = A

G

l'alg�ebre a�ne de G etI l'id�eal d'augmentation (d�e�nissant

l'�el�ement neutre de G). L'action de F sur G se traduit en une d�ecomposition

canonique I =

L

�

I

�

de I index�ee par les caract�eres � : F ! R

�

, o�u F agit

sur I

�

via le caract�ere �. On est amen�e �a n'�etudier que les sch�emas en groupes en

F-vectoriels qui v�eri�ent la condition suppl�ementaire [31, p. 246]

Chacun des I

�

est un R-module libre de rang 1.(??)

On d�emontre alors (prop. 1.2.2, p. 247) qu'un R-sch�ema en groupes en F-

vectoriels de rang q v�eri�e la condition (??). De plus, Raynaud montre (cor. 3.3.7,

p. 268) qu'un R-sch�ema en groupes �ni et plat, annul�e par p et simple est

automatiquement un R-sch�ema en F-vectoriels v�eri�ant (??) pour un corps �ni

F-convenable.

Si G=R est un sch�ema en groupes en F-vectoriels v�eri�ant cette condition (??),

Raynaud donne des �equations explicites pour G, la loi d'addition, etc. Plus

pr�ecis�ement, il montre qu'il existe r couples (

i

; �

i

) d'�el�ements de R, index�es par

Z=rZ, v�eri�ant 

i

�

i

= w et tels que de plus :
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{ l'alg�ebre a�ne de G est A = R[X

i

; i 2 Z=rZ]=(X

p

i

� �

i

X

i+1

; i 2 Z=rZ) ;

{ le dual de Cartier G

�

de G est d�e�ni par les couples (�

i

; 

i

) ; notons A

�

son

alg�ebre ;

{ l'�el�ement � 2 F agit sur A (resp. sur A

�

) par la formule [�]

�

X

i

= �

i

(�)X

i

(resp. [�]

�

Y

i

= �

i

(�)Y

i

) ;

{ la dualit�e G�G

�

! G

m

= SpecR[T; T

�1

] est donn�ee par la formule

T 7!

p�1

X

a

i

=0

 

Y

i

X

a

i

i

!




 

Y

i

Y

a

i

i

!

;

o�u la somme sera d�esormais not�ee

P

�

, la notation �etant motiv�ee par [31] ;

{ la comultiplication peut aussi être donn�ee explicitement, mais cela ne nous

sera pas n�ecessaire.

Le module des di��erentielles de G est engendr�e sur A par les dX

i

, i 2 Z=rZ,

avec les relations pX

p�1

i

dX

i

= �

i

dX

i+1

. Par cons�equent, le module !

G

des

di��erentielles invariantes, qui s'identi�e au module des di��erentielles en l'origine,

est donn�e par

!

G

=

M

i2Z=rZ

R=(�

i�1

) [dX

i

]:

On d�eduit en�n de la remarque 3.4.2 de [31] qu'un R-sch�ema en groupes

vectoriels d�e�ni par les �equations X

p

i

= �

i

X

i+1

est simple si et seulement si la

suite des v(�

i

) n'est pas invariante par une permutation circulaire non triviale.

4.4.b. Formes de seconde esp�ece

Commen�cons par calculer les formes de seconde esp�ece. Si x = (x

i

) 2 G(R),

le morphisme associ�e par la dualit�e de Cartier '

x

: G

�

! G

m

est donn�e par la

formule

T 7!

X

�

Y

i

x

a

i

i

Y

i

Y

a

i

i

;

d'o�u il r�esulte que

�

G

(x) = '

�

x

(dT=T ) =

X

�

 

Y

i

x

a

i

i

!

0

@

X

j

a

j

Y

a

j

�1

j

Y

a

j+1

j+1

� � �Y

a

i+r�1

i+r�1

dY

j

1

A

=

X

i

x

i

[dY

i

] 2 !

G

�

:

Ce calcul nous permet d'�etablir le lemme :

Lemme 4.4.1. | Soient G=R un sch�ema en groupes �ni, plat, annul�e par

p, simple et f : !

G

�

! R=pR non nul. On suppose que l'indice de rami�cation e

de R sur Z

p

est inf�erieur ou �egal �a p � 1. Alors, si x 2 G(R) est non nul et si

� 2 R n f0g est tel que �f�

G

(x) = 0, on a l'in�egalit�e v(�) >

�

1

e

�

1

p�1

�

v(p).
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Preuve. Notons q = #G et soit r l'entier tel que p

r

= q. Notons aussi F le

corps �ni �a q �el�ements. D'apr�es les rappels faits plus haut, G est un sch�ema en

F-vectoriels et est donc d�e�ni par des �equations X

p

i

= �

i

X

i+1

, avec �

i

2 R, 

i

2 R

et �

i



i

= w.

Le point x est d�e�ni par les �equations x

p

i

= �

i

x

i+1

, d'o�u on tire

x

q

i

=

�

�

p

r�1

i

�

p

r�2

i+1

� � � �

i+r�1

�

x

i

:

Comme x 6= 0, on a ainsi

v(x

i

) =

1

q � 1

�

p

r�1

v(�

i

) + � � �+ v(�

i+r�1

)

�

:

Comme e 6 p � 1, on peut interpr�eter l'expression de v(x

i

) en fonction des

v(�

i

) comme un d�eveloppement p-adique et l'ordre sur les v(x

i

) est l'ordre

lexicographique sur les (�

i

; : : : ) ; en particulier, les valuations v(x

i

) sont distinctes

puisque l'�egalit�e v(x

i

) = v(x

j

) implique que la suite (v(�

1

); : : : ) est invariante par

la permutation circulaire n 7! n + j � i et, G �etant simple, une telle permutation

circulaire est n�ecessairement triviale.

Notons �

i

2 R=pR l'image par f de [dY

i

] et � la valuation de l'annulateur de

f , c'est-�a-dire l'�el�ement de Q tel que �f = 0, v(�) > �. Ainsi, v(�

i

) > v(p)� �

pour tout i, et l'�egalit�e est atteinte. Notons j l'unique �el�ement de Z=rZ tel que

v(�

j

) = v(p)� � et v(x

j

) minimal. Puisque 

j�1

[dY

j

] = 0, on a l'�egalit�e 

j�1

�

j

= 0

d'o�u il ressort que v(�

j�1

) 6 v(p)� �.

Soit � 2 R n f0g tel que �f�

G

(x) = 0. On a alors �x

j

�

j

= 0, si bien que

v(�) > � � v(x

i

). On a ainsi

v(�) > � �

1

q � 1

�

p

r�1

v(�

j

) + � � �+ pv(�

j+r�2

) + v(�

j+r�1

)

�

> � �

1

q � 1

�

p

r�1

v(p) + � � �+ pv(p) + (v(p)� �)

�

> � �

v(p)

p� 1

+

�

q � 1

et comme � > v(p)=e (la plus petite valuation non nulle d'un �el�ement de R n f0g),

on a bien v(�) >

�

1

e

�

1

p�1

�

v(p). �

Un argument de d�evissage nous permet de passer ensuite au cas g�en�eral :

Proposition 4.4.2. | Soit G un sch�ema en groupes �ni et plat sur R,

annul�e par p. On suppose que l'indice de rami�cation e de R sur Z

p

est inf�erieur

ou �egal �a p � 1. Soit f : !

G

�

! R=pR une application non nulle. Alors, il

existe x 2 G(R) tel que si � 2 R n f0g v�eri�e �f�

G

(x) = 0, on a l'in�egalit�e

v(�) >

�

1

e

�

1

p�1

�

v(p).
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Preuve. Notons � =

�

1

e

�

1

p�1

�

v(p). Consid�erons un diagramme commutatif

0 H

0

G H 0

!

H

0�

!

G

�

!

H

�

0

R=pR

� �

�

H

0

�

G

�

H

�

�

�

�

f

dans lequel H est un sch�ema en groupes simple. Distinguons deux cas :

{ si f�

�

6= 0, il existe par r�ecurrence un �el�ement x 2 H

0

tel que si �f�

�

�

H

0

(x) =

0, alors v(�) > �. Or, on a

�f�

G

(�(x)) = �f�

�

�

H

0

(x);

si bien que �(x) convient dans ce cas.

{ si f�

�

= 0, l'application f passe au quotient et d�e�nit une application

~

f : !

H

�

! R=pR qui n'est pas nulle. Par cons�equent, si ~x 2 H(R) est non nul

et �

~

f�

H

(~x) = 0, on a, d'apr�es le lemme 4.4.1, v(�) > �. Soit x 2 G(R) tel que

�(x) = ~x 6= 0. L'�egalit�e �f�

G

(x) = �

~

f�

H

(~x) entrâ�ne que x convient. �

Remarque 4.4.3. (Comparaison avec la proposition 4.3.1.) Si l'on suppose

de plus que la forme de seconde esp�ece f : !

G

�

! R=pR est primitive, i.e. que

�f = 0 implique � 2 pR, alors on peut appliquer la proposition pr�ec�edente �a

�

e�1

f , � �etant une uniformisante de R et v(�) = 1=e. On constate alors qu'il

existe un point x 2 G(R) tel que si � 2 R n f0g v�eri�e �f�

G

(x) = 0, alors on

a v(�) >

�

1�

1

p�1

�

v(p), ce qui est sensiblement meilleur que le r�esultat fourni

par la proposition 4.3.1 (avec n = 1, v(D

R

) > 1 �

1

e

). D'ailleurs, même dans le

cas non rami��e, la proposition 4.4.2 donne v(�) > 1 � 1=(p � 1), alors que la

proposition 4.3.1 ne donnait (( que )) v(�) > 1� 1=(p� 1).

Les �enonc�es pr�ec�edents a�rmaient l'existence pour toute forme de seconde

esp�ece non nulle d'un point telle que la p�eriode soit presque une unit�e. Nous

pouvons donner un �enonc�e dual, sous l'hypoth�ese (n�ecessaire) que le dual est

connexe. La m�ethode de d�emonstration oblige de supposer que l'indice de

rami�cation est 1.

Proposition 4.4.4. | Soit G=R un R-sch�ema en groupes �ni et plat dont

le dual est connexe. On suppose que R est absolument non rami��e. Si x 2 G(R)

est non nul, il existe une forme de seconde esp�ece f : !

G

�

! R=pR telle que pour

tout � 2 R n f0g, l'�egalit�e �f�

G

(x) = 0 entrâ�ne l'in�egalit�e v(�) >

�

1�

1

p�1

�

v(p).
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Preuve. Par hypoth�ese, !

G

�

6= 0. Si G est simple, il su�t d'apr�es le lemme 4.4.1

de choisir une application non nulle f : !

G

�

! R=pR arbitrairement pour que la

conclusion de la proposition soit vraie.

Dans le cas g�en�eral raisonnons par r�ecurrence en distinguant deux cas. S'il existe

un sous-sch�ema en groupes non nul H � G tel que x 62 H, notons � : G! G=H la

projection et choisissons f : !

(G=H)

�

! R=pR tel que �f�

G=H

(�(x)) = 0 implique

v(�) > (p � 2)v(p)=(p � 1). Alors, on constate l'homomorphisme �

�

� f : !

G

�

!

R=pR satisfait �a la conclusion du th�eor�eme.

Sinon, x appartient �a tout sch�ema en groupes non nul inclus dans G et

appartient en particulier �a un sch�ema en groupes simple G

1

(il n'y a d'ailleurs dans

ce cas qu'un unique sous-sch�ema en groupes simple: : : ). Comme le dual G

�

de G

est connexe, le dual de G

1

est aussi connexe et la proposition appliqu�ee �a G

1

nous

fournit f

1

: !

G

1

! R=pR tel que �f

1

�

G

1

(x) implique v(�) > (p � 1)v(p)=(p� 1).

D'apr�es le lemme suivant, l'application entre R=pR-espaces vectoriels !

G

�

1

! !

G

�

est injective et on peut prolonger f

1

en un homomorphisme f : !

G

�

! R=pR, ce

qui conclut la d�emonstration dans ce cas. �

Lemme 4.4.5. | L'homomorphisme naturel !

G

�

1

! !

G

�

est injectif.

Preuve. Notons G

2

= G=G

1

. Comme R est absolument non rami��e, il r�esulte

du premier cas de la proposition 3.2.1 de [32] que G, G

1

et G

2

sont des BT

1

. Si k est

le corps R=pR, les R-modules !

G

, !

G

1

, !

G

2

(resp. de même avec les groupes duaux)

sont des k-espaces vectoriels dont on note d, d

1

, d

2

(resp. d

�

,: : : ) les dimensions.

Or, les noyaux K et K

�

des applications !

G

2

! !

G

1

et !

G

�

1

! !

G

�

dans les suites

exactes

!

G

2

! !

G

! !

G

1

! 0 et !

G

�

1

! !

G

�

! !

G

�

2

! 0

sont des k-espaces vectoriels de dimensions n = d

2

+ d

1

� d et n

�

= d

�

2

+ d

�

1

� d

�

.

D'apr�es [18, Remarque 2.2.2.b)], on a les �egalit�es

d+ d

�

= rgG; d

1

+ d

�

1

= rgG

1

et d

2

+ d

�

2

= rgG

2

:

Par cons�equent, n+ n

�

= 0 et l'application !

G

�

1

! !

G

�

est injective. �

Les r�esultats pr�ec�edents sont valables sans hypoth�eses sur la nature du sch�ema

en groupes. Voici deux exemples o�u des renseignements suppl�ementaires sur la

g�eom�etrie de celui-ci permettent de les ra�ner.

Lemme 4.4.6. | Soit G=R un sch�ema en groupes �ni et plat. Notons � :

G! G

�et

son quotient �etale maximal. Alors, si x 2 G(R) v�eri�e �(x) 6= 0, l'�egalit�e

��

G

(x) = 0 pour � 2 R implique � 2 pR.

Preuve. On peut supposer que x 2 G(R) et Il su�t de prouver le r�esultat

quand G = G

�et

; de plus, on peut supposer que x 2 G(R) et quitte �a prendre un
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quotient plus petit, on peut aussi supposer que G est engendr�e par x. Alors, G=R

est un sch�ema en groupes �etale de rang p et la th�eorie de Oort{Tate [29] indique

que G a pour �equation X

p

� X = 0, son dual a pour �equation Y

p

� wY = 0 et

l'application G! !

G

�

est donn�ee par x 7! x[dY ]. Or, l'annulateur de [dY ] est (p)

et x s'identi�e �a une racine p� 1{�eme de l'unit�e, si bien que ��

G

(x) = 0 implique

bien � 2 pR. �

De même, les arguments de l'exemple [31, 3.4, p. 271] permettent de traiter

plus compl�etement le cas supersingulier :

Lemme 4.4.7. | Supposons que G=R est le sous-groupe de p-torsion d'une

courbe elliptique sur R de r�eduction supersinguli�ere ; supposons aussi que R est

absolument non rami��e. Soient x 2 G(R) non nul et � 2 R tels que ��

G

(x) = 0.

Alors on a v(�) > (p

2

� p� 1)=(p

2

� 1).

Preuve. Pour commencer, remarquons que G est simple, car sinon il admettrait

un sous-groupe d'ordre p, lequel serait �etale ou toro��dal, conform�ement �a la

classi�cation [29] des groupes d'ordre p sur une base non rami��ee ; mais ceci est

incompatible avec l'hypoth�ese que la courbe elliptique est supersinguli�ere. Ensuite,

comme G est simple et R non rami��e, c'est un groupe en F-vectoriels du type

�etudi�e par Raynaud. Il correspond �a r = 2 (F = F

p

2

) et on a n�ecessairement

v(

1

) = 0 et v(

2

) = 1 (ou le contraire), car sinon G serait �etale ou toro��dal. Par

suite, ��

G

(y) = 0 si et seulement si y = 0 ou v(�) > (p

2

� p� 1)=(p

2

� 1). �

4.4.c. Formes de premi�ere esp�ece

Traitons maintenant le cas des formes de premi�ere esp�ece. Rappelons (cf. [15],

ou le paragraphe 4.2) qu'elles sont d�e�nies comme suit : si x 2 G(R) et ! 2 !

G=R

,

on consid�ere x comme un morphisme x : SpecR! G, d'o�u on obtient un �el�ement

R

x

! := x

�

! 2 


1

R=R

qui est la (( p�eriode )) voulue.

Lemme 4.4.8. | Soit G un R-sch�ema en groupes �ni et plat, simple. On

suppose que R est absolument non rami��e. Soient x 2 G(R) et 0 6= ! 2 !

G=R

non nuls. Si � 2 R n f0g est tel que �

R

x

! = 0, on a alors l'in�egalit�e v(�) >

�

1�

1

p�1

�

v(p).

Preuve. Comme dans le paragraphe pr�ec�edent, G est un sch�ema en vectoriels

auquel les descriptions de Raynaud s'appliquent. Gardons les mêmes notations,

de sorte que G est d�e�ni par les �equations X

p

i

= �

i

X

i+1

. On a calcul�e !

G=R

=

L

i2Z=rZ

(R=�

i�1

)[dX

i

] ; notons ! =

P

!

i

[dX

i

] (on consid�ere en fait l'image dans

R=�

i�1

d'un �el�ement !

i

2 R). Comme ! 6= 0, il existe donc i tel que !

i

6= 0
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(mod p) et v(�

i�1

) > 1. Si x = (x

i

), on a les �equations x

p

i

= �

i

x

i+1

et

Z

x

! =

X

i

!

i

dx

i

2 


1

R=R

:

On a comme pr�ec�edemment x

q�1

i

= a

i

, o�u

a

i

= �

p

r�1

i

�

p

r�2

i+1

� � � �

i+r�1

:

Il n'est pas restrictif de supposer que le corps r�esiduel de R est alg�ebriquement

clos. Alors, x est d�e�ni sur l'extension K

0

= K($) o�u $

q�1

= p. Comme

P (x) = X

q�1

�p est un polynôme d'Eisenstein, $ engendre l'anneau des entiers de

K

0

et en est une uniformisante. Autrement dit, R

0

= R[$].

�

Ecrivons a

i

= p

�

i

u

i

, o�u

u

i

est une unit�e de R et �

i

> 0. Comme q�1 est premier �a p, il existe u

1=(q�1)

i

2 R,

si bien que x

i

= $

�

i

v

i

, o�u v

i

est une unit�e de R. Alors,

dx

i

= �

i

$

�

i

�1

v

i

d$ +$

�

i

dv

i

= �

i

$

�

i

�1

v

i

d$

puisque v

i

2 R, soit dv

i

= 0. L'annulateur de d$ dans 


1

R

0

=R

, et aussi dans 


1

R=R

est alors �egal �a P

0

($) = (q� 1)$

q�2

, si bien que l'annulateur de �dx

i

est nul si et

seulement si ��

i

$

�

i

�1

2 ($

q�2

). Si p divise �

i

, alors dx

i

= 0. Si p est premier �a �

i

,

cela implique v(�) >

�

1�

�

i

q�1

�

v(p).

Remarquons qu'il existe un unique i tel que v(�

i�1

) = 1, !

i

6= 0 (mod p) et �

i

minimal, soit j cet �el�ement. On a �

R

x

! = 0 si et seulement si �dx

j

= 0. Or,

�

j

6 p

r�1

+ � � �+ 1 =

q � 1

p� 1

;

si bien que

v(�) >

 

1�

1

p� 1

!

v(p);

comme il fallait d�emontrer. �

Un d�evissage analogue au cas des formes de seconde esp�ece va nous permettre

de passer au cas g�en�eral :

Proposition 4.4.9. | Soit G un sch�ema en groupes �ni et plat annul�e par

p sur R. On suppose que R est absolument non rami��e. Soit ! 2 !

G

une forme

di��erentielle non nulle. Alors, il existe x 2 G(R) tel que la nullit�e �

R

x

! = 0 pour

� 2 R n f0g implique l'in�egalit�e v(�) >

�

1�

1

p�1

�

v(p).

Preuve. Consid�erons comme pr�ec�edemment une suite exacte

0! H

0

�

! G

�

! H ! 0; !

H

�

�

�! !

G

�

�

�! !

H

0

! 0;

o�u H est un R sch�ema en groupes simple.
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{ Si ~! = �

�

(!) 6= 0, il existe par r�ecurrence ~x 2 H

0

(R) tel que �

R

~x

~! = 0

implique v(�) > (p� 2)v(p)=(p� 1). Or, on a

Z

�(x)

! = �(x)

�

! = x

�

�

�

(!) =

Z

~x

~!;

si bien que �(x) convient.

{ Si �

�

(!) = 0, il existe ~! 2 !

H

tel que ! = �

�

~!. Soit 0 6= ~x 2 H(R). Si

�(x) = ~x, on a

Z

x

! = x

�

! = x

�

�

�

~! =

Z

~x

~!;

si bien que x convient, d'apr�es la proposition pr�ec�edente. �

Donnons en�n l'�enonc�e dual. Il faut cette fois exclure une partie �etale :

Proposition 4.4.10. | Soit G=R un sch�ema en groupes �ni et plat, annul�e

par p. On suppose que R est absolument non rami��e et que G est connexe. Soit

x 2 G(R) non nul. Il existe alors une forme di��erentielle ! 2 !

G=R

telle que

�

R

x

! = 0 pour � 2 R n f0g implique v(�) >

�

1�

1

p�1

�

v(p).

Preuve. Si G est simple, il su�t de choisir une forme di��erentielle non nulle

! 2 !

G

(qui est distinct de 0), puis d'appliquer le lemme 4.4.8.

Dans le cas g�en�eral, soit H

x

� G le R-sch�ema en groupes engendr�e par x (c'est-

�a-dire le plus petit R-sous-sch�ema en groupes deG contenant x). SiH

x

6= G, il su�t

de choisir par r�ecurrence !

x

2 !

H

x

=R

satisfaisant �a la conclusion de la proposition

pour H

x

et x, puis de choisir ! 2 !

G=R

dont la restriction �a H

x

est �egale �a !

x

, ce

qui est possible, en vertu de la surjectivit�e de l'homomorphisme !

G=R

! !

H

x

=R

Si H

x

= G et que G n'est pas simple, c'est que G contient un sous-groupe

simple H tel que x 62 H. Alors, l'image �(x) de x par la projection � : G! G=H

est non nulle, on choisit ! 2 !

G=H

qui convient pour �(x) la forme di��erentielle

�

�

! satisfait �a la conclusion de la proposition. �
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Appendices

A.1. Vari

�

et

�

es ab

�

eliennes de type CM

Dans ce paragraphe, nous voulons montrer comment utiliser la th�eorie de

Raynaud des sch�emas en groupes de type (p; : : : ; p) pour calculer les valuations

p-adiques des vari�et�es ab�eliennes de type CM. Dans le cas o�u le corps de

multiplication est non rami��e en p, nous red�emontrons ainsi un r�esultat de

P. Colmez [11].

A.1.a. Type CM et sch�emas en groupes en F-vectoriels

Soient R un anneau de valuation discr�ete complet, K son corps des fractions

que l'on suppose de caract�eristique 0, p son id�eal maximal et k le corps r�esiduel

�ni de caract�eristique p. Comme R est suppos�e complet, R contient l'anneau

W (k) des vecteurs de Witt sur k et l'on dispose d'une application de Teichm�uller :

Teich : k ! R qui est multiplicative. De plus R contient l'�el�ement w d�e�ni par la

formule (17) de [31], cf. le paragraphe 4.4.a.

Soient A=R un sch�ema ab�elien, G le R-sous-sch�ema en groupes des points

annul�es par [p] ; notons g = dimA=R, si bien que G est �ni et plat d'ordre p

2g

sur R.

On suppose qu'il existe un corps de nombres E, de degr�e 2g sur Q, et

une injection O

E

,! End(A=R) de l'anneau des entiers de E dans les R-

endomorphismes de A. On dispose alors du (( type CM )) : si K est une clôture

alg�ebrique de K, le corps de multiplication complexe E agit sur !

A=R




K

K via un

ensemble � de g plongements � : E ,! K tels que �[� = Hom(E;K). Il n'est pas

restrictif de supposer que ces plongements sont d�e�nis sur K, quitte �a remplacer

K par une extension �nie.

Soit (p) =

Q

�

m

e

�

�

la d�ecomposition de l'id�eal (p) � O

E

en id�eaux premiers.

Notons aussi q

�

le cardinal de O

E

=m

�

; on a la relation

Q

q

�

= p

2g

. On suppose

d�esormais que l'extension E=Q est non rami��ee en p, autrement dit, e

�

= 1 pour

tout �.

Comme G est annul�e par p, on dispose d'une action de O

E

=p sur G, c'est-�a-dire

une application

Q

�

F

q

�

! End(G=R). Alors, le groupe G=R se d�ecompose en un
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produit

Q

G

�

tel que l'action de O

E

sur G

�

se factorise par F

q

�

. Ainsi, G

�

est un

sch�ema en F

q

�

-vectoriels, son ordre est sup�erieur ou �egal �a q

�

, mais alors l'�egalit�e

Y

#G

�

= #G = p

2g

=

Y

q

�

implique que l'ordre de G

�

est exactement q

�

si bien que G

�

est justiciable des

descriptions de Raynaud. En particulier, l'action de F

q

�

sur !

G

�

est induite par

d

�

(( caract�eres fondamentaux )) F

q

�

! R. Explicitement, si G

�

est d�e�ni par les

�equationsX

p

i

= �

�;i

X

i+1

(o�u i 2 Z=r

�

Z, q

�

= p

r

�

et �

�;i

2 R est tel que w=�

�;i

2 R),

on a la description suivante de !

G

�

=R

(cf. le paragraphe 4.4.a) :

!

G

�

=R

=

M

i2Z=r

�

Z

(R=�

�;i�1

) [dX

i

]:

(Comme G

�

est en fait le noyau de la multiplication par p dans un groupe p-

divisible, on a v(�

�;i

) 2 f0; v(p)g pour tout i d'apr�es la remarque 1.5.4 de [31].)

Rappelons que F

q

�

agit sur X

i

via le caract�ere fondamental �

i

: F

�

q

�

! R

�

;

par cons�equent, l'action de F

q

�

sur !

G

�

est �a travers les caract�eres fondamentaux

�

i

tels que v(�

�;i�1

) 6= 0.

Nous appellerons F-type de G

�

l'ensemble des caract�eres fondamentaux qui

interviennent dans la repr�esentation de F

q

�

sur !

G

�

.

Nous allons maintenant comparer le type CM de A et les F-types des G

�

.

Proposition A.1.1. | Soit � un plongement E ,! K. Il existe un unique

� et un unique caract�ere fondamental �

�

de F

q

�

tels que le diagramme suivant soit

commutatif :

O

E

F

q

�

R=p R

�

Teich

�

�

De plus, l'application � 7! �

�

induit une bijection entre les � tels que �

�1

(p) = m

�

et les caract�eres fondamentaux de F

q

�

qui fait se correspondre le type CM de A et

la r�eunion des F-types des G

�

.

Preuve. Comme Teich est une section de la �eche de r�eduction R ! R=p, la

r�eduction de �

�

mod. p doit être �egale �a la �eche pointill�ee du diagramme laquelle

existe a fortiori, et donc l'id�eal premier �

�1

(p) de O

E

est �egal �a m

�

. Ayant choisi

ainsi l'id�eal m

�

, notons � la �eche pointill�ee. La compos�ee Teich �� : F

q

�

! R

induit une application multiplicative F

�

q

�

! R

�

car Teich est multiplicative ; c'est

donc un caract�ere �

�

. Comme de plus, �

�

mod p = �, le caract�ere �

�

est un

caract�ere fondamental de F

q

�

.
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Comme E est non rami��e en toutes les places divisant p, sa clôture galoisienne

~

E ne l'est pas non plus, cf. [22, Corollary, p. 108] et l'application � 7! �

�

est

injective. De plus, le fait que E soit non rami��e en p implique l'�egalit�e

#Hom(E;K) = 2g =

X

�

[F

q

�

: F

p

]

d'o�u d�ecoule la surjectivit�e de l'application � 7! �

�

.

Finalement, soient � 2 Hom(E;K) et ! 2 


1

A=R

tels que x

�

! = �(x)! pour

tout x 2 O

E

. On a !

G=R

= 


1

A=R




Z

Z=pZ et x

�

(! 
 1) = �

�

(x)(! 
 1). Par

cons�equent, le type CM de A et les F-types des G

�

se correspondent bijectivement

par l'application � 7! �

�

. �

A.1.b. Valuations des p�eriodes de premi�ere et seconde esp�ece

Nous calculons dans ce paragraphe les valuations des p�eriodes, toujours dans

le cas o�u le corps de multiplication complexe est non rami��e.

Soient x 2 G

�

(R) non nul et i 2 Z=r

�

Z. Suivant que v(�

�;i�1

) = v(p) ou est

nulle, on dispose de la forme de premi�ere esp�ece [dX

i

] ou de celle de seconde esp�ece

[dY � i]

�

sur laquelle la multiplication complexe agit par le caract�ere fondamental

�

i

. Nous allons calculer la valuation de l'int�egrale sur x de cette forme di��erentielle.

Si v(�

�;i�1

) = v(p), la forme di��erentielle de premi�ere esp�ece dX

i

2 !

G

�

=R

est non nulle. On a

R

x

[dX

i

] = dx

i

. Les calculs du paragraphe 4.4.c montrent que

�dx

i

= 0 si et seulement si

v(�) > v(p)�

1

q � 1

 

r

�

�1

X

k=0

p

k

v(�

i�1�k

)

!

:

Or, nous avons vu que � 2 � et �

�1

(p) = m

�

si et seulement si v(�

�;j�1

) 6= 0,

pour �

�

= �

j

. Par suite, v(�

i+r

�

�1�k

) 6= 0 si et seulement si �

i�k

intervient dans le

F-type. Nous avons donc obtenu que la valuation de

R

x

[dX

i

] est �egale �a

1

q � 1

r

�

�1

X

u=0

�

i�u

2�

�

p

u

:(�)

D'autre part, si v(�

�;i�1

) = 0, c'est la forme di��erentielle de seconde esp�ece

[dY

i

]

�

2 !

G

�

�

=R

qui est non nulle. On a

Z

x

[dY

i

]

�

= [dY

i

]

�

�

G

�

(x) = [dY

i

]

�

X

x

i

[dY

i

] = x

i

:

Ainsi, �

R

x

[dY

i

]

�

si et seulement si v(�x

i

) > v(p), ce qui donne la même

expression (�) pour la valuation de la p�eriode

R

x

[dY

i

]

�

.

Ces calculs nous redonnent ainsi une partie (facile) des r�esultats de Colmez (�a

peu de choses pr�es la deuxi�eme formule de la page 658 de [11]), sous l'hypoth�ese
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restrictive que le corps de multiplication complexe est non rami��e en le nombre

premier consid�er�e.

A.2. Une remarque sur la conjecture de Manin

Dans cet appendice, nous expliquons comment les consid�erations de valuations

de p�eriodes permettent d'appr�ehender la constante de Manin d'une courbe

elliptique dite de Weil forte. Cependant, il ne semble pas qu'elles permettent �a

elles seules de d�emontrer cette conjecture. On obtient cependant dans la preuve

de la proposition qui suit une caract�erisation tr�es proche de celle que l'on peut

trouver dans les r�esultats de Raynaud cit�es dans un article r�ecent d'Abbes{Ullmo

sur la question (

�

A propos de la conjecture de Manin pour les courbes elliptiques

modulaires, �a parâ�tre).

Soit A

Q

une courbe elliptique semi-stable sur Q de conducteur N . D'apr�es un

th�eor�eme d'A. Wiles, A

Q

est modulaire et il existe un morphisme ' : X

0

(N)

Q

!

A

Q

d�e�ni sur Q. L'image r�eciproque par ' d'une di��erentielle de N�eron sur A

Q

est un �el�ement de H

0

(X

0

(N)

Q

;


1

), c'est-�a-dire une forme modulaire de poids 2

pour �

0

(N), propre pour les op�erateurs de Hecke et �a coe�cients dans Q. On

�ecrit c

A

(q +

P

n>2

c

n

q

n

) son q-d�eveloppement en la pointe in�nie et la conjecture

de Manin est que jc

A

j = 1 si A

Q

est une (( courbe de Weil forte )).

Notons J

0

(N) le mod�ele de N�eron sur Z de J

0

(N)

Q

, la jacobienne de X

0

(N)

Q

;

soit aussi X

0

(N) le mod�ele minimal r�egulier sur Z de X

0

(N)

Q

. On d�eduit de

' : X

0

(N)

Q

! A

Q

un morphisme ' : J

0

(N)! A, o�u A est le mod�ele de N�eron de

A

Q

. Comme A

Q

est une courbe de Weil forte, le noyau K

Q

de ' est une vari�et�e

ab�elienne sur Q.

Lemme A.2.1. | Soit ! 2 


1

A=Z

une di��erentielle de N�eron. Si p divise c

A

,

il existe une forme di��erentielle � 2 


1

J

0

(N)=Z

telle que '

�

! = p�.

Preuve. La propri�et�e universelle des mod�eles de N�eron montre que la param�etri-

sation X

0

(N)

Q

! A

Q

se prolonge de mani�ere unique en X

0

(N)

lisse

i

�! J

0

(N)

'

�!

A. D'autre part, i

�

: H

0

(J

0

(N);


1

) ! H

0

(X

0

(N)

lisse

;


1

) est un isomorphisme et

H

0

(X

0

(N)

lisse

;


1

) = H

0

(X

0

(N);


1

).

Si p divise c

A

, le q{d�eveloppement de '

�

! en la pointe 1 est nul modulo

p. Comme '

�

! est propre pour l'involution d'Atkin{Lehner, laquelle �echange les

deux pointes, '

�

! est nul modulo p et il existe � 2 !

J

0

(N)

tel que '

�

� = p�, comme

annonc�e. �

Proposition A.2.2 (Mazur). | Soit p un nombre premier impair. Alors p

ne divise pas c

A

.
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Preuve. Supposons par l'absurde qu'un nombre premier impair p divise c

A

, et

rappelons que A est semi-stable en p. On fait dans la suite l'extension des scalaires

de Z �a Z

p

. Notons K le mod�ele de N�eron de K

Q

.

Supposons d'abord que p ne divise pas N , i.e. que A ait bonne r�eduction en

p. Le diagramme du serpent attach�e �a la multiplication par p dans la suite exacte

0 ! K

Q

! J

0

(N)

Q

! A

Q

! 0, joint au fait que K

Q

est une vari�et�e ab�elienne

implique que ' induit une surjection J

0

(N)[p](Q

p

)! A[p](Q

p

). Soit x 2 A[p](Z

p

).

Il existe donc y 2 J

0

(N)[p](Z

p

) tel que '(y) = x et

Z

x

! =

Z

'(y)

! =

Z

y

'

�

! = p

Z

y

� = 0

puisque [p]y = 0. Mais 0 6= ! 2 !

A[p]

, et ceci contredit la proposition 4.4.9 car

1=(p� 1) < 1.

Supposons maintenant que p divise N , i.e. que A ait mauvaise r�eduction semi-

stable en p. Les sous-sch�emas en groupes A[p] (resp. J

0

(N)[p], K[p]) noyaux de la

multiplication par p dans A (resp. J

0

(N), K) sont alors plats et quasi-�nis sur Z

p

.

Ils poss�edent une partie �nie A[p]

f

(resp.: : : ) et une partie �etale A[p]

0

(resp.: : : )

dont la �bre sp�eciale est vide. De plus les applications K[p] ! J

0

(N)[p] ! A[p]

se factorisent en des applications correspondantes sur les parties �nies qui sont

des sch�emas en groupes �nis et plats sur Z

p

. Notons A[p]

0

(resp.: : : ) les parties

connexes de A[p]

f

,: : :

Appliquant la proposition 4.4.10 �a A[p]

0

, le même argument que dans le cas

de bonne r�eduction nous ram�ene �a prouver que l'image de J

0

(N)[p]

0

Q

p

dans A[p]

0

Q

p

est non nulle. Or, l'application J

0

(N)[p]

0

Q

p

! A[p]

0

Q

p

est injective car il ne peut

exister d'application non triviale d'un Z

p

-sch�ema en groupes �etale vers un Z

p

-

sch�ema en groupes connexe que si p = 2. Le diagramme du serpent attach�e �a

l'application J

0

(N)[p] ! A[p] et aux suites exactes composante connexe/quotient

�etale de J

0

(N)[p]

f

et A[p]

f

entrâ�ne alors que l'application J

0

(N)[p]

0

Q

p

! A[p]

0

Q

p

est surjective. �
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EXTENSIONS VECTORIELLES, P

�

ERIODES ET HAUTEURS

Antoine CHAMBERT-LOIR

R

�

esum

�

e. | Cette th�ese a pour objet l'�etude des hauteurs sur certains groupes

alg�ebriques commutatifs d�e�nis sur des corps de nombres.

Dans un premier chapitre, nous d�etaillons le cas des extensions de vari�et�es

ab�eliennes par le groupe multiplicatif. Nous construisons, via la th�eorie d'Arakelov,

les hauteurs canoniques attach�ees �a certains diviseurs relativement aux morphismes

de multiplication par des entiers. Nous donnons en�n une description des points

de hauteur relative nulle.

Les chapitres 2 et 3 sont consacr�es aux extensions vectorielles de vari�et�es

ab�eliennes. Selon la même m�ethode, nous construisons une hauteur privil�egi�ee

sur l'extension. Nous relions en�n les hauteurs des points de torsion au calcul

de certaines valuations de p�eriodes p-adiques pour prouver que les points d'ordre

premier d'une extension vectorielle non triviale d'une vari�et�e ab�elienne ont des

hauteurs non born�ees.

Ces valuations sont �etudi�ees au chapitre 4 par deux m�ethodes di��erentes : la

premi�ere utilise la presque-d�ecomposition de Hodge-Tate des sch�emas en groupes

�nis et plats �etablie par Fontaine ; la seconde utilise la th�eorie des sch�emas en

groupes de type (p; : : : ; p) introduite par Raynaud, ainsi que des d�evissages.

Abstract. | This thesis is concerned by the height functions on certain

commutative algebraic groups de�ned over number �elds.

In a �rst chapter, we detail the case of an extension of an abelian variety by the

multiplicative group. We construct, using Arakelov theory, the canonical heights

attached to certain line bundles and to the morphisms of multiplication by an

integer. We then give a description of the points whose relative height is zero.

The second and third chapters are devoted to the vectorial extensions of abelian

varieties. We construct, along the same lines, some privileged height on such an

extension. We then link the heights of torsion points to the valuations of certain

p-adic periods to prove that the heights of the points of prime order in a non trivial

vectorial extension are not bounded.

These valuations are studied in chapter 4 by two di�erent methods : the �rst

one uses the Hodge-Tate decomposition of �nite at group schemes, established by

Fontaine : the second approach uses the (p; : : : ; p)-type group schemes introduced

by Raynaud and some (( d�evissages )).

Mots clefs. | th�eorie d'Arakelov | hauteurs | extension universelle |

vari�et�e ab�elienne | points de torsion | groupes p-divisibles | p�eriodes | sch�emas

en groupes �nis


