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LES ESPACES DE BERKOVICH SONT EXCELLENTS

par Antoine DUCROS (*)

RESUME. — Dans ce texte, nous commengons par étudier les anneaux locaux
d’un (bon) espace de Berkovich du point de vue de I’algébre commutative : nous
montrons qu’ils sont excellents; nous nous intéressons au comportement de cer-
taines de leurs propriétés éventuelles (R, Sm, etc.) par extension des scalaires,
et pour ce faire nous introduisons la notion d’extension analytiquement séparable
d’un corps ultramétrique complet ; nous établissons enfin a leur sujet des théorémes
de type GAGA pour les schémas de type fini sur une algebre affinoide. La seconde
partie de ce travail est consacrée a des questions plus globales étroitement liées aux
précédentes : composantes irréductibles d’un espace analytique, normalisation, et
comportement de 'irréductibilité et de la connexité par changement de base.

ABSTRACT. — In this paper, we first study the local rings of a (good) Berkovich
analytic space from the point of view of commutative algebra: we show that they
are excellent; we look at the behaviour of some of their possible properties (R,
Sm, and so on) under ground field extension, and in order to do that, we introduce
the notion of an analytically separable extension of a non-Archimedean complete
field; we endly establish about them GAGA theorems for finitely generated schemes
over an affinoid algebra. The remaining part of the paper deals with more global
notions which are closely related to the preceeding ones: the irreducible components
of an analytic space, its normalization, and the behaviour of irreducibility and
connectedness under base change.

Introduction

La premiere partie de cet article est essentiellement consacrée a 1’étude,
du point de vue des propriétés usuelles de I’algebre commutative (régularité,
profondeur, excellence...), des anneaux locaux des espaces analytiques au
sens de Berkovich; dans un second temps, nous nous intéressons a des

Mots-clés : espaces de Berkovich, excellence, extension des scalaires, composantes irré-
ductibles, normalisation.

Classification math. : 14G22,14A99.

(*) L’auteur est membre du projet Espaces de Berkovich de 1’Agence Nationale de la
Recherche.



1408 Antoine DUCROS

notions plus globales : les composantes irréductibles d’un espace analytique,
sa normalisation, ou encore l'irréductibilité et la connexité géométriques.
Décrivons brievement les principaux résultats obtenus.

On fixe un corps ultramétrique complet k; sa valeur absolue peut étre
triviale; on note p son exposant caractéristique; sip =1 et sin € N, la
notation k'/P" désignera simplement k. Rappelons qu’un espace analytique
est dit bon si chacun de ses points a une base de voisinages affinoides ; les es-
paces affinoides, les analytifiés de variétés algébriques, les fibres génériques
de schémas formels affines ou propres sont des exemples de bons espaces
— en ce qui concerne les schémas formels propres, ce n’est pas trivial et
découle d’un résultat de Temkin ([23], cor. 4.4); la bonté d’un espace ga-
rantit que ses anneaux locaux sont noethériens et henséliens ([3], th. 2.1.4
et th. 2.1.5).

Propriétés algébriques des anneaux analytiques
Excellence des anneaux analytiques locaux et globaux

Nous démontrons (th. 2.13) que toute algebre k-affinoide est un anneau
excellent, et que les anneaux locaux d’un espace k-affinoide sont excellents.

Théoremes de type GAGA

Apres avoir établi la régularité géométrique des fibres de certains mor-
phismes entre anneaux locaux algébriques et analytiques (th. 3.3) nous en
déduisons lassertion suivante (th. 3.4) : soit A une algébre k-affinoide, soit
X un schéma de type fini sur A, et soit V' un domaine affinoide de ’analy-
tifié X** de X. Soit = un point de V et soit x son image sur X. Soit P I'une
des propriétés suivantes : étre R,, (resp. Sy, resp. régulier, resp. d’inter-
section complete, resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay). On a les
équivalences suivantes :

Oy, satisfait P <= Oyan , satisfait P <= Ox x satisfait P .

Remarquons qu’en vertu des résultats d’excellence mentionnés plus haut,
I’ensemble des x € X tel que Oy « satisfasse P est un ouvert de Zariski i/ de
X ; I'équivalence ci-dessus assure que I'ensemble des z € X*" tel que Oxyan 5
satisfasse P est précisément U*" ; cette remarque s’applique notamment au
cas oit X = Spec A et ot X'*" est donc égal & M(A).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Soit X un espace analytique et soit x € X. Soit P 'une des propriétés
mentionnées ci-dessus. Si X est bon, on dit que X satisfait P en x si Ox
satisfait P. Dans le cas général, on dit que X satisfait P en x s’il existe un
bon domaine analytique U de X contenant x tel que U satisfasse P en x,
et c’est alors le cas pour tout bon domaine analytique U de X contenant x
(§ 3.4). On déduit de ce qui précede que le lieu de validité de P sur un espace
analytique X est un ouvert de Zariski de X (sur cette notion, cf. § 0.2.3 et
rem. 4.3).

Effets de 'extension des scalaires

Soit X un espace k-analytique et soit L une extension ultramétrique
complete de k. Soit © € X, et soit y un point de X, situé au-dessus de z,
ou X, est I'espace déduit de X par extension des scalaires de k a L. Soit
P T'une des propriétés d’algebre commutative évoquées plus haut. Nous
établissons les faits qui suivent (le théoreme 3.1 constitue leur variante
schématique; ils en découlent modulo le théoreme de comparaison 3.4 et
les commentaires faits a la fin du § 3.4 ) :

i) si Xy, satisfait P en y alors X satisfait P en z;

i) si X satisfait P en et si P est la propriété d’étre S, pour un
certain m (resp. d’intersection complete, resp. de Gorenstein, resp.
de Cohen-Macaulay), alors X, satisfait P en y;

iii) si X satisfait P en z, si P est la propriété d’étre R, pour un certain
m (resp. régulier) et si L est une extension analytiquement séparable
de k, alors X, satisfait P en y.

Commentaire. — La notion d’extension analytiquement séparable de
corps ultramétriques complets est introduite au § 1.1.3 (déf. 1.6); c’est,
aussi bien du point de vue de sa définition que de ses propriétés (telles
lassertion iii) ci-dessus) la variante valuée de la notion classique d’extension
séparable.

Quelques exemples (cf. § 1.2 et ex. 1.9). — Si k est parfait, toute ex-
tension compléte de k est analytiquement séparable; une extension finie
de k est analytiquement séparable si et seulement si elle est séparable; si
r est un polyrayon k-libre, k, est une extension analytiquement séparable
de k (pour la définition d'un polyrayon k-libre et le sens de la notation
ky, voir § 0.3 ; plus généralement, si i est 'unique point du bord de Shilov
d’un polydisque sur k, son corps résiduel complété H(n) est une extension
analytiquement séparable de k.

TOME 59 (2009), FASCICULE 4



1410 Antoine DUCROS

Soit X un espace k-analytique. Soit P 1'une des propriétés d’algebre
commutative mentionnées ci-dessus. Si x € X, on dit que X satisfait géo-
métriquement P en x si pour toute extension complete L de k, 'espace X,
satisfait P en chacun de ses points situés au-dessus de x. Nous démontrons
(prop. 6.3) que X est géométriquement régulier en x si et seulement si il
est quasi-lisse en x, c’est-a-dire si et seulement si le rang de Qk /1 €n T est
égal & la dimension de X en z; nous prouvons ensuite (prop. 6.8) que si P
est la propriété d’étre régulier ou bien d’étre R, pour un certain m, alors
X satisfait géométriquement P en x si et seulement si X1/, satisfait P en
son unique point situé au-dessus de z. On en déduit (cor. 6.9) que le lieu
de validité géométrique de P sur X en est un ouvert de Zariski.

Remarque. — En géométrie analytique rigide, les assertions ci-dessus
n’auraient pas pu étre méme énoncées, puisqu’il n’existe pas dans ce cadre
de morphisme de changement de base.

A propos des démonstrations

Les résultats qui précedent reposent pour 1’essentiel sur la proposition 2.2
dont I'énoncé, et plus encore la preuve, sont passablement ingrats. Elle
assure l’existence, sur le spectre du complété d’un certain anneau local
analytique, d’un ouvert de Zariski d'un type particulier qui est non vide
et régulier. Pour I'exhiber, on se fonde sur le lemme de normalisation de
Noether (et plus précisément sur ses versions analytique et algébrique), sur
la régularité des anneaux locaux de I’espace affine analytique, qui est établie
directement au préalable (lemme 2.1), et enfin sur le critere de régularité
suivant, di & Kiehl ([17], Folg. 2.3) : si A est un anneau noethérien, si B
est une A-algébre de type fini réguliére, si C est une B-algébre finie et plate
et si Q}B/A et Qlc/A sont tous deux libres de méme rang, alors 'anneau C'
est régulier.

Remarque. — D’apres un théoreme de Kiehl ([17], Satz 1.4), si F' est
un corps ultramétrique complet de caractéristique p > 0, et si E est un
sous-corps complet de F' contenant F? et topologiquement de type dénom-
brable sur FP, alors E possede une p-base topologique sur FP. Nous nous
servons de ce résultat au cours de la démonstration de la proposition 2.2;
afin de pouvoir 'appliquer, nous sommes amené a plusieurs reprises a rem-
placer le corps avec lequel nous travaillons par un sous-corps satisfaisant
I’hypothese de dénombrabilité évoquée, puis a utiliser des arguments de li-
mite inductive pour conclure; ces contorsions techniques que nous n’avons
malheureusement pas su éviter alourdissent la rédaction.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Normalisation et propriétés géométriques globales
des espaces analytiques

Les composantes irréductibles d’un espace analytique

Si ’espace X n’est pas quasi-compact, sa topologie de Zariski n’est pas
noethérienne, et la théorie classique des composantes irréductibles ne s’ap-
plique pas. Nous pallions comme suit cet inconvénient : par des arguments
relativement élémentaires reposant in fine sur la théorie de la dimension
nous montrons (th. 4.20) que les parties de X qui peuvent s’écrire comme
I’adhérence, relative a la topologie de Zariski de X, d’'une composante ir-
réductible d’'un domaine affinoide de X, sont exactement les fermés irré-
ductibles maximaux de X ; ce sont ces parties que nous appellerons ses
composantes irréductibles. Nous établissons les propriétés attendues a leur
sujet (§ 4.3.3) ; elles se comportent essentiellement comme les composantes
irréductibles usuelles d’un espace topologique noethérien, a condition de
remplacer & peu pres partout la notion d’ensemble fini de fermés de Zariski
par celle d’ensemble G-localement fini de tels fermés (déf. 4.15).

La normalisation d’un espace analytique

Nous introduisons la notion de morphisme quasi-dominant entre espaces
analytiques (définition 5.1; elle repose sur celle de composante irréduc-
tible) et nous définissons la normalisation de X comme 'objet final de la
catégorie des espaces analytiques normaux munis d’un morphisme quasi-
dominant vers X. Nous en montrons l'existence (th. 5.13); ’approche en
termes de propriété universelle a I'avantage de réduire la démonstration
au cas affinoide, en assurant & peu pres automatiquement le recollement
des constructions locales. Nous montrons que les composantes connexes
de la normalisation de X correspondent aux composantes irréductibles de
X (th. 5.17), et que la normalisation est « compatible & la formation des
anneaux locaux » dans le cas d’un bon espace (lemme 5.19).

Nous montrons ’existence, lorsque X est quasi-compact, d’un entier n tel
que la normalisation de X1/p» soit géométriquement normale (th. 6.11) ; un
résultat analogue est établi au préalable concernant ’espace réduit associé
a un espace analytique (th. 6.10).

Nous utilisons enfin le théoréme 6.11 pour prouver, en nous appuyant
sur le théoreme 5.17, qu’un espace k-analytique qui est irréductible le reste
apres passage a la cloture parfaite de k (prop. 6.12).

TOME 59 (2009), FASCICULE 4
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Connexité et irréductibilité géométriques

Nous commencons par définir, étant donné un espace k-analytique X,
lanneau s(X) des fonctions analytiques sur X qui annulent localement un
polynéme non nul et séparable sur k (§ 7.1); nous donnons une démons-
tration du fait (essentiellement dit & Berkovich) que s(X) est une extension
finie séparable de k lorsque X est connexe et non vide (lemme 7.2).

Le foncteur X +— s(X) et le lemme 7.2 sont ensuite utilisés pour étudier
le comportement de la connexité et de l'irréductibilité par extension du
corps de base. Les résultats attendus, a savoir les pendants analytiques des
assertions bien connues portant sur les variétés algébriques, sont établis ; on
démontre d’abord ceux qui sont relatifs & la connexité (th. 7.11); suivent
leurs analogues concernant 'irréductibilité (th. 7.12), qui s’en déduisent a
I’aide d’un raisonnement faisant intervenir la notion de normalisation et le
théoreme 6.11 cité ci-dessus.

Nous n’allons pas rappeler ici les énoncé intégraux des théoremes 7.11 et
7.12; mentionnons simplement qu’ils assurent entre autres que si le corps k
est algébriquement clos™™ et si X est un espace k-analytique connexe (resp.
irréductible) alors X, est connexe (resp. irréductible) pour toute extension
complete L de k.

Nous terminons ce chapitre en établissant, par un raisonnement fondé
sur les théoremes 7.11 et 7.12 ainsi que sur une proposition technique
(prop. 7.15; cf. aussi les commentaires qui la précédent), les faits qui suivent
(th. 7.14, iii), iv) et vi); th. 7.16, iii), iv) et vi) ) : si X est un espace
k-analytique, si L est une extension complete de k, et si T est une com-
posante connexe (resp. irréductible) de X, alors T' posseéde un « corps de
définition » qui est fini et séparable sur k, et 'image de T sur X est une
composante connexe (resp. irréductible) de X ; si X n’a qu'un nombre fini
de composantes connexes (resp. irréductibles), il existe une extension finie
et séparable K de k telle que toutes les composantes connexes (resp. irré-
ductibles) de X i soient géométriquement connexes (resp. géométriquement
irréductibles).

Stabilité de certaines propriétés par produit

Nous montrons (th. 8.1) que si P est 'une des propriétés d’algebre com-
mutative mentionnée plus haut et si X et Y sont deux espaces k-analytiques

(1) Les assertions correspondantes en géométrie algébrique sont en général énoncées sur
un corps séparablement clos; mais il se trouve qu’un corps ultramétrique complet dont
la valeur absolue n’est pas triviale et qui est séparablement clos est automatiquement
algébriquement clos (cf. [6], § 3.4, prop. 6).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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la satisfaisant géométriquement, alors le produit X X Y la satisfait géo-
métriquement® .

Nous prouvons ensuite (th. 8.3) que si X est un espace k-analytique géo-
métriquement connexe (resp. géométriquement irréductible) et Y un espace
k-analytique connexe (resp. irréductible) alors X xj Y est connexe (resp.
irréductible) ; Dassertion relative & la connexité se déduit facilement du
théoreme 7.11 sur la connexité géométrique, par un argument topologique
élémentaire reposant sur la compacité des espaces affinoides ; modulo le fait
que le produit de deux espaces géométriquement normaux est géométrique-
ment normal (en vertu du théoréme 8.1 mentionné ci-dessus), celle relative
a s’irréductibilité en découle immédiatement.

Liens avec divers travaux antérieurs
Du cas strictement affinoide au cas général

Parmi les différences notables entre la théorie de Berkovich et la géomé-
trie analytique rigide figure la prise en considération, par la premiere, des
polydisques fermés de polyrayon quelconque, quand la seconde n’autorisait
que les polydisques unité; la classe des algebres affinoides au sens de Berko-
vich est ainsi plus large que celle définie par Tate, et les algebres affinoides
de ce dernier sont qualifiées de strictement affinoides par Berkovich.

L’intérét d’accepter n’importe quel polyrayon est particulierement fla-
grant lorsqu’on s’intéresse aux espaces analytiques sur un corps muni de la
valeur absolue triviale, espaces dont I'importance a été tres récemment mise
en lumiere dans différents travaux : ceux d’Amaury Thuillier sur la com-
binatoire du diviseur exceptionnel d’une résolution des singularités ([25]),
ceux de Berkovich et de Nicaise sur les liens entre la géométrie ultramé-
trique et les variations de structures de Hodge complexes ([5], [20]), ou
encore ceux de Jérome Poineau sur les fondements de la géométrie analy-
tique sur Z et ses applications arithmétiques ([21]).

Il apparait donc nécessaire de disposer, autant que faire se peut, de résul-
tats algébriques de base au sujet des espaces et algebres affinoides qui soient
valables dans le cas général, i.e. non nécessairement strict. C’est dans cette
optique que nous étendons ici aux algebres affinoides quelconques plusieurs
assertions déja connues pour les algebres strictement affinoides; afin de

(2) Nous espérons pouvoir ultérieurement, grace a un travail en cours sur la platitude,
arriver a cette conclusion en nous contentant de la validité simple de P sur I’un des deux
espaces en jeu.

TOME 59 (2009), FASCICULE 4
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proposer au lecteur un texte aussi auto-suffisant que possible, nous avons
choisi de ne jamais utiliser les assertions déja connues en question, pré-
férant reprendre, lorsque cela s’est avéré nécessaire, certains passages de
leurs preuves originales au cours de nos démonstrations. Donnons mainte-
nant quelques détails.

Propriétés algébriques des anneaux analytiques :
ce qui était déja connu dans le cas strictement affinoide

e Le théoreme 2.13 affirme 'excellence des algebres affinoides; dans le
cas strictement affinoide, celle-ci a été établie par Kiehl ([17]).

e Le théoreme de comparaison pour les propriétés usuelles de ’algebre
commutative (th. 3.4) énoncé ici met en jeu un schéma de type fini X
sur une algebre affinoide A et un domaine affinoide V' de X®"; pour
certaines de ces propriétés (régularité, normalité, caractere réduit, de
Gorenstein, de Cohen-Macaulay, d’intersection compléte) il a été dé-
montré par Berkovich lorsque X = A et V. = A" ([3], th. 2.2.1);
lorsque |k*| # {1} et lorsque A est strictement k-affinoide, on vérifie
aisément que sa méthode s’applique en fait, méme s’il ne le mentionne
pas explicitement, a toutes les propriétés d’algebre commutative consi-
dérées ici, a tout A-schéma de type fini X, et a tout domaine stricte-
ment k-affinoide de X'?".

e Le théoreme 6.8 assure que si P est la propriété d’étre régulier ou
bien R,, pour un certain m, alors la validité géométrique de P en
un point d’un espace k-analytique X équivaut a sa validité simple en
l'unique antécédent de ce point sur X1/, ; dans son article [8], Conrad
en démontre un cas particulier (dont 1’énoncé nous a inspiré le cas
général) pour les espaces strictement k-affinoides ; plus précisément, le
lemme 3.3.1 (resp. le th. 3.3.6) de op. cit. affirme entre autres que si A
est une algébre strictement k-affinoide telle que k'/?®;,.A soit réduite
(resp. normale), alors pour toute extension complete F' de k, lalgebre
F®pA est réduite (resp. normale).

Concernant les deux premiers résultats évoqués, nos démonstrations sont
en grande partie inspirées par celles déja existantes dans le contexte stric-
tement affinoide, auquel la partie proprement nouvelle de notre travail
consiste justement a se ramener, d’une facon plus ou moins explicite. Com-
me d’habitude en théorie de Berkovich, on le fait en remplagant le corps de

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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base k par k., ou r est un polyrayon k-libre convenable; il reste a contro-
ler les effets d’une telle extension des scalaires, ce que permet la proposi-
tion 2.2, 'extension k, de k étant analytiquement séparable (exemple 1.7).

S’agissant du troisieme résultat, nous étendons également les scalaires a
ky pour un certain polyrayon k-libre r afin de se ramener au cas strictement
k-affinoide, mais nous traitons ce dernier par une méthode qui differe de
celle utilisée par Conrad, et repose sur le critere de régularité de Kiehl
mentionné plus haut.

Remarque. — En ce qui concerne la normalité, les théoremes GAGA sur
n’importe quelle base affinoide et la stabilité par I’extension des scalaires a
ky ont été prouvés précédemment par 'auteur au moyen de méthodes ad
hoc dans 'appendice de [10].

Propriétés algébriques des anneaux analytiques :
ce qui est nouveau méme dans le cas strictement affinoide

Il s’agit pour I’essentiel :

e du théoreme qui concerne le comportement des propriétés usuelles de
lalgebre commutative par extension des scalaires (th. 3.1); signalons
a ce propos que la notion de séparabilité analytique, introduite pour
I’occasion, n’avait & notre connaissance pas été considérée jusqu’ici;

e du théoreme qui affirme ’excellence des anneaux locaux analytiques
(th. 2.13);

e du théoreme de régularité géométrique des fibres analytiques (th. 3.3).

Des résultats partiels a propos des deux premiers points ont été toutefois
établis par Conrad dans op. cit.

Ainsi on déduit de son énoncé rappelé plus haut que si k est parfait
(auquel cas k'/P = k), toute algebre strictement k-affinoide réduite (resp.
normale) le reste apres une extension compléte quelconque de k ; ce dernier
fait peut se retrouver en corollaire de notre théoreme 3.1, compte-tenu du
fait que si k est parfait, toutes ses extensions completes sont analytiquement
séparables (§ 1.2).

Conrad établit par ailleurs (op. cit., th. 1.1.3) que si A est une algebre
strictement affinoide sur un corps ultramétrique complet k, les anneaux
locaux de I'espace M (A) en chacun de ses points rigides sont excellents ; sa
démonstration ne s’étend pas au cas de tous les points de M(A) : elle utilise
en effet de maniére essentielle le fait que si z est un point rigide de M(A) et
si m désigne son image sur Spec A, alors 74: et Om’x sont naturellement

TOME 59 (2009), FASCICULE 4
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isomorphes; si x n’est pas supposé rigide, cette derniere affirmation est
fausse en général.

Mentionnons incidemment que 1’excellence des anneaux locaux d’un es-
pace analytique complexe peut se démontrer au moyen d’un « critere jaco-
bien » (cf. [18], th. 100, th. 101, et la remarque qui les suit).

Normalisation et propriétés géométriques globales des espaces
analytiques : comparaison avec les méthodes et les résultats de Conrad

Le contenu de nos chapitres 4, 5, 6 et 7 constitue pour l’essentiel une
extension au cas non nécessairement strict des travaux de Conrad sur les
composantes irréductibles et la normalisation d’un espace rigide, qui sont au
cceur de l'article [8] déja cité ; toutefois, notre approche differe de la sienne
(y compris dans le cas strictement analytique) sur un point important.

e Différence entre notre approche et celle de Conrad. Partant d’un espace
rigide X, ce dernier commence par construire sa normalisation X’ (par
recollement & partir du cas affinoide), puis définit les composantes
irréductibles de X comme étant les images des composantes connexes
de X'.

Nous avons choisi, comme indiqué plus haut, de procéder d’une autre
maniere, en définissant d’abord les composantes irréductibles d’un es-
pace analytique purement en termes de la topologie de Zariski, en se
servant de ces dernieres pour introduire la notion de morphisme quasi-
dominant, puis en montrant l’existence d’un objet final dans la caté-
gorie des espaces analytiques normaux munis d’un morphisme quasi-
dominant vers un espace X donné; c’est cet objet final X’ que nous
appelons normalisation, et nous montrons qu’il y a correspondance
entre les composantes connexes de X’ et les composantes irréductibles
de X.

A notre connaissance cette définition des composantes irréductibles
d’un espace analytique et cette caractérisation de sa normalisation par
une propriété universelle sont nouvelles, méme dans le contexte de la
géomeétrie rigide.

e A propos de la connexité et de Iirréductibilité géométriques. Pour
démontrer nos théoremes 7.11, 7.12, 7.14 et 7.16, notre stratégie est
essentiellement la méme que celle de Conrad; modulo les résultats
déja établis a propos de la normalisation d’un espace analytique et
certains lemmes intermédiaires tirés de larticle [4] de Berkovich (pour
la commodité du lecteur, nous les avons redémontrés ici), tout est fondé
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sur ’assertion suivante : si k est algébriquement clos et si X est un
espace k-affinoide connexe alors Xy, est connexe pour toute extension
complete L de k.

Pour la démontrer, plusieurs méthodes étaient a notre disposition.
La plus rapide aurait consisté a invoquer le théoreme de Berkovich
([3], th. 7.6.1) sur l'invariance de la cohomologie étale par extension
de corps algébriquement clos(®) (en appliquant au HO...).

Ce dernier repose toutefois sur une machinerie extrémement sophis-
tiquée, et nous avons préféré opter pour une approche plus élémentaire,
en supposant tout d’abord que |k*| # {1} et que X est strictement k-
affinoide. Sous ces hypotheses, on peut utiliser la théorie des algebres
strictement k-affinoides distinguées (et notamment [6], § 6.4.3, th. 1),
la théorie de la réduction et le fait qu’une variété algébrique connexe
sur le corps résiduel k (qui est algébriquement clos) reste connexe apres
une extension quelconque des scalaires, pour conclure ; c’est ce que fait
Conrad (op. cit., th. 3.2.1) ; nous proposons ici (th. 7.8) une démons-
tration plus directe, qui exploite les propriétés spécifiques des espaces
de Berkovich (locale compacité, présence de points & « gros » corps ré-
siduels...), qui ne nécessite, en fait d’algebre commutative normée, que
le Nulistellensatz analytique, et ne fait pas appel a la théorie algébrique
de la connexité géométrique.

Le passage au cas non nécessairement strict est fondé sur le corol-
laire 7.10, qui affirme (sans supposer que k est algébriquement clos)
que si X est un espace k-analytique connexe et non vide et si r est un
polyrayon k-libre, alors s(Xj, ) s’identifie & s(X),.

e Stabilisation de la normalisation a un niveau fini. Le théoreme 6.11, qui
affirme D’existence, lorsque X est quasi-compact, d’un entier n tel que la
normalisation de X1/,» soit géométriquement normale, et 1’assertion
analogue concernant l’espace réduit associé a un espace analytique
(th. 6.10), ont été directement inspirés a 'auteur par des résultats de
Conrad (op. cit., lemme 3.3.1 et prop. 3.3.6), qu’ils étendent au cas
non nécessairement strict. Notre preuve est tres proche de la sienne;
elle consiste & utiliser la proposition 6.8 (Conrad se fondant quant & lui
sur le cas particulier de celle-ci qu’il a établi dans op. cit. et que nous
avons évoqué plus haut) et des arguments de noethérianité, appliqués
a un module de type fini sur une certaine algebre affinoide.

®3) Berkovich, pour établir son théoreme, utilise la stabilité de la connexité par extension
de corps algébriquement clos... mais uniquement & propos des courbes algébriques ; nous
pourrions donc nous y référer sans risque de raisonnement circulaire.
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Signalons pour terminer qu’a notre connaissance, les résultats du chapitre 8
sur la stabilité de certaines propriétés par produit ne figurent pas a ce jour
dans la littérature, méme dans le cas strictement analytique.

Remarque. — Cet article reprend une partie d’une prépublication de
Pauteur ([9])*) dans laquelle figurent les théorémes relatifs au comporte-
ment des propriétés de l'algebre commutative vis-a-vis de ’extension des
scalaires (la notion de séparabilité analytique y est introduite), les théo-
remes de type GAGA, ainsi que ceux portant sur la connexité et I'irréduc-
tibilité géométriques ; les démonstrations que ’on y trouve ont pour partie
été retranscrites ici telles quelles et pour partie profondément remaniées,
lorsqu’elles se sont avérées lacunaires, erronées, ou trop compliquées. Sont
par contre inédits dans ce qui suit les résultats d’excellence, la définition
des composantes irréductibles et la construction de la normalisation, ainsi
que la preuve de la stabilité par produit de certaines propriétés.

Remerciements. Je voudrais faire part de toute ma gratitude au rappor-
teur de cet article pour I'attention et la précision extrémes avec lesquelles
il en a relu les différentes versions, ainsi que pour la pertinence de ses
remarques et suggestions auxquelles le texte sous sa forme actuelle doit
beaucoup.

Je lui sais particulierement gré de l'intérét qu’il a montré pour ce travail.
Il m’a notamment encouragé a étoffer amplement une premiere mouture
de celui-ci, uniquement consacrée aux propriétés locales des espaces ana-
lytiques, en lui adjoignant les chapitres dévolus a leur géométrie globale;
qu’il en soit ici vivement remercié.

0. Rappels et notations
Si f:(T,071) = (S,0s) est un morphisme de sites annelés et si F est
un Os-module, on notera f*F le Ot-module f~!F ®f-10s OT.
0.1. Généralités sur les espaces analytiques
Dans tout ce texte, nous nous intéresserons aux espaces analytiques ul-

tramétriques au sens de Berkovich ([2],[3]); dans cette théorie, la valeur
absolue du corps de base peut étre triviale.

(4) Cest au vu de celle-ci que Berkovich nous a signalé article [8] de Conrad.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LES ESPACES DE BERKOVICH SONT EXCELLENTS 1419

Deux sortes de questions seront traitées ici :

— celles pour lesquelles le corps de base joue un role; on fixera alors
un corps ultramétrique complet k, et ’on travaillera dans la catégorie des
espaces k-analytiques;

— celles pour lesquelles il est secondaire; on se placera alors dans la
catégorie des espaces analytiques (sans référence a un corps), dont les objets
sont les couples (X, k) ou k est un corps ultramétrique complet et X un
espace k-analytique; un morphisme de (Y, L) vers (X, k) est un couple
(t,) ou ¢ est une injection isométrique de k dans L et ¢ un morphisme
d’espaces L-analytiques de Y dans X x, L; bien entendu, on omettra le
plus souvent dans ce cadre de mentionner explicitement les corps et les
plongements isométriques en jeu.

De méme, on parlera parfois d’algebre (ou d’espace) affinoide, et parfois
d’algebre (ou d’espace) k-affinoide.

Si X est un espace analytique et 2 un point de X, on désignera par H(x)
le corps résiduel complété de x; si V est un domaine affinoide de X, on
notera Ay Dalgebre affinoide correspondante. Si X' est un schéma et x un
point de X, on désignera par k(x) le corps résiduel de x; lorsque X est
intégre et lorsque x est son point générique, on écrira parfois x(X') au lieu
de k(x).

Soit A une algebre affinoide, soit X' son spectre et soit X 'espace ana-
lytique M(A). On dispose d’une surjection continue p : X — X. La
topologie de Zariski sur X est par définition I'image réciproque par p de la
topologie de Zariski du schéma (noethérien) X ; autrement dit, un fermé
de Zariski de X est une partie que I'on peut décrire comme le lieu des zéros
d’un certain idéal I de A, c’est-a-dire comme ’ensemble des x € X tels que
f(x) =0 pour toute fonction f appartenant & I.

L’adjectif « irréductible » appliqué & une partie de X sera toujours relatif
a la topologie de Zariski. Par surjectivité de p, les applications F — p(F) et
G — p~!(G) mettent en bijection 'ensemble des fermés de Zariski (resp. des
fermés de Zariski irréductibles, resp. des composantes irréductibles) de X et
Pensemble des fermés de Zariski (resp. des fermés de Zariski irréductibles,
resp. des composantes irréductibles) de X' ; en particulier, X est irréductible
si et seulement si X est irréductible.

Soit Y un fermé de Zariski de X, et soit I un idéal dont Y est le lieu des
zéros. La surjection A — A/I induit un homéomorphisme M(A/I) ~ Y,
ce qui permet de munir Y d’une structure d’espace affinoide qui dépend
de l'idéal I choisi. L’ensemble des idéaux dont le lieu des zéros coincide
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avec Y a un plus grand élément, a savoir 1'idéal formé de toutes des fonc-
tions qui s’annulent en tout point de Y. Par surjectivité de p et par le fait
correspondant en théorie des schémas, cet idéal n’est autre que /1.

0.2. G-topologie et faisceaux cohérents
0.2.1. Cohérence des faisceaux structuraux

Si X est un espace analytique, il est muni d’une topologie de Grothen-
dieck ensembliste, plus fine que sa topologie usuelle, qui est appelée la
G-topologie ([3], § 1.3). Le site correspondant est noté Xg, il est naturel-
lement annelé ; 'on désignera par Ox,, son faisceau structural; si V' est un
domaine affinoide de X, alors Ox, (V) = Ay. Lorsque X est bon (c’est-a-
dire lorsque chacun de ses points a une base de voisinages affinoides), on
désigne par Ox la restriction de Ox, a la catégorie des ouverts de X, et
Ox fait alors de X un espace localement annelé, dont les anneaux locaux
sont noethériens et henséliens ([3], th. 2.1.4 et th. 2.1.5). Le lemme suivant
est certainement bien connu mais, & la connaissance de I'auteur, ne figure
pas explicitement dans la littérature.

LEMME 0.1. — Soit X un espace analytique. Le faisceau Ox, est cohé-
rent. Si X est bon, le faisceau Ox est cohérent.

Démonstration. — On traite séparément chacune des deux assertions.

Preuve de la cohérence de Ox.— Soit V un domaine analytique de X,
soit n € N et soit ¢ : Oy, — Oy, une surjection; notons K son noyau. La
section 1 de Oy, (V) appartenant G-localement & I'image de ¢, il existe un
G-recouvrement (V;) de V' par des domaines affinoides tels que A}, — Ay,
soit surjective pour tout 7. Fixons i. L’anneau Ay, étant noethérien, le
noyau de la fleche Ay, — Ay, qui n'est autre que K(V;), est un Ay;-
module de type fini. Choisissons une famille génératrice (eq, ..., e, ) de ce
module. Soit W un domaine affinoide de V;. Par platitude de la Ay;-algebre
Aw ([2], prop. 2.2.4), la suite

OHIC(Vi)@)AVi AWHA}}VHAWHO
est exacte; des lors, (W) s’identifie & K(V;) ®.4,, Aw. Par conséquent,
le morphisme Oy} o K|v, défini par les e; induit une surjection de Afj,
sur (W) ; ceci valant pour tout domaine affinoide W de V;, le faisceau

K}y, est de type fini; ceci valant pour chacun des V;, le faisceau Ox est
cohérent.
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Preuve de la cohérence de Ox lorsque X est bon.— Supposons X bon, soit
U un ouvert de X, soit n € N, et soit ¢ : Oy — Oy une surjection ; notons
KC son noyau. Il existe une famile finie (g, ..., g,) de fonctions analytiques
sur U telles que pour tout ouvert 2 de U et tout n-uplet (fi,..., fn) de
fonctions analytiques sur €2, I'on ait ¢(f1,..., fn) = > figijq- Soit x un
point de U, soit U’ un voisinage ouvert de x dans U tel que la section 1
de Op/(U’) appartienne & l'image de O} — O, et soit V un voisinage
affinoide de x dans U’; on note  I'intérieur topologique de V dans U.
Le morphisme A{, — Ay qui envoie (f1,..., fn) sur ) figiv est surjectif
en vertu de l'inclusion V' C U’. Par noethérianité de Ay, le noyau de ce
morphisme est un Ay -module de type fini M. Soit (e, ..., e, ) une famille
génératrice de ce dernier. Pour tout j, écrivons e; = (e1,j,. .., e, ;). Comme
Y i¢€iigiv = 0 quel que soit j, la famille (eq)q,...,emn)) appartient a
K(£2). Elle définit donc un morphisme Of — Kq. Soit w € Q et soit W
un voisinage affinoide de w dans . La platitude de la Ay -algebre Ay (]2],
prop. 2.2.4) assure que

0—-M®4, Aw — Ay — Aw — 0

est exacte. Ceci valant pour tout voisinage affinoide W de w, on obtient
par passage a la limite inductive I'exactitude de

0—=M®4, Oguw— Og,w — Oq,u — 0.

Autrement dit, le noyau de Og, , — Oq ., est engendré par les germes des
e; ; mais cela signifie exactement que Of , — K, est surjective. Ceci ayant
été établi pour tout w € Q, le morphisme O — Kq est surjectif, ce qui
acheve la démonstration. ]

Remarque 0.2. — La définition de Ox donnée ci-dessus garde un sens
pour X quelconque (i.e. non nécessairement bon), et (X, Ox) est toujours
un espace localement annelé; toutefois, on ne sait a peu pres rien de Ox
dans ce cas. A la connaissance de lauteur, on ignore s’il est cohérent, si
ses anneaux locaux sont noethériens, ou s’il peut arriver (en dimension
strictement positive) qu’ils soient réduits au corps de base...

Soit X un espace analytique (resp. un bon espace analytique). Le lemme
0.1 garantit qu'un Ox,-module (resp. un Ox-module) F est cohérent si et
seulement si il existe un G-recouvrement (resp. un recouvrement ouvert)
(X;) de X tel que pour tout 4, I'on puisse écrire F|x, comme le conoyau
d’une fleche de la forme O, . — O%, . (resp. OF, — O% ), ot m et n
appartiennent a N.
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Soit A une algebre affinoide ; posons X = M(.A). D’apres un théoréme de
Kiehl (cf. [3], § 1.2), le foncteur F +— F(X) établit une équivalence entre la
catégorie des Ox,-modules cohérents et celle des A-modules de type fini.
On dispose d’un quasi-inverse explicite M +— M , ou M est uniquement
déterminé par le fait que si V est un domaine affinoide de X, alors M (V)
s’identifie naturellement & M ® 4 Ay .

Soit X un bon espace analytique, soit 7 : Xg — X le morphisme
naturel de sites annelés. Berkovich a démontré les résultats suivants ([3],
prop. 1.3.4 et 1.3.6) : les foncteurs 7, et 7* établissent une équivalence entre
la catégorie des O x-modules cohérents et celle des O x-modules cohérents ;
ils envoient faisceaux localement libres sur faisceaux localement libres; ils
préservent les groupes de cohomologie.

0.2.2. Conventions et notations relatives aux faisceaux cohérents

CONVENTION. — Si X est un espace analytique, un faisceau cohérent
sur X sera un Ox,-module cohérent.

Soit X un bon espace analytique, soit F un faisceau cohérent sur X et
soit z € X. On notera F ® Ox , la fibre en x du faisceau F restreint a la
catégorie des ouverts de X ; elle coincide avec F (V) ® 4, Ox, , pour tout
voisinage affinoide V de =x.

Soit X un espace analytique, soit F un faisceau cohérent sur X et soit
z un point de X ; si V est un domaine affinoide de X contenant z, le
H(z)-espace vectoriel F(V)® 4, H(z) ne dépend pas du choix de V et sera
noté F @ H(x); si Y est un domaine analytique de X contenant x, alors
Fly ® H(z) coincide avec F @ H(x); si X est bon alors

F@H(x) ~ (F®O0xz2) Qox., H(x).

Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analytiques. Si F est un
faisceau cohérent sur X, alors f*F est un faisceau cohérent sur Y. Siy € Y
(resp. si Y est bon et si y € Y'), on écrira F ® H(y) (resp. F ® Oy,,) au
lieu de f*F ® H(y) (resp. f*F ® Oyy).

0.2.3. Faisceaux cohérents d’idéaux et topologie de Zariski

Soit X un espace analytique et soit Z un faisceau cohérent d’idéaux de
Ox,. Le lieu des zéros de T est l’ensemble des points x de X tels que
pour tout domaine analytique V de X contenant x et toute fonction f
appartenant & Z(V) lon ait f(z) = 0.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LES ESPACES DE BERKOVICH SONT EXCELLENTS 1423

Soit X un espace affinoide et soit I un idéal de son algebre de fonctions;
le lieu des zéros de I coincide avec le lieu des zéros du faisceau cohérent 1.

Soit f : Y — X un morphisme entre espaces analytiques. Soit Z un
faisceau cohérent d’idéaux sur X ; si Z désigne le lieu des zéros de Z, alors
F71(Z) est le lieu des zéros de f~'Z.0y,. En particulier, si Y est un do-
maine analytique de X, alors ZNY est le lieu des zéros de Z}y.

Soit X un espace analytique. La somme d’une famille quelconque (resp.
le produit d’une famille finie) de faisceaux cohérents d’idéaux sur X est un
faisceau cohérent d’idéaux : on le teste sur un G-recouvrement de X par
des domaines affinoides, et cela se déduit alors de la noethérianité des al-
gebres affinoides. Les parties qui peuvent se décrire comme le lieu des zéros
d’un faisceau cohérent d’idéaux sur X sont donc les fermés d’une topologie
appelée topologie de Zariski sur X ; cette définition est compatible avec la
précédente lorsque X est affinoide en vertu du théoréme de Kiehl rappelé
ala fin du § 0.2.1; un fermé de Zariski est donc fermé pour la topologie
usuelle de X (on vérifie cette propriété G-localement, ce qui permet de
supposer X affinoide).

CONVENTION. — Lorsqu’on parlera d’un espace analytique irréductible,
ce sera toujours en référence a sa topologie de Zariski.

Exemple 0.3. — Soit X un espace analytique et soit F un faisceau
cohérent sur X. Le support de F est 'ensemble des points z de X tels que
F @ H(z) # 0. C’est un fermé de Zariski de X : en effet, montrons que
si Z désigne 'annulateur de F, c’est-a-dire le noyau de la fleche naturelle
Ox, — &nd F, alors le support de F est le lieu des zéros de Z. On peut
le vérifier G-localement et donc supposer que X est bon. Un point x € X
appartient au lieu des zéros de 7 si et seulement si Z® Ox , est inclus dans
I'idéal maximal de Ox 5, donc si et seulement si F ® Ox  # 0, donc si et
seulement si (par le lemme de Nakayama) F @ H(z) # 0.

Exemple 0.4. — Soit f : Y — X un morphisme fini d’espaces analy-
tiques. Le Ox,-module f,Oy, est cohérent. Le sous-ensemble f(Y) de X
coincide avec le support de f, Oy, en vertu du lemme 2.1.6 de [3] (ainsi que
du lemme de Nakayama). En conséquence, f(Y') est, d’apres ’exemple 0.3
ci-dessus, un fermé de Zariski de X.

Soit X un espace analytique, soit Z un faisceau cohérent d’idéaux sur
X et soit Y son lieu des zéros. La catégorie des fleches f : Z — X telles
que Z soit contenu dans le noyau de Ox, — f.Oz, admet un objet fi-
nal ¢ : V(Z) — X; le X-espace topologique sous-jacent & V(Z) s’identi-
fie & Y. Pour tout domaine affinoide V' de X, l'intersection V NY, vue
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comme sous-ensemble de V(Z), en est un domaine affinoide ; la Ay -algebre
correspondante est Ay /Z(V); en conséquence, la Ox-algebre ¢,Oy(z),
s’identifie & Ox,/Z. On dira de V(Z) qu’il est le sous-espace analytique
fermé de X défini par T ; les foncteurs ¢, et * établissent une équivalence
entre la catégorie des faisceaux cohérents sur V(Z) et celle des faisceaux
cohérents sur X dont l'idéal annulateur contient Z. Si g : T' — X est un
morphisme d’espaces analytiques, V(Z) x x T est canoniquement isomorphe
aV(g 'Z.01,).

Par abus, il arrivera que ’on écrive Y au lieu de V(Z), mais on aura pris
soin au préalable de préciser que 'on munit Y de la structure définie par Z.
Dans ce contexte, si V est un domaine analytique de X, ’ensemble VNY
sera a priori considéré comme muni de sa structure de domaine analytique
de Y (qui lidentifie & Y xx V); cette structure est aussi celle du sous-
espace analytique fermé de V' défini par Zy/, comme on le vérifie a l'aide
des propriété universelles respectives de ces deux espaces.

Un morphisme f : Z — X entre espaces analytiques est appelé une
immersion fermée s’il existe un faisceau cohérent d’idéaux Z sur X et un
X-isomorphisme entre Z et V(Z); I'idéal Z est dans ce cas uniquement
déterminé, puisque il s’identifie au noyau de Ox, — f.Oz,. La composée
de deux immersions fermées est une immersion fermée, et le fait d’étre une
immersion fermée est stable par changement de base.

Soit X un espace analytique et soit Y un fermé de Zariski de X. Choi-
sissons un faisceau cohérent d’idéaux 7 dont Y est le lieu des zéros, et
munissons Y de la structure correspondante. Soit Z une partie de Y ; alors
Z est un fermé de Zariski de X si et seulement si Z est un fermé de Zariski
de Y. En effet, si Z est un fermé de Zariski de X, c’est aussi un fermé de
Zariski de Y en tant qu’image réciproque d’un fermé de Zariski de X par
I'immersion Y — X ; et si Z est un fermé de Zariski de Y, il s’écrit comme
le lieu des zéros d’un faisceau cohérent d’idéaux J de Oy ; si H désigne
I'image réciproque de ¢, J par Ox, — t+Oy, ou ¢ est le morphisme natu-
rel Y — X, il est immédiat que Z est le lieu des zéros du faisceau cohérent
d’idéaux ‘H de Ox,,. La topologie de Zariski de Y est donc, indépendam-
ment du faisceau cohérent d’idéaux utilisé pour faire de Y un sous-espace
analytique fermé de X, induite par la topologie de Zariski de X.

Soit k un corps ultramétrique complet et soit X un espace k-analytique.
La diagonale X — X xj X est G-localement sur X une immersion fermée
([3], § 1.4) ; son faisceau conormal ([3], § 1.3) est un faisceau cohérent sur
X qui sera noté Q% /i3 81V est un domaine affinoide de X alors Q% /k(V)
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s’identifie au module des k-différentielles bornées de Ay ([3],§ 3.3). Signa-
lons que par souci de simplicité, nous avons choisi de noter Qﬁ( /K Ce que
Berkovich désigne par Qﬁ(G Ik

0.3. Extension des scalaires et analytification ;
résultats de platitude

0.3.1. Produit tensoriel complété au-dessus d’un corps

Soit k& un corps ultramétrique complet et soient A et £ deux k-espaces
de Banach.

L’application A @y & — A®E est injective ; ¢’est un résultat de Gruson
lorsque |k*| # {1} ([16], th. 1, 4°); D’extension au cas général est faite par
Berkovich au cours de la preuve du lemme 2.1.2 de [3].

Si A est (sous-jacent a) une algebre k-affinoide et si € # 0 le A-module
A®1E est fidélement plat. Cette assertion est due & Berkovich ; ¢’est préci-
sément le lemme 2.1.2 de [3] que nous avons évoqué ci-dessus. Mentionnons
que ce lemme repose pour l'essentiel sur plusieurs résultats établis par Gru-
son dans [16], et que méme s’il n’est énoncé que lorsque £ est une extension
ultramétrique complete de k, sa démonstration n’utilise pas cette hypothese
et couvre bien en réalité le cas d’un k-espace de Banach non nul quelconque.

0.3.2. Extensions completes

Si k est un corps ultramétrique complet, on notera k son corps résiduel.
On appellera extension compléte de k la donnée d’un corps ultramétrique
complet L et d’une injection isométrique k — L. Si L est une extension
compléte de k, on notera d(L/k) I’élément

deg. tr. (L/k) + dimg Q ®7 (|L*|/[k*|) € NU {+o0}.

Notons que d(./.) satisfait de maniére évidente une régle de transitivité : si
L est une extension complete de k et si F' est une extension complete de L
alors d(F/k) =d(F/L) +d(L/k).

Soit k un corps ultramétrique complet et soient F' et K deux extensions
completes de k. Une extension compléte de k composée de F' et K est la
donnée d’une extension complete L de k et de deux injections isométriques
F — L et K — L qui coincident sur k et dont la réunion des images
engendre un sous-corps dense de L. Une telle extension composée existe
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toujours : en effet, F @) K s’injecte dans F®,K (§ 0.3.1), qui est donc un
anneau de Banach non nul. Dés lors, M(F®,K) est non vide ([2], th. 1.2.1) ;
choisissons y € M(F&},K). Le corps H(y) est alors une extension compléte
composée de F et de K.

Soit k un corps ultramétrique complet et soit L une extension complete
de k. Si A est une algebre k-affinoide, on notera A;, 'algebre L-affinoide
L®A; cest une A-algebre fidelement plate (§ 0.3.1). Si X est un A-schéma
de type fini, on posera X, = X ® 4 Ar. Si X est un espace k-analytique,
on désignera par X l'espace L-analytique déduit de X par extension des
scalaires de k a L. On dispose d’une application continue X; — X qui est
surjective (cf. [12], 0.5); lorsque X est bon, X; — X est plat en tant que
morphisme d’espaces localement annelés ([3], cor. 2.1.3).

Si X est un espace k-analytique compact et s’il existe une famille fitrante
(L;) de sous-corps complets de L contenant k telle que le corps |J L; soit
dense dans L, alors I'application continue canonique X; — lEn X, est
un homéomorphisme. En effet comme X est compact et lgn X, séparé
(puisque X, étant compact, est par définition topologiquement séparé), il
suffit de vérifier que cette application est bijective ; on peut, pour ce faire,
supposer que X est k-affinoide; notons A l'algebre des fonctions analy-
tiques sur X. Donnons-nous pour tout ¢ une semi-norme multiplicative
bornée p; sur Ay, de sorte que (¢;) constitue une famille compatible de
telles semi-normes, en un sens évident. La réunion des images des Ay, est
une sous-algebre dense de Ay, ; de plus pour tout i 'injection Ay, — Af
préserve la semi-norme spectrale, en vertu par exemple de la surjectivité
de M(Ar) — M(AyL,). On en déduit qu’il existe une et une seule semi-
norme multiplicative bornée ¢ sur Aj, induisant ¢; sur chacune des Ay, ;
autrement dit, X; — lgn X1, est bijective, ce qu’il fallait démontrer.

Remarque 0.5. — Ce qui précede s’applique notamment lorsque chacun
des L; est une extension finie purement inséparable de k; 'application na-
turelle Xy, — X induit alors pour tout ¢ un homéomorphisme entre les
espaces topologiques sous-jacents : en effet, comme X7, est compact et
X séparé, il suffit de vérifier qu’elle est ensemblistement bijective, ce que
I’on voit en considérant ses fibres. Puisque X ~ lgn X1, par ce qui pré-
cede, X; — X induit un homéomorphisme entre les espaces topologiques
sous-jacents ; cette assertion s’étend immédiatement, par réduction au cas
affinoide, a un espace k-analytique X quelconque, i.e., non nécessairement
compact.
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0.3.3. Platitude des domaines affinoides et de 'analytification

Soit A une algebre affinoide, et soit B 'anneau des fonctions d’un do-
maine affinoide de M(A). La A-algebre B est plate ([2], prop. 2.2.4). Par
un argument de limite inductive, on en déduit le fait suivant : si Y est un
bon domaine analytique d’un bon espace analytique X, la fleche Y — X
est un morphisme plat d’espaces localement annelés.

Soit k un corps ultramétrique complet, soit A une algebre k-affinoide et
soit X un A-schéma de type fini. On désignera par X?" analytifié de X' ([3],
prop. 2.6.1) ; c’est un bon espace k-analytique, muni d’une fleche surjective
X" — X, qui est plate en tant que morphisme d’espaces localement annelés
([3], prop. 2.6.2) ; si X = Spec A alors X" = M(A). Si L est une extension
complete de k, il résulte de la propriété universelle qui définit X?" que
(X)) et (X2") sont canoniquement isomorphes; on pourra de ce fait
écrire X" sans qu’il y ait ambiguité.

Soit F un faisceau cohérent sur X' ; si x est un point de X, on notera
F ® Ox x la fibre de F en x. Si p désigne le morphisme de sites annelés
A& — X, alors p*F est un faisceau cohérent sur X*", que I’on notera 7" ;
si « est un point de X?*" d’image x sur X, on dispose d'un isomorphisme
naturel F*" @ Oyan 4, ~ (F @ Ox x) @0y  Oxan . Pour cette raison, on
écrira F ® Oxan 5 au lieu de F*" @ Oyan 4.

0.3.4. Polyrayons et sections de Shilov

Un polyrayon sera une famille finie de réels strictement positifs. Si k
est un corps ultramétrique complet et si r est un polyrayon, on notera k;
I’algebre des fonctions analytiques du domaine affinoide de I'espace affine
défini par la condition |T| = r; on dira que r est k-libre s’il constitue une
famille libre de Q ®z (R /|k*[). Si r est k-libre, &k, est un corps, et plus
précisément une extension compléte de k (cf. [12], 1.2.2); dans ce cas, on
mettra simplement r en indice au lieu de k. pour noter 'extension des
scalaires de k & k. Si A (resp. X) est une algebre k-affinoide (resp. un
espace k-analytique) on dira qu'un polyrayon déploie A (resp. X) si r est
k-libre, si k| # {1} et si A, (resp. X,) est strictement ky-affinoide (resp.
strictement k.-analytique).

Soit k un corps ultramétrique complet et soit r un polyrayon k-libre. Soit
A une algebre kp-affinoide et soit X un A-schéma de type fini. L’algebre A,
vue simplement comme une k-algebre de Banach, est k-affinoide. Il résulte
de la propriété universelle de 'analytification que l’espace X" ne dépend
pas du fait que 'on considere A comme k-affinoide ou comme k-affinoide.
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Soit k£ un corps ultramétrique complet, soit r un polyrayon k-libre et soit
X un espace k-analytique. Soit x € X. La fibre de X, — X en X s’identifie
a 'espace H(z)-affinoide M (H(z)®yky) ; on notera o(x) 'unique point du
bord de Shilov de cet espace; il correspond a la semi-norme

ZaITi — max |ar|r’

(ot a; € H(z) pour tout I). L’application = — o(x) est une section conti-
nue de X; — X ([2], lemma 3.2.2 (i)), que l'on appellera la section de
Shilov.

Soit X un schéma de type fini sur une algebre k-affinoide A et soit U
un ouvert de Zariski de &,. Soit ¢ : A — A2" la section de Shilov. Il
existe alors un ouvert de Zariski V de X tel que o~ (U**) = V3" (remar-
quons qu’un tel V est nécessairement unique, puisqu’il coincide forcément
avec I'image de o~ 1(U**) sur X). Pour le voir on se raméne, la question
étant locale sur X, au cas ou ce dernier est affine; soit B son anneau des
fonctions. Il existe une famille (f;) d’éléments de B ® 4 A, telle que U soit
réunion des lieux d’inversibilité des f;. Pour tout j, on peut écrire f; sous la
forme Y ar ;TZ, ot les ar ; appartiennent & B. Par définition de o, I'ouvert
o1 (U*™) est I'ensemble des z € X" tels que max |as ;(x)|r! # 0 pour au
moins un indice j, soit encore 'ensemble des z € A" tels que ay ;(x) # 0
pour au moins un couple (I, 7); il s’identifie donc & V*2, ou V est 'ouvert
de Zariski de A défini comme la réunion des lieux d’inversibilité des ar ;.

0.4. Théorie de la dimension

Il existe une bonne théorie de la dimension dans le contexte des espaces
de Berkovich, qui se comporte comme on s’y attend; pour ses définitions
(dues & Berkovich) et les démonstrations de ses principales propriétés, on
pourra se reporter au paragraphe 1 de [12]. Soit X un espace analytique
sur un corps ultramétrique complet k.

On sait définir la dimension k-analytique de X, notée dimy X, ainsi que
la dimension k-analytique de X en I'un de ses points x, notée dimy, , X.
Remarquons que dimy X et dimg , X dépendent en général effectivement
de k, et pas seulement de X et x; ainsi, si r est un réel k-libre, on a
dimy M(k,) = 1 et dimy, M(k,) = 0. Rappelons maintenant quelques
faits; 'ordre dans lequel nous les présentons ici differe en partie de celui
dans lequel ils sont démontrés dans la littérature.

1) Si X est strictement k-affinoide alors dimy X coincide avec la di-
mension de Krull de X pour la topologie de Zariski.
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2) Dans le cas général, dimy X = supdimg V', ot V parcourt 'en-
v
semble des domaines affinoides de X. L’on démontre 1’égalité

dimy X = sup d(H(z)/k).
zeX

Il en découle que si X — M(k) se factorise par M(L) pour une

certaine extension finie L de k, auquel cas X peut naturellement étre

vu comme un espace L-analytique, alors dimy X = dimy X : cela

provient simplement du fait que d(L/k) = 0, et de la transitivité de
3) Si L est une extension complete de k alors dimy X = dimy, X,.

4) Soit Y un fermé de Zariski de X et soit V' un domaine analytique de
X ; munissons Y d’une structure de sous-espace analytique fermé
de X. On a dimy V < dimg X et dimg Y < dimg X. Comme VNY
peut étre vu aussi bien comme un sous-espace analytique fermé
de V que comme un domaine analytique que Y, on en déduit que
dimi (VNY) < dimg V et dimp(VNY) < dimg Y.

On vérifie, par exemple a laide de la formule donnée au 2), que
dimg Y et dimg(V NY) ne dépendent pas de la structure de sous-
espace analytique fermé dont on a muni Y ; pour cette raison, nous
nous permettrons le plus souvent de les évoquer sans prendre la
peine de fixer une telle structure.

5) Siz € X on pose dimy, , X = ir‘}f dimy V', ot V' parcourt I’ensemble
des domaines analytiques de X qui contiennent x; on voit aussitot

que dimy X = sup dimy, , X, et que si V' est un domaine analytique
zeX
de X et si x est un point de V alors dimy, , V' = dimy, , X.

6) Si X est k-affinoide alors pour tout « € X l’entier dimy, ,, X coincide
avec le maximum des dimensions k-analytiques des composantes
irréductibles de X qui contiennent x, et dimy X est par conséquent
égal au maximum des dimensions k-analytiques des composantes
irréductibles de X.

7) Si L est une extension complete de k, si x est un point de X
et si y est un point de X situé au-dessus de x on a I’égalité
dimy o X = dimz, , Xr. Notons qu’au vu de 6), ceci entraine que
si X est affinoide et irréductible de dimension k-analytique d, alors
toutes les composantes irréductibles de X sont de dimension k-
analytique d; en réalité, on commence par démontrer ce fait pour
en déduire l'invariance de la dimension locale par extension des
scalaires.

TOME 59 (2009), FASCICULE 4



1430 Antoine DUCROS

8) Si X est k-affinoide irréductible et si Y est un fermé de Zariski
irréductible de X alors dimy Y + codimg (Y, X) = dimy X ; dans
le cas strictement k-affinoide remarquons que cette égalité s’écrit
tout simplement dimg. Y + codimg,ui(Y, X) = dimg.ui X, et c’est
d’ailleurs ce cas particulier que ’on prouve en premier lieu avant
d’en déduire la validité de la formule en général.

Notons deux conséquences de ce qui précede. La premiere est im-
médiate : si X est k-affinoide irréductible et si Y est un fermé de
Zariski strict de X, alors dimy Y < dim X ; la seconde se fonde
sur le fait qu’en vertu de 7) un espace affinoide irréductible reste
équidimensionnel apres extension des scalaires : si X est un espace
k-affinoide, si Y est un fermé de Zariski de X et si L est une exten-
sion complete de k, alors

COdimKru”(YL, XL) = COdimKru”(Y, X)

9) Supposons que |k*| # {1} et que X est strictement k-affinoide, et
soit & un point rigide de X. Notons X le spectre de I’anneau des
fonctions analytiques sur X et désignons par x 'image de x sur X.
On a alors dimg Ox ; = dimgmun Ox x = dim, X. Cette égalité
est établie au cours de la démonstration du lemme 1.23 de [12], avec
une référence au lemme 1.12 de op. cit. Signalons que dans la preuve
de ce dernier 1’égalité de 8) est utilisée implicitement (dans le cas
strictement k-affinoide, ou elle ne met en jeu que des dimensions de
Krull).

CONVENTION. — Si le corps de base est déterminé sans ambiguité (ou
éventuellement & une extension finie pres, cf. 2) supra) on parlera simple-
ment de dimension, et non de dimension k-analytique, et I’on utilisera des
notations du type dim X ou dim, X de préférence & dimy X et dimy , X.
Nous commettrons notamment, sauf mention expresse du contraire, les abus
suivants :

e si l'on travaille avec un espace X dont on a précisé qu’il était k-
analytique pour un certain corps ultramétrique complet k, la notion de
dimension, lorsqu’elle concernera X, I’'un de ses domaines analytiques,
I'un de ses fermés de Zariski, etc., sera toujours a prendre au sens de
« dimension k-analytique » ; si L est une extension compléte de k la
notion de dimension, lorsqu’elle concernera X, I'un de ses domaines
analytiques, I'un de ses fermés de Zariski, etc., sera toujours a prendre
au sens de « dimension L-analytique » ;
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e si l'on travaille avec un espace analytique X sans mention d’un corps
de base, la notion de dimension, lorsqu’elle concernera X, I'un de ses
domaines analytiques, I'un de ses fermés de Zariski, etc., sera toujours
a prendre au sens de « dimension k-analytique » , ot k est le corps
ultramétrique complet qui fait implicitement partie de la donnée de X .

Soit f : Y — X un morphisme fini d’espaces analytiques. On a vu
(exemple 0.4) que f(Y) est un fermé de Zariski de X. Sa dimension est
égale a celle de Y : en effet si y € Y, alors H(y) est une extension finie de
H(f(y)), ce qui entraine 1'égalité d(H(y)/H(f(y)) = 0; on conclut & 'aide
de la transitivité de d(./.).

Remarque 0.6. — Soit X un espace affinoide irréductible, soit d sa di-
mension et soit Z un fermé de Zariski strict de X. Soit V' un domaine analy-
tique non vide de X. Comme X est irréductible, il est purement de dimen-
sion d et V est donc de dimension d ; des inégalités dim VNZ < dim Z < d,
I’on déduit que V n’est pas contenu dans Z ; ceci implique notamment que
I'intérieur topologique de Z dans X est vide.

0.5. Algébre commutative
0.5.1. Les propriétés usuelles de ’algebre commutative

On définit trois ensembles de propriétés :

e ’ensemble S, qui comprend les propriétés S,,, pour m dans N, ainsi que
celle d’étre de Cohen-Macaulay ; ce sont des propriétés des modules de
type fini sur un anneau local noethérien ;

e l'ensemble Q, qui comprend la propriété d’étre de Gorenstein, ainsi
que celle d’étre une intersection complete; ce sont des propriétés des
anneaux locaux noethériens ;

e l'ensemble R, qui comprend les propriétés R,, pour m dans N, ainsi
que celle d’étre régulier; ce sont des propriétés des anneaux locaux
noethériens.

Soit f : Y — X un morphisme plat de schémas localement noethériens,
soit y € Y et soit x son image sur X. Soit F un faisceau cohérent sur X
Soit Pe SUQUR;siPe QUR, on suppose que F = Ox. Si F @ Oy y
satisfait P, alors F® Oy x satisfait P; si F@®Ox x et F@Of-1(x) , satisfont
P, alors F ® Oy y satisfait P.

Ce sont des assertions classiques; pour leurs justifications, on pourra
par exemple se référer & [14], prop. 6.4.1 i) et ii) concernant les propriétés
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appartenant & S, a [14], prop. 6.5.3 1) et ii) concernant celles appartenant &
R, a [19], th. 23.4 concernant le caractere de Gorenstein et enfin & [1] pour
le caractere d’intersection complete.

Soit f : YV — X un morphisme de schémas localement noethériens. On
dira que f est géométriquement régulier s’il est plat et si pour tout x € X et
toute extension finie purement inséparable F' de k(x) le schéma localement
noethérien f1(x) ®,(x) F est régulier.

0.5.2. Anneaux et schémas excellents

La définition de l’excellence que nous donnons ci-dessous est celle qui
figure dans EGA IV ([14], § 7.8 et notamment déf. 7.8.2); les quelques
propriétés que nous énoncgons ensuite sont démontrées dans loc. cit.

Un anneau noethérien A est dit excellent s’il satisfait les propriétés sui-
vantes :

i) A est universellement caténaire;

ii) pour tout idéal premier p de A, le morphisme Spec/&; — Spec A,
est géométriquement régulier® ;

iii) pour tout idéal premier p de A et pour toute extension finie radicielle
F de k(p) il existe une sous A/p-algebre finie B de F, de corps des
fractions égal a F', et telle que le lieu régulier de Spec B contienne
un ouvert non vide.

Si A est local, il suffit, pour qu’il soit excellent, qu'il satisfasse i), et
que ii) soit vraie lorsque p est son idéal maximal. Si A est excellent, alors
tout localisé d’une A-algebre de type fini est encore excellent ; tout anneau
excellent est universellement japonais ; si un schéma localement noethérien
X admet un recouvrement par des ouverts affines dont les anneaux de
fonctions sont excellents alors Oy (U) est excellent pour tout ouvert affine
U de X' ; on dit dans ce cas que X est excellent.

Exemples 0.7. — 1l résulte immédiatement de la définition que tout
corps est excellent et que Z est excellent ; on peut montrer que les anneaux
locaux d’un espace analytique complexe sont excellents (on le voit au moyen
d’un « critere jacobien » ; cf. [18], th. 100, th. 101, et la remarque qui les
suit).

() ga platitude est automatique; c’est donc uniquement sur la régularité géométrique
des fibres que porte cette condition.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LES ESPACES DE BERKOVICH SONT EXCELLENTS 1433

Soit X un schéma excellent, soit P € S U Q U R et soit F un faisceau
cohérent sur X'; si P € QU R, on suppose que F = Oy. L’ensemble U
des points x de & tels que F ® Ox x satisfasse P est alors un ouvert de
Zariski de X'. En effet, hormis pour les propriétés d’étre de Gorenstein ou
d’intersection complete, cela résulte de [14], scholie 7.8.3, iv); en ce qui
concerne le fait d’étre de Gorenstein, cela découle d’un résultat de Greco
et Marinari ([13], cf. [19], th. 24.6) combiné au fait que lieu de régularité
d’un schéma excellent intégre en est un ouvert non vide (puisqu’il contient
le point générique) inclus dans son lieu de Gorenstein ; la justification est
analogue en ce qui concerne le caractére d’intersection compléte (le résultat
de Greco et Marinari & utiliser dans ce cas figure aussi dans [13], et est
mentionné sans preuve dans [19] juste apres le th. 24.6).

Remarque 0.8. — Si X est un schéma localement isomorphe & un sous-
schéma fermé d’un schéma régulier alors ’ensemble des points x de X
tels que Oy x soit d’intersection complete est un ouvert de X' et ce, sans
hypotheése d’excellence ([15], cor. 19.3.3).

0.6. Quelques lemmes techniques

LEMME 0.9. — Soit k un corps ultramétrique complet et soit r un po-
Iyrayon k-libre. Si X est un schéma de type fini sur une algébre k-affinoide
alors X est intégre si et seulement si X, est integre.

Démonstration. — On se ramene aussitot au cas ou X est affine; 'on
note B ’anneau des fonctions du schéma X. De la description de B, comme
un anneau de séries formelles a coefficients dans B I'on déduit immédiate-
ment que B s’injecte dans B, ; il en découle que si B, est integre alors B est
integre.

Supposons que B est integre. Puisque B — B, 'anneau B, est non nul.
Soient f et g deux éléments de B, tels que fg = 0; écrivons f = > f; T et
g=>_grT! ot les f; et gr appartiennent & B. Soit x € X*". La fibre en z
de A" — X" g’identifie & M(H(z),) et 'image de f (resp. g) dans H(x),
modulo cette identification n’est autre que > f7(x)T! (resp. 3. g7 (x)TT);
I'on a donc (Y fr(z)T1) (> g7 (2)TT) = 0 dans H(z), ; comme ce dernier
est integre ([12], 1.2.1), I'on a ou bien f;(x) = 0 pour tout I, ou bien
gr(xz) = 0 pour tout I. Soit Zy (resp. Z2) l'idéal de B engendré par les f;
(resp. les g5) et soit Z1 (resp. Z2) le fermé de Zariski correspondant de X.

Par ce qui précede, X*" = Z#" U Z3"; comme X*" — X est surjective,
X = Z; U 2Z5. Le schéma X étant integre, on a 7y = 0 ou Zo = 0; si 'on

TOME 59 (2009), FASCICULE 4



1434 Antoine DUCROS

est dans le premier (resp. dans le second) cas alors tout les f; (resp. tous
les g;) sont nuls, et f =0 (resp. g = 0); 'anneau B, est donc integre. [

LEMME 0.10. — Soit k un corps ultramétrique complet et soient X et
Y deux espaces k-analytiques. Soit z un point de X X Y et soient x et y
ses images respectives sur X et Y. On adim, X x; Y = dim, X +dim, Y.

Démonstration. — On se ramene aussitot au cas ou X et Y sont k-
affinoides. On peut prouver le résultat apres extension du corps de base,
ce qui autorise & supposer que |k*| # {1}, que X et Y sont strictement
k-affinoides, et que z est un point k-rationnel. On pose Z = X x; Y ; 'on
désigne par X le spectre de I'anneau des fonctions analytiques sur X et
par x 'image de x sur X' ; I’on définit de maniere analogue Y, Z,y et z; on
appelle m I'idéal maximal de Oy x. Le schéma Z est plat sur X (§ 0.3.1),
et I'on a donc

dimgkeun Oz 7 = dimgeun Ox x + dimkeu Oz z/m.

Comme z est rigide, I’anneau local Oz ,/m s’identifie & Oy 5. La propriété
9) du § 0.4 garantit que égalité ci-dessus peut se récrire

dim, Z = dim, X + dim, Y,
ce qu’il fallait démontrer. O

LEMME 0.11. — Soit X un espace affinoide et soit x un point de X tel
que Ox , soit intégre. Le point x n’est situé que sur une seule composante
irréductible de X.

Démonstration. — Soit Y une composante irréductible de X contenant
x, et soit Z la réunion des composantes irréductibles de X distinctes de Y.
Soit f une fonction analytique sur X qui est nulle en tout point de Y et
dont le lieu des zéros ne contient aucune autre composante, et soit g une
fonction analytique sur X qui est nulle en tout point de Z et dont le lieu
des zéros ne contient pas Y. Le produit fg étant nilpotent et Ox , étant
integre, 'une au moins des deux fonctions f et g est nulle au voisinage de x.
Comme gy n’est pas identiquement nulle et comme Y est irréductible, le
lieu des zéros de g ne contient aucun ouvert non vide de Y (remarque 0.6) ;
on en conclut que f est nulle au voisinage de x. Si T" est une composante
irréductible de X distincte de Y, alors fir n’est pas identiquement nulle;
par le méme argument que précédemment, le lieu des zéros de f ne contient
aucun ouvert non vide de T Il en découle que = ¢ T. |

Remarque 0.12. — Sous les hypotheses du lemme ci-dessus, Jérome Poi-
neau a montré ([22], cor. 4.7) que le point x posséde une base de voisinages
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affinoides irréductibles ; nous n’aurons pas besoin de cette assertion, dont
la preuve est tres délicate.

Remarque 0.13. — Conservons les hypotheéses et notations du lemme
ci-dessus. Soit A algebre des fonctions analytiques sur X et soit p I'idéal
premier de A qui correspond & I'unique composante irréductible de X conte-
nant x. Chaque élément de p s’annule alors en tout point d’un voisinage
de x, donc est nilpotent au voisinage de x, donc d’image nulle dans Ox ,
puisque ce dernier est integre. En conséquence, Onq(a/p),e = Ox o

LEMME 0.14. — Soit X un espace affinoide, soit x un point de X et
soient p1, ..., P, les idéaux premiers minimaux de Ox 5. Il existe un voisi-
nage affinoide V de x dans X et des idéaux qy,...,q, de Ay tels que les
propriétés suivantes soient vérifiées, en désignant pour tout ¢ par F; le lieu
des zéros de q; dans V' :

i) qiO0x o = p; pour tout i;

ii) pour tout voisinage affinoide W de = dans V et pour tout indice
i le point x n’appartient qu’a une composante irréductible G; de
F,NW; les G; sont deux a deux distinctes et sont exactement les
composantes irréductibles de W contenant x.

Démonstration. — Par noethérianité de Ox . il existe un voisinage affi-
noide V de z et r idéaux q1,...,q, de Ay tels que q,0x ; = p; pour tout
i et tels que ] q; soit nilpotent. Pour tout 4, désignons par F; le lieu des
zéros de q; dans V.

Soit W un voisinage affinoide de x dans V. Munissons F; NW de sa struc-
ture définie par l'idéal q; Ay . L’anneau local Op,~w,, s’identifie & Ox ,/p;
et est donc integre. Le lemme 0.11 ci-dessus assure que x n’appartient qu’a
une composante irréductible G; de F; N W. Comme []q; est nilpotent,
V=UF e W =JWnN F,. Sié&; désigne pour tout ¢ 'ensemble des
composantes irréductibles de W N Fj, alors I’ensemble des composantes ir-
réductibles de W est I'ensemble des éléments maximaux de | J&;. 11 suffit
donc pour conclure de s’assurer que si G; C G alors 1 = j.

Soient donc ¢ et j deux indices tels que G; C G et soit f € q;. Il existe
un voisinage affinoide W’ de x dans V tel que W’/ N F; C G;. La fonction
f est nulle sur G;, donc sur G;, donc sur W’ N F;. L'image de f dans
Ay, appartient donc & /q;Aj,. On en déduit que p; C /p; = p;; par
conséquent, i = j. O

Le lemme ci-dessous reprend un résultat de Berkovich ([3], lemme 2.1.6)
sur les anneaux locaux analytiques et en énonce une conséquence immédiate
concernant leurs complétés.
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LEMME 0.15 (Berkovich). — Soit A une algébre affinoide, soient X et
Y deux A-schémas de type fini et soit ) — X un A-morphisme fini. Soit x
un point de X*" et soit {y1,...,yn} 'ensemble de ses antécédents sur Y?".

i) On dispose d’un isomorphisme naturel

Y X x Spec Oxan 5 ~ H Spec Oyan ..
ii) On dispose d’un isomorphisme naturel

Y Xy Spec(’g;x ~ HSpec@i.

Démonstration. — La question étant locale sur X*") on se ramene au
cas ol X = Spec.A; l'assertion i) est exactement le lemme 2.1.6 de [3],
Passertion ii) en découle trivialement. O

Remarque 0.16. — Soit k un corps ultramétrique complet et soit kg un
sous-corps fermé de k. Nous aurons & plusieurs reprises recours au principe
général suivant : si O est un objet défini sur k dont la description ne néces-
site qu’une quantité (au plus) dénombrable de paramétres, alors O est déja
défini sur un sous-corps complet de k contenant kg et topologiquement de
type dénombrable sur ce dernier; la plupart du temps, nous nous contente-
rons d’énoncer lorsque nous en aurons besoin une déclinaison précise de cet
énoncé un peu vague, en laissant au lecteur le soin de la justifier par les ar-
guments standard (et laborieux) ; seul un cas, concernant le complété d’un
anneau local analytique, nous a paru requérir des explications détaillées
(lemme 2.8).

1. Extensions analytiquement séparables
1.1. Préliminaires et définition
1.1.1. Familles topologiquement libres et bases topologiques

On dira que deux familles (a;);cs et (b;);cr de réels strictement positifs
sont équivalentes s’il existe un couple (A, B) de (R%)? tel que l'on ait
Aa; < b; < Ba; pour tout i. Soit k un corps ultramétrique complet ; pour
tout réel a > 0, soit Ly, le k-espace de Banach dont l’espace vectoriel
sous-jacent est k et dont la norme envoie 1 sur a; on notera 1y, le scalaire
1 vu comme appartenant & Ly, 4.

Soit M un k-espace de Banach et soit m = (m;) une famille d’éléments
de M. Si a = (a;) est équivalente & ||m|| := (||my]|), il existe une unique
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application linéaire bornée v, de @Ek,ai vers M qui envoie 1j 4, sur m;
pour tout <.

Rappelons qu’'une application linéaire bornée ¢ : M — N entre deux
k-espaces de Banach est dite admissible si la bijection naturelle

Im ¢ — M/Ker ¢

est bornée, l'espace de gauche (resp. de droite) étant muni de la norme
induite (resp. quotient).

LEMME 1.1. — Les propositions suivantes sont équivalentes.

i) Pour toute famille a équivalente a ||m||, Papplication ®, est injec-
tive (resp. bijective) et admissible.

ii) L’application ®|m,| est injective (resp. bijective) et admissible.
iii) II existe une famille (b;) et une injection (resp. bijection) linéaire
admissible ® de DLy, vers M qui envoie 1y, sur m; pour tout i.

Démonstration. — 1l est trivial que i)= ii) = iii). Si iii) est vraie, alors
(b;) est équivalente & ||ml|. Si a = (a;) est équivalente & ||m||, elle est
équivalente a (b;), et il existe donc un isomorphisme admissible

v o @ﬁk,ai ~ @ﬁk,bi

qui envoie 1y 4, sur 1gp, pour tout ¢; par construction, ®, = @ o U, et &,
est donc injective (resp. bijective) et admissible. a

DEFINITION 1.2. — On dira que m est une famille topologiquement k-
libre (resp. est une k-base topologique) de M si ®|m| est injective (resp.
bijective) et admissible.

1.1.2. Propriétés de base

L’image par une injection (resp. bijection) admissible d’une famille topolo-
giquement k-libre (resp. d’une k-base topologique) est une famille topologi-
quement k-libre (resp. en une k-base topologique).

Soit L une extension complete de k. Le foncteur L&ye transforme suites
exactes courtes admissibles en suites exactes courtes admissibles ([16], § 2,
th. 1; [3], preuve du lemme 2.1.2); comme [,k,a@kL ~ L, . pour tout a,
on en déduit que si m est une famille topologiquement k-libre (resp. est
une k-base topologique) de M, alors 1®m est une famille topologiquement
L-libre (resp. est une L-base topologique) de L& M.
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Soit r un réel strictement positif. Soit & : N — M une application
linéaire entre deux k-espaces de Banach. Si ® est une injection (resp. une
bijection) admissible, c’est encore une injection (resp. une bijection) ad-
missible lorsqu’on la considére comme une application (k,|.|")-linéaire de
(N, |].||7) vers (M,]].||"). Par ailleurs, pour tout a > 0, le (k,|.|")-espace de
Banach (Lg,q, ||.||") s'identifie & L4, | r),q-- On déduit de ces remarques que
si m est une famille topologiquement k-libre (resp. est une k-base topolo-
gique) du k-espace de Banach M, alors m est une famille topologiquement
(k,|.|")-libre (resp. est une (k,|.|”)-base topologique) du (k,|.|")-espace de
Banach (M, ||.||").

1.1.3. Familles topologiquement p-libres et p-bases topologiques

Soit k un corps ultramétrique complet de caractéristique p > 0. Soit B
une k-algebre de Banach, et soit a = (a;);c; une famille d’éléments de B,
tels que a? appartienne pour tout ¢ & 'image de k. Soit A/ I'ensemble des
familles, indexées par I et a support fini, d’entiers compris entre 0 et p — 1.
On dira que a est une famille topologiquement p-libre (resp. est une p-base
topologique) de B sur k si (a™)nen est une famille topologiquement k-libre
(resp. est une k-base topologique) de B.

Exemple 1.3. — Soit F une sous-k-extension complete de k'/P. Si elle
est topologiquement de type dénombrable sur k, elle possede une p-base
topologique sur & : si |[k*| = {1}, il n’y a qu’a prendre une p-base algébrique ;
sinon, c’est un théoréme de Kiehl ([17] Satz 1.4).

LEMME 1.4. — Soit k un corps ultramétrique complet de caractéris-
tique p > 0. Soit L une extension compléte de k, et soit F une sous-k-
extension compléte de k'/? ; on considére k'/? et F comme plongés dans
LY/?. Supposons que F posséde une p-base topologique a = (a;) sur k qui
est topologiquement p-libre sur L. La semi-norme

doli@a— |yl
—_—
cL/»

de LRy F est alors une norme, équivalente a la norme tensorielle.

Démonstration. — Soit N I'ensemble des familles, indexées par I et a
support fini, d’entiers compris entre 0 et p — 1. Il existe un isomorphisme

admissible ® : @ Ly |an| ~ F, qui envoie 1j |,a sur a pour tout n;
neN
notons @, la fleche déduite de ® apres tensorisation par L ; c’est encore un

isomorphisme admissible.
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Posons p=>"1; ® x; — > Lix;. La composée o @y, est une application
L-linéaire bornée de @LL7|an‘ vers L'/? qui envoie 1z,jan| sur a® pour tout
n. Or a est une famille topologiquement p-libre de la L-algebre L'/?; en
conséquence, p o @y est une injection admissible, d’ou il résulte que p est
elle aussi injective et admissible ; ceci acheve la démonstration. O

PROPOSITION 1.5. — Soit k un corps ultramétrique complet de carac-
téristique p > 0. Soit L une extension compléte de k; on considére k'/?
comme plongé dans L'/?. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) la semi-norme Y 1; ® x; — |Z l;x; | de Ialgébre L®,k'? est une
——
cL/»
norme équivalente a la norme tensorielle ;
ii) toute famille d’éléments de k/? qui est topologiquement p-libre sur
k est topologiquement p-libre sur L ;

iii) toute famille dénombrable d’éléments de kP qui est topologique-
ment p-libre sur k est topologiquement p-libre sur L.

De plus, pour que ces propriétés équivalentes soient satisfaites, il est
suffisant, et nécessaire si k'/? est topologiquement de type dénombrable
sur k, qu’il existe une p-base topologique de la k-algébre k'/P qui soit
topologiquement p-libre sur L.

Démonstration. — Soit p Papplication Y I; ® z; — Y Lix;.

Preuve de i) = ii).— On suppose que i) est vérifiée. Comme [.| o p est
d’apres hypothese i) une norme équivalente & la norme tensorielle, u
est une injection L-linéaire admissible de L&yk'/? dans L'/P. Soit (a;)
une famille d’éléments de k'/? topologiquement p-libre sur k. La famille
(1® a;) d’éléments de L&,k'/P est alors topologiquement p-libre sur L, et
(a;) = (u(1®a;)) constitue de ce fait une famille d’éléments de L'/? qui est
topologiquement p-libre sur L (pour la justification de ces deux assertions,
cf. § 1.1.2).

Preuve de ii) = iii). — C’est évident.

Preuve de iii) = i). — On fait I'hypothese que iii) est vérifiée. Com-
mencons par une remarque. Soit F une sous-k-extension complete de /P,
topologiquement de type dénombrable sur k. Elle possede (cf. exemple 1.3)
une p-base topologique dénombrable (a;) sur k. Par 'hypothese iii), (a;)
est une famille topologiquement p-libre sur L. Le lemme 1.4 assure alors
que la semi-norme |.| o p de L&, F est une norme équivalente & la norme
tensorielle.
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Reprenons maintenant le cours de la preuve. Soit (y,,) une suite d’élé-
ments de L& k7 telle que pu(y,,) tende vers zéro quand n tend vers P'infini.
Il existe une sous-k-extension F' de k/?, topologiquement de type dénom-
brable et telle que y,, appartienne & L&, F pour tout n. D’apres la remarque
ci-dessus, |.| oy est une norme de L&, F, équivalente & la norme tensorielle.
On en déduit que y, tend vers zéro au sens de la norme tensorielle sur
LR, F; elle tend a fortiori vers zéro au sens de la norme tensorielle sur
L®ik'/?, et i) est démontré.

Preuve de la derniére assertion. — C’est une conséquence immédiate du
lemme 1.4 et de ’exemple 1.3. (|
DEFINITION 1.6. — On dira qu’une extension de corps ultramétriques

complets est analytiquement séparable s’ils sont de caractéristique nulle ou
si les trois propriétés équivalentes de la proposition 1.5 sont satisfaites.

1.2. Premiers exemples

Soit k un corps ultramétrique complet de caractéristique p > 0. Si k est
parfait, toute extension de k est analytiquement séparable, puisque k/?
s’identifie alors a k. Si L est une extension analytiquement séparable de k,
et si I’ est une sous-k-extension complete de L, alors F' est une extension
analytiquement séparable de k; on le voit & l’aide de la propriété ii) de la
proposition 1.5.

Si L est une extension analytiquement séparable de k, et si M est une
extension analytiquement séparable de L, alors M est une extension ana-
lytiquement séparable de k; on le déduit de la propriété ii) de la proposi-
tion 1.5.

Soit L une extension finie de k. La fleche naturelle L @y, k1P — L@ kP
est alors un isomorphisme, et le corps L est par ailleurs séparable sur k si et
seulement si L @y, k'/P est un corps (cf. [19], th. 26.2). On va montrer, en se
fondant sur ces deux remarques, que L est séparable sur k si et seulement
si L est analytiquement séparable sur k.

Si L est séparable sur k, alors L&pk'/? = L @ k'/P est un corps de
dimension finie sur k'/?. La semi-norme multiplicative

Zli & T — ’le% v

est de ce fait injective, et est donc une norme. Elle est équivalente a la
norme tensorielle : on le vérifie directement si |k*| = {1} (auquel cas les
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deux sont triviales), et sinon cela résulte de 1’équivalence des normes en
dimension finie. En conséquence, L est analytiquement séparable sur k.

Si L est analytiquement séparable sur k, la semi-norme multiplicative
ST L@ x; — | S Lixi|YP est une norme, et L&pk/? = L @ k'/P est donc
integre. Comme cette L-algebre est par ailleurs entiere, c’est un corps, et
L est des lors séparable sur k.

1.3. Universelle multiplicativité et séparabilité analytique

On désigne toujours par k un corps ultramétrique complet de caractéris-
tique p > 0. Soit L une extension complete de k. Supposons que la norme
tensorielle de L®pk'/? soit multiplicative. La L-algebre L&k'/? est des
lors integre, et par ailleurs entiere; c¢’est donc un corps. La norme tenso-
rielle est une valeur absolue de ce corps, I'application > I; @ z; — | > l;x;]
en est une autre, majorée par la précédente; on en déduit que ces deux
valeurs absolues coincident, et L est de ce fait analytiquement séparable
sur k.

On est notamment dans cette situation si la valeur absolue de L est
universellement multiplicative (peaked dans la terminologie de Berkovich),
c’est-a-dire si la norme tensorielle de L&, F est multiplicative pour toute
extension complete F' de k.

Exemple 1.7. — Si r est un polyrayon k-libre, alors la valeur absolue
de k, est, par un calcul explicite immédiat, universellement multiplicative ;
par conséquent, k, est une extension analytiquement séparable de k.

LEMME 1.8 (Berkovich, [2], lemma 5.5.2 (¥).). — Soit A une algébre k-
affinoide dont la norme est universellement multiplicative, et soit x I'unique
point du bord de Shilov de M(A). La valeur absolue de I’extension H(x)
de k est alors universellement multiplicative.

Démonstration. — Soit F' une extension complete de k. Par hypothese,
la norme de ARy, F' est multiplicative. Le bord de Shilov de I'espace affinoide
M(A®F) est donc un singleton {y} ; le point y étant situé au-dessus de z,
il peut étre vu comme appartenant & M(H(z)®;F). Soit ¢ le morphisme
canonique A®,F — H(x)®1F et soit f € ADxF. On a

LF@) =111 = e (DI = [e (N @) = 1£ W)l 5

(6) Notre lemme est moins général que celui de Berkovich, mais la preuve de ce dernier
reposant sur l'affirmation non justifiée qu’une certaine fleche est une injection isomé-
trique, nous ’avons modifiée pour éviter le recours a cet argument; et ce, au prix d’un
affaiblissement de ’énoncé.
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on en déduit que [[o(f)[| = [[f]l-

Soit A la sous-algebre de H(x)®yF constituée des éléments de la forme
a(x)~1p(f), ol a est une fonction appartenant a A et inversible en z (i.e.,
non nulle) et ol f € A®;F. Donnons-nous un élément a(x)'p(f) de A.
On a

() lla@) " eI = la@)~ e (NIl = lal@) 1L,

la premiere égalité provenant du fait que la norme tensorielle sur H(x)@)kF
est une norme de H(z)-algebre, et la seconde découlant de ce qui précede.

Soient a = a(x)"*p(f) et b = b(z)"tp(g) deux éléments de A. On peut
écrire

(1.1) [labl| = [la(z)~"b(x) " o (f)e(9)ll

(1.2) = lla(z)~"b(a) " o (fo)l

(1.3) = la(@)[ " Jo(=)[7 I f4ll,

la derniere égalité se fondant sur (*). Comme la norme [|.|| est multipli-
cative, |a(z)|".[b(z)| " || fgll = la(@)[~".[b(x)| " |If[[lg]l 5 en utilisant &

nouveau (x), il vient

la(@)[ 7 [o(@) "L llgll = Ha(@) ™ e (HI1b) ™ e(9)ll = [[all-lIbl]-

En conclusion, la restriction de la norme de H(z)®,F & A est multiplica-
tive; comme A est dense dans H(z)&,F, la norme de H(2)®;F est multi-
phcatlve, ce qu’il fallait démontrer. |

Exemples 1.9. — Indiquons deux situations importantes justiciables du
lemme précédent.

e Soit r un polyrayon, soit X le polydisque correspondant, et soit 7
I'unique point du bord de Shilov de X. La norme spectrale de I’algebre
des fonctions analytiques sur X est, par un calcul direct, universelle-
ment multiplicative. En vertu du lemme ci-dessus, la valeur absolue
de H(n) est universellement multiplicative, et H(n) est donc une ex-
tension analytiquement séparable de k. Notons que si r est k-libre,
H(n) = ke ; on retrouve ainsi exemple 1.7.

e Supposons que la valeur absolue de k n’est pas triviale et soit A une
algebre strictement k-affinoide distinguée ([6], 6.4.3, def. 2). Suppo-
sons que la E-algébre A°/A9C est géométriquement integre, et soit
Punique point du bord de Shilov de M(A). D’apres la proposition 5.2.5
de [2], la norme spectrale de A est universellement multiplicative. En
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vertu du lemme ci-dessus, la valeur absolue de H(n) est universelle-
ment multiplicative, et H(n) est donc une extension analytiquement
séparable de k.

2. Excellence des algebres et espaces affinoides

On fixe pour toute la suite du texte un corps ultramétrique complet k.

2.1. Exhibition d’un ouvert régulier

LEMME 2.1. — Soit n un entier, soit V un domaine affinoide de A"
et soit A I'algébre associée a V. L’anneau A et ’espace localement annelé
V' sont réguliers.

Démonstration. — En vertu de la fidele platitude de V' — Spec A, il suf-
fit (§ 0.5.1) de montrer 'assertion relative a ’espace localement annelé V.
Soit v € V; on va démontrer que Oy, est régulier. Si L est une exten-
sion complete de k, le morphisme d’espaces localement annelés Vi, — V
est fidelement plat; il suffit donc (§ 0.5.1) d’établir la régularité de Oy,
pour n’importe quel antécédent w de v sur V, ; ceci permet de se ramener
au cas ou v est un k-point de V. Le point rigide v appartient a 'intérieur
topologique de V' dans A}"*" et 'on a donc Oy, = Oppan . Comme v est
un k-point, il posséde une base de voisinages dans A;*" formée de poly-
disques, et OAQ*“”,U s’identifie de ce fait a 'anneau des séries convergentes

en n variables 71, ..., 7, dont il est immédiat que (1,...,7,) constitue un
systeme régulier de parametres. O
ProOPOSITION 2.2. — Soit X un schéma de type fini intégre sur une

algeébre k-affinoide A et soit L une extension compléte (resp. une extension
compléte analytiquement séparable) de k.

a) Il existe un ouvert de Zariski non vide U de X tel que les anneaux
locaux de U™ et Uy, soient d’intersection compléte (resp. réguliers).

b) Si A est strictement kp-affinoide pour un certain polyrayon k-libre
r, il existe deux ouverts de Zariski V et W de X qui possédent les
propriétés suivantes :

bo) @#VCW,
by) si X = Spec A, alors W = X ;
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—

bs) pour tout x € W3, 'image réciproque de Vi, sur Spec Owan 4
est un schéma qui est d’intersection compléte en chacun de ses
points (resp. un schéma régulier) ;

bs) pour tout x € Wy, I'image réciproque de Vy, sur Spec Oy, x
est un schéma qui est d’intersection compléte en chacun de ses
points (resp. un schéma régulier).

Démonstration. — Soit W un ouvert de Zariski de &, soit x € W™ et
soit x I'image de x sur Wy. Comme Opyan , est une Oy, x-algebre plate,

@w est une m—algébre plate; en conséquence, by) = bs) (§ 0.5.1).

Supposons que b) a été prouvée. Soit r un polyrayon déployant A; 1’as-
sertion b), appliquée au schéma X} qui est intégre (lemme 0.9) et de type
fini sur l'algebre k-affinoide A,, laquelle est strictement kp-affinoide, four-
nit en particulier un ouvert non vide V de A, tel que pour tout z € V",
I’anneau (’)/V%T$ soit d’intersection compléte (resp. régulier). Désignons par
U Touvert de X tel que o=1(V2%) = Y3 ol o est la section de Shi-
lov de X2 — X (§ 0.3.4). Soit y appartenant & U3"; et soit y son
image sur Uz,. Comme o(y) appartient & V3", I'anneau Ov/g‘;y) est d’in-
tersection compléte (resp. régulier). La platitude de Oy, y — Oz, et de
Oyan y — OV/E“,?(y) implique (§ 0.5.1) que les anneaux locaux de U™ (resp.
Ur) en y (resp. y) sont d’intersection compléte (resp. réguliers), et a) est
démontrée.

L’on peut en conséquence se contenter, pour prouver la proposition,
d’établir I'assertion b). A partir de maintenant, on suppose donc que A
est strictement ky-affinoide pour un certain polyrayon k-libre r. Compte-
tenu de l'implication by) = bs) mentionnée ci-dessus il suffit, pour établir
b), d’exhiber un couple (V, W) d’ouverts de X qui satisfont bg), by) et be).

Soit Z 'adhérence de Zariski de 'image de X sur Spec.A. La version
analytique du lemme de normalisation de Noether assure ’existence d’une
fleche finie et surjective Z — Speck{T},...,T;} pour un certain entier
. On pose D = Speck,{T1,...,T;}. En appliquant la version algébrique
de ce lemme sur le corps des fonctions de D, on obtient I'existence d’un
entier n et d’'un ouvert non vide W de X muni d’un morphisme fini et
dominant sur un ouvert W’ de A% ; si X = Spec. A 'on a n = 0 et I'on
peut prendre W = X et W = D. La fibre générique de W — W' est
le spectre d'un corps, et est en conséquence d’intersection complete; en
vertu du corollaire 19.3.8 de [15], il existe un ouvert non vide V' de A%,
inclus dans W', et tel que W xan V' — V' soit un morphisme d’intersection
complete. On pose V=W xpn V' =W xyyr V'
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Soit - appartenant & Wi et soit 2’ son image sur W ** C A", On note
S. (resp. S./) le spectre de 'anneau local de Wi (resp. W} ") en x (resp.
x’); on désigne par §; et S/\I/ les spectres des complétés correspondants, et
par Vp, (resp. V; ) I'image réciproque de Vy, sur §; (resp. S/;)

On dispose d’un diagramme commutatif

Vi Ss
Su Xwy Vi S Xwy WL
Vi Wi,
v
Vi Wi,

dans lequel les carrés sont cartésiens, et dont les fleches horizontales sont des
immersions ouvertes. Quant aux fleches verticales, celles du parallélépipede
inférieur sont par construction des morphismes d’intersection complete, et
les deux du haut sont des immersions a la fois ouvertes et fermées : il suffit
de le vérifier pour celle de droite, pour laquelle cela découle du lemme 0.15.

Le schéma S, étant régulier d’apres le lemme 2.1, S/; I’est aussi, et
Vouvert V7 de ce dernier également. On en déduit (§ 0.5.1) que Vi est
d’intersection complete en chacun de ses points.

A partir de maintenant, on fait I’hypothése que L est analytiquement
séparable sur k ; le but de ce qui suit est de prouver que I’on peut restreindre
les différents ouverts de Zariski construits ci-dessus de sorte que Vp, soit
régulier, ce qui achévera la démonstration.

Supposons k de caractéristique nulle. On peut restreindre V' de sorte que
V — V' soit étale. Dans ce cas, V, est étale sur le schéma régulier V/ , et
est de ce fait régulier.
A partir de maintenant I'on suppose k de caractéristique p > 0. Il existe
(rem. 0.16) :
e une sous-kP-extension complete kx de k qui est topologiquement de
type dénombrable sur kP ;
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e deux ouverts Vi C W}, de A}, , ott Dy = Spec by o{T1,...,T1};

e un morphisme fini et plat Wy — Wy ; on pose Ve = Wi Xy Wi

o un kx{T1,...,T;}-schéma integre de type fini Ay, et une immersion
ouverte Wy — Ay ;

o des isomorphismes Xy >~ &, etc., modulo lesquels
Vi = W4 — AL, W — W et Vg = Wy — Xy
induisent
VoW S AL W-WetV— W X.

On note Si,..., Sy, les fonctions coordonnées sur A7, .

D’apres 'exemple 1.3, kx possede une p-base topologique a sur kP. Pour
toute partie b de a, notons kP[[b]] le complété du sous-corps de ky engendré
par kP et b (remarquons que b constitue une p-base topologique de kP[[b]]
sur kP, et que kx = kP[[a]]), et Ay, le schéma

Spec kP[[bl]e {17, ..., T }[ST, .., SE].

Par construction, ky est une extension compléte de kP[[b]] dont a — b est
une p-base topologique, et elle est donc finie si et seulement b est cofinie,
c’est-a-dire si a—b est finie ; dans ce cas Ap,  est un Ap-schéma fini, radiciel
et plat.

Remarque 2.3. — L’intersection (] &(Ap) est le corps des fractions
b cofinie

de kL {1V, ..., TF}SY, ..., SP], qui coincide avec k(A})P.

En effet, soit f € ()  #(Ap). Ecrivons-la sous la forme g/h, ol g et
b cofinie
h appartiennent tous deux & ky o {T7,..., T/ }ST, .., SE] (C’est-a-dire &

Panneau des fonctions de A,), et ot h # 0. Quitte & remplacer h par h? et g
par gh?~! on peut supposer que h appartient a kL, {17, ..., TF}[ST,..., SE].
On va montrer que g appartient aussi & k%, {T7,..., T }SY, ..., SE], ce qui
permettra de conclure.

Soit b une partie cofinie de a. La fonction g = hf appartient & k(Ap);
on va prouver qu’elle est définie sur Ay tout entier. Soit £ un point de
codimension 1 du schéma noethérien Ay et soit @ une uniformisante de
lanneau Oa, ¢, qui est de valuation discréte puisque Ap est normal en
vertu du lemme 2.1. Si g est nulle, elle est évidemment définie au voisinage
de &; sinon, elle s’écrit uw™ pour un certain entier relatif m et une certaine
fonction u définie et inversible au voisinage de £. Supposons m < 0 et soit
w un point de A, situé au-dessus de £. L’égalité gow™™ = u met en jeu
des fonctions définies sur A, tout entier. Evaluée en w, elle conduit a la
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contradiction 0 = wu(§). Par conséquent, m > 0 et g € Op, ¢. Ceci vaut
pour tout point £ de codimension 1 du schéma noethérien normal Ay, ; des
lors, g € Oa, (Ap).

En conclusion,

g€ [\ Oapdp)= () FIbeATF, .., TP}, ..., 57
b cofinie b cofinie
= kfp{Tf’,...,ﬂp}[Sf,...,Sﬁ],

ce qu’il fallait démontrer.

Remarque 2.4. — Si («;) est une base de x (&) sur k(A% ), c’est encore
une base de x(X) sur k(A%), puisque x(X) s’identifie &

K() @nay, ) KAD)
En conséquence, (of) est une famille x(A%)P-libre.

Au vu des deux remarques qui précedent, nous sommes dans les condi-
tions d’application d’un théoréme de Kiehl ([17], Satz 2.4). Il en découle
lexistence d’une partie cofinie b de a telle que les rangs (calculés respecti-
vement sur x(Xx) et k(A% )) des espaces vectoriels de dimension finie

Q' (1(A) /5 (D)) et Q' (5(AD, ) /5(Ab))
coincident (cette assertion est en tout point analogue au corollaire 3.8 de
[17], dont nous avons décalqué la preuve mutatis mutandis.).
On peut donc restreindre V), (ainsi bien entendu que Vi, V' et V) de sorte
que la condition suivante soit vérifiée, en notant Vj, ouvert de Ay, égal a
Iimage de V), : les faisceaux cohérents Q‘l% vy et Q%;N Jyy sont libres, et

tous deux de méme rang. On désigne par W], 'ouvert de Ay, égal a I'image
de Wy,

Remarque 2.5. — FEn ce qui concerne les symboles choisis pour désigner
les schémas, la présence d’un X (resp. d’un b) en indice vise & rappeler que le
schéma concerné est de type fini sur l'algebre kn-affinoide kx ({T1,...,71}
(resp. sur Palgebre kP[[b]]-affinoide k*[[b]]»{T7,...,T}'}.)

Afin de pouvoir utiliser ’exemple 1.3, nous allons travailler avec la famille
des sous-corps complets de L qui contiennent LP ainsi que ky et qui sont
topologiquement de type dénombrable sur L?; on qualifiera d’admissible
un tel sous-corps.

C’est dans la preuve du lemme ci-dessous, et uniquement la,
qu’est utilisée I’hypothése de séparabilité analytique de ’exten-
sion L/k.
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LEMME 2.6. — Soit F' un sous-corps admissible de L. Il existe une ex-
tension compléte F* de kP[[b]] telle que F s’identifie & ky ® () F*.

Démonstration. — Comme L est une extension analytiquement sépa-
rable de k, la famille a d’éléments de L est topologiquement p-libre sur le
corps LP (la définition de la séparabilité analytique est formulée en termes
des extensions k «— kP et L < L'/P et non k? — k et LP — L, mais
Péquivalence des deux points de vue est établie & la fin du § 1.1.2); en
conséquence, a est une p-base topologique sur LP du sous-corps complet
@ de L engendré par LP et ky. Puisque F est topologiquement de type
dénombrable sur LP, il possede, toujours grace a ’exemple 1.3, une p-base
topologique ¢ sur l@ ; par construction, a ] ] ¢ est une p-base topologique
de F sur le corps LP. Soit F* le complété du sous-corps de L engendré par
L? et b][c. Alors a — b est une p-base finie de F' sur F¥, et F s’identifie
en conséquence a kx Qpr([p]] Ft, O

On fixe un sous-corps admissible F' de L, et on choisit F* comme dans
le lemme ci-dessus.

Remarque 2.7. — Si Ey (resp. Ep) est un schéma de type fini sur
lalgebre kn-affinoide kx o{T1,...,T1} (resp. sur l'algebre kP[[b]]-affinoide
kP[[b]lep{T7,...,T}}), alors conformément aux conventions décrites plus
haut, nous désignerons par Zx r (resp. Zp, pt) le schéma

Ex Oy {11,y BT, T}
L’on peut écrire :
kx{T1 - T)[Shs ., Sl
Do ([(blJer {17, 77} 87,57 Feo{TE, - TFYSY, -, SE]
~ b o{T1, - TS, s Snl ool {17,y Feo{TE - TP}
~ (km{ﬂ, o T} @l {77 rry F{TT ,Tlp}) S, ..., 0]
~ (kN,r{Th s T Bl {17,y P {TT 7sz}) [S1,---, 5]

(puisque kxo{T1,...,T;} est une kP[[b]] {17, ..., T} }-algebre de Banach
finie)

ad (kN,r{Tla'";,-rl}@kp[[b]]Fﬁ) [Sla-”»Sn]
ﬁFr{Tl,...,le}[Sl,...,Sn}
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en vertu de la définition de F'*. La fleche naturelle A o = AD X2, Ap
est donc un isomorphisme.
Introduisons quelques notations supplémentaires :

e on appelle zx g (resp. z§ p, resp. x{; p¢) Iimage de o sur Wi, (resp.

Wy g resp. WY ™), onnote S ., Sor et Sy les spectres des
9 k] F

F

anneaux locaux correspondants, et S,

’
N
T, S et S v, ceux de leurs

complétés ;

e on désigne par Vy p (resp. Vb , Tesp. Vb Ft) 1’image réciproque de

Vx,F (resp. V§ p, Tesp. Vb,Fﬁ) sur SZN,F (resp. Sw/ , resp. Sy a Fu)'

»

Dans le diagramme commutatif

Vr,p —> W
V§ FP—>= Wy

11 1
Vo pt —Vy)

les deux carrés sont cartésiens : c’est évident pour celui du haut, et pour

celui du bas, cela résulte du fait que A%R)F — AR Xa, Ap g est un

. . 1 1 .

isomorphisme(cf. supra). Comme QV{« vy et 0, /vy sont tous deux libres

de méme rang, Q1 v et Q »  sont tous deux libres de méme
’ VN‘F/VbFﬁ /V Fi

rang. '
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Dans le diagramme commutatif

—
VN,F SwN,F
_— _—
Saf, . XW o VR F Sw;{’F XWy . YW F
VN,F WN,F
y
, S/\
RF T4
)~ ) , /
VN,F : WN,F
v o
. ’ b,FH
) /
12 12
b,Ft b,Ft

les carrés sont cartésiens : en ce qui concerne les faces antérieures des deux
parallélépipedes, cela provient du fait que A%N,F — AR, XA, Dp e oest
un isomorphisme (cf. supra) ; pour la face de droite du parallélépipede infé-

rieur, cela résulte du lemme 0.15 et du fait que x& r est 'unique antécédent
/! an
b,Ft

autres carrés. Par ailleurs, les fleches allant de gauche a droite sont des im-

mersions ouvertes ; quant aux fleches verticales, elles sont finies et plates,
les deux fleches verticales du haut étant plus précisément des immersions

de a2/ ., par la floche radicielle W ™" — ; C’est évident pour les

a la fois ouvertes et fermées en vertu, la encore, du lemme 0.15.

7’ . 1 1 .
On en déduit que QVN,F/V{)’ o et QV;"F/V;, o sont tous deux libres de

méme rang. Par ailleurs, l'espace localement appelé W ™" est régulier
—_—

d’apres le lemme 2.1; en conséquence, le schéma S,/ | son complété S,
9 ’ w,F’ R, F
et Pouvert VY, . de ce dernier sont réguliers.
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Récapitulons : Vy r est fini et plat sur le schéma régulier Vg’ r ce dernier

est également fini et plat, et a fortiori de type fini, sur Vi, .., et Q\l,N o/
’ ’ b,F

#
et Q.  sont tous deux libres de méme rang.
N F T et

On en déduit, & laide d’un critere de Kiehl ([17], Satz 2.2; pour une
preuve, cf. [8], th. 1.1.1) que Vy g est régulier. Ceci vaut pour tout sous-
corps admissible F' de L. Les morphismes de transition du systéme projectif
des Vy, r sont plats; en vertu de la proposition 5.13.7 de [14], la régularité
de Vi, et partant la proposition 2.2, découle du lemme ci-dessous. O

LEMME 2.8. — Le schéma V|, s’identifie a la limite projective des Vx r,
ou F' parcourt la famille des sous-corps admissibles de L.

Démonstration. — Comme V, est pour tout sous-corps admissible F' de
L I'image réciproque de Vy r par la fleche §; — SL/;, il suffit de montrer
que g; s’identifie a la limite projective des S:;D ou, ce qui revient au
méme, que (@ s’identifie a la limite inductive des O@N »- Pour tout
F, la fleche OV;/nF\gEN P @ est fidelement plate, et par conséquent
injective; il y a donc simplement a s’assurer que tout élément de @
provient de ng/“;\m » bour un certain F. La question est locale sur le
schéma Vy, on peut donc le supposer affine.

Il existe un voisinage affinoide = de z dans V3" et une famille finie
(f1,-.., fa) de fonctions sur E qui engendrent ’idéal maximal de I’anneau
local noethérien Ov;“,ac- Par la construction explicite de 'analytifié d’un
schéma affine donnée par exemple au paragraphe 1.4 de [11], on peut sup-
poser que = est décrit par un nombre fini d’inégalités larges portant sur des
normes de fonctions du schéma Vy,, et que les inégalités strictes correspon-
dantes sont satisfaites en x. Comme V;, est la limite projective des Vyn, r
(rem. 0.16), il existe un sous-corps admissible Fy de L tel que les fonctions
rationnelles évoquées proviennent de Oy, o (Wr,F,) ; des lors, Z est I'image
réciproque d’un voisinage affinoide Zy de zx,r, dans V5 . Quitte a agran-
dir Fy, on peut faire 'hypotheése que f; provient de Oz, (=) pour tout i;

en particulier, f; provient de OV;?FD’va Fo

pour tout 1.
717 o~ . . .

Donnons-nous un élément g de Oyan ;. Soit n € N*. Choisissons dans
Ovan ; un élément g, congru a g modulo (f1,..., fg)". Par le méme rai-
sonnement que précédemment, il existe un sous-corps admissible F,, de L
tel que g, provienne de Oyan 4\ . .

Soit F' le complété du sous-corps de L engendré par les F,, ou n parcourt
N; c’est un sous-corps admissible de L. Pour tout n non nul, g, provient
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de OVQ‘,‘F@R, - par ailleurs, le corps F' contient Fp, d’ou il découle que f;
provient de (’)vgnF,gEN » quel que soit 4.

L’anneau Oyan ; est fidelement plat sur Oyan o, .. Pour n et i conve-
nables, définissons les éléments g;, et f; de Ovan sy comme les antécé-

dents de g, et f;. La fleche ngxyupmf/(f{,...,f(’i) — Oven o /(f1,- -, fa)
est un morphisme d’anneaux fidelement plat dont le but est un corps; sa
source est donc également un corps ; autrement dit, les f/ engendrent ’idéal

maximal de Oyan_ 4 -
Pour tout entier n > 0, les images de g, et gp+1 dans Oyen . /(f1,..., fa)"

coincident. Par fideéle platitude,
Ovar e/ (fis-- - fa)" = Oveno/(f1,- .., fa)"

est injective; de ce fait, les images de g, et g;,,; dans I"anneau quotient
OVS‘?F7$N,F/(JC{7 ..oy f)™ coincident.

La famille (g;, mod (f1,..., f})™ )» définit ainsi un élément de OV;I/“F\WF
dont I'image dans @ est par construction égale a g. Ceci acheve la
preuve du lemme. O

2.2. Vérification des propriétés constitutives de I’excellence

PROPOSITION 2.9. — Soit A une algébre k-affinoide ; on pose
X =SpecAet X = M(A).
Soit x € X et soit x son image sur X. Les morphismes
Spech\,w — Spec Ox g, Spec@ — Spec Ox x

et Spec Ox , — Spec Ox x sont géométriquement réguliers.

Démonstration. — Signalons pour commencer que tout au long de la
preuve, nous utiliserons sans les rappeler explicitement a chaque occurrence
les résultats du § 0.5.1 relatifs au comportement de la régularité vis-a-vis
d’un morphisme plat.

Les fleches étudiées étant plates, il reste a montrer les assertions sui-
vantes :

i) si p est un idéal premier de Ox , et si F' est une extension finie

radicielle de x(p), Panneau @ ®ox., F est régulier;

ii) si p est un idéal premier de Oy x et si F est une extension finie

radicielle de x(p), Panneau 6;( @0, F' est régulier;
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iii) si p est un idéal premier de Oy x et si F' est une extension finie
radicielle de (p), 'anneau Ox , ®o . I est régulier.

On va tout d’abord expliquer pourquoi ’on peut, pour chacune des as-
sertions a établir, supposer que A est intégre, que p = 0 et que F' = k(p).

Commengons par l'assertion i). On peut supposer, quitte & restreindre
X, que p provient d'un idéal q de A puis, en quotientant A par ¢, que
p = 0. Soit B une sous Ox ,-algebre finie et radicielle de F' de corps des
fractions égal a F'. On peut a nouveau restreindre X de sorte que B soit
de la forme B ®4 Ox 4, ou B est une A-algebre finie et radicielle. Soit y
I'unique antécédent de x sur Y = M(B); I'anneau local Oy, s’identifie a
B (lemme 0.15) et 1'on dispose d’un isomorphisme

—_— —_—
Oy)y ®Oy,y Frac Oy)y ~ OXJ ®Ox,x F.

En remplacant A par B et x par y, on se rameéne au cas ou F est égal
a Frac Ox ;. Comme Ox , est integre, le lemme 0.11 assure que x n’est
situé que sur une composante irréductible de M(A). En substituant & A
son quotient par I'idéal premier correspondant & la composante en question
(rem. 0.13), on se ramene finalement au cas ot A est intégre, o p = 0, et
ou F' = Frac Ox ;.

Poursuivons par les assertions ii) et iii). Quitte & quotienter A par son
idéal premier qui correspond & p, on peut supposer que A est integre et que
p = 0. Le corps F' est maintenant une extension finie radicielle du corps
des fractions de A. Il existe une sous-A-algebre finie et radicielle 5 de F
dont F est le corps des fractions. Posons Y = M(B) et Y = Spec B. Soit y
(resp. y) 'unique antécédent de x (resp. ) sur YV (resp. sur Y). On dispose
d’isomorphismes canoniques

Oyy = Oxx ®0x . Oyy et Oyy = Oxu @on . Oyy
(pour le second, cf. lemme 0.15). On peut donc écrire
Oxx ®ox, F~0yy o, , FracOy,

et Ox 2 @0, F'= Oyy ®oy,, Frac Oy y ;

en remplacant A par B et x par y, on se rameéne finalement au cas ou A
est integre, ot p =0, et ot F' = Frac Oy x.

Remarque 2.10. — Si |k*| # {1} et si A est strictement k-affinoide, on
peut procéder aux réductions ci-dessus en préservant le caracteére stricte-

ment k-affinoide de A.

Preuve des assertions simplifiées, et donc de la proposition, dans le cas
ou |k*| # {1} et o A est strictement k-affinoide. — On applique & X la
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proposition 2.2, b) avec L = k et r = ); elle fournit un ouvert non vide V
de X satisfaisant bg) et bs) avec W = X.

Montrons i). Soit q € Spec@ situé au-dessus du point générique de
Spec Ox . Par platitude de Spec Ox , — &, le point g s’envoie sur le point
générique de X, qui appartient & V. Il résulte alors de by) que g appartient
au lieu régulier de Spec (7;;

Montrons ii). Soit q € Spec@( situé au-dessus du point générique de
Spec Ox x ; le point g s’envoie sur le point générique de X', qui appartient
a V. Il résulte alors de bs) que q appartient au lieu régulier de Spec (’TX\X

Montrons iii). Soit q € Spec Ox , situé au-dessus du point générique de
Spec Oy x et soit q' un point de Spec(@ situé au-dessus de q; le point
q’ s’envoie sur le point générique de X, qui appartient & V. Il résulte alors
de bs) que q’ appartient au lieu régulier de Spec (5; ; par platitude de la
complétion, q appartient au lieu régulier de Spec Ox ..

Preuve des assertions simplifiées, et donc de la proposition, dans le cas
général. — Soit r un polyrayon déployant A; notons que comme A est
integre, il en va de méme de A, (0.9). On applique & X la proposition 2.2,
a) avec L = k; ; elle fournit un ouvert non vide U de X tel que les espaces
localement annelés U, et U™ soient réguliers. Soit z un antécédent de = sur
X, et soit z I'image de z sur A.

Montrons i). Soit q € Spec(ﬁx\@ situé au-dessus du point générique de
Spec Ox 5 ; par platitude de Spec Ox , — X, le point q s’envoie sur le point
générique de X, qui appartient & U. Soit q' € Spec O/X: situé au-dessus de
q; le point q’ est situé au-dessus de U, donc au-dessus du lieu régulier de
Spec Oy, . Les fleches Spec @: — Spec Ox, . — Spec Oy, , sont plates,
et a fibres régulieres en vertu du cas strictement affinoide déja traité. On
en déduit que q' appartient au lieu régulier de SpecO/X: ; par platitude,
q appartient au lieu régulier de Spec (7)-(\95

Montrons ii). Soit q € Spec@ situé au-dessus du point générique de
Spec Ox x ; le point g s’envoie sur le point générique de X', qui appartient
a U. Soit q' € Spec@; situé au-dessus de q; le point q' est situé au-
dessus de U, donc au-dessus du lieu régulier de Spec Oy, ,. Comme la
fleche Spec@: — Spec Oy, 5 est plate, et a fibres régulieres en vertu
du cas strictement affinoide déja traité, q' appartient au lieu régulier de
Spec(’)//y;; par platitude, q appartient au lieu régulier de Spec @\x

Montrons iii). Soit q € Spec Ox , situé au-dessus du point générique de
Spec Ox x ; le point g s’envoie sur le point générique de X', qui appartient
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a U. Soit q' € SpecOx, . situé au-dessus de q; le point ¢’ est situé au-
dessus de U, donc au-dessus du lieu régulier de Spec Oy, . Comme la
fleche Spec Ox, . — SpecOyx, , est plate, et a fibres régulieres en vertu
du cas strictement affinoide déja traité, q' appartient au lieu régulier de
Spec Ox, . ; par platitude, q appartient au lieu régulier de SpecOx . U

Remarque 2.11. — Bien que la régularité géométrique du morphisme
Spec Ox  — Spec Oy x ne soit pas a priori requise pour établir les résultats
d’excellence que nous avons en vue, nous avons choisi de 'insérer dans
I’énoncé car nous l'utilisons lors de la preuve de la régularité géométrique
de Spec@ — Spec Oy x dans le cas général; nous I’étendrons un peu
plus bas au cas d’un schéma de type fini sur une algebre affinoide (th. 3.3).

PRrROPOSITION 2.12. — Soit A une algébre affinoide, soit p € Spec. A
et soit F' une extension finie et radicielle de k(p). Il existe une sous-A/p-
algebre finie et radicielle B de F', de corps des fractions égal a F', tel que le
lieu régulier de Spec B contienne un ouvert non vide.

Démonstration. — Quitte & quotienter A par p, on peut supposer que A
est integre et que p = 0. Le corps F est alors une extension finie et radicielle
de Frac A. Il existe une sous-A-algebre finie et radicielle B de F' dont le
corps des fractions est égal a F'; la proposition 2.2 assure qu’il existe un
ouvert non vide de Spec B qui est régulier. O

THEOREME 2.13. — Soit A une algébre k-affinoide. L’algébre A est ex-
cellente, et les anneaux locaux de M(A) sont excellents.

Démonstration. — Compte-tenu des propositions 2.9 et 2.12, il reste sim-
plement & s’assurer de 'universelle caténarité de A et de chacun des an-
neaux locaux de M(A). Or A peut s’écrire comme un quotient de k{r =T}
pour un certain polyrayon r. Le lemme 2.1 assure que k{r~!T} est régu-
lier, et que I'espace localement annelé M (k{r~!T}) lest également, ce qui
permet de conclure (cf. [19], th. 17.9). O

Remarque 2.14. — La premiere assertion du théoréeme ci-dessus a été
démontrée par Kiehl dans le cas d’une algebre strictement affinoide ([17],
th. 3.3) ; la seconde I’a été par Conrad ([8], th. 1.1.3) dans le cas des anneaux
locaux en les points rigides d’un espace strictement affinoide.

3. Extension des scalaires et théoréme de comparaison

On utilisera dans ce qui suit les ensembles de propriétés P, Q et R définis
au § 0.5.1.
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3.1. L’extension des scalaires

THEOREME 3.1. — Soit X un schéma de type fini sur une algébre k-
affinoide A. Soit L une extension compléte de k, soit x un point de X et
soit y un point de Xy, situé au-dessus de x. Soit F un faisceau cohérent sur
X. SoitPe SUQUTR; siP e QUR, on suppose que F = Oy.

a) Si F® Oy, y vérifie P, alors F ® Ox x vérifie P.
b) SiPeSUQ et si F® Oxx vérifie P, alors F @ Oy, y vérifie P.

c) SiPeR,si F® Oy vérifie P, et si L est une extension analyti-
quement séparable de k, alors F ® Oy, y vérifie P.

Démonstration. — La platitude de X;, — X entraine immédiatement
lassertion a) (§ 0.5.1).

Soit t € X, soit s € X, situé au-dessus de t, et soit ) 'adhérence réduite
de t dans &X'. La proposition 2.2 assure l’existence d’un ouvert non vide U/ de
Y tel que Uy, soit d’intersection complete en chacun de ses points, et régulier
si L est analytiquement séparable sur k. On en déduit que Ox, s ®0, , k(1)
est d’intersection complete en chacun de ses points, et régulier si L est
analytiquement séparable sur k. En vertu de la platitude de X, — X, les
assertions b) et c) s’en déduisent aussitot (§ 0.5.1). O

3.2. Régularité géométrique des fibres analytiques

LEMME 3.2. — Soit X un schéma affine et de type fini sur une algébre
k-affinoide A, soit V un domaine affinoide de X", et soit V le spectre de
Panneau des fonctions analytiques sur V. Soit v € V et soit X son image
sur X. Si X est régulier en x alors V est régulier en v.

Démonstration. — Supposons donc & régulier en x. Soit v un point de
V situé au-dessus de v. Puisque A est un anneau excellent d’apres le théo-
reme 2.13, le lieu de régularité U de X en est un ouvert de Zariski; on a
X € U et v € U?". Soit r un polyrayon déployant A et V. Comme k, est
une extension analytiquement séparable de k, le théoreme précédent assure
que le schéma U, est régulier.

Soit w un antécédent de v sur U™ et soit W un voisinage strictement k,-
affinoide de w dans le bon espace strictement kp-analytique V. NUZ". Soit
W le spectre de I’algebre des fonctions analytiques sur W. La fleche W — V
est plate et son image contient v ; il suffit donc (§ 0.5.1) de démontrer que
W est régulier.
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Soit t un point fermé de W. Il correspond par le Nullstellensatz a un point
ky-rigide t de W, dont on note u I'image sur U,. L’anneau local complété
Oy, u est régulier; 'on dispose par ailleurs d’isomorphismes naturels

S
Opu = Oyan p =~ Owp =~ Ot ;

le premier et le dernier proviennent du lemme 2.6.3 de [3], et celui du milieu
du fait que le point k,-rigide t appartient a 'intérieur topologique de W
dans UZ"™ ; on en déduit que W est régulier en t. Ceci valant pour tout point
fermé t de W, le schéma W est régulier. a

La proposition ci-dessous constitue entre autres une généralisation de
Passertion iii) de la proposition 2.9 & un schéma de type fini sur une algebre
affinoide.

THEOREME 3.3. — Soit X un schéma affine et de type fini sur une
algebre affinoide. Soit V' un domaine affinoide de X*" et soit V le spectre de
son algebre des fonctions. Soit x € V et soient v et x ses images respectives
surV et X.

Dans le diagramme commutatif

Spec Oy, L> Spec Oy v

ih & J/fz;

Spec O xon 4 L Spec Ox x
toutes les fleches sont géométriquement réguliéres.

Démonstration. — On sait déja que f1, fo et f3 sont fidelement plates;
la fidele platitude de fy et celle de f5 s’ensuivent immédiatement.

Venons-en a la régularité géométrique des fibres; tout au long de la
preuve nous utiliserons sans les rappeler explicitement a chaque occurrence
les résultats du § 0.5.1 relatifs au comportement de la régularité vis-a-vis
d’un morphisme plat.

Preuve de la régularité géométrique de f;. — C’est I'une des assertions
de la proposition 2.9.

Preuve de la régularité géométrique de fs. — Soit p un idéal premier
de Oy x et soit I une extension finie purement inséparable de x(p) ; nous
allons démontrer que Oy, ®o, , ' est régulier. Soit Z le fermé de Zariski
de X égal a I’adhérence du point qui correspond a p, muni de sa structure
réduite. Quitte & remplacer X’ par Z, on peut supposer que X’ est intégre et
que p = 0. Il existe une sous-Ox x-algebre finie et radicielle B de F' dont F
est le corps des fractions; on peut donc restreindre X de sorte qu’il existe
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un schéma integre ) et un morphisme ) — X fini, dominant et radiciel de
fibre générique isomorphe & Spec F'. Soit y (resp. y) I'unique point de Y
(resp. Y?") situé au-dessus de x (resp. z) et soit W l'image réciproque de
V sur Y2".

L’on dispose (lemme 0.15) d’un isomorphisme

Ow,y ~ Ovs ®on . Oyys

et I'on a donc Oy, ®o,, , Frac Oyy ~ Oy, ®o,, F. Ceci permet, en
remplacant X par V), x par y et V par W, de se ramener finalement au cas
ou X est integre, ou p = 0 et ot F' = k(p).

Soit g un idéal premier de Oy, situé au-dessus du point générique de X.
Notons z son image sur V; par le lemme 3.2 ci-dessus, Oy , est régulier.
En vertu de la régularité géométrique de f1, I'idéal premier q appartient
au lieu régulier de Spec Oy, ce qu'il fallait démontrer.

Preuve de la régularité géométrique de fo. — Quitte a remplacer X?"
par un voisinage affinoide de z, et V' par son intersection avec celui-ci, on
peut supposer que X est le spectre d’une algebre affinoide A ; ’on a alors
X2 = M(A); nous allons également désigner cet espace affinoide par X.
Soit p un idéal premier de Ox , et soit F' une extension finie radicielle de
x(p) ; on cherche a montrer que Oy, ®o,, F est régulier.

On peut supposer, quitte a restreindre X, que p provient d’un idéal
de A puis, en quotientant A4 par ce dernier, que p = 0. Soit B une sous
Ox g-algebre finie et radicielle de F' de corps des fractions égal a F. On
peut & nouveau restreindre X de sorte que B soit de la forme B ® 4 Ox 4,
ou B est une A-algebre finie et radicielle. Soit y 'unique antécédent de z
sur Y = M(B), et soit W I'image réciproque de V sur Y. Comme Oy,
s'identifie a B, et Ow,y, & Oy, ®oy , B (lemme 0.15), on a

OV@ ®0x,m F ~ OW’y ®OY,y Frac Oy)y.

En remplacant X par Y, x par y et V par W, on se ramene au cas ou
p =0 et ot 'on a de surcroit F' = Frac Ox ,. Comme Ox . est integre, le
lemme 0.11 assure que x n’est situé que sur une composante irréductible
de X. En substituant a A son quotient par 'idéal premier correspondant
a la composante en question (cf. remarque 0.13), on se ramene finalement
au cas ou A est integre, ou p =0, et ou F' = Frac Ox ;.

Notons X le spectre de A. Soit q un idéal premier de Oy, situé au-dessus
du point générique de Spec Ox . Par platitude de Spec Ox , — X, I'image
de g sur le schéma integre X est le point générique de celui-ci; en vertu de
la régularité géométrique de f5, I'idéal premier q appartient au lieu régulier
de Spec Oy ;.
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Preuve de la régularité géométrique de fy. — Elle découle immédiatement
de la platitude de f; et de la régularité géométrique de f5.

Preuve de la régularité géométrique de f3. — C’est un cas particulier de
la régularité géométrique de f5 : celui ou V est un voisinage affinoide de x
dans X?". d

3.3. Le théoréme de comparaison

On rappelle que les ensembles de propriétés P, Q et R ont été définis au
§0.5.1.

THEOREME 3.4. — Soit X un schéma de type fini sur une algébre affi-
noide A. Soit V' un domaine affinoide de X", soit x un point de V et soit
x son image sur X . Soit F un faisceau cohérent sur X. Soit P € SUQUR ;
si P € QUR, on suppose que F = Ox. Sous ces hypothéses :

A) I'ensemble U des points z de X tels que F ® Ox , vérifie P est un
ouvert de Zariski;

B) les propositions suivantes sont équivalentes :
By) F ® Oy, vérifie P;
Bo) F ® Oxan 5 vérifie P;
B3) F ® Oy x vérifie P.

Démonstration. — L’assertion A) provient du fait que 4 est un anneau
excellent par la proposition 2.13, et des résultats rappelés au 0.5.2 ; notons
que comme A est un quotient d’'un anneau régulier par le lemme 2.1, la
situation est justiciable de la remarque 0.8 lorsque P est la propriété d’étre
d’intersection complete.

Les morphismes

Spec Oy, — Spec Oxan 5 et Spec Oxan ;, — Spec Oy x

sont géométriquement réguliers d’apres le théoreme 3.3 ci-dessus; les équi-
valences B1) <= Bjy) <= Bj) s’ensuivent immédiatement (§ 0.5.1). O

Remarque 3.5. — Lorsque X = A, I'équivalence By) <= Bgs) dans
le théoréme ci-dessus a été prouvée par Berkovich ([3], th. 2.2.1); on se
convaine facilement que lorsque |k*| # {1} et lorsque A est strictement
k-affinoide sa démonstration s’étend mutatis mutandis au cas ou X est un
A-schéma de type fini quelconque ; de méme, celle du corollaire 2.2.8 de [3]
permet en fait d’établir By) <= Bs) dés que |k*| # {1} et que A et V
sont strictement k-affinoides ; nous nous sommes en partie inspiré ici de ces
différentes preuves.
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3.4. Les propriétés usuelles de ’algebre commutative
dans le cas non nécessairement bon

On travaille toujours avec les ensembles de propriétés P, Q et R définis
au § 0.5.1.

Soit X un espace analytique, soit F un faisceau cohérent sur X, et soit
PeSUQUR;siP e QUR, onsuppose que F = Ox,. Soit x un point de
X et soient V et W deux domaines affinoides de X contenant x et tels que
W C V. Il résulte du théoreme 3.4 que F ® Oy, satisfait P si et seulement
si F @ Ow, satisfait P. On en déduit I’équivalence des deux propositions
suivantes :

i) il existe un bon domaine analytique U de X contenant z tel que
F ® Oy, satisfasse P

ii) F ® Oy, satisfait P pour tout bon domaine analytique U de X
contenant x.

Lorsque ces deux propriétés sont vérifiées, on dit que F satisfait P en z.

Si X est bon, il résulte de la définition que F satisfait P en x si et
seulement si F ® Ox , satisfait P.

Si U est un domaine analytique de X contenant z, il est immédiat que
F satisfait P en x si et seulement si F|y; satisfait P en .

On dira que F satisfait P (et méme, si F = Ox,, que X satisfait P) si
F satisfait P en tout point de X. Ceci vaut bien entendu également pour
la conjonction de plusieurs propriétés; on parlera ainsi d’espace analytique
normal (i.e. satisfaisant Ry et Sy, d’apres le critere de Serre), réduit (i.e.,
satisfaisant Rg et S, d’apres le critere de Serre), etc.

Certains résultats des théoremes 3.1 et 3.4 peuvent étre reformulés dans
ce nouveau contexte. Les énoncés obtenus se résument comme suit : les
propriétés appartenant & S U Q descendent et montent par extension quel-
conque des scalaires; celles qui appartiennent & R descendent par exten-
sion quelconque et montent par extension analytiquement séparable des
scalaires.

Les théorémes 3.1 et 3.4, ainsi que leurs déclinaisons dans le
cas non nécessairement bon seront désormais utilisés la plupart
du temps librement, sans rappel des références.
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4. Les composantes irréductibles en géométrie analytique

4.1. Caractére G-local de la topologie de Zariski
et structures réduites

LEMME 4.1. — Soit A une algébre affinoide et soit X 'espace M(A).
Soit I un idéal de A, et soit Y le lieu des zéros de I sur X . Soit F le faisceau
d’idéaux de Ox qui associe & un domaine analytique V de X I’ensemble
des f € Ox. (V) telles que f(x) = 0 pour tout x € VNY. Le faisceau F

coincide avec le faisceau cohérent v/T.

Démonstration. — L’inclusion v/I C _F est triviale. Pour établir la réci-
proque, il suffit de vérifier que F(V) € vI(V) = vI.Ay pour tout domaine
affinoide V' de X ; donnons-nous un tel V.

On peut décrire Y comme le lieu des zéros de +/T; munissons-le de
la structure de sous-espace analytique fermé correspondante. Il s’identi-
fie alors & M(A/vT), et VNY en est un domaine affinoide, dont I’algébre
des fonctions analytiques est Ay /(VI.Ay); 'anneau A/v/T étant réduit,
Av/(VI.Ay) Dest aussi. Soit f appartenant & F (V). Par hypothese, f est
nulle en tout point de V NY. Son image dans Ay /(v/1.Ay) est donc nil-
potente, et partant nulle puisque cet anneau est réduit. Cela signifie que

fE\/j..Av. O

PROPOSITION 4.2. — Soit X un espace analytique et soit (X;) un G-
recouvrement de X par des domaines analytiques. Soit Y une partie de
X telle que Y N X; soit un fermé de Zariski de X; pour tout i. Soit F
le faisceau d’idéaux de Ox., qui associe & un domaine analytique V de X
Pensemble des f € Ox (V) telles que f(x) =0 pour tout x € VNY.

i) Le faisceau F est cohérent; le sous-ensemble Y de X s’identifie a
son lieu des zéros et est donc un fermé de Zariski;

ii) le faisceau F est le plus grand faisceau cohérent d’idéaux dont Y
est le lieu des zéros;

iii) le sous-espace analytique fermé Yieq de X défini par F est un objet
final de la catégorie des espaces analytiques réduits munis d’un
morphisme vers X dont I'image est incluse dans Y .

Démonstration. — Quitte a raffiner le recouvrement (X;), on peut sup-
poser que chacun des X; est affinoide. Le lemme 4.1 ci-dessus assure que
F\x, est cohérent pour tout 7; par conséquent, F est cohérent.
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Fixons i. Comme Y N X; est un fermé de Zariski de ’espace affinoide Xj,
il est tautologique que Y N X; est le lieu des zéros de F|x, ; on en déduit
que Y est le lieu des zéros de F, ce qui termine la preuve de i).

L’assertion ii) résulte immédiatement de la définition de F. L’assertion
iii) se vérifie G-localement sur X, ce qui autorise & le supposer affinoide ;
soit A lalgebre des fonctions analytiques sur X et soit I = F(X); on a
Yied = M(A/I); comme I = /I par définition du faisceau F, 'anneau
A/I est réduit, et espace Yieq est de ce fait réduit; 'image de Yieq — X
est évidemment incluse dans (et méme égale a) Y.

Il suffit, en raisonnant G-localement sur la source des morphismes, de
vérifier que Y;eq est un objet final de la catégorie des espaces affinoides
réduits munis d’un morphisme vers X dont I'image est incluse dans Y. Soit
B une algebre affinoide réduite et soit A — B un morphisme borné tel que
I'image de M(B) sur M(A) soit incluse dans Y. Si f est un élément de
I, il est nul en tout point de Y ; son image dans B est donc nulle en tout
point de M(B), et est par conséquent nilpotente ; comme B est réduite, elle
est nulle. On en déduit que B — A se factorise de maniére unique par un
morphisme, nécessairement borné, de A/I dans B. O

La structure définie par F est appelée la structure réduite du fermé de
Zariski Y ; si 'on a préalablement pris la peine de préciser que I’on munit
Y de sa structure réduite, on s’autorisera a écrire Y au lieu de Yieq. Si
Y = X, le faisceau F est celui des fonctions G-localement nilpotentes (qui
se trouve donc étre cohérent), et X,eq est appelé I'espace analytique réduit
associé a X. Notons que X = X,¢q si et seulement si X est réduit.

Remarque 4.3. — La proposition ci-dessus assure en particulier que la
propriété d’étre ouvert (ou fermé) de Zariski est de nature G-locale. Ce
fait permet de globaliser certains résultats obtenu dans le cas affinoide;
donnons-en une illustration.

THEOREME 4.4. — Soit X un espace analytique, soit F un faisceau co-
hérent sur X et soit P une propriété appartenant 8 SUQUTR (les ensembles
S, Q et R ont été définis au § 0.5.1) ; si P appartient & Q UR, on suppose
que F = Ox. L'ensemble Z des points de X en lesquels F satisfait P est
un ouvert de Zariski de X.

Démonstration. — Si V' est un domaine affinoide de X, l'intersection
VNZ est 'ensemble des points de V' en lesquels F |y, satisfait P ; on déduit du
théoreme 3.4 (appliqué & X = Spec Ay) que VN Z est un ouvert de Zariski
de V. Ceci valant pour tout domaine affinoide V' de X, la proposition 4.2
garantit que Z est un ouvert de Zariski de X. (|
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Remarque 4.5. — Lorsque P € SU @, il est immédiat que la formation
de l'ouvert de Zariski évoqué ci-dessus commute a tout changement du
corps de base.

Le théoréme ci-dessus sera utilisé librement dans la suite, sans
rappel ni référence.

Remarque 4.6. — Soit X un espace analytique, soit Z un faisceau co-
hérent d’idéaux sur X et soit Y son lieu des zéros; munissons-le de la
structure associée a Z. Soit Z un fermé de Zariski de Y. La notation Zeq
peut a priori faire référence a Z ou bien en tant que fermé de Zariski de
I’espace analytique Y, ou bien en tant que fermé de Zariski de X ; cette
ambiguité n’en est en réalité pas une, car ces deux espaces notés Z,eq sont
canoniquement isomorphes, comme on le vérifie a ’aide de leurs propriétés
universelles.

Remarque 4.7. — Soit X un espace analytique, soit Y un fermé de
Zariski de X et soit U un domaine analytique de X ; il résulte des propriétés
universelles des espaces en jeu que les sous-ensembles analytiques fermés
U X x Yied €t (UNY)rea de U sont canoniquement isomorphes.

PROPOSITION 4.8. — Soit X un bon espace analytique et soit x € X.
Le morphisme naturel (Ox z)red — Ox,.4,2 €St un isomorphisme.

Démonstration. — On peut supposer que X est affinoide; soit A ’al-
gebre affinoide correspondante, et soit Z 1'idéal des éléments nilpotents de
A. L’anneau Oy, _, , est réduit et s’identifie au quotient de Ox , par son
idéal nilpotent ZOx , ; il est donc naturellement isomorphe & (Ox g )red- O

LEMME 4.9. — Soit X un espace k-analytique et soit L une extension
compléte de k. Il existe un morphisme naturel (Xr,)red — (Xred)r qui est
une immersion fermée, et un isomorphisme si et seulement si (X;eq)r, est
réduit.

Démonstration. — Comme 'espace (X[ )rea est réduit, le morphisme
composé (X1 )red — X1 — X se factorise par X,oq et donc par (Xyed)r ;
les fleches (X1 )rea — X1 et (Xiea)r — X sont des immersions fermées;
il en résulte que (X1 )red — (Xred)r €st une immersion fermée.

Soit Z un espace analytique réduit, et soit Z — Xy un morphisme.
Comme Z est réduit, la composée Z — X — X se factorise d’une unique
maniere par X,oq. L’ensemble des k-morphismes de Z vers X,.q étant en
bijection naturelle avec celui des L-morphismes de Z vers (Xyeq)r, la fleche
Z — X, se factorise de maniere unique par (X,eq)r- Si celui-ci est réduit,
il s’identifie donc & (X )req ; la réciproque est triviale. O
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4.2. Autour des composantes irréductibles d’un espace affinoide

PROPOSITION 4.10. — Soit V' un espace affinoide et soit W un domaine
affinoide de V' ; soit Z un fermé de Zariski de V et soit T un fermé de
Zariski de W. Les assertions suivantes sont équivalentes :

«) Z est une composante irréductible de V' et T une composante irré-
ductible de W incluse dans Z ;

0B) Z est une composante irréductible de V' et T une composante irré-
ductible de Z "W ;

v) Z est une composante irréductible de V et T est inclus dans Z,
irréductible et de méme dimension que Z ;

0) Z est égal a I'adhérence TVZ'" de T dans V pour la topologie de
Zariski de ce dernier, et T' est une composante irréductible de W.

Démonstration. — Supposons «) vraie et montrons ). Comme T est
une composante irréductible de W incluse dans Z, c’est un fermé de Za-
riski irréductible maximal de W inclus dans Z; c’est a fortiori un fermé
irréductible maximal de Z NW, et donc une composante irréductible de ce
dernier.

Supposons 3) vraie et montrons 7). Soit d la dimension de Z. Comme
Z est irréductible, il est purement de dimension d, et W N Z est donc
purement de dimension d; ses composantes irréductibles sont donc toutes
de dimension d; c’est en particulier le cas de T

Supposons ) vraie et montrons §). Soit ¥ un fermé de Zariski de V
contenant T. Le fermé de Zariski Y N Z de V contient T, donc est au
moins de dimension d. Comme c’est un fermé de Z, lequel est lui-méme
irréductible de dimension d, il coincide avec Z. L’on a donc bien TVZ“ =7.
Si S est un fermé de Zariski irréductible de W contenant 7', alors ?VZM est
un fermé irréductible de V' contenant Z ; ce dernier étant une composante
irréductible de V', l'on a szm = Z. La dimension de S est donc majorée
par d, ce qui implique que T' = S'; ainsi, T" est une composante irréductible
de W.

Supposons 0) vraie et montrons «). L’irréductibilité de T' entraine celle
de Z. Soit Y une composante irréductible de V' contenant Z. Comme T est
une composante irréductible de W contenue dans Y, U'implication «) = 7)
déja établie assure que dim 7' =dim Y ; d’autre part 7' C Zet Z C Y, d’ou
I’encadrement dim7T' < dim Z < dim Y ; en conséquence dim Z = dim Y.
Puisque Y est irréductible, Y = Z. O
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COROLLAIRE 4.11. — Soit V un espace affinoide et soit W un domaine
affinoide de V. Si Z est une composante irréductible de V', alors Z N W
est réunion de composantes irréductibles de W ; si T est une composante
irréductible de W, elle est contenue dans une seule composante irréductible

de V qui est égale a T %

Démonstration. — La premiére (resp. la seconde) assertion résulte de
Iimplication ) = «) (resp. @) = ¢)) dans la proposition ci-dessus. O
Commentaire. — Notons que dans le corollaire ci-dessus, Z N W peut

tres bien étre égal a la réunion vide de composantes irréductibles de W.

PROPOSITION 4.12. — Soit X un espace analytique, soit Y un fermé
de Zariski de X et soit d un entier. Il existe deux fermés de Zariski YdJr
et Y, de X caractérisés par le fait que pour tout domaine affinoide V' de
X, I'intersection Y;” NV (resp. Y;” N'V) est la réunion des composantes
irréductibles de V' contenues dans Y et de dimension d (resp. non contenues
dans 'Y ou de dimension différente de d).

Démonstration. — Pour tout domaine affinoide V' de X, notons C(V)
I'ensemble des composantes irréductibles de V, et CT (V) 'ensemble des
composantes irréductibles de V' qui sont contenues dans Y et de dimension

d;posons ET(V)= |J Tet&E (V)= U T.
Tec+(V) TeC(V)—C+(V)

Soit V' un domaine affinoide de X, et soit W un domaine affinoide de V.
Soit Z une composante irréductible de V' et soit T' une composante irré-
ductible de W contenue dans Z. Le couple (Z,T') satisfaisant la condition
«) de la proposition 4.10, il satisfait également ) et §); on en déduit que
T € CT(W) si et seulement si Z € C*(V). Il découle alors du corollaire
411l que EFW) =ET(VINW et E&(W)=E-(V)NW.

Soit Y (resp. Y; ) la réunion des E* (V) (resp. des £~(V)) ou V par-
court I’ensemble des domaines affinoides de X. En vertu de ce qui précede,
'on a pour tout domaine affinoide V de X les égalités Y;f NV = £F(V)
et Y, NV =& (V); puisque ET(V) et £~ (V) sont des fermés de Zariski
de V pour tout domaine affinoide V' de de X, la proposition 4.2 assure que
Yd+ et Y, sont des fermés de Zariski de X. O

PROPOSITION 4.13. — Soit X un espace analytique, soit V un domaine
affinoide non vide de X et soit T une composante irréductible de V dont
on note d la dimension.

. . . . . mXzar
i) Pour tout domaine affinoide W de X, intersection T “** N'W est
réunion de composantes irréductibles de W de dimension d ;
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.o\ XZ . .
il) T° ™" est purement de dimension d ;

ooy AN Zar . . " . . .
iii) T°*" est I'unique fermé de Zariski irréductible de X qui contient
X zar

T ; si X est irréductible, on a donc T =X.
. =X zar N . A .
Commentaire. — Notons que T~ " N'W peut trés bien étre la réunion
vide de composantes irréductibles de W.
X Zar .
Démonstration de la proposition 4.13. — Posons Y =T~ “*. Il est clair

que Y est un fermé de Zariski irréductible de X ; on utilise les notations
Yj et Y,  de la proposition 4.12 ci-dessus ; on a clairement X = Yj uY, .

Soit Z un fermé de Zariski irréductible de X qui contient Y. L’irréduc-
tibilité de Z et 'égalité Z = (ZNY,; ) U(ZNY, ) impliquent que Z C Y;"
ouZ CY;.Comme T C Z, l'inclusion Z C Y, est impossible; deés lors,
Zcy}.

Appliquons en particulier ceci lorsque Z = Y. On a donc Y C Yj;
comme il est clair que Yd+ CY,onaY = Yd+. Cela signifie exactement que
pour tout domaine affinoide W de X, I'intersection Y N W est réunion de
composantes irréductibles de W de dimension d, ce qui prouve i) ; 'assertion
ii) en est une conséquence triviale.

Revenons a un fermé de Zariski irréductible quelconque Z qui contient
Y.Lona Z CY; et Y, CY;decefait, Z =Y, ce qui prouve iii). O

COROLLAIRE 4.14. — Soit X un espace analytique irréductible. Il existe
d € N tel que X soit purement de dimension d ; si Z est un fermé de Zariski
strict de X, alors dim Z < d et Z ne contient aucun domaine analytique
non vide de X ; il est en particulier d’intérieur vide.

Démonstration. — Faisons une remarque préliminaire : si T' est une com-
posante irréductible d’un domaine affinoide V' de X et si I'on note d la di-
mension de T, alors T2 est en vertu de la proposition ci-dessus purement
de dimension d et coincide avec X puisque celui-ci est irréductible.

La premiere assertion provient alors du fait que X étant irréductible, il
est non vide; il posséde donc un domaine affinoide non vide V', lequel a au
moins une composante irréductible.

Etablissons la seconde assertion. Soit Z un fermé de Zariski strict de X.
Soit V un domaine affinoide de X. Il résulte de la remarque préliminaire
que Z ne peut contenir aucune composante irréductible de V. Comme X
est purement de dimension d, son domaine affinoide V' est purement de
dimension d et Z NV est donc de dimension strictement inférieure a d.
Ceci valant pour tout domaine affinoide V' de X, la dimension de Z est
strictement inférieure a d.
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Soit V' un domaine analytique non vide de X. Comme X est purement
de dimension k-analytique d, la dimension de V' vaut d; comme dim Z < d,
on a dim Z NV < d; par conséquent, V n’est pas inclus dans Z. g

4.3. Ensembles G-localement finis de fermés de Zariski
et composantes irréductibles

4.3.1. Ensembles G-localement finis : définition et premieres propriétés

DEFINITION 4.15. — On dira qu'un ensemble £ de fermés de Zariski
d’un espace analytique X est G-localement fini si tout domaine affinoide
V de X ne rencontre qu’un nombre fini d’éléments de .

Commentaire. — Notons que sous cette hypothese ( |J E)NV est pour
EcE
tout domaine affinoide V' de X une réunion finie de fermés de Zariski de

V', et est donc fermé de Zariski de V ; la proposition 4.2 assure alors que
U E est un fermé de Zariski de X.
Ec&
LEMME 4.16. — Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analytiques et
soit £ un ensemble G-localement fini de fermés de Zariski de X . L’ensemble
{f~YE)}gee de fermés de Zariski de Y est G-localement fini.

Démonstration. — Si V' est un domaine affinoide de Y alors f(V) est
une partie quasi-compacte de X (qui n’est pas supposé topologiquement
séparé), et est en conséquence contenue dans une réunion finie de domaines
affinoides de X ; il en résulte que f(V) ne rencontre qu'un nombre fini
d’éléments de &, d’ou le lemme. O

Remarque 4.17. — Notons deux cas particuliers importants : si ¥ est
un domaine analytique ou un sous-espace analytique fermé de X, alors
{ENY}gee est un ensemble G-localement fini de fermés de Zariski de Y.

4.3.2. Unions G-localement finies et composantes irréductibles

LEMME 4.18. — Soit X un espace analytique irréductible et soit £ un
ensemble G-localement fini de fermés de Zariski de X tels que X = |J E.

Ee&
On a alors X € £.
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Démonstration. — Comme X est irréductible il est non vide, et possede
donc un domaine affinoide non vide V. L’ensemble £ est G-localement fini;
des lors, 'ensemble {E N V}gee constitue un recouvrement fini de V' par
des fermés de Zariski; ceci entralne, V étant non vide, 'existence d’une
composante irréductible 7" de V et de E € & tels que T' C E. Comme X
est irréductible, la proposition 4.13 assure que T x , d’out il découle
que F = X. O

COROLLAIRE 4.19. — Soit X un espace analytique, et soit £ un en-
semble G-localement fini de fermés de Zariski irréductibles de X deux a

deux non comparables pour I'inclusion ; supposons que X = |J E. Tout
Ee&
fermé de Zariski irréductible de X est alors contenu dans un élément E de

&, et 'ensemble £ est exactement I'ensemble des fermés de Zariski irréduc-
tibles maximaux de X.

Démonstration. — Soit Z un fermé de Zariski irréductible de X ; munis-
sons-le (par exemple) de sa structure réduite. D’aprés la remarque 4.17
{E N Z}ges est un ensemble G-localement fini de fermés de Zariski de Z,

et il est immédiat que Z = |J E N Z; par le lemme 4.18, il existe alors
Eeg
E € & tel que Z = ENZ, c’est-a-dire tel que Z C F; on en déduit aussitot

que tout fermé de Zariski irréductible maximal de X appartient a .

Soit T € & et soit Z un fermé de Zariski irréductible de X contenant
T; d’apres ce qui précede, il existe F € £ tel que Z C FE; on a donc
T C FE, et comme les éléments de £ sont deux a deux non comparables
pour linclusion, T'= F; par conséquent, Z =T et T est bien un fermé de
Zariski irréductible maximal de Y. 0

THEOREME 4.20 (description des composantes irréductibles). — Soit X
un espace analytique. Soit Irr(X) I'ensemble des parties de X qui sont de la
forme TXZ"", ou T est une composante irréductible d’'un domaine affinoide
de X ; I'ensemble Irr(X) est constitué de fermés de Zariski irréductibles
deux a deux non comparables pour linclusion et est G-localement fini;

Pona |J FE = X. Tout fermé de Zariski de X est contenu dans un élé-
Eelrr(X)

ment de Irr(X), et Irr(X) est exactement I’ensemble des fermés de Zariski
irréductibles maximaux de X.

Démonstration. — 11 résulte de la définition de Irr(X) que ses éléments
sont des fermés irréductibles de X dont la réunion est égale a X.

Soit E € Irr(X) et soit V un domaine affinoide de X. La proposi-
tion 4.13 iii) assure que E NV est réunion de composantes irréductibles
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Zar

de V et garantit que si T" est 'une de celles-ci, alors E = TX
duit que V' ne rencontre qu’un nombre fini d’éléments de Irr(X) ; ce dernier
est donc bien G-localement fini.

Soient E et E’ deux éléments de Irr(X) tels que E C E’. Choisissons un
domaine affinoide V' de X et une composante irréductible T de V tels que

X Zar , 1 .
E=T"""; comme E' est un fermé de Zariski irréductible contenant F et

; on en dé-

. . . X zar \ . .
donc T, il coincide avec T~ “*" d’aprés la proposition 4.13 ; autrement dit
E = FE', et les éléments de Irr(X) sont donc deux & deux non comparables
pour l’inclusion. Les deux dernieres assertions découlent du corollaire 4.19.

|

Les éléments de ensemble Irr(X) défini dans I’énoncé du théoreme ci-
dessus seront appelés les composantes irréductibles de X ; notons que si
X est affinoide, on retrouve bien les composantes irréductibles usuelles. Si
Y est une composante irréductible de X, la proposition 4.13 assure que
pour tout domaine affinoide V' de X, l'intersection V' NY est réunion de
composantes irréductibles de V.

Il résulte de la caractérisation topologique des composantes irréductibles
(comme fermés de Zariski irréductibles maximaux) que si Y est un fermé de
Zariski de X, alors I’ensemble des composantes irréductibles de Y ne dépend
pas de la structure de sous-espace analytique fermé dont on le munit ; on se
permettra donc d’évoquer ces composantes sans fixer une telle structure.

Par exemple, soit £ un sous-ensemble de Irr(X); posons Y = [J E. On
Eeg
sait que Y est un fermé de Zariski de X (commentaire suivant la déf.

4.15) et que &£ est un ensemble G-localement fini de fermés de Zariski de
Y (rem. 4.17); les éléments de £ sont par définition irréductibles, deux &
deux non comparables pour 'inclusion, et recouvrent Y ; il en résulte que
& est I’ensemble des composantes irréductibles de Y.

4.3.3. Quelques propriétés des composantes irréductibles

LEMME 4.21. — Soit X un espace analytique. Si x est un point de X,
alors dim, X est le maximum des dimensions des composantes irréductibles
de X qui contiennent x.

Démonstration. — Soient X1,...,X, les composantes irréductibles de
X contenant z, soient dy,...,d, leurs dimensions respectives et soit V' un
domaine affinoide de X contenant x. Pour tout 4, la proposition 4.13 assure
que X; NV est réunion de composantes irréductibles de V' de dimension
d; ; par ailleurs, toute composante irréductible 7" de V contenant = est
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contenue dans TXZ“, qui est une composante irréductible de X et est donc
I'une des X;. On en déduit que ’ensemble des dimensions des composantes
irréductibles de V qui contiennent x est égal a {d1, ..., d,} ; par conséquent,
dim, X = dim, V = max; d;. O

Grace a la proposition 4.14 et au lemme 4.21, on peut généraliser la
proposition 4.10 et le corollaire 4.11 en conservant mutatis mutandis les
mémes démonstrations.

PROPOSITION 4.22. — Soit V' un espace analytique et soit W un do-
maine analytique de V ; soit Z un fermé de Zariski de V' et soit T" un fermé
de Zariski de W. Les assertions suivantes sont équivalentes :

«) Z est une composante irréductible de V' et T' une composante irré-
ductible de W incluse dans Z ;

B) Z est une composante irréductible de V et T une composante irré-
ductible de ZNW ;

v) Z est une composante irréductible de V et T est inclus dans Z,
irréductible et de méme dimension que Z ;

0) Z est égal a I'adhérence TVZM de T dans V pour la topologie de

Zariski de ce dernier, et T' est une composante irréductible de W'.

COROLLAIRE 4.23. — Soit V un espace analytique et soit W un do-
maine analytique de V. Si Z est une composante irréductible de V', alors
Z N'W est réunion de composantes irréductibles de W ; si T' est une com-
posante irréductible de W, elle est contenue dans une seule composante
irréductible de V qui est égale 3 T 2.

Commentaire. — Notons que dans le corollaire ci-dessus, Z N W peut
parfaitement étre égal a la réunion vide de composantes irréductibles de
W ; il peut tout aussi bien étre une réunion infinie de telles composantes.

LEMME 4.24. — Soit X un espace analytique et soit U un ouvert de
Zariski de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) U est dense pour la topologie de Zariski de X ;
ii) U rencontre chacune des composantes irréductibles de X ;
iii) U est dense pour la topologie usuelle de X .
Démonstration. — Supposons i) vraie, et soit 7 une composante irré-

ductible de X. Soit Z la réunion des autres composantes irréductibles de
X ; par construction, X — Z est un ouvert de Zariski non vide de X, qui
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rencontre donc U ; comme (X — Z) C T, l'intersection de U et T est non
vide, ce qui montre ii).

Supposons ii) vraie, et soit {2 un ouvert de X contenu dans le complé-
mentaire F' de U. Supposons que {2 est non vide, et soit Y une composante
irréductible de X rencontrant €2 ; soit d la dimension de Y. Comme QNY est
un ouvert non vide de Y, laquelle est purement de dimension d (cor. 4.14),
il est lui-méme de dimension d. En conséquence, dim FF'NY > d, ce qui
implique que FNY =Y (cor. 4.14) et contredit le fait que U rencontre Y ;
des lors Q est vide et iii) est établie.

Supposons iii) vraie et soit V' un ouvert de Zariski non vide de X ; il existe
une composante irréductible 7' de de X rencontrant V. Soit Z la réunion des
autres composantes irréductibles de X. L’ouvert non vide X — Z de X est
contenu dans 7' et rencontre U puisque celui-ci est dense. Par conséquent,
UNT et VNT sont deux ouverts de Zariski non vide du fermé irréductible
T ; on en déduit que U NV # @, ce qui prouve i). O

LEMME 4.25. — Soit X un espace k-analytique et soit (X;) la famille
de ses composantes irréductibles. Soit L une extension compleéte de k. Pour
tout i, notons (X; ;) la famille des composantes irréductibles de X; p..

i) Pour tout ¢ et tout j, l'on a dim X; ; = dim X ;

ii) les X; ; sont deux a deux non comparables pour I'inclusion et sont
les composantes irréductibles de Xj,.

Démonstration. — Le corollaire 4.14 assure que X; est purement de di-
mension d; pour un certain entier d;. L’espace X; j, est donc purement de
dimension d;. En vertu du lemme 4.21, les composantes irréductibles de
X, 1, sont toutes de dimension d; ; 'assertion i) est ainsi démontrée.

Soient (7,7) et (¢, 7') deux couples d’indices, et supposons que l'on ait
Xi; C Xy ;. La composante X; ; est alors incluse dans (X; N X;/)r. Si
i # i alors (X; N X;/) est un fermé de Zariski strict de X;, donc est de
dimension strictement inférieure a d; par le corollaire 4.14 ; en conséquence
dim(X; N Xy )r < d;, ce qui contredit 1'égalité dim X, ; = d;. Des lors
i =1, et j = j puisque les X; ; & i fixé sont par définition deux & deux
non comparables pour 'inclusion.

Les X;; forment un ensemble de fermés de Zariski de X qui le re-
couvrent, sont irréductibles et sont deux a deux non comparables pour
Iinclusion. Cet ensemble est par ailleurs G-localement fini puisque c’est le
cas de celui des X; r par le lemme 4.16. Les X ; sont donc les composantes
irréductibles de X .. O
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COROLLAIRE 4.26. — Soit X un espace k-analytique et soit U un ouvert
de Zariski de X qui est dense dans X. Pour tout extension compléte L de
k, Pouvert Uy, est dense dans X7,.

Démonstration. — D’apres le lemme 4.24, il suffit de démontrer que pour
toute composante irréductible T' de X, 'ouvert Uy, rencontre T'. Soit donc
T une telle composante ; notons F' le complémentaire de U dans X. Il existe
en vertu du lemme 4.25 ci-dessus une composante irréductible S de X tel
que T soit une composante irréductible de Sy. Si d désigne la dimension
de S, alors dim T' = d. Comme U N S # () par I’hypothese faite sur U et le
lemme 4.24, on a I'inégalité dim F' NS < d. Deés lors, dim F, NSy, < d, et
F;, NSy, ne peut donc contenir T'; autrement dit, Uy, rencontre T', ce qui
achéve la démonstration. O

Tous les résultats que ’on a établis dans cette section seront
désormais utilisés la plupart du temps librement, sans références
précises.

5. La normalisation d’un espace analytique
5.1. Les morphismes quasi-dominants
5.1.1. Définition et premieéres propriétés

DEFINITION 5.1. — Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analy-
tiques. On dira que f est quasi-dominant si pour tout couple (V,U) formé
d’un domaine analytique V deY et d’un domaine analytique U de X conte-

nant f(V), et pour toute composante irréductible T de V', f(T)
composante irréductible de U.

Za

" est une

Mentionnons tout de suite quelques propriétés élémentaires des mor-
phismes quasi-dominants.

Si Y est un domaine analytique d’un espace analytique X, la fleche na-
turelle Y — X est quasi-dominante; en particulier Idx et ) — X sont
quasi-dominants; la composée de deux morphismes quasi-dominants est
un morphisme quasi-dominant.

Si C désigne la catégorie dont les objets sont les espaces analytiques et
dont les fleches les morphismes quasi-dominants alors X +— Irr(X) est de
maniere évidente un foncteur C — Ens : si f : ¥ — X est une fleche
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de C, l'application Irr(Y") — Irr(X) correspondante associe & une compo-

sante irréductible T' de Y I’adhérence WXZM ou, ce qui revient au méme,
Punique composante irréductible de X contenant f (7).

Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analytiques, et soit U un
domaine analytique de X tel que f(Y) C U. Soit g : ¥ — U le mor-
phisme induit par f. Si f est quasi-dominant il est immédiat que g est
quasi-dominant ; réciproquement si g est quasi-dominant alors f est quasi-
dominant, puisque c’est la composée de g et U — X.

Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analytiques, et soit U un
domaine analytique de X. Si f est quasi-dominant, alors ¥ xx U — U
est quasi-dominant : en effet, Y x x U est un domaine analytique de Y ;
par conséquent, Y X x U — Y est quasi-dominant ; le morphisme composé
Y xx U — Y — X l'est également. 1l se factorise par U, et il découle alors
du paragraphe précédent que Y x x U — U est quasi-dominant.

5.1.2. Vérification locale de la quasi-dominance

En pratique, on peut parfois se contenter de vérifier la condition qui
définit la quasi-dominance en se limitant a certains domaines analytiques
bien choisis de la source ou du but ; donnons quelques exemples.

LEMME 5.2. — Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analytiques,
et soit V (resp. U) un ensemble de domaines analytiques de Y (resp. X)
possédant la propriété suivante : tout domaine analytique de Y (resp. X)
est réunion d’éléments de V (resp. U). Le morphisme f est alors quasi-

dominant si et seulement si pour tout V € V, pour tout U € U contenant
Uzar

f(V), et pour toute composante irréductible T de V', f(T) est une
composante irréductible de U.

Démonstration. — La condition est clairement nécessaire. Nous allons
montrer qu’elle est qu’elle est suffisante ; on la suppose donc satisfaite. Soit
V un domaine analytique de Y, soit 7" une composante irréductible de V,
et soit U un domaine analytique de X tel que f(V) C U. Par définition de
U, il existe un élément U’ de U inclus dans U et tel que f~(U’) rencontre
T ; par définition de V), il existe un élément V' de V contenu dans f~1(U’)
et rencontrant 7. Soit S une composante irréductible de TN V’; on a

—Uzar
§"% On en déduit que F(T) o = f(S) R = f(S )Jz‘“ . Par

U,
hypothese, f(5) 22 est une composante irréductible de U’ ; en conséquence,

7 Zar

f(S) = est une composante irréductible de U et f est quasi-dominant.
O
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COROLLAIRE 5.3. — Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analy-
tiques, et soit V un ensemble de domaines analytiques de Y tel que tout
domaine analytique de'Y soit réunion d’éléments de V. Le morphisme f est
alors quasi-dominant si et seulement si V' — X est quasi-dominant pour
tout Ve V.

Démonstration. — Cette condition est trivialement nécessaire, et est suf-
fisante d’aprés le lemme précédent. O
LEMME 5.4. — Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analytiques et

soit U un ensemble de domaines analytiques de X tel que X soit réunion
d’éléments de U. Le morphisme f est alors quasi-dominant si et seulement
si la fleche Y x x U — U est quasi-dominante pour tout U € U.

Démonstration. — La condition est nécessaire (§ 5.1.1). Pour voir qu’elle
est suffisante, supposons-la satisfaite. Soit V la famille des domaines ana-
lytiques V' de Y tels qu’il existe U € U par lequel V' — X se factorise. Si
V eV etsiU est un élément de U tel que V — Y se factorise par U, alors
V — U est quasi-dominant, puisque Y xx U — U l'est par hypothese;
on en déduit que V' — X est quasi-dominant. Comme X est réunion d’élé-
ments de U, tout domaine analytique de Y est réunion d’éléments de V (ses
intersections avec les images réciproques des différents éléments de U, par
exemple) ; il résulte alors du corollaire 5.3 que f est quasi-dominant. g

5.1.3. Quasi-dominance et immersions fermées

Nous allons appliquer ce qui précede a 1’étude des immersions fermées
dont I'image est réunion de composantes irréductibles du but. Pour ce faire,
nous aurons besoin du résultat qui suit sur les domaines analytiques d’un
sous-espace analytique fermé d’un espace analytique.

Soit X un espace analytique, soit Z un sous-espace analytique fermé de
X et soit V un domaine analytique de Z. Il existe alors un G-recouvrement
de V par des domaines analytiques de la forme WNZ, ou W est un domaine
analytique de X. La question est en effet G-locale sur V', ce qui permet de
supposer que V est affinoide et qu’il est contenu dans un domaine affi-
noide U de X ; mais l'assertion cherchée est alors une conséquence directe
de la variante en théorie de Berkovich du théoreme de Gerritzen-Grauert,
variante due & Temkin ([24], th. 3.1).

LEMME 5.5. — Soient Y et X deux espaces analytiques. Soit Z un fais-
ceau cohérent d’idéaux sur X dont le lieu des zéros Z est réunion de compo-
santes irréductibles de X ; on munit Z de la structure de sous-espace ana-
Iytique fermé définie par Z. Soit f un morphisme de Y vers Z. Alors f est
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quasi-dominant si et seulement si le morphisme composé g : Y — Z — X
est quasi-dominant.

Commentaires. — Ce lemme implique notamment, comme on le voit en
prenant f égal a l'identité de Z, que Z — X est quasi-dominant ; notons
par ailleurs que Z peut tres bien étre égal a la réunion vide de composantes
irréductibles de X.

Démonstration du lemme 5.5. — Supposons f quasi-dominant. Soit V'
un domaine analytique de Y, soit U un domaine analytique de X tel que
g(V) C U, et soit T une composante irréductible de V. Le morphisme
V' — U se factorise canoniquement par la fleche V' — U N Z induite par f.
Comme f est quasi-dominant, m(UﬁZ)za,- est une composante irréduc-
tible de U N Z. Comme Z est réunion de composantes irréductibles de X,
toute composante irréductible de U N Z est une composante irréductible de
U'; des lors, g(T) " = F(I) 2™
U, et g est quasi-dominant.

Réciproquement, supposons g quasi-dominant. Soit V' un domaine ana-

lytique de Y, et soit U un domaine analytique de X tel que f(V) Cc UNZ.

——wUNZ)zar  —7=Uzar
Soit T une composante irréductible de V. L’on a f(T)( NZ)zer _ g(T) ™,

comme ¢ est quasi-dominant, ce dernier fermé de Zariski est une compo-

est une composante irréductible de

sante irréductible de U, donc un fermé de Zariski irréductible maximal
de U ; c’est a fortiori un fermé de Zariski irréductible maximal de U N Z,
c’est-a-dire une composante irréductible de ce dernier.

Or tout domaine analytique de Z est, ainsi que nous l’avons rappelé plus
haut, réunion de parties de la forme U N Z ou U est un domaine analytique
de X ; il en découle, en vertu du lemme 5.2, que f est quasi-dominant. O

LEMME 5.6. — Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analytiques ; il
est quasi-dominant si et seulement si le morphisme induit fieq : Yred — Xved
est quasi-dominant.

Démonstration. — Supposons f quasi-dominant. L’immersion fermée de
Yied dans Y est quasi-dominante d’apres le lemme 5.5; la fleche composée
Yiea — X est dés lors quasi-dominante. Elle se factorise par le sous-espace
analytique fermé X,.q de X ; en utilisant a nouveau le lemme 5.5, I'on voit
que la fleche induite Yieq — Xieq €st quasi-dominante.

Supposons maintenant que foq est quasi-dominant. Soit V' un domaine
analytique de Y, soit U un domaine analytique de X tel que f(V) C U, et
soit T" une composante irréductible de V' ; 'hypothese de quasi-dominance
de freqa appliquée a Vieq, Ueq €t a la composante irréductible T de Vieq

TOME 59 (2009), FASCICULE 4



1476 Antoine DUCROS

assure immédiatement que f(7T) " est une composante irréductible de
U. |

5.1.4. Quasi-dominance et platitude

Nous allons maintenant expliquer pourquoi les morphismes plats, dans
un sens que nous précisons ci-dessous, sont quasi-dominants, et mentionner
un cas particulier important.

LEMME 5.7. — Soit f : Y — X un morphisme d’espaces analytiques tel
que pour tout domaine affinoide V de Y et tout domaine affinoide U de
X contenant f(V), la Ay-algébre Ay soit plate; le morphisme f est alors
quasi-dominant.

Démonstration. — Soit V un domaine affinoide de Y, soit U un domaine
affinoide de X tel que f(V) C U, et soit T une composante irréductible
de V. Comme Ay est plat sur Ay, le morphisme Spec Ay — Spec Ay en-
voie le point générique de toute composante irréductible de Spec Ay sur
le point générique d’une composante irréductible de Spec Ay. En consé-

quence, f(T) “ est une composante irréductible de U ; il en résulte, en
vertu du lemme 5.2, que f est quasi-dominant. O

COROLLAIRE 5.8. — Soit X un espace k-analytique et soit L une ex-
tension compléte de k. Le morphisme X, — X est quasi-dominant.

5.1.5. Un critere de dimension
pour qu’un morphisme soit quasi-dominant

LEMME 5.9. — Soit f : Y — X un morphisme d’espaces k-analytiques
possédant les deux propriétés suivantes :
e f est de dimension relative égale a zéro;
e pour toute composante irréductible T' de Y, il existe une composante
irréductible S de X telle que dim S = dim T et telle que f(T) C S.

Alors pour toute extension compléte L de k, le morphisme Y; — X/,
induit par f est quasi-dominant.

Démonstration. — Soit L une extension complete de k. La dimension
relative de Y7 — X, est encore égale a zéro. Soit Z une composante irré-
ductible de Y7, ; en vertu du lemme 4.25, Z est une composante irréductible
de T, pour une certaine composante irréductible T de Y ; si d désigne la
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dimension de T', alors Z est de dimension d, toujours d’apres le lemme 4.25.
Par hypothese, il existe une composante irréductible S de X de dimension
d telle que f(T) C S. L’image de Z est contenue dans une composante
irréductible de S, laquelle est, une fois de plus d’apres le lemme 4.25, une
composante irréductible de X, de dimension d.

Il en résulte que fj, satisfait les mémes hypotheses que f; on peut donc,
pour établir notre assertion, supposer que L = k.

Soit V un domaine analytique de Y, soit U un domaine analytique de X
tel que f(V) C U et soit T une composante irréductible de V. L’adhérence

T %" de T est une composante irréductible de Y ; soit d sa dimension ; elle
. . Y zar

coincide avec celle de T. L’image de T *

sante irréductible S de X de dimension d. Comme 7T est de dimension d,

il existe t € T tel que d(H(t)/k) = d; puisque f est de dimension relative

Zar

nulle, d(H(f(t))/k) = d. L’adhérence f(T')
moins égale & d; comme elle est incluse dans U N S qui est purement de
dimension d, c’est une composante irréductible de U N S, ce qu’il fallait

est contenue dans une compo-

est donc de dimension au

démontrer. 0

5.2. Définition, existence et premiéres propriétés
de la normalisation

5.2.1. La définition

DEFINITION 5.10. — Soit X un espace analytique. On appellera nor-
malisation de X tout objet final de la catégorie des espaces analytiques
normaux munis d’une fleche quasi-dominante vers X ; il découle de cette
définition que si X' et X" sont deux normalisations de X alors il existe un
unique X -isomorphisme entre X' et X" ; il est tautologique que X est une
normalisation de lui-méme si et seulement si il est normal.

LEMME 5.11. — Soit X un espace analytique et soit U un domaine
analytique de X. Supposons que X posséde une normalisation X'. Sous
cette hypothése, U x x X' est une normalisation de U.

Démonstration. — Puisque U x x X’ est un domaine analytique de X',
il est normal, et U X x X’ — U est quasi-dominant (§ 5.1.1).

Il reste & montrer que tout morphisme quasi-dominant d’un espace nor-
mal Z vers U se factorise de maniere unique par U X x X' — U. Ceci est
une conséquence formelle des faits suivants :
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e si Z — U est un morphisme, alors il est quasi-dominant si et seulement
si le morphisme Z — X induit est quasi-dominant ;

e il existe une bijection naturelle entre I’ensemble des morphismes de Z
dans U et ’ensemble des morphismes de Z dans X dont I'image est
contenue dans U ; il existe une bijection naturelle entre ’ensemble des
morphismes de Z dans U X x X’ et I’ensemble des morphismes de Z
dans X’ dont I'image est contenue dans U x x X'.

|

5.2.2. Existence d’une normalisation : le cas affinolide

Rappelons qu’une algebre affinoide est un anneau excellent d’apres le
théoreme 2.13; c’est en particulier un anneau japonais(”).

PRrROPOSITION 5.12. — Soit A une algébre k-affinoide et soient p1, ..., p,
ses idéaux premiers minimaux. Pour tout i, soit 3; la fermeture intégrale
de A/p; dans son corps des fractions. On munit B := [[ B; de sa structure
de A-algébre de Banach finie. L’on pose X = M(A) et Y = M(B), et I'on
note f le morphisme naturel Y — X.

i) Le morphisme f est fini et surjectif; pour toute extension compléte
L de k, la fleche induite Y;, — X est quasi-dominante; si X est
purement de dimension d pour un certain d, alors Y est purement
de dimension d ;

ii) Y est une normalisation de X .

Démonstration. — Etablissons tout d’abord i). Il est immédiat que f est
fini. Pour tout 4, notons X; (resp. Y;) I'espace M(A/p;) (resp. M(B;)).
Les X; sont les composantes irréductibles de X, munies de leur structure
réduite; les Y; sont les composantes connexes de Y et sont toutes irré-
ductibles par normalité de Spec B. Pour tout 4, le morphisme fini naturel
Y; — X, est surjectif puisque A/p; s’injecte dans B; (cf. [12], 0.8); il en
résulte que dim X; = dim Y;. On en déduit que f est fini et surjectif et,
en vertu du lemme 5.9, que fr est quasi-dominant pour toute extension
complete L de k. Si les X; sont tous de dimension d pour un certain d € N,
alors par ce qui précede les Y; sont tous de dimension d; ’assertion i) est
ainsi démontrée

Etablissons maintenant ii). Le i) assure que f est quasi-dominant, et Y est
normal par construction. Soit Z un espace analytique normal et soit Z — X

(7) Ce dernier fait a été montré plus simplement par Berkovich ([2],prop. 2.1.14,; i)) &
partir du caractére japonais des algebres strictement affinoides ([6], 6.1.2/4).
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un morphisme quasi-dominant ; montrons que Z — X se factorise d’une
unique maniere par un morphisme Z — Y. En raisonnant G-localement
sur Z, on se ramene au cas ou celui-ci est affinoide; notons C l’algebre
des fonctions analytiques sur Z et Z1,..., 2, les composantes connexes de
SpecC, qui sont integres puisque C est normal. Soit j un entier compris
entre 1 et n. Comme Z — X est quasi-dominant, le point générique de Z;
s’envoie sur le point générique d’une composante irréductible de Spec A. 11
existe donc un unique 7 tel que Z; — Spec A se factorise par un morphisme
Z; — Spec A/p;; cette factorisation est unique et Z; — Spec A/p; est
dominant. Comme Z; est intégre et normal, Z; — Spec A/p; se factorise
d’une unique maniere par une fleche Z; — Spec B;.

Il découle immédiatement de ce qui précede que A — C se factorise d’une
unique maniere par un morphisme d’anneaux B — C. Comme le morphisme
A — B est borné, et comme B est munie de sa structure de 4-algebre de
Banach finie, B — C est borné, ce qui acheve la démonstration. O

5.2.3. Existence d’une normalisation : le cas général

Commencons par un rappel de topologie générale. Un espace topologique
X est dit paracompact s’il est séparé et si chacun de ses recouvrements
ouverts peut étre raffiné en un recouvrement localement fini; il revient au
méme, lorsque X est séparé et localement compact, de demander qu’il soit
réunion disjointe d’ouverts dénombrables a infini. Cette équivalence est
établie par exemple dans [7], I, § 10, no. 12; la preuve qui y est donnée de
I’implication réciproque montre méme, sans le mentionner explicitement,
que si X est localement compact et paracompact et si B est une base
de voisinages non nécessairement ouverts de X, alors tout recouvrement
ouvert de X peut étre raffiné en un recouvrement localement fini constitué
d’éléments de B.

THEOREME 5.13. — Tout espace analytique admet une normalisation.
Démonstration. — Soit X un espace analytique.
Preuve dans le cas ot X est paracompact. — Il possede alors un recou-

vrement localement fini (X;) par des domaines affinoides; chacun d’eux
est compact et donc fermé dans X. Pour tout i, I’espace affinoide X; pos-
séde une normalisation X d’apres la proposition 5.12 ci-dessus. Soient i et
j deux indices. Pour tout domaine analytique U de X; N Xj, les espaces
X/ xx,Uet X ]’ x x; U sont d’apres le lemme 5.11 deux normalisations de
U ; ils existe donc un unique U-isomorphisme entre eux, ce qui permet de
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mettre en ceuvre le procédé de recollement de [3], prop. 1.3.3, b) ; on obtient
un espace analytique X’ muni d’un morphisme vers X et d’une collection
d’isomorphismes X’ x x X; ~ X/.

L’espace X' est G-recouvert par les X qui sont normaux, et il est donc
normal. Comme X! — X; est quasi-dominant pour tout 4, la fleche X’ — X
est quasi-dominante (lemme 5.4).

Soit Z un espace analytique normal, et soit Z — X un morphisme quasi-
dominant. Pour tout ¢ et pour tout domaine analytique U de X, le domaine
analytique Z x x U de Z est normal, et Z xx U — U est quasi-dominant
(§ 5.1.1). Des lors, Z xx U — U se factorise d’'une unique manieére par la
normalisation de U, laquelle s’identifie en vertu du lemme 5.11 au produit
fibré X! x x, U, autrement dit & X’ x x U. L’existence et I'unicité de ces
factorisations locales assurent ’existence et 'unicité d’une factorisation glo-
bale de Z — X par un morphisme Z — X' ; ainsi, X’ est une normalisation
de X.

Preuve dans le cas général. — On ne fait plus d’hypothese sur X. 11
possede un recouvrement (X;) par des ouverts paracompacts et topologi-
quement séparés; en vertu du cas précédemment traité, chaque X; possede
une normalisation X;. On construit une normalisation de X en recollant les
X/, par une méthode analogue & celle suivie ci-dessus, mais en se fondant
cette fois-ci sur sur [3], prop. 1.3.3, a). O

5.2.4. Premieres propriétés de la normalisation

Si X est un espace analytique, il possede donc une normalisation ; celle-
ci étant unique a unique isomorphisme pres, on parlera désormais de la
normalisation de X.

Soit X un espace k-analytique et soit X’ sa normalisation.

Le morphisme X’ — X est fini et surjectif; si X est purement de dimen-
sion d pour un certain entier d, alors X’ est purement de dimension d; si
L est une extension complete de k, alors X; — X est quasi-dominant.
En effet, ces assertions sont locales pour la G-topologie sur X (pour la
derniere, cela découle du lemme 5.4), ce qui autorise a supposer que X est
k-affinoide, auquel cas elles résultent de la proposition 5.12 et du lemme
5.9.

Etant normal, X’ est réduit, et X’ — X se factorise donc d’une unique
maniere par X,oq. Soit Z un espace analytique normal et soit Z — X,cq
un morphisme quasi-dominant. Le morphisme composé Z — X,oq — X
est encore quasi-dominant (lemme 5.5), et se factorise donc d’une unique
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maniére par une fleche Z — X’. Comme X,oq — X est une immersion
fermée, Papplication naturelle Homx,_,(Z, X’) — Homx (Z, X') est bijec-
tive. En conséquence, Z — X,.q se factorise d’une unique maniere par X' ;
autrement dit, X' — X, oq identifie X’ & la normalisation de X, cq.

5.3. Normalisation et composantes irréductibles

PROPOSITION 5.14. — Soit X un espace analytique normal. L’ensemble
des composantes irréductibles de X coincide avec celui de ses composantes
connexes.

Démonstration. — Comme ’ensemble des composantes irréductibles de
X est G-localement fini, il suffit de montrer que celles-ci sont deux a deux
disjointes. Soit x € X et soient Y et Z deux composantes irréductibles
de X contenant x. Soit V' un domaine affinoide de X contenant x. Soit S
(resp. T') une composante irréductible de Y NV (resp. ZNV') contenant z.
Les fermés de Zariski S et T' de V' en sont deux composantes irréductibles.
Comme Spec Ay est normal, ses composantes irréductibles sont deux a
deux disjointes, et il en va donc de méme de celles de V ; en conséquence,
S =T. Mais on a alors Y = §" 2 = T2 — 7. O

LEMME 5.15. — Soit X un espace analytique réduit. Le lieu de norma-
lité de X est un ouvert de Zariski dense de X.

Démonstration. — On sait déja qu’il s’agit d’un ouvert de Zariski. Con-
cernant la densité, il suffit de la vérifier G-localement, et ’on peut donc
supposer que X est affinoide. Soit A 'algebre des fonctions analytiques
sur X. Comme A est réduit, les anneau locaux des points génériques des
composantes irréductibles de Spec A sont des corps; en conséquence, le lieu
de normalité de Spec A rencontre chacune de ses composantes irréductibles.

O

PROPOSITION 5.16. — Soit X un espace analytique. Si X est irréduc-
tible, sa normalisation est connexe.

Démonstration. — Soit d la dimension de X et soit X’ sa normalisation.
Comme elle coincide avec la normalisation de X;eq (5.2.4), on peut rempla-
cer X par X,eq (ce qui ne modifie pas son caractere irréductible) et donc le
supposer réduit. L’espace X’ est purement de dimension d (5.2.4). Suppo-
sons que l'on ait X’ = X{UX} ot les X/ sont deux ouverts disjoints et non
vides de X'. Soit i € {1,2}. L’ouvert non vide X/ de X’ est de dimension
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d, et est par ailleurs un fermé de Zariski de X’. Son image sur X est donc
un fermé de Zariski de dimension d de ce dernier ; puisque X est lui-méme
irréductible et de dimension d, la fleche X — X est surjective.

Ceci valant pour ¢ = 1 et pour ¢ = 2, tout point de X a au moins
deux antécédents sur X’. Le lieu de normalité de X, au-dessus duquel le
morphisme de normalisation est un isomorphisme, est donc vide. Mais X est
non vide et réduit, et le lemme 5.15 conduit alors a une contradiction. O

THEOREME 5.17. — Soit X un espace analytique et soit f : X' — X sa
normalisation.

i) Si Q est une composante connexe de X' alors f(Q) est une com-
posante irréductible de X, et le morphisme naturel Q@ — f(€)red
(dont D'existence est assuré par le caractere réduit de 2) identifie )
a la normalisation de f(Q)red ;

ii) DPapplication Q2 — f(Q) établit une bijection mo(X') ~ Irr(X).

Démonstration. — Soit (X;) la famille des composantes irréductibles de
X. Pour tout ¢, notons X/ la normalisation de X eq; l'espace X/ est
connexe (prop. 5.16) et se surjecte sur X; (§ 5.2.4) ; il suffit donc de montrer
que le X-espace [[ X! s’identifie & la normalisation de X.

L’espace [ [ X/ est normal. Pour tout indice 4, le morphisme X/ — X; jed
est quasi-dominant, et X — X est deés lors quasi-dominant (lemme 5.5);
il s’ensuit que [[ X] — X est quasi-dominant, grace au corollaire 5.3 que
lon applique & l’ensemble V des domaines analytiques de [[ X/ contenus
dans 'un des X/.

Soit Z un espace analytique normal, et soit Z — X un morphisme quasi-
dominant. Nous allons montrer que Z — X se factorise d’une unique ma-
niere par [[ X/, ce qui permettra de conclure. 11 suffit de montrer que pour
toute composante connexe S de Z, la fleche S — X se factorise d’une
unique maniere par [[ X/. Soit donc S une composante connexe de Z ; le
lemme 5.14 assure que S est irréductible. Par ailleurs S est un ouvert de
Z ; en conséquence, 'espace analytique S est normal et S — X est quasi-
dominant.

Puisque S est irréductible et puisque S — X est quasi-dominant, ’adhé-
rence de Zariski de 'image de S dans X est égale & X, pour un certain
¢; il en découle que si j # ¢, 'image de S n’est pas incluse dans X;. Par
connexité de S, toute flecche S — [[ X; se factorise par X} pour un cer-
tain j; de ce qui précede, on déduit alors que toute X-fleche S — [ X/
se factorise par X. Il suffit donc de démontrer que S — X se factorise de
maniere unique par X.
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L’espace S est réduit, et son image sur X est incluse dans X,. Il en
découle que S — X se factorise d’'une maniere unique par Xy ;cq. Comme
X¢rea — X est une immersion fermée, Homx (S, X;) = Homx, ., (S, X)) ;
il suffit donc de démontrer que S — X ;cq se factorise d’une unique maniere
par Xj.

Or la fleche composée S — Xy ea — X est quasi-dominante; il s’ensuit
que S — Xy rea €st quasi-dominante (lemme 5.5). L’espace S étant normal,
S — Xyrea se factorise de maniere unique par la normalisation Xé de
XZ,rcd~ O

De ce qui précede et du lemme 4.24 découle immédiatement le corollaire
qui suit.

COROLLAIRE 5.18. — Soit X un espace analytique et soit X’ sa norma-
lisation. Soit U un ouvert de Zariski dense de X . Le produit fibré X' x x U
est un ouvert de Zariski dense de X'.

Le théoréme 5.17 et le corollaire 5.18 seront utilisés dans la
suite sans rappel ni justification.

5.4. Normalisation et anneaux locaux

LEMME 5.19. — Soit X un bon espace analytique et soit X' sa norma-
lisation. Soit x € X et soient x,...,x. ses antécédents sur X'. L’anneau
I OX’@; s’identifie naturellement a la normalisation de Ox ;.

Démonstration. — On procede en plusieurs étapes.

On peut supposer que X est affinoide ; notons A ’algebre correspondante.
Soient pi,...,ps les idéaux premiers minimaux de Ox .. Le lemme 0.14
permet de se ramener, quitte a restreindre X, au cas ot il existe des idéaux
di,---,qs de A possédant les propriété suivantes, F; désignant pour tout @
le lieu des zéros de q; sur X :

i) q;iO0x = p; pour tout 7;
ii) pour tout voisinage affinoide V' de « dans X le point x n’appartient
qu’a une composante irréductible G; de F; NV ; les G; sont deux

a deux distinctes et sont exactement les composantes irréductibles
de V contenant x.

Soit V un voisinage affinoide de x dans X ; posons V' = V x x X’. D’aprés
i), il y a exactement s composantes irréductibles de V' qui passent par x;
il y a donc exactement s composantes connexes de V’ dont I'image sur V
contient x. Ceci valant pour tout V, on ar = s.
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Traitons maintenant un cas particulier, celui o1 Ox , est intégre ; notons
qu'alors 7 = s = 1, et I'on désignera simplement par x’ I'unique antécédent
de z sur X'. L’anneau local Ox ./ est normal, et fini sur Ox ,.

Soit f appartenant au noyau de Ox , — Ox- .. Soit {0 un voisinage
affinoide de x dans X sur lequel f est définie et soit €' I'image réciproque
de © sur X’. Comme 'image f’ de f dans Ox/ .+ est nulle le lieu des zéros
de f’ contient un voisinage de z’ dans €. Par normalité de €', il contient
la composante connexe ) de z’ dans ' (laquelle est irréductible). Le
lieu des zéros de f contient donc 'image de Qf, qui est une composante
irréductible de 2 passant par x; lassertion ii) ci-dessus garantit I'unicité
d’une telle composante (rappelons que r = s = 1) qui est donc un voisinage
de z dans X. Il en découle que f est nilpotente au voisinage de x, et donc
nulle lorsqu’on la voit comme appartenant & ’anneau local intégre Ox  ;
ainsi, OX,m — OX’,;I;’-

Soit f appartenant a Ox/ 5. Il existe un voisinage affinoide {2 de = dans
X tel que f soit définie sur 'image réciproque £’ de €. Par la construction
de la normalisation dans le cas affinoide, il existe g € Ao qui n’est pas
un diviseur de zéro et telle que gf provienne d’une fonction appartenant a
Agq. Comme g n’est pas diviseur de zéro dans Agq, le lieu des zéros de g ne
contient pas I'unique composante irréductible de  a laquelle appartient x ;
il ne contient donc aucun ouvert non vide de cette derniere, et est des lors
non nul lorsqu’on le voit comme élément de Ox . L'image de f dans le
corps des fractions de Ox 5+ provient donc du corps des fractions de Ox ;.
Ainsi Ox , — Ox 4 apparait comme une injection finie & but normal
entre anneaux intégres qui induit un isomorphisme au niveau des corps de
fractions; par conséquent, Ox .+ s’identifie a la normalisation de Ox .

Revenons au cas général et aux notations correspondantes. Soit V un
voisinage affinoide de x dans X ; posons V' =V x x X’ et considérons les
fermés G; introduits lors de I’énoncé de Dassertion ii) ; on les munit de leur
structure réduite. Pour tout 4, notons G la normalisation de G;, identifiée
a une composante connexe de V’. Puisque s = r, on peut renuméroter les
x; de sorte que z; € G pour tout i.

Fixons ¢. L’anneau O X' @ coincide avec OG; - Comme le fermé de Za-
riski réduit G; est défini au voisinage de = par l'idéal q;, 'anneau local
Og, « est canoniquement isomorphe & (Ox ;/Pi)rea (lemme 4.8), qui n’est
autre que Ox . /p; puisque p; est premier. Le cas particulier traité ci-dessus
assure que OG; ! s’identifie a la normalisation de I’anneau local integre
Og, .z, c'est-a-dire que OX/,_% s’identifie & la normalisation de Ox . /p;.
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Ceci valant pour tout 4, le produit [ O X/ ! s’identifie a la normalisation
de Ox 5. a

5.5. Normalisation et extension des scalaires

PROPOSITION 5.20. — Soit X un espace k-analytique et soit L une ex-
tension compléte de k. Soit X' la normalisation de X et soit Y celle de X .
Il existe un unique X -morphisme Y — X7 ; il est fini, surjectif, et c’est un
isomorphisme si et seulement si X} est normal.

Démonstration. — Par définition, ¥ — X est quasi-dominant et par
la remarque 5.8, X;, — X l'est aussi. Par conséquent, Y — X est quasi-
dominant. Comme Y est normal, ¥ — X se factorise par un unique mor-
phisme Y — X/, qui est fini puisque Y — X, et X} — X, le sont.

Montrons la surjectivité de Y — X/ . On peut supposer que X est réduit.
Soit U le lieu de normalité de X et soit U’ son image réciproque sur X'.
Le lemme 5.15 assure que U est dense dans X, le corollaire 5.18 garantit
que U’ := U xx X' est un ouvert de Zariski dense de X’. Par définition
de U, la fleche U" — U est un isomorphisme; des lors U; ~ Uy ; notons
que la densité de U’ dans X’ entraine celle de U; dans X}, et que Uj
n’est autre que l'image réciproque de Uy sur X;. Comme Y — X est
surjective, 'image de Y sur X, contient Uy, ; comme X; — X induit un
isomorphisme U} ~ Ur, 'image de Y sur X contient Uj . Cette image est
par ailleurs, en vertu de la finitude de ¥ — X, un fermé de Zariski de
X . L'ouvert U} de X} étant dense pour la topologie de Zariski, Y — X
est surjective.

Soit Z un espace analytique normal et soit Z — X une fleche quasi-
dominante. La composée Z — X; — X est quasi-dominante et Z est
normal ; il existe dés lors un unique k-morphisme Z — X’ par lequel Z — X
se factorise, et donc un unique L-morphisme Z — X/ par lequel Z — X, se
factorise. Il en découle, X; — X, étant quasi-dominant d’apres le 5.2.4, que
X/ s’identifie & la normalisation de X, si et seulement si il est normal. O

6. Autour de la régularité géométrique

Afin d’éviter des distinctions fastidieuses entre la caractéristique nulle et
la caractéristique positive, on note désormais p I’exposant caractéristique
de k. Sip =1 (ie., si k est de caractéristique nulle) alors EY/P" désignera
simplement k. La cloture parfaite de k est la réunion des k'/P" .
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6.1. La validité sur k'/? entraine la validité géométrique

LEMME 6.1. — Le complété L de la cléture parfaite de k est parfait.

Démonstration. — Soit « € L. Il existe une suite (z;) d’éléments de
UEY?" qui converge vers z; la suite (x;/p) est une suite d’éléments de
U k/P" qui est de Cauchy et dont la limite y dans L vérifie par construction

Iégalité yP = x. |
LEMME 6.2. — Soit X un espace k-affinoide et soit x € X.
i) dimy(p) Q) ® H(z) > dim, X ;
i) si dimyy(y) Qﬁ(/k ® H(z) = dim, X, alors Ox , est régulier;

iii) si |k*| # {1}, si Ox, est régulier et si H(xz) = k, on a I'égalité
dimH(z) Q}X/k X ’H(m) = dim, X.

Démonstration. — Soit A 1’algebre des fonctions analytiques sur X. Si L
est une extension complete de k, la fleche X7, — X est un morphisme fide-
lement plat d’espaces annelés. On peut donc supposer, quitte a étendre les
scalaires, que H(x) = k et que |k*| # {1}. Il existe alors une immersion fer-
mée de X dans un polydisque compact de centre x ; on en déduit I’existence
d’un voisinage strictement k-affinoide de x dans X . Cette remarque permet
de restreindre X de sorte qu’il soit lui-méme strictement k-affinoide. On a
alors I'égalité dimky, Ox,, = dim, X d’apres la propriété 9) du 0.4.

Soit m l'idéal maximal de Ox . La dérivation f — f — f(x) induit un
isomorphisme Q% /i ®ak m/m?, et le lemme s’ensuit immédiatement. [

PROPOSITION 6.3. — Soit X un espace k-analytique et soit x € X.
Soit P une propriété appartenant a I’ensemble R défini au § 0.5.1. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) il existe une extension compléte et parfaite L de k telle que pour
tout point y de Xy, situé au-dessus de x, I'espace X satisfasse P
envy;

ii) pour toute extension compléte F' de k et pour tout point z de Xp
situé au-dessus de X, I'espace X satisfait P en y.

Si de plus P est la régularité, ces deux propositions équivalent a
la troisiéme ci-dessous :

ifi) dimsy(a) Q) © H(x) = dim, X.

Démonstration. — Montrons que )= ii). Supposons que i) est vraie, soit
F une extension complete de k et soit z un point de X g situé au-dessus de
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x. Soit K une extension complete composée de F' et L et soit ¢ un point de
Xk situé au-dessus de z ; soit y 'image de t sur X. Comme L est parfait, K
est une extension anaytiquement séparable de L ; I'espace X, satisfaisant
P en y, 'espace Xk satisfait P en t; on en déduit que X satisfait P en z.

L’implication ii)=> i) est triviale.

Plagons-nous maintenant dans le cas ou P est la régularité. Supposons
que iii) est vraie. Soit L le complété de la cloture parfaite de k. Soit y un
point de X, situé au-dessus de x; grace a ’égalité

dlmH(y) Q}XL/L X ’H(y) = dlmy X

et en vertu du lemme 6.2, ’espace X est régulier en y; comme L est
parfait (lemme 6.1), Passertion i) est établie. Supposons maintenant que
ii) est vraie. Soit F' une extension compléte de H(z) dont la valeur abso-
lue n’est pas triviale. L’espace Xz possede un F-point y au-dessus de z.
Comme X5 est régulier en y en vertu de ’hypothese ii), on a d’apres le
lemme 6.2 I'égalité dimgy(, Q%F/F ® H(y) = dimy Xr; on en déduit que
dimyy(z) Q%{/k ® H(x) = dim, X ; ainsi, iii) est vérifiée. O

DEFINITION 6.4. — On dit que I'espace X satisfait géométriquement la
propriété P en x si les propriétés équivalentes i) et ii) de la proposition
ci-dessus sont vérifiées; on dit que X satisfait géométriquement P s’il la sa-
tisfait géométriquement en chacun de ses points. On parlera ainsi d’espace
géométriquement régulier, géométriquement normal (i.e., So et géométri-
quement Ry, d’aprés le critére de Serre) géométriquement réduit (i.e., Sy
et géométriquement Ry, d’aprés le critére de Serre), etc. En référence a la
propriété iii), on emploiera le plus souvent l’expression « quasi-lisse » en
lieu et place de « géométriquement régulier » .

Remarque 6.5. — Si k est parfait, alors par définition X satisfait P en
x si et seulement si il la satisfait géométriquement en z.

PROPOSITION 6.6. — Soit X un espace k-analytique. Le lieu de quasi-
lissité U de X est un ouvert de Zariski de X, la dimension locale d est
une fonction localement constante sur U, et Qllj /1, €st G-localement libre de
rang d.

Démonstration. — Les propriétés énoncées étant de nature G-locale, on
peut supposer que X est k-affinoide. On désigne par A 'algebre des fonc-
tions analytiques sur X et par X le spectre de A. Soit (X;) la famille finie
des composantes irréductibles de X ; pour chaque ¢, on note d; la dimension
de X; et X; le fermé de Zariski de X' qui correspond & X;. Si z est un point
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quasi-lisse de X, alors Ox , est régulier, et en particulier integre; il s’en-
suit, d’apres le lemme 0.11, que x n’est situé que sur une seule composante
irréductible de X ; si X; est la composante en question, on a dim, X = d;.

Soit ¥V Touvert de X formé des points qui ne sont situés que sur une
seule composante irréductible; on a V = [[V N &;. Pour tout i et tout
point x de VN &;, le lemme 6.2 assure que dim,() Q}A/k ® k(x) > d; ; par
semi-continuité supérieure du rang, l’ensemble U; des points x de V N &
en lesquels on a égalité est un ouvert de Zariski de X.

D’apres ce qui précede, U s’identifie a I'image réciproque de [[U;, et
c’est donc bien un ouvert de Zariski de X, sur lequel la dimension locale
est par construction localement constante. L’anneau Ox , est régulier pour
tout point x de U ; il en résulte que le schéma [[U; est régulier. Le faisceau
cohérent induit par Qi‘ /1 SUr le schéma noethérien localement integre [ [ U;
ayant un rang localement constant, il est localement libre. On en conclut
que Q}J /i st localement libre ; par construction, son rang en tout point x
de U coincide avec dim, U. O

Le lemme suivant sera utilisé a plusieurs reprises par la suite.

LEMME 6.7. — Soit n € N et soit X un espace k-analytique. L’appli-
cation naturelle X1/, — X induit un homéomorphisme entre les espaces
sous-jacents munis de leurs topologies de Zariski.

Démonstration. — Cette application étant bijective (rem. 0.5) et conti-
nue pour les topologies de Zariski, il reste a s’assurer qu’elle transforme tout
fermé de Zariski de Xj1/p» en un fermé de Zariski de X. La question est
locale pour la G-topologie sur X, que ’on peut donc supposer k-affinoide.
Soit F' un fermé de Zariski de Xj1/,n. Il est défini comme le lieu d’annula-
tion simultanée d’une famille (f;) de fonctions analytiques sur Xj1/,» ; on
peut également le décrire comme le lieu d’annulation simultanée des f7 "
Mais f? provient pour tout ¢ d’une fonction analytique g; sur X ; I'image
de F sur X est le lieu d’annulation simultanée des g;, qui est un fermé de
Zariski de X. 0

L’énoncé de la proposition qui suit a été inspiré a 'auteur par le lemme
3.3.1 et de la proposition 3.3.6 de [8].

PROPOSITION 6.8. — Soit X un espace k-analytique, soit x un point
de X et soit y I'unique point de X;1/p situé au-dessus de x. Soit P une
propriété appartenant a R. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) X satisfait géométriquement P en z;

i) Xj1/» satisfait P en y.
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En particulier, X est quasi-lisse en x si et seulement si X;1/p est régulier
en y.

Démonstration. — L’implication i)=- ii) est évidente, et la derniére as-
sertion est simplement une reformulation de ’équivalence i) <= ii) lorsque
P est la régularité. 11 reste & établir ii) = i); on suppose donc que ii) est
vérifiée. Soit U le lieu de validité de P sur X;1/,. C’est un ouvert de Za-
riski de X1/, ; son image V' sur X est un ouvert de Zariski de X d’apres
le lemme 6.7 ci-dessus; en remplagant X par V', on se rameéne au cas ou
X1/ satisfait P, et I'on cherche a montrer que Xy, satisfait P pour toute
extension complete L de k. On peut supposer que X est k-affinoide.

Soit r un polyrayon déployant X (rappelons que par définition un tel r
est en particulier k-libre). On a (k)7 = (kY/P),1/p, et (ke)'/P est donc
une extension analytiquement séparable de k*/?. On en déduit que X (ko) 1/
satisfait P. Soit L une extension complete de k et soit K une extension
complete de k composée de L et k,; si Xi satisfait P, alors X, satisfait
P. Quitte a remplacer k par k, et X par X,, on peut par conséquent faire
Phypothese que |k*| # {1} et que X est strictement k-affinoide.

Soit Y le lieu de non-régularité de X;i1/,. C’est un fermé de Zariski de
X}1/» dont on note d la codimension de Krull. Son image Z sur X est un
fermé de Zariski de X de codimension de Krull égale & d (lemme 6.7) ; pour
toute extension complete L de k, la codimension de Krull de Z;, dans X,
vaut également d.

La propriété P est ou bien la régularité, auquel cas Y et Z sont vides, ou
bien la propriété R,, pour un certain m € N, auquel cas d > m. Dans les
deux situations, il suffit de démontrer que X — Z, est régulier pour toute
extension complete L de k, autrement dit que X — Z est quasi-lisse. On va
montrer que tout domaine strictement k-affinoide W de X — Z est quasi-
lisse, ce qui permettra de conclure. Soit W un tel domaine et soit A I’algebre
de fonctions correspondante; comme Wy1/, est inclus dans X1/, — Y, il
est régulier.

Si F' est une extension finie purement inséparable de k, I'algébre A est
réguliére. C’est évident si p = 1; sinon, soit («y,...,a,) une p-base de F'
sur k. Pour tout 4, notons n; le plus petit entier non nul tel que o e k, et
B; I'élément o e de F'. Soit Fy le sous-corps de F' engendré par k et les
;. 1l se plonge dans k'/P; on en déduit que Ap, est régulier. Par ailleurs
Q}L‘F/A est un Ap-module libre de rang n (les da; en constituent une base),
et Q}L‘FO /4 st un Ap,-module libre de rang n (les df; en constituent une
base). Par le critére de régularité de Kiehl ([17], Satz. 2.2; cf. [8], th. 1.1.1),
AF est réguliere.

TOME 59 (2009), FASCICULE 4



1490 Antoine DUCROS

Si F' est une extension finie de k, lalgébre Ap est réguliére. Pour le
vérifier, on peut agrandir F' et la supposer normale, elle admet alors un
dévissage k C F} C F, ou F} est purement inséparable sur k et ou F' est
séparable sur F;. L’algebre Ap, est réguliere d’apres ce qui précede, et la
Ap, -algebre étale Ap est donc réguliere.

Conclusion.— Soit w un point rigide de W. D’apres ce qui précede,
Wi(w) est régulier ; comme Wy (,,) possede un H(w)-point au-dessus de w,
le lemme 6.2 entraine la quasi-lissité de W en w. Le lieu de non quasi-lissité
de W est un fermé de Zariski, dont on vient de voir qu’il ne contient aucun
point rigide. Par le Nullstellensatz, il est vide. O

COROLLAIRE 6.9. — Soit X un espace k-analytique et soit P une pro-
priété appartenant a R. Le lieu de validité géométrique de P sur X est un
ouvert de Zariski de X ; sa formation commute a toute extension du corps
de base.

Démonstration. — La premiere assertion découle du fait que le lieu de
validité de P sur X1/, est un ouvert de Zariski de ce dernier, de la propo-
sition ci-dessus, et du lemme 6.7 ; la seconde est triviale. O

6.2. Caracteére réduit et extension des scalaires

Pour tout entier positif n, on notera k, l'extension k'/P" de k. L’on
désignera par ko, le complété de la cloture parfaite de k, c’est-a-dire de la
réunion des k,, ; le corps ko, est parfait d’apres le lemme 6.1.

Le théoreme qui suit figure essentiellement dans l'article [8] de Conrad
(lemme 3.3.1) ; il y est énoncé dans le cadre strictement analytique, mais ses
arguments s’appliquent ici; nous en donnons la preuve pour la commodité
du lecteur.

THEOREME 6.10 (Conrad). — Soit X un espace k-analytique ; on le sup-
pose quasi-compact. Il existe alors un entier n tel que ’espace k,-analytique
Y := (Xk,, )red s0it géométriquement réduit ; pour toute extension compléte
L de k,,, I'espace (X[,)rea s'identifie & Yy,.

Démonstration. — Par le lemme 4.9, la seconde assertion résulte de la
premiere ; il en découle que si celle-ci est vraie pour un certain n, elle ’est
pour tout entier supérieur ou égal a n.

Il suffit donc, pour établir le théoréme, de démontrer la premiére assertion
G-localement sur X ; I'on peut des lors supposer que ce dernier est k-
affinoide, et 1’on note A son algebre de fonctions.
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Pour tout n, notons Z,, I'idéal de Ay, formé des éléments nilpotents.
Comme (7, Ay__) est une suite croissante d’idéaux de ’anneau noethérien
Ag_, 1l existe n tel que Z,,41 Ak, = T Ag. -

Par platitude de Ay, ,, — Ay, l'idéal Z,, 11 Ax_ (vesp. I, Ax_ ) s’iden-
tifie & 7,41 ®Akn+1 Akoo (resp. (InAkn+1) ®Ak‘n+1 Akoo)'

En conséquence, (Zn41/Z, Ak, ) A, Ai.. = 0. La fidéle platitude
de Ay, ,, — A, assure alors que Z,, 11 = Z,, Ay, , -

De ce fait (A, /L) ®a4,, Ak,,, coincide avec Ay, ,/Lny1, et est des
lors réduit. Autrement dit, ((Xg,)red)k,, est réduit; compte-tenu de la
proposition 6.8 et du fait que le caractere réduit est, par le critere de Serre,
la conjonction des propriétés Ry et Sy, cela signifie exactement que (Xg, )red
est géométriquement réduit. O

6.3. Normalité et extension des scalaires

Le théoréme qui suit figure essentiellement dans l'article [8] de Conrad
(th. 3.3.6); il y est énoncé dans le cadre strictement analytique, mais ses
arguments s’appliquent ici; nous en donnons la preuve pour la commodité
du lecteur.

THEOREME 6.11 (Conrad). — Soit X un espace k-analytique ; on le sup-
pose quasi-compact. Il existe alors un entier n tel que la normalisation Y de
Xy, , vue comme un espace kn-analytique, soit géométriquement normale ;
pour toute extension compléte L de k,, la normalisation de X s’identifie
avYr.

Démonstration. — Par la proposition 5.20, la seconde assertion résulte
de la premiere; il en découle que si celle-ci est vraie pour un certain n, elle
I’est pour tout entier supérieur ou égal a n.

11 suffit donc, pour établir le théoreme, de démontrer la premiére assertion
G-localement sur X ; 'on peut des lors supposer que ce dernier est k-
affinoide. Le théoreme 6.10 permet, quitte a remplacer k par k, pour un
entier n convenable, de faire I’hypothese que X,oq est géométriquement
réduit ; en substituant X,.q & X, on se rameéne finalement au cas ou X
lui-méme est géométriquement réduit ; on note A son algebre de fonctions.
Pour tout n € NU {oc}, on désigne par Y,, la normalisation de X}, et par
B,, l'algebre des fonctions analytiques sur Y, ; la proposition 5.20 fournit
pour tout couple (n, m) d’éléments de NU{oo} tel que n < m un morphisme
fini et surjectif Y,,, — Yn@)kn k-
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Fixons n € N. Soit U le lieu de normalité de Xy, ; c’est un ouvert de
Zariski de Xy, qui est dense d’apres le lemme 5.15; par le corollaire 5.18,
son image réciproque V sur Y,, est dense dans Y, ; par construction, la
fleche Y,, — X, induit un isomorphisme V ~ U.

I résulte de tout ceci que Vj__ est un ouvert de Zariski dense de Y, 1.
et que Y, . — Xj. induit un isomorphisme Vi, — Uy_ . Puisque X est
géométriquement réduit, Uy__ est réduit ; des lors, Vi__ est réduit aussi, et
comme il s’agit d’un ouvert de Zariski dense de de Y, __, ce dernier possede
la propriété Ry. Par ailleurs I’espace Y,,, étant normal, possede par le critere
de Serre la propriété S, et Y, 1 la possede donc également ; il possede a
fortiori la propriété S; ; en conclusion, Y, ,_ satisfait les propriétés R et
S1; par le critere de Serre, il est réduit.

La surjectivité de Y, — Y,, 1, combinée au caractere réduit de Y, __,
entraine l'injectivité de B, @4,, Ak, — Boo-

On dispose en particulier d'une suite croissante (B,, ® 4,,, Ak.,) de sous-
Ay, -modules de Bo,. Par noethérianité de ce dernier (qui est un Ay_-
module fini), cette suite est stationnaire. Il existe donc un entier n tel que
'on ait I'égalité B, ® 4, Ak., = Bni1 Ry, Ay . Autrement dit, la fleche
naturelle

Bn ®Akn Akn+1 - Bn+1
devient un isomorphisme apres application du foncteur e ® Aky sy As. La
Ak, ,,-algebre A étant fidelement plate, B,® 4, Ak

quence, B, @4, Ak,
On vient de démontrer que Y, j,

i1 = Bry1; en consé-
est normal.

i1 €st normal ; compte-tenu de la propo-
sition 6.8 et du fait que la normalité est, par le critere de Serre, équivalente a
la conjonction des propriétés Ry et So, cela signifie exactement que ’espace

kn-analytique Y,, est géométriquement normal. |

6.4. Préservation de l’irréductibilité
par passage a la cloture parfaite

PROPOSITION 6.12. — Soit X un espace k-analytique irréductible. L’es-
pace Xy est irréductible.

Démonstration. — On procede en deux temps. On utilisera implicite-
ment tout au long de la preuve le fait que pour tout espace k-analytique
W, I'application naturelle Wj,_ — W induit un homéomorphisme entre les
espaces topologiques sous-jacents (rem. 0.5).
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Preuve dans le cas ou X est quasi-compact. — Le théoreme 6.11 assure
Pexistence d'un entier n tel que la normalisation Y de X}, soit un espace
kp-analytique géométriquement normal. Comme X est irréductible, Xy,
l’est aussi en vertu du lemme 6.7 ; il en résulte que Y est connexe ; des lors,
Y., est connexe. Comme Y est géométriquement normal, Yy s’identifie
par la proposition 5.20 a la normalisation de Xj__ ; la connexité de Yj__
entraine donc l'irréductibilité de Xj,__.

Preuve dans le cas général. — Choisissons un G-recouvrement (X;) de
X par des domaines affinoides; pour tout ¢, notons (X; ;) la famille des
composantes irréductibles de X;. Il découle du cas quasi-compact traité
ci-dessus que X; j . est irréductible pour tout (i,7); en conséquence, les
Xi ik sont, a i fixé, les composantes irréductibles de X; _ .

Soit Z une composante irréductible de Xj_ et soit 1" son image sur X.
Pour tout 7, I'intersection Z N X; _ est réunion de certaines des X; jr_ ;
on en déduit que TN X; est pour tout ¢ réunion de certaines des X; ;. De ce
fait, T est un fermé de Zariski de X, qui contient au moins une composante
irréductible d’un domaine affinoide de X (puisque Z est non vide) ; ’espace
X étant irréductible, T'= X et l'on a donc Z = Xj__ ; I'espace X est
par conséquent irréductible, ce qu’il fallait démontrer. O

7. Connexité et irréductibilité géométriques

On désigne toujours par p I'exposant caractéristique de k. On fixe une
cloture algébrique k® de k et I'on note k® son complété.

7.1. Quelques généralités

11 arrivera fréquemment, dans ce qui suit, que I’on traite implicitement les
composantes irréductibles d’un espace analytique donné comme des sous-
ensembles analytiques fermés de celui-ci, sans prendre la peine d’en préciser
la structure; bien entendu, nous ne nous le permettrons que dans des si-
tuations ou cette ambiguité n’a aucune incidence.

LEMME 7.1. — Soit X un espace k-analytique, soit (X;) un G-recouvre-
ment de X par des domaines analytiques connexes, et soit L une extension
compléte de k telle que X; j, soit connexe pour tout i. L’application natu-
relle mo(X ) — mo(X) est bijective.
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Démonstration. — Soit R (resp. Rp) la relation d’équivalence sur X
(resp. X) définie comme suit : pour tout couple (z,y) de points de X (res.
Xr)onaax Ry (resp. ¢ R y) si et seulement si il existe une suite finie
i1,...,4 d’indices et une suite finie z = x1, 22, ..., 2, = y de points de X
(resp. X1) telle que 2, € X;, (resp. x¢ € X, 1) pour tout t. Chacun des X;
(resp. des X; 1) étant connexe, I'ensemble mo(X) (resp. mo(X 1)) s’identifie
naturellement au quotient X/R (resp. X /RrL).

Pour tout couple d’indices (i, j) application

(X NX5)=(XinX;)r = XiNX;

est surjective; on en déduit que X; — X induit une bijection entre X/R
et X1, /Ry, et partant une bijection mo(X ) ~ mo(X). O

NOTATION. — Soit X un espace k-analytique réduit. Nous noterons
5(X) Palgébre des fonctions analytiques sur X qui annulent G-localement
un polynéme non nul et séparable® & coefficients dans k.

11 est immédiat que V' +— (V) est un sous-faisceau en algebres de Ox,
et que X est vide (resp. connexe) si et seulement si $(X) = 0 (resp. n’a pas
d’idempotent non trivial).

Si X un espace k-analytique, si L est une extension complete de k, si Y
est un espace L-analytique et si 7 : Y — X est un morphisme la fleche
naturelle Ox, (X) — Oy, (Y) envoie s(X) dans s(Y). Si X est un espace
k-analytique le morphisme naturel de Ox (X) vers Ox.,., o (Xrea) induit
un isomorphisme $(X) ~ §(X,eq) ; on le vérifie G-localement a l’aide de la
propriété d’unique relévement infinitésimal des morphismes étales.

Les deux lemmes ci-dessous sont essentiellement dus a Berkovich dans le
cas strictement analytique ([4], lemmes 8.1.1 et 8.1.4) ; nous les démontrons
néanmoins pour la commodité du lecteur.

LEMME 7.2 (Berkovich). — Soit X un espace k-analytique connexe et
non vide. L’anneau s(X) est une extension finie séparable de k.

Démonstration. — Puisque X est non vide la k-algébre s(X) est non
nulle. Nos allons tout d’abord établir que chaque élément de s(X) annule
un polynome irréductible et séparable a coefficients dans k, ce qui prouvera
que s(X) est une extension algébrique séparable de k.

Soit f € s(X) et soit ¢ : X — A" le morphisme quelle induit. Soit
(X;) un G-recouvrement de X par des domaines analytiques tels que pour

(8) Dans [4], Berkovich a introduit anneau ¢(X) qui est défini de facon analogue, mais
sans condition de séparabilité du polynoéme ; pour les questions qui nous intéressent, il
sera suffisant de travailler avec s(X), qui a de surcroit ’avantage d’étre, contrairement
a ¢(X), utilisable méme lorsque X n’est pas supposé réduit.
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tout ¢ la fonction f|x, annule un polynoéme non nul et séparable P; a co-
efficients dans k. Pour tout 4, la fleche ¢x, : X; — Ai’a” se factorise par
un morphisme ¢, de X; vers [ [ M(k[r]/(P; ;)) ou les P; ; sont les facteurs
irréductibles unitaires de P;, qui sont séparables et tous de multiplicité 1;
pour tout j, 'image réciproque X; ; de M(k[7]|/(P; ;)) par ¢ est un ouvert
fermé, et donc un domaine affinoide, de X ; par la définition méme de X j,
l'on a P ;(fix,,) = 0. La famille (X; ;) constitue un G-recouvrement de
X. Si (i,7) et (¢/,") sont tels que P; ; # Py j alors 1 appartient a ’idéal
(P ;, Py ;) de k[7], ce qui entraine I'égalité 1 = 0 dans Ox (X, ; N Xy ;)
et force par la méme X; ; N Xy j+ a étre vide.

Comme X # () il existe (i, j) tel que X; ; # 0; nous allons montrer que
P, ;j(f) = 0. Il suffit de vérifier que Pi7j(f|Xi,)j,) = 0 pour tout (¢, j"). Soit
donc (i, 5") un couple d’indices. Si X, jy = 0 il n’y a rien a démontrer.
Sinon, il existe par connexité de X une suite finie

(Z7J) = (ilv.jl)? (i27j2)a et (7:7”.]'7') = (Z./mj/)
telle que X(;, ;) N X(il+17jl+1)

ce qui précede, on a Py, ;) = Py, i)
r — 1; par conséquent, P;; = Py j et P;;(fix, j,) est donc nul, ce qu’on

# () pour tout I compris entre 1 et r — 1. Par
pour tout [ compris entre 1 et

souhaitait établir.

Ainsi, f annule bien le polynéme irréductible et séparable P; ; et s(X)
est des lors une extension algébrique séparable de k.

Montrons que s(X) est de dimension finie sur k. Soit V' un domaine
affinoide non vide de X et soit r un polyrayon déployant V. Par le Null-
stellensatz 1’espace V;. possede un point y qui est kp-rigide. Si E est une
extension finie de k contenue dans s(X) alors E, = F ®y ky est un corps,
et ’évaluation s(X) — H(y) induit un ke-morphisme E, — H(y). On a
en conséquence dimy F = dimy,_ FE, < dimg, H(y). Ceci valant pour toute
extension finie de k contenue dans 'extension algébrique s(X) de k, cette
derniere est elle-méme finie. g

Remarque 7.3. — Soit X un espace k-analytique connexe et non vide,
et soit F' un sous-corps de 5(X ) contenant k; on peut voir X comme un
espace F-analytique. Il est immédiat que le corps s(X) est indépendant
du fait que 'on considere X comme un espace k-analytique ou comme un
espace F-analytique.

Remarque 7.4. — Soit X un espace k-analytique connexe et non vide
et soit r un polyrayon k-libre. L’espace ky-analytique X, est lui aussi non
vide; il est connexe comme on le voit en se ramenant au cas affinoide (c’est
possible grace au lemme 7.1) et en utilisant alors alors le lemme 0.9. Deés
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lors s(X,) est bien défini, et est une extension finie séparable de k, d’apres
le lemme 7.2.

LEMME 7.5 (Berkovich). — Soit X un espace k-analytique connexe et
non vide. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) pour toute extension finie séparable F' de k, I'espace Xp est con-
nexe;

ii) pour toute extension finie F' de k, I'espace X est connexe;

iii) s(X) = k.

Démonstration. — Montrons que i) = ii). On suppose donc que i) est
vraie. Soit F' une extension finie de k et soit Fy.p la fermeture séparable
de k dans F. Par hypothese, Xf, est connexe; comme le morphisme fini
Xr — Xp,, induit un homéomorphisme entre les espaces topologiques
sous-jacents (rem. 0.5) X est connexe.

Montrons que ii) = iii). On suppose donc que ii) est vraie. L’espace X
est muni d'une fleche surjective vers M(s(X)); des lors X;(x) est muni
d'une fleche surjective vers M(s(X) ®y s(X)). La connexité de X,(x) en-
traine donc celle de M(s(X) ® 5(X)), c’est-a-dire encore celle du schéma
Spec(s(X) Rk (X)) ; il en résulte que s(X) = k.

Montrons que iii) = i). Supposons que iii) est vraie. Soit F' une extension
finie séparable de k; quitte a agrandir F', on peut supposer que c’est une
extension galoisienne de k. Posons G = Gal(F'/k).

Le groupe G opere transitivement sur toute fibre de Xp — X (la fibre
de ce morphisme en un point x de X s’identifiant & M(F ®; H(z)) );
de plus, Xr — X est fini et plat, et donc ouvert et fermé; chacune des
composantes connexes de X se surjecte par conséquent sur X ; on déduit
de tout ceci que G opere transitivement sur mo(Xp); notons que ce fait
entraine la finitude de mo(Xr).

Soient Y7,...,Y, les composantes connexes de X . Soit H le stabilisateur
de Y7 dans G. Soit f € F; I'action de G sur mo(Xp) étant transitive, il
existe pour tout ¢ > 1 un élément g; de G tel que g;(Y1) = Y;. La fonction
(F.92(F):- 2 9r(F)) € Oxpe(Xr) = TT O (¥:) ne dépend pas du choix
des g; et est invariante sous l'action de G. Elle provient de ce fait d’une
fonction fy € Ox,(X) : on le voit en se ramenant au cas affinoide, auquel
cas cela résulte de la théorie de Galois schématique. Si P désigne le poly-
néme minimal sur k de Pélément f de F alors P annule (f, g2(f),...,9-(f))
et donc fo, par injectivité de Ox,(X) — Ox, (XFr) (laquelle se démontre
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par fidele platitude apres réduction triviale au cas affinoide) ; ainsi, fy ap-
partient & s(X) et donc & k en vertu de ’hypothese iii) ; par conséquent,
fek.

Conclusion. — Le sous-corps ' de F est d’apres ce qui précede égal a
k, ce qui signifie que H = G. Ce dernier fixe par conséquent Y7 ; puisqu’il
agit par ailleurs transitivement sur mo(Xpg), on a mo(Xp) = {Y1}; ainsi,
X est connexe, ce qu’il fallait démontrer. O

LEMME 7.6. — Soit X un espace k-analytique et soit F' une extension
compléte de k. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) pour toute extension compléte L de k, 'espace X est connexe
(resp. irréductible) ;

ii) pour toute extension compléte L de F, 'espace X, est connexe
(resp. irréductible).

Démonstration. — 11 est clair que i) = ii). Supposons que ii) est vraie,
et soit L une extension complete de k. Soit K une extension complete de k
composée de L et F. L'espace Xk est connexe (resp. irréductible) puisque
Pon suppose que ii) est vraie. Comme X — X, est surjective, X, est
connexe (resp. irréductible). O

7.2. Etape technique : preuve de certains résultats
sous des hypotheéses restrictives

Les résultats qui suivent seront établis plus tard en toute généralité, par
une méthode consistant essentiellement a se ramener aux cas particuliers
traités ci-dessous.

LEMME 7.7 (Berkovich). — Soit X un espace k-analytique.

i) SiX > est connexe, alors X est connexe pour toute extension finie
Fdek;

ii) si Xp est connexe pour toute extension finie F' de k et si X posseéde
un point rigide, alors X [ est connexe.

Démonstration. — Montrons i). Supposons que X > est connexe et soit
F une extension finie de k. Choisissons un plongement F' — k. L’appli-
cation continue induite X — Xp est surjective et X est connexe par
hypothese; il en résulte que X g est connexe.
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Montrons ii). On suppose que X est connexe pour toute extension finie
F de k et que X possede un point rigide . Si Y est un domaine analy-
tique compact de X, la bijection continue naturelle Yo — limYp, ou F

parcourt ’ensemble S des extensions finies de k incluses dans EE, est un
homéomorphisme (§ 0.3.2).

Pour tout couple (F,F') € 8% avec F C F’, I'application Y — Yp
est finie et plate, et en particulier ouverte; il en découle formellement que
pour tout K € S l'application Yy ~ lgn Yr — Yk est ouverte; elle est
par ailleurs fermée compte-tenu du fait que Y. est compact et que Yp est
topologiquement séparé (Y lui-méme I’étant par définition de la compacité).

Ceci valant pour tout domaine analytique compact Y de X, 'application
X — Xp est ouverte et fermée pour tout F € S. Il existe F' € S et
un point ' sur Xp situé au-dessus de x tel que H(z') = F. Supposons
que Xp, soit réunion disjointe de deux ouverts non vides U; et Us. Par
hypothese, Xr est connexe. L’application Xon — Xr étant ouverte et
fermée, Uy — X et Uy — X sont surjectives. Il en résulte que z’ a au
moins deux antécédents sur X. Or comme H(2') = F, le point 2’ n’a
qu'un antécédent sur X, ce qui est absurde. On en déduit que X o oest

ka b
connexe. O

Le théoréme qui suit est dit & Conrad ([8], th. 3.2.1) ; la preuve que nous
proposons est nouvelle.

THEOREME 7.8 (Conrad). — Supposons que |k*| # {1}. Soit X un es-
pace strictement k-affinoide. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) X est connexe pour toute extension compléte L de k ;
ii) X est connexe.

Démonstration. — 1l est immédiat que i) = ii). Montrons la réciproque.
On suppose donc que ii) est vraie. En vertu du lemme 7.6, il suffit de mon-
trer que X, est connexe pour toute extension complete L de ke. On peut
donc, quitte a remplacer k par %E, supposer que k est algébriquement clos.
On fixe une extension complete L de k. On note A ’algébre des fonctions
k-analytiques sur X.

On raisonne par I’absurde. Supposons que X, n’est pas connexe. L’an-
neau Ay possede des lors un idempotent non trivial g; 'on a donc les
égalités g> —g = 0,]|g]| =1 et ||g—1|| = 1, ot ||.|| désigne la (semi)-norme
spectrale de Ay. Soit n un réel appartenant & ]0; 1[N|k*|. Le sous-anneau
de Ay, engendré par A et L est dense relativement a |[|.||, et chacun de ses
éléments vit dans un sous-anneau de Ay engendré par A et un sous-corps
de L de type fini sur k. Il existe en conséquence :
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e un sous-corps Lo de L de type fini sur k, dont on note fo le complété ;

e un élément go de Ap~ tel que ll92 — goll < m,1lgol| = 1 et ||go — 1]] = 1.

Précisons, concernant cette derniere inégalité, qu’elle repose sur le fait
que si a € Ay, alors la semi-norme spectrale de 1’élément a de Ay, coincide
avec celle de son image dans Ay, en raison par exemple de la surjectivité
de la fleche M(AL) — M(ApL,).

Soit Y un k-schéma integre et de type fini dont le corps des fonctions est
isomorphe & Lg. Le complété ZB s’identifie & H(y) pour un certain y € )"
situé au-dessus du point générique de Y ; l'algebre .ALAO est naturellement

isomorphe & I’algebre des fonctions analytiques sur ¢~ (y) ot
q: yan X je X N yan

est la premiere projection.

En vertu de la densité de x(y) dans H(y), il existe un voisinage stricte-
ment k-affinoide Y de y dans V2", et une fonction v sur Y x; X, tels que
lon ait

g1y = Na—rll <M g1yl = Let [yg-1) — 1 = 1.

Soit Uy (resp. Uy) Vouvert de Y x;, X défini par la conjonction d’inégalités
|v2 =] <net |y] <n (resp. |[y2 —v| < net |y —1] <n). Soit Z le domaine
affinoide de Y x;, X défini par I'inégalité |y? — | = n. Par choix de v, les
trois conditions suivantes sont satisfaites :

e pour tout x € ¢~ (y) V'on a [y2(z) — y(z)| < n; ainsi, y ¢ ¢(2);

e il existe x € ¢~ (y) tel que |y(x)| = 1; comme |y%(z) — ()| < n, Pon
a |y(z) — 1| <n; ainsi, y € q(U1);

e il existe z € ¢~ (y) tel que |y(z) — 1| = 1; comme |[y?(x) — v(z)| < n,
Von a |[y(z)| < n; ainsi, y € q(Up).

Soit T le complémentaire du compact ¢(Z) de Y et soit T” un voisinage
strictement k-affinoide de y dans T. Comme y € ¢q(Up) Nq(Uy) NT", il
existe un domaine strictement k-affinoide U] (resp. Uj) de Uy (resp. Uy)
qui est inclus dans ¢~ (7”) et qui rencontre ¢~ !(y). L’intersection de q(U})
et q(U7) est donc une partie non vide de T" ; ’algebre strictement k-affinoide
AU(/) ® A .AU{ est de ce fait non nulle. Par le Nullstellensatz, elle possede un
quotient isomorphe a k. Ceci entraine 'existence d’un k-point ¢ appartenant
aT' N q(Uy) Nq(Uy) € TNq(Uo) Ng(Ur).

Soit # € ¢71(¢). Comme t € T, Pon a |y*(z) — v(z)| < n; on en déduit
(compte-tenu du fait que n < 1 et grace a 'inégalité ultramétrique) que
lon a |[y(x)] < n ou |y(z) — 1| < 7, ces deux inégalités étant exclusives
I'une de l'autre. La fibre ¢~ (¢) est donc égale & la réunion disjointe de ses
ouverts ¢~ 1(t) N Uy et ¢~1(t) N U;. Le point ¢t appartenant a ¢(Up) Nq(Uy),
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lesdits ouverts sont tous deux non vides. En conséquence, ¢~ 1(¢) n’est pas
connexe. Or t est un k-point ; des lors, ¢~ (t) ~ X, lequel est connexe par
hypothese. On aboutit ainsi a une contradiction. O

7.3. Extension des scalaires a k,

PROPOSITION 7.9. — Soit X un espace k-affinoide connexe et non vide ;
soit D un produit fini de k-disques et de k-couronnes compacts, et soient A
et B les algébres de fonctions analytiques respectives de X et D ; on note
T Ia famille des fonctions coordonnées sur ID. Supposons qu’il existe une
B-algébre finie étale C telle que X XD — D se factorise par M(C). Sic € C
et si I'on écrit son image dans AQB sous la forme S a;T!, ot les a; sont
des éléments de A, alors chacun des aj appartient a s(X).

Démonstration. — On procede en plusieurs étapes.

Preuve dans le cas particulier ot |k*| # {1} et ou X est strictement
k-affinoide. — Soit D' I’espace M(C). Comme X — M(k) se factorise par
M(s(X)), lon dispose d’un diagramme commutatif

D;(x) — Dyx)

e

XXk]D)

S

Df——D
ou le morphisme composé X xj D — Dg(x) est la projection naturelle
XxgD~ X Xs(X) ]D)s(X) — D5(X)~

On peut donc, en se fondant sur la remarque 7.3, remplacer k, D et D' par
$(X), Dy(x) et ]D);(X), et se ramener ainsi au cas out s(X) = k; il découle
alors du lemme 7.5, du lemme 7.7 et du théoreme 7.8 que X, est connexe
pour toute extension complete L de k.

Soit D” Iimage (ensembliste) de X x; D sur D'. Soit w € D", soit z
un antécédent de w sur X X D et soit ¢ I'image de w sur . La fibre Z
de X x3 D en t est un espace H(t)-analytique qui s’identifie & Xy ; en
conséquence Zy, est connexe pour toute extension compléte L de H(t).

Soient w = wy,...,w, les antécédents de ¢ sur I’. Le morphisme structu-
ral Z — M(H(t)) se factorise par [ [ M(H(w;)) et Z est connexe ; comme z
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s’envoie sur w, on en déduit que Z — M(H(t)) se factorise par M(H(w));
ceci entraine que w est le seul antécédent de ¢t sur D' qui appartienne & D" ;
en conséquence, D" — D est injective.

Comme Zj, est connexe pour toute extension complete L de H(t), le
lemme 7.5 assure que ’extension finie séparable H(w) de H(t) est triviale. Il
existe en conséquence un voisinage affinoide V' de w dans I’ et un voisinage
affinoide connexe U de t dans D tel que D' — D induise un isomorphisme
V ~ U; l'espace I xp U étant fini et étale sur U, le domaine affinoide
V' est nécessairement une composante connexe de ' xp U. La projection
X X U — U est compacte, a image connexe, et ses fibres sont connexes,
chacune d’elle étant de la forme X pour une certaine extension complete
L de k; dés lors X xj U est connexe. L’image réciproque de V sur ce
dernier en est un ouvert fermé qui est non vide, puisqu’il contient z. C’est
en conséquence X Xj U tout entier.

Cela signifie que X X U — U se factorise par V; la fleche V. — U
étant un isomorphisme, X x; U — V est surjectif; de ce fait V C D", ce
qui montre & la fois que D” est un ouvert de D' et que D” — D est un
isomorphisme local.

Par ailleurs, on a vu plus haut que D" — D est injectif, et D’ — D est
surjectif puisque X x; I — ID se factorise par D" ; le morphisme D" — D
est un isomorphisme local bijectif, c’est donc un isomorphisme. La fleche de
X %3 D vers D' se factorise en conséquence par ID; autrement dit, le mor-
phisme C — A®y,B se factorise par B; image de la B-algebre C dans AR, B
est des lors égale a B, c’est-a-dire a ’ensemble des séries qui s’écrivent
> a;T! avec les ar dans k; la démonstration dans le cas ot |[k*| # {1} et
ol X est strictement k-affinoide est donc terminée.

Preuve dans le cas général. — Soit ¢ € C, écrivons son image dans A®;B
sous la forme Y a;T! ol les a; appartiennent & A. Soit r un polyrayon
déployant X. Fixons I. Il résulte du cas particulier traité ci-dessus que
ay, vu comme un élément constant de A,, annule un polynéme unitaire
séparable a coefficients dans k.. Soit A la sous-algebre de 4 engendrée
par ay; le produit tensoriel A ®y k. s’injecte dans A, (on peut le voir
directement & ’aide de ’expression des éléments de A, comme des séries,
ou bien se référer au 0.3.1) et s’identifie a la sous-algebre de cette derniere
engendrée par ay ; il en résulte que la k.-algebre A ®y, k. est finie étale; en
conséquence, A est une k-algebre finie étale. O

COROLLAIRE 7.10. — Soit X un espace k-analytique connexe et non
vide et soit r un polyrayon k-libre. Le corps s(X,) est naturellement iso-
morphe & §(X)y.
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Démonstration. — Rappelons que X, est lui-méme non vide et connexe,
et que s(X,) est donc bien défini, et est une extension finie séparable de
ky (remarque 7.4). Soit f € 5(X,); écrivons-la f = 3" a; T, ot les ay sont
des fonctions analytiques sur X. Le but est de montrer que chacun des aj
appartient & s(X); c’est une propriété G-locale, et on peut donc supposer
que X est affinoide. Le morphisme X, — M (k) se factorise par M (k. [f]);
comme k.[f] est une k.-algebre finie étale, la proposition ci-dessus assure
que ay € 5(X) pour tout I. O

7.4. La connexité géométrique

THEOREME 7.11. — Soit X un espace k-analytique. Les propositions
suivantes sont équivalentes.

i) s(X)=0ous(X)=k;

ii) il existe une extension compléte algébriquement close K de k telle
que Xk Soit connexe;

11

—

X, est connexe pour toute extension compléte L de k ;

—

v) X est connexe pour toute extension finie F' de k ;

)
iv) X, est connexe;
)
vi)

X est connexe pour toute extension finie séparable F' de k.

Démonstration. — Montrons que i) = ii). On suppose que i) est vraie.
Si s(X) = 0 alors X est vide et ii) est vraie. Supposons que s(X) = k.
Comme s(X) est un corps, X est connexe et non vide. Il existe de ce fait
un polyrayon k-libre r tel que X, possede un point k,.-rigide. Le corol-
laire 7.10 permet d’identifier s(X;) & §(X), ; ainsi 5(X;) = ky. Si K désigne
le complété d’une cloture algébrique de kg, les lemmes 7.5 et 7.7 assurent
que Xk est connexe, ce qui prouve ii).

Montrons que ii) = iii). On suppose que ii) est vraie. Grace au lemme 7.6
il suffit de montrer que X, est connexe pour toute extension compléte L
de K; on peut donc supposer k algébriquement clos et X connexe. Le
lemme 7.1 permet de se ramener au cas ou X est k-affinoide. Si X est
vide, il n’y a rien & démontrer. Supposons X # §); remarquons qu’alors
5(X) = k puisque k est algébriquement clos. Soit r un polyrayon déployant
X. Le corollaire 7.10 assure que $(Xy) = §(X)y = ky. Soit F le complété
d’une cloture algébrique de k.. En vertu des lemmes 7.5 et 7.7, I’espace
Xp est connexe; par le théoreme 7.8, ’espace X est connexe pour tout
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extension complete L de ky. Le lemme 7.6 garantit alors que Xy, est connexe
pour tout extension complete L de k; ainsi, iii) est vérifiée.
L’implication iii) = iv) est triviale; 'implication iv) = v) est ’assertion
i) du lemme 7.7; V'implication v) = vi) est triviale; 'implication vi) = 1)
est triviale si X est vide et résulte sinon du lemme 7.5. O
On dira qu'un espace k-analytique X est géométriquement connexe s’il
satisfait les conditions équivalentes du théoréme ci-dessus.

7.5. L’irréductibilité géométrique

THEOREME 7.12. — Soit X un espace k-analytique et soit X' sa nor-
malisation. Les propositions suivantes sont équivalentes.
i) s(X')=k;

ii) il existe une extension compléte algébriquement close K de k telle
que Xx soit irréductible ;

ii) Xy, est irréductible pour toute extension compléte L de k ;

—

)
iv) X est irréductible;
)

v) X est irréductible pour toute extension finie F' de k ;

vi) X est irréductible pour toute extension finie séparable F' de k.

Démonstration. — Elle repose essentiellement sur le théoreme précédent.
On procede en plusieurs étapes.

Preuve de i) <= vi). — Si F' est une extension finie séparable de k, elle
est analytiquement séparable et X7 est donc normal; d’aprés la proposi-
tion 5.20, X} s’identifie alors & la normalisation de Xp, et X est deés lors
irréductible si et seulement si X7 est connexe et non vide. L’assertion vi)
équivaut par conséquent a dire que X }; est connexe et non vide pour toute
extension finie séparable F' de k ; et cette derniere affirmation est-elle méme
vraie, par ’équivalence entre les propriétés i) et vi) du théoreme 7.11, si et
seulement si s(X’) = k.

Preuve de i) = ii). — On suppose donc que i) est vraie. Soit ke le
complété de la cloture parfaite de k et soit Y la normalisation de Xj__.
Soit F une extension finie séparable de k... Le lemme de Krasner assure
que E est isomorphe a ko, ®j F pour une certaine extension finie séparable
F de k; puisque E est parfait et contient un sous-corps dense et radiciel
sur F, c’est le complété d’une cloture radicielle de F'.

Puisque i) est vraie, vi) est vraie puisqu’'on a vu que les deux proprié-
tés sont équivalentes, et X est donc irréductible; il découle alors de la
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proposition 6.12 que Xg est irréductible. L’espace Y étant normal par
séparabilité de F sur k., il s’identifie & la normalisation de Xg par la
proposition 5.20; on en déduit que Yg est connexe.

Ceci vaut pour toute extension finie séparable E de ko,. Si K désigne le
complété d’une cloture algébrique de ce dernier, il résulte de I’équivalence
des propriétés vi) et iv) du théoréme 7.11 que Yk est connexe. Comme
koo est parfait, K en est une extension analytiquement séparable et Yi est
par conséquent normal ; il s’identifie donc & la normalisation de Xk par la
proposition 5.20, et l'irréductibilité de Xk en découle.

Preuve de ii) = iii). — On suppose donc que ii) est vraie; pour montrer
ii) il suffit, grace au lemme 7.6, de démontrer que X, est irréductible pour
toute extension complete L de K.

Soit Z la normalisation de Xk ; comme Xx est irréductible, Z est connexe.
Soit L une extension complete de K; puisque K est algébriquement clos,
Z, est normal et s’identifie donc, en vertu de la proposition 5.20, a la
normalisation de X,. Par ailleurs, ’équivalence entre les propriétés iii) et
iv) du théoréme 7.11 garantit que Z, est connexe. Il s’ensuit que X, est
irréductible, ce qu’on souhaitait établir.

Fin de la démonstration. — L’implication iii) = iv) est triviale. Suppo-
sons que iv) est vraie, et soit F' une extension finie de k. Choisissons un
plongement F — k. La fleche induite X o X est surjective, et Xp
est donc irréductible, ce qui établit v). L’implication v) = vi) est triviale;
Iimplication vi) = i) a été vue en début de preuve. O

On dira qu'un espace k-analytique X est géométriquement irréductible
s’il satisfait les conditions équivalentes du théoreme ci-dessus.

Remarque 7.13. — Conservons les notations du théoréme ci-dessus. Si
X est réduit, alors s(X’) peut s’interpréter comme Panneau des fonctions
méromorphes sur X qui annulent G-localement un polynéme unitaire sé-
parable & coefficients dans k.

7.6. Corps de définition d’une composante géométrique

Dans le cas strictement analytique, une partie des résultats qui suivent
figurent déja dans l'article [8] de Conrad (cor. 3.2.3 et th. 3.4.2).

Si X est un espace k-analytique, si L est une extension complete de k et
si E' est un sous-corps complet de L on dira par abus qu’'une composante
connexe (resp. irréductible) T' de Xy, provient de E §'il existe une compo-
sante connexe (resp. irréductible) S de Xg telle que T soit X g-isomorphe
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4 S®pL; une telle S est alors nécessairement égale & 'image de T sur X,
et est donc uniquement déterminée.

THEOREME 7.14. — Soit X un espace k-analytique et soit L une exten-
sion compléte de k.

i

ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

Il existe une bijection naturelle mo(Xy) ~ [[ mo(SL), modulo
Semo(X)
laquelle m(S,) correspond pour tout S au sous-ensemble de mo(X,)

formé des composantes dont I'image sur X est incluse dans S.
Soit S € mo(X) ; écrivons la L-algébre finie étale s(S) ®j, L sous la
forme [] L;, ot les L; sont des corps.

o L’espace s(S)-analytique S est géométriquement connexe ;

o L’espace Sy s’identifie canoniquement a HS@E(S)Li, et les
S @E( s) Li sont précisément ses composantes connexes ;

© L’on définit ainsi une bijection fonctorielle en L
mo(SL) =~ Spec (s(5) @y L) ;
en particulier mo(SL) est fini et son cardinal est inférieur ou

égal a [s(S) : k].

Soit S € mp(X). Si T est une composante connexe de Xy, qui ap-
partient & mo(Sr) modulo la bijection de i) son image sur X est en
fait égale a S.

Soit S € mo(X). Si L déploie s(S) alors toute composante connexe
de Sy, est un espace L-analytique géométriquement connexe.

Soit T € mo(X1). L'ensemble des sous-corps complets E de L conte-
nant k tels que T provienne de E admet un plus petit élément, qui
est fini et séparable sur k ; on I'appelle le corps de définition de T'.

Soit £ I'ensemble des sous-corps complets E de L contenant k tels
que toute composante connexe T’ de Xy, provienne de E.

o L’ensemble £ admet un plus petit élément F.

¢ La fermeture séparable de k dans I est dense dans F'.

o Sim(X) est fini alors mo(X ) est fini et F est fini et séparable

sur k.

Si (X)) est un ensemble fini il existe une extension finie et sépa-
rable K de k telle que toute composante connexe de Xy soit un
espace K-analytique géométriquement connexe.
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Commentaire. — 11 résulte de 1’énoncé i) du théoreme ci-dessus que
I’ensemble € de son énoncé vi) peut également étre défini comme I’ensemble
des sous-corps complets E de L contenant k tels que mo(Xy) — mo(Xg)
soit bijectif, ainsi que comme ’ensemble des sous-corps complets E de L
contenant k tels que SR gL soit connexe pour toute composante connexe
S de XE

Démonstration du théoréme 7.14. — On traite chacune des assertions
séparément.
Preuve de i). — C’est immédiat, compte-tenu du fait que si S est une

composante connexe de X son image réciproque sur X, s’identifie a Sy,.

Preuve de ii). — L’espace s(S)-analytique S est géométriquement con-
nexe d’apres le théoreme 7.11 et la remarque 7.3. L’on a

S = S8kL = SBy(s)(s(S) @k L) ~ [ [ 58s(s)Li-

Puisque 'espace s(S)-analytique S est géométriquement connexe, chacun
des S@)S(S)Li est connexe ; il s’ensuit que les S@s( 5) L sont précisément les
composantes connexes de Sy, ce qui suffit & démontrer ii).

Preuve de iii). — Soit T une composante connexe de Xy, appartenant a
mo(SL)- I résulte de ii) que T est de la forme S®5(S)K pour une certaine
extension complete K de s(5), et le morphisme naturel T — S est donc
surjectif.

Preuve de iv). — Supposons que L déploie 5(S), soit T une composante
connexe de Sy, et soit K une extension complete de L. D’apres ii) la com-
posante T est de la forme S @s( 5)L relativement a un certain k-plongement
de s(5) dans L; il en découle que T® K s'identifie & S@E(S)K, lequel est
connexe en vertu de la connexité géométrique de I’espace s(.5)-analytique
S, qui résulte de ii) ; par conséquent, T est un L-espace analytique géomé-
triquement connexe.

Preuve de v). — Soit S la composante connexe de X telle que T' ap-
partienne & my(Sr) (notons qu’en vertu de iii), S n’est autre que I'image
de T sur X). Comme s(S) est une extension finie séparable de k, il existe
un polyndéme irréductible unitaire P a coefficients dans k tel que s(S) soit
isomorphe & k[7]/P(7). En vertu de ii) la composante T correspond & un
facteur irréductible unitaire ) du polynéme P dans L[X]; en réutilisant
ii), on voit immédiatement que le sous-corps de L engendré par k et les
coefficients de () satisfait les propriétés requises.

Preuve de vi). — Le corps F égal au complété de la sous-extension de L
engendrée par les corps de définition (cf. v) ) des différentes composantes
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irréductibles de X, est clairement le plus petit élément de £. Supposons

que m(Z) est fini; comme mo(Zy) est égal & |J mo(SL) d’apres i) et
SE‘ITo(Z)
comme chacun des my(Sg) est fini d’apres ii), 'ensemble m(Z1,) est lui aussi

fini; le corps F' est alors fini et séparable sur k& d’apres sa construction.

Preuve de vii). — Supposons 7o (X) fini; il existe une extension finie ga-
loisienne K de k dans laquelle se plongent chacun des s(.5) ou S parcourt
mo(X). Si S est une composante connexe de X il résulte de iv) que les
composantes connexes de Sy sont toutes des espaces K-analytiques géo-
métriquement connexe ; on déduit de i) que toute composante connexe de
Xk est un espace K-analytique géométriquement connexe. O

7.7. Passage de 1’étude des composantes connexes
a celle des composantes irréductibles

Nous nous proposons maintenant de décrire le comportement des com-
posantes irréductibles d’'un espace k-analytique par extension des scalaires ;
I’idée consiste essentiellement & se ramener, au moyen de la normalisation,
au cas des composantes connexes que ’on vient de traiter. Un fait semble
s’y opposer : la formation de la normalisation ne commute pas, en général,
au changement de corps de base ; on peut néanmoins contourner 1’obstacle
en remarquant que les propriétés cruciales de la normalisation qui nous
intéressent ici (prop. 5.14 et th. 5.17 ii)) ont le bon golt d’étre préservées
par extension des scalaires; ce fait est 'objet de la proposition ci-dessous.

PROPOSITION 7.15. — Soit X un espace k-analytique et soit
f: X' =X

sa normalisation. Soit F' une extension compléte de k et soit K une ex-
tension compléte de F; on désigne par m et w' les morphismes naturels
XK *)XF etX}( HX};

i) L’on a Irr(X}) = mo(Xf).

i) Si S est une composante irréductible de X alors fr(S) est une
composante irréductible de X, et S — fr(S) établit une bijection
entre Irr (X 1) et Irr(Xp).

ili) Si T est une composante irréductible de Xy et si T’ est I'unique
composante connexe de X, telle que T = fx(T") alors w(T) coin-
cide avec fr(nw'(T")) et est une composante irréductible de Xr.
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iv) Si S est une composante irréductible de Xp et si S’ est I'unique
composante connexe de X telle que S = fp(S’) alors

5BrK =(8) = | fx ()
oi1 les S sont les composantes connexes de S'@pK = '~ (S").

Démonstration. — On peut supposer que X est réduit. Son lieu de nor-
malité U en est ouvert de Zariski dense dont on notera U’ I'image réciproque
sur X'.

Preuve de i). — Soit S une composante connexe de X’; c’est un espace
analytique normal. Soit E une extension finie séparable de s(5); l'espace
S@)S( 5)E est connexe d’apres le théoreme 7.11 et la remarque 7.3 ; puisque
S est normal et puisque E est séparable sur s(5), 'espace S@E( s)E est nor-
mal ; comme il est connexe, il est irréductible. Ceci valant pour toute exten-
sion finie séparable E de s(5), on déduit du théoréme 7.12 que pour toute
extension complete K de s(.5), lespace S@s( 5)K est irréductible. L’espace
Sr s’identifie a 5@5(3) (s(S) @k F); il est donc somme disjointe d’espaces
dont chacun est de la forme S QA@E( 5)K pour une certaine extension complete
K de s(S), et est dés lors irréductible d’apres ce qui précede. L’assertion i)
s’ensuit aussitot.

Preuve de ii). — Soit 3 une composante connexe (ou irréductible, ce qui
revient au méme comme on vient de le voir) de X% et soit S la composante
connexe de X’ au-dessus de laquelle X est située. L’espace X’ étant la nor-
malisation de X, le sous-ensemble T := f(S) de X en est une composante
irréductible; soit d sa dimension k-analytique. Les espaces S et 1" sont
purement de dimension d; les espaces Sp et T sont donc purement de di-
mension d; comme Y. est une composante connexe de Sp, on a dim ¥ = d;
par finitude du morphisme fr, le sous-ensemble fr(X) de X en est un
fermé de Zariski irréductible de dimension d, situé sur T ; c’est donc une
composante irréductible de ce dernier, et a fortiori une composante irréduc-
tible de Xp (lemme 4.25), ce qui achéve de montrer la premiere assertion
de ii).

Etablissons maintenant la seconde. Soit 7" une composante irréductible
de Xp. La surjectivité de fr et ce qui précede impliquent I'existence d’une
composante irréductible S de X4 telle que T' = fr(S). Par ailleurs la den-
sité de U’ dans Z’ entraine celle de Uy, dans X}, (cor. 4.26) et S rencontre
de ce fait Uy . Or U, — Up est un isomorphisme, ce qui implique qu’un
point de Up a un et un seul antécédent par fr. Soit S’ une composante
irréductible de X4 telle que fr(S") = T et soit ¢ un point de U N S .
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Comme ¢ est I'unique antécédent de fr(t), qui a par hypothese un antécé-
dent sur 77, on a t € 7. En conséquence U NT C T'. Comme U, N T est
un ouvert de Zariski non vide, et donc dense, de ’espace irréductible T', on
aT CT et donc T =T, ce qui achéve de montrer ii).

Preuve de iii). — L’égalité 7 (T) = fr(7'(T")) est formelle ; 'assertion iii)
du théoréme 7.14 garantit que 7«'(7T”) est une composante connexe de Xp,
et fr(n'(T")) est donc bien une composante irréductible de Xz d’apres ii).

On sait déja (lemme 4.25) que 7 1(S) est réunion finie de composantes
irréductibles de X ; en vertu de ii), m7~1(9) est donc de la forme | fx (%),
ol les ¥; sont des composantes connexes de X ; il est par conséquent égal
a la réunion des fx(X) ou X parcourt 'ensemble des composantes connexes
de X telles que m(fx (X)) soit incluse dans S.

Soit ¥ une composante connexe de X/ ; posons © = 7'(X); comme on
I’a vu plus haut, © est une composante connexe de X%, et fr(0) = 7(fx
(X)) est une composante irréductible de Xz ; on en déduit que 7(fx (X)) est
incluse dans S si et seulement si elle est égale a S, et que cela se produit si
et seulement si © est égale & S’, autrement dit si et seulement si X est I'une
des S!; il en découle que 771 (S) = | fx (S7), ce qu'il fallait démontrer. O

Soit X un espace k-analytique, soit L une extension complete de k et
soit K une extension complete de L. Soit T une composante irréductible
de Xk. Comme Xy — X, est quasi-dominant (rem. 5.8), 'image de T sur
X1, est situé sur une et une seule composante irréductible de X, (on peut
aussi le déduire, de maniere plus élémentaire, du lemme 4.25) ; on dispose
donc d’une application Irr(Xg) — Irr(Xp).

Cette construction fait de L — Irr(Xy) un foncteur en L; remarquons
que nous venons simplement de rappeler dans un cas particulier ce qui a
été mentionné en toute généralité au § 5.1.1.

THEOREME 7.16. — Soit X un espace k-analytique et soit L une exten-
sion compléte de k.

i) II existe une bijection naturelle Irr(Xr) ~ [ Irr(SL), mo-
Selrr(X)
dulo laquelle Irr(S) 1, correspond pour tout S au sous-ensemble de

Irr(X ) formé des composantes dont I'image sur Z est incluse dans

S.

ii) Soit S € Irr(X) et soit S” sa normalisation ; il existe une bijection
fonctorielle en L entre Irr(SL) et Spec (s(S") ®x L) ; en particulier
Irr(SL) est fini de cardinal inférieur ou égal a [s(S’) : k.

TOME 59 (2009), FASCICULE 4



1510 Antoine DUCROS

iti) Soit S € Irr(X). Si T est une composante irréductible de X, qui
appartient a Irr(Sy) modulo la bijection de i) son image sur X est
en fait égale a S.

iv) Soit S € Irr(X) et soit S’ sa normalisation. Si L déploie s(S’) alors
toute composante irréductible de Sy, est un espace L-analytique
géométriquement irréductible.

v) Soit T € Irr(Xy). L’ensemble des sous-corps complets E de L conte-
nant k tels que T' provienne de E admet un plus petit élément, qui
est fini et séparable sur k ; on I'appelle le corps de définition de T'.

vi) Soit £ I'ensemble des sous-corps complets E de L contenant k tels
que toute composante irréductible T' de X, provienne de E.

o L’ensemble £ admet un plus petit élément F.
¢ La fermeture séparable de k dans F est dense dans F'.

o Silrr(X) est fini alors Irr(X,) est fini et F' est fini et séparable
sur k.

vii) SiIrr(X) est un ensemble fini il existe une extension finie et sépa-
rable K de k telle que toute composante irréductible de X i soit un
espace K-analytique géométriquement irréductible.

Commentaire. — Il résulte de I’énoncé i) du théoréme ci-dessus que ’en-
semble &€ de son énoncé vi) peut également étre défini comme ’ensemble des
sous-corps complets E de L contenant k tels que Irr(Xp) — Irr(Xg) soit
bijectif, ainsi que comme 1’ensemble des sous-corps complets F de L conte-
nant k tels que S® gL soit irréductible pour toute composante irréductible
S de XE

Démonstration du théoréme 7.16. — L’assertion i) est simplement d’une
reformulation du lemme 4.25. L’assertion iii) a déja été établie : elle est
contenue dans ’énoncé iii) de la proposition 7.15 ci-dessus. Quant a ii),
iv), v) et vi) elles se déduisent formellement de la proposition 7.15 et des
énoncés correspondants du théoreme 7.14. g

7.8. A propos des espaces géométriquement réduits
Le but de ce qui suit est d’expliquer brievement, par un contre-exemple

simple (cf. [8], § 3.3) pourquoi les équivalences entre les propriétés iii)
et v) des théorémes 7.11 et 7.12, respectivement relatifs a la connexité et a
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Iirréductibilité, ne subsistent pas lorsqu’on s’intéresse a la propriété d’étre
réduit. On suppose que la caractéristique de k est non nulle; elle coincide
donc avec I'exposant caractéristique p de k.

LEMME 7.17. — Soit (a;)ien une suite d’éléments de k telle que |a;]
tende vers zéro quand i tend vers l'infini. Posons

A= KT/ = 3 a1

Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) Panneau A est réduit ;

ili) il existe i tel que a; ¢ kP.

Démonstration. — Soit F le corps des fractions de k{T'}. Le morphisme
d’anneaux k{T} — A est fini et fidelement plat. Comme k{T"} est régulier
(lemme 2.1), il est de Cohen-Macaulay et A satisfait la propriété S;. En
vertu du critere de Serre, il est donc réduit si et seulement si il satisfait Ry,
c’est-a-dire si et seulement si 'anneau local artinien A @y ¢y F est réduit,
soit encore si et seulement si > a; TP ¢ FP. D’autre part

ZaiT”i € FP — ZaiTpi € k{T}’ < a; € kP pour tout 1,

la premiere équivalence résultant de la normalité de k{T} et la seconde
d’un calcul immédiat ; le lemme s’ensuit aussitot. O

Exemple 7.18. — Soit (r;) une suite de réels strictement positifs ten-
dant vers zéro quand i tend vers l’infini. Prenons pour k le complété
de Fp(a;)ien pour la valeur absolue qui envoie un poynéme Y. Aral sur
max |A7|rf. La famille (a;) est par construction une p-base topologique de
k sur kP, et est en particulier libre sur le corps kP. Soit X I’espace k-affinoide
M(E{T}[r]/(r? =3 a;TP") ). Il résulte du lemme précédent que X nlest
pas réduit. Soit K une extension finie de k. Comme [K? : kP] = [K : k],
le kP-espace vectoriel KP est de dimension finie, et il en va de méme de
son sous-kP-espace vectoriel KP N k. Par conséquent, il existe ¢ tel que a;
n’appartienne pas a KP. Le lemme ci-dessus assure alors que X g est réduit.

Remarque 7.19. — Nous renvoyons le lecteur au paragraphe 3.3 de [§]
pour un contre-exemple dans le méme esprit concernant la normalité :
Conrad y construit, pour tout nombre premier impair p, un corps ultra-
métrique complet F' de caractéristique p et un espace F-analytique X qui
est géométriquement réduit, qui est tel que X soit normal pour toute
extension finie K de F', mais qui n’est pas géométriquement normal.
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8. Quelques propriétés stables par produit

THEOREME 8.1. — Soit P une propriété des anneaux locaux noethériens
appartenant a I'un des trois ensembles S, Q et R définis au § 0.5.1. Soit
X un espace k-analytique, soit L une extension compléte de k et soit Y un
espace L-analytique ; soit Z l’espace L-analytique X X Y. Soit z un point
de Z et soient x et y ses images respectives sur X et Y. Si X satisfait P
géométriquement en x et si Y satisfait P géométriquement en y, alors Z
satisfait P géométriquement en z.

Démonstration. — Comme X X, Y ~ X X1 Y on peut remplacer k par
L et donc supposer que L = k. On peut vérifier ’assertion apres extension
des scalaires, et donc faire I’hypothese que k est algébriquement clos; il
suffit de traiter le cas ou X et Y sont affinoides.

Soit X (resp. ), resp. Z) le spectre de 'algebre des fonctions analytiques
sur X (resp. Y, resp. Z) et soit x (resp. y, resp. z) I'image de x (resp. y,
resp. z) sur X (resp. ), resp. Z).

Réduction au cas ot Ox x et Oy y sont des corps. — Le schéma Z est
plat sur X' (§ 0.3.1) ; comme Oy x satisfait P, il suffit de prouver que pour
tout idéal premier p de Ox x I'anneau Oz, Qo k(p) satisfait P; fixons
un tel p.

Soit 7 le sous-schéma fermé irréductible et réduit de X dont le point
générique t correspond & p; désignons par W le produit fibré Z xy 7.
L’annean Oz, ®o, . k(p) satisfait P si et seulement si pour toute généri-
sation w de z située au-dessus de t 'anneau local Oy v, satisfait P ; soit
donc w une telle générisation.

Soit T' le sous-espace analytique fermé de X correspondant a 7 ; remar-
quons que le schéma W s’identifie au spectre de ’anneau des fonctions
analytiques sur W := Z xx T =Y Xxj T. Choisissons un antécédent w de
w sur W; son image y’ sur Y est une générisation de Zariski de y, et Y
satisfait donc P en ¢ ; 'image ¢ de w sur T est située au-dessus du point gé-
nérique t du schéma integre 7. Il nous suffit maintenant de montrer que W
satisfait P en w; on est ainsi revenu au probléme initial, mais (X,Y, z,y, z)
a été remplacé par (T,Y,t,y’, w). Le bilan de cette opération est le suivant :
on peut, en modifiant X, en conservant Y et en remplacant y par I'une de
ses générisations de Zariski, se ramener au cas oit Oy x est un corps. On
réapplique le procédé, mais cette fois-ci & Y ; I'espace X n’est plus modi-
fié; le point x est éventuellement remplacé par 'une de ses générisations
de Zariski, mais celle-ci est encore nécessairement située au-dessus de x,
puisque Oy x est un corps.
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On se retrouve finalement bien dans la situation ot Oy x et Oy y sont
des corps.

Preuve du théoreme lorsque Ox x et Oy y sont des corps. — Le corps k
étant algébriquement clos, X est quasi-lisse en = et Y est quasi-lisse en y
par la prop. 6.3. Les propriétés de base du faisceau des formes différentielles
([3], § 3.3) assurent que

dimH(z) QlZ/k & H(Z) = dimH(w) Q%(/k X 'H(x) + dlmH(y) Q%//k ® H(y)

Ce dernier terme est égale a dim, X + dim, Y en vertu de la quasi-lissité
de X en z et de Y en y, et donc a dim, Z d’apres le lemme 0.10; le lemme
6.2 permet alors de conclure que Z est régulier en z; il y satisfait a fortiori
P, et le théoreme est démontré. O

Commentaire. — 1l est vraisemblable que le théoreme ci-dessus reste
vrai si 'on se contente de supposer que Y satisfait simplement (i.e., non
nécessairement géométriquement) la propriété P en y; nous espérons le
déduire d’un travail en cours sur la platitude en géométrie de Berkovich.

LEMME 8.2. — Soient X et Y deux espaces k-analytiques connexes.
Supposons qu’il existe un G-recouvrement (X;) de X et un G-recouvrement
(Y;) deY tels que X; XY} soit connexe pour tout couple (i, j). Alors X XY
est connexe.

Démonstration. — Soient z et 2’ deux points de X x Y, soient z et 2’
(resp. y et y') leurs images respectives sur X (resp. Y). Soit i (resp. j, resp.
i’, resp. j') un indice tel que x € X; (resp. y € Yj, resp. &’ € X;/, resp.
y' €Y;). Comme X est connexe, il existe une suite finie

B0 = 4,81,...,0p =1’
d’indices telle que X; N X;,,, # 0 pour tout I compris entre 0 et r — 1.
De méme, il existe une suite finie jo = j,71,...,7s = j d’indices telle
que Y;, NYj,, # 0 pour tout A\ compris entre 0 et s — 1. Munissons
{0,...,7} x{0,...,s} de l'ordre lexicographique pour lequel (par exemple)
la premiere coordonnée donne le ton; dans la famille (X;, X3 Y}, )@ »), cha-
cun des domaines rencontre le suivant, le premier contient z et le dernier z’.
Comme ils sont tous connexes, z et 2’ sont situés sur la méme composante
connexe de X x; Y. O

THEOREME 8.3. — Soit X un espace k-analytique, soit L une extension
compléte de k et soit Y un espace L-analytique. Supposons X géométri-
quement connexe (resp. géométriquement irréductible) et Y connexe (resp.
irréductible). Le produit X x; Y est alors connexe (resp. irréductible).
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Démonstration. — Comme X X, Y ~ X X1 Y on peut remplacer k par
L et donc se ramener au cas ou L = k; on peut supposer, pour ’assertion
relative a la connexité, que X et Y sont non vides.

Soit K une extension finie galoisienne de k déployant s(Y") (resp. s(Y”),
ou Y est la normalisation de Y'), et soit I" le groupe de Galois de K sur k.
D’apres I’énoncé ii) du théoreme 7.14 (resp. I’énoncé ii) du théoreme 7.16),
le T-ensemble des composantes connexes (resp. irréductibles) de Yy est en
bijection avec le I'-ensemble des idéaux maximaux de K ®j s(Y) (resp.
K ®;5(Y")) et est en particulier transitif.

Soit {Y;}; 'ensemble des composantes connexes (resp. irréductibles) de
Y. Supposons que l'on ait montré que Xx X Y; est connexe (resp. ir-
réductible) pour tout i. Sous cette hypotheése £ := {Xxg Xk Y;}; est un
I'-ensemble fini qui est constitué d’ouverts fermés non vides, connexes et
deux & deux disjoints de (X xY) g (resp. de fermés de Zariski irréductibles
de (X XY ) i deux & deux non comparables pour 'inclusion) qui recouvrent
(X X Y)k ; les éléments de £ sont donc les composantes connexes (resp.
irréductibles) de (X x;Y)x ; comme T agit transitivement sur {Y;};, il agit
transitivement sur £ et X X Y est de ce fait connexe (resp. irréductible).

11 suffit donc, pour établir notre théoréme, de prouver que X Xk Y;
est connexe (resp. irréductible) pour tout i. Comme K déploie s(Y") (resp.
5(Y")), il résulte de I’énoncé iv) du théoréme 7.14 (resp. de I’énoncé iv) du
théoréme 7.16) que les Y; sont géométriquement connexes (resp. irréduc-
tibles).

L’on peut donc se contenter de démontrer que le produit de deux es-
paces analytiques géométriquement connexes (resp. géométriquement ir-
réductibles) sur un méme corps de base est connexe (resp. irréductible);
autrement dit, nous nous sommes ramené au cas ou X et Y sont tous deux
géométriquement connexes (resp. géométriquement irréductibles).

Preuve de l'assertion relative a la connexité lorsque X et Y sont tous
deux géométriquement connexes. — Quitte a étendre les scalaires, on peut
supposer que k est algébriquement clos. Le lemme 8.2 ci-dessus permet
de se ramener au cas ou X et Y sont affinoides. Pour tout point y de Y
la fibre (X xj Y), s’identifie & X3(,) et est donc connexe. La projection
X x, Y — Y étant compacte, & image connexe et & fibres connexes, ’espace
X X1 Y est connexe.

Preuve de I’assertion relative a I'irréductibilité lorsque X et Y sont tous
deux géométriquement irréductibles. — Quitte a étendre les scalaires, on
peut supposer que k est algébriquement clos. Comme X et Y sont irréduc-
tibles, leurs normalisations X’ et Y’ sont connexes; le produit X’ x; Y’

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LES ESPACES DE BERKOVICH SONT EXCELLENTS 1515

est donc connexe en vertu de ce qui précede; le théoreme 8.1 assure que
X’ %1, Y’ est normal ; en conséquence, X’ x Y’ est irréductible. La fleche
X' %, Y — X % Y étant surjective, X X Y est irréductible. O

COROLLAIRE 8.4. — Soit X un espace k-analytique géométriquement
connexe et non vide (resp. géométriquement irréductible), soit L une ex-
tension compléte de k et soit Y un espace L-analytique. Soit (Y;) la famille
des composantes connexes (resp. irréductibles) de Y. Les X xY; sont alors
les composantes connexes (resp. irréductibles) de X x Y.

Démonstration. — Traitons tout d’abord ’assertion relative a la connexi-
té. Les X X Y; sont des ouverts fermés de X X; Y qui sont non vides,
connexes en vertu du théoreme précédent, et deux a deux disjoints ; comme
ils recouvrent X X Y, ce sont ses composantes connexes.

Traitons maintenant ’assertion relative a l'irréductibilité. Les X X Y;
sont des fermés de Zariski de X Xj Y qui le recouvrent, sont deux a deux
non comparables pour I'inclusion, et sont irréductibles en vertu du théoreme
précédent. Comme {X xj Y;}; est un ensemble G-localement fini de fermés
de Zariski de X X Y (lemme 4.16), les X xj Y; sont les composantes
irréductibles de X x Y. O
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