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ALGEBRES, COALGEBRES ET BIALGEBRES

Exercice 1 - Soit C un k-espace vectoriel avec une base B = (b, )nen. On pose Ap:C > C @, C et eg:C -k les
applications définies par
AB(bn) = Z bk ® bnfka
k=0
1 sin=0

0 sinon.

et e(b,) = {

(1) Montrer que (C,Apg,ep) est une coalgébre. Est-elle cocommutative ?

(2) On pose C' = k[X] et B = (X™)nen la base canonique de C. Décrire la coalgébre que l'on obtient de
identifiant k[ X ] ® k[ X] avec k[X,Y].

N suppose malintenant que g est de caracteristique U et on consider = X2 . Décrire la coa gé re obtenue.
3) 0 intenant que k est d téristique 0 et ider B = (£7).D la coalgebre obt

(4) On munit maintenant C' de sa structure d’algebre usuelle. Est-ce que les coalgébres des questions 2 et 3
sont des bialgébres ?

(5) Sont-elles des algebres de Hopf ?

Exercice 2 -
Soit k£ un corps et 0 # g € k. On pose A =

k<z,y>
(yz—qzy)”

(1) Montrer que {z'y’ | 4,7 >0} est une base de A.

(2) Montrer que A posséde une structure de bialgébre avec A(z) =z @z, A(y) =y®1l+zxQy, e(z) =1 et
e(y) =0.

(3) On fixe ¢ = -1 et on considére I = (z% - 1,4?) I'idéal de A engendré par z — 1 et y*. Montrer que I est un
biideal de A.

k<x,y>

En déduire que B = 2y est une bialgébre.

(yz+zy,x?-1y

Quelle est sa dimension ? Est-elle commutative ? Est-elle cocommutative ?

(4)

()

(6) Montrer que B est une algébre de Hopf.
(7) Soit H une algébre de Hopf. On pose G = {g € H ~ {0}|A(g) = g ® g}. Montrer que G est un groupe.
(®)

En déduire que A n’est pas une algébre de Hopf.



