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Chapitre 1

Introduction.

The notion of Mackey functor, introduced by Green in 1971 [14], is a
generalization of linear representations of a finite group G. A Mackey func-
tor, for Green, is the data of a representation of Ng(H) for every subgroup
H of GG, together with relations between these representations. A couple of
years later, Dress gave a completely different, but equivalent, definition using
the formalism of categories. Twenty years later Thévenaz and Webb intro-
duced the Mackey algebra and proved that a Mackey functor is nothing but
a module over this algebra. Let R be a commutative ring. The Mackey al-
gebras pugr(G) share a lot of properties of group algebras, for example pg(G)
is R-free of finite rank and this rank is independent of the ring R. Moreover
if R is a field of characteristic which do not divide the order of G, then pug(G)
is semi-simple. When (K, O, k) is a p-modular system, it is possible to de-
fine a decomposition theory for po(G), in particular the Cartan matrix of
the Mackey algebra is symmetric and non singular. However there are some
differences with group algebras : in particular, most of the time the deter-
minant of the Cartan Matrix of ug(G) is not a power of p, and the Mackey
algebra over a field of characteristic p is almost never (as soon as p?| |G]) a
symmetric algebra.

Let R = O or k. In their paper, Thévenaz and Webb proved that there is a
bijection b — b* between the blocks of RG and the primitive central idem-
potents of ukL(G), called the blocks of uhL(G), where uhL(G) is the so called
p-local Mackey algebra.

The blocks of RG are in bijection with the blocks of pk(G), and this bijection
preserves the defect groups. So using the Brauer correspondence, we have the
following diagram, where b is a block of RG with defect group D and b is
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Chapitre 1. Introduction.

the Brauer correspondent of b in RN (D) :

be Z(RG) b e Z(uh(G))

| |

V € Z(RNo(D)) —> " € Z(uh(Na(D))).

If D is abelian, it is conjectured by Broué that the block algebras RGb
and RNg(D)b' are deeply connected. It is a very natural question to ask
if the same can happen for the corresponding Mackey algebras. However,
we should notice that, since the Mackey algebra is (most of the time) not
symmetric it is not possible to look at stable equivalences between Mackey
algebras. In Chapter {4 we use some examples to avoid naive ideas, and try
to find the “good” type of equivalence for these blocks of Mackey algebras.

In the present work we look at the following situation. Let G and H be two
finite groups. Let b and ¢ be two block idempotents such that RGb and RHc
are Morita or derived equivalent.

Question A. Let G be a finite group and b be a block of OG with abelian
defect group D. Let V' be the Brauer correspondant of b in ONg(D). Is there
a derived equivalence D°(ub(G)b*) =2 Db(ub(Ng(D))b'*) ?

In Chapter [5| we consider the question for the cohomological Mackey alge-
bra, which is a quotient of uk(G). Using a block version of a Yoshida’s Theo-
rem for cohomological Mackey functors, we are able to prove the following
theorem which settles the question for the cohomological Mackey algebra in
the case of a splendid equivalence.

Theorem B. Let G and H be two finite groups, let b be a block of RG and
c be a block of RH. If RGb and RHc are splendidly derived equivalent, then

D*(copr(G)V")) 2= D" (copr(H)c").

In Chapter [7] we look at Question A. for principal blocks of p-nilpotent
groups, and even if the situation is not as simple as in the case of blocks of
groups algebra, we prove :

Theorem C. Let G = N x P be a p-nilpotent group, where P is a Sylow
p-subgroup of G. Let by be the principal block of RG. Then puk(by)-Mod is
Morita equivalent to pugr(P)-Mod.

Finally, we look at blocks with defect group of order p. In Chapter[0], after
some reminders and well known results about Brauer tree algebras, using the
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knowledge of projective Mackey functors, we give a slightly different proof
of the fact that the p-local Mackey algebras are, in this situation, Brauer
tree algebras. We recall some results about Green orders and prove that the
p-local Mackey algebras over the p-adic ring are Green orders. Using these
results, we prove in Chapter [7| the following Theorem :

Theorem D. Let G and H be two finite groups with a common p-subgroup
C' of order p. Let b (resp. ¢) be a block of RG (resp. RH ) with defect group
C. Then,

1. Db(uh(b)) = D(uk(c)) if and only if D*(RGb) = D*(RHc).
2. If RGb-Mod = RHc-Mod by a splendid bimodule M, then

1 (b)-Mod = s (c)-Mod.

Keywords : Mackey functors, finite groups, blocks, representation of al-
gebras, Morita equivalence, derived equivalence, splendid equivalence.



Chapitre 1. Introduction.

La notion de foncteur de Mackey a été introduite par Green en 1971
dans [14]. C’est une généralisation des représentations linéaires d’un groupe
fini G. Un foncteur de Mackey, pour Green, est la donnée d’une représentation
de Ng(H) pour tout sous-groupe H of G, avec des opérations d’induction
restriction et conjugaison entre ces représentations. Quelques années plus
tard, Dress a donné une définition completement différente, mais équivalente,
qui utilise le formalisme des catégories. Vingt ans plus tard, Thévenaz et
Webb ont introduit 1’algebre de Mackey et ils ont démontré quun foncteur
de Mackey est simplement un module a gauche sur cette algebre. Soit R
un anneau commutatif, I’algebre de Mackey pg(G) partage de nombreuses
propriétés avec l'algebre de groupe RG, par exemple pgr(G) est R-libre de
rang fini et ce rang est indépendant de I’anneau R. De plus si R est un corps
de caractéristique qui ne divise pas I'ordre du groupe G, alors ur(G) est semi-
simple. Si (K, O, k) est un systeme p-modulaire, il est possible de définir une
théorie de décomposition pour pun(G), en particulier, la matrice de Cartan
de I'algebre de Mackey est symétrique et non dégénérée. Cependant il y a des
différences avec les algebres de groupes : en particulier, ’algebre de Mackey
n’est, en général, pas symétrique (des que p? | |G|) et le déterminant de la
matrice de Cartan de p(G) n’est en général pas une puissance de p.

Soit R = O ou k. Dans leur papier, Thévenaz et Webb ont démontré qu’il
y a une bijection b — b* entre les blocs de RG et des idempotents primitifs
centraux de p1h(G), appelés blocs de ph(G), ont ph(G) est algebre de Mackey
p-locale.

Les blocs de RG sont en bijection avec les blocs avec 1k (G), et cette bijection
préserve les groupes de défaut. Donc en utilisant la correspondance de Brauer,
on a le diagramme suivant, ou b est un bloc de RG de groupe de défaut D
et V' est le correspondant de Brauer de b dans RNg(D) :

be Z(RG) b e Z(uh(Q))

| |

V' € Z(RNa(D)) —= " € Z(up(Ne(D))).

Si D est abélien, il est conjecturé par Broué que les blocs RGb et RNg(D)V
sont profondément connectés. C’est une question tres naturelle de se deman-
der si la méme chose peut étre vraie pour les algebres de Mackey correspon-
dantes. Toutefois, comme les algebres de Mackey ne sont pas symétriques, il
n’est pas possible de considérer a des équivalences stables entre ces algebres.
Dans le chapitre 4] on utilise des exemples bien choisis pour éliminer les idées
trop naives que l'on pourrait avoir, et pour essayer de trouver le “bon” type
d’équivalences a considérer pour ces blocs d’algebres de Mackey.
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Dans cette these, on considere la situation suivante : soient G et H deux
groupes finis. Soient b et ¢ deux idempotents blocs tels que RGb et RHc sont
Morita ou dérivés équivalents.

Question A. Soit G un groupe fini et b un bloc de OG de groupe de défaut
abélien D. Soit V' le correspondant de Brauer de b dans ONg(D). Y-a-t-il
une équivalence dérivée DP(u&(G)b*) = DP(ub(Ng(D))WH) ¢

Dans le chapitre 5, on considere cette question dans le cadre de I'algebre
de Mackey cohomologique, qui est un quotient de puh(G). En utilisant une
version par bloc de théoreme de Yoshida sur les foncteurs de Mackey coho-
mologiques, on démontre le théoreme suivant, qui répond a la question dans
le cas des équivalences splendides.

Théoreme B. Soient G et H deux groups finis, soient b un bloc de RG et
c un bloc de RH. Si RGb et RHc sont splendidement dérivés équivalents,
alors Db(cour(G)b*) = D®(copr(H)c*).

Dans le chapitre[7] on s’intéresse a la question A pour les blocs principaux
des groupes p-nilpotent, et méme si la situation n’est pas aussi simple que
dans le cas des blocs d’algebres de groupes, on démontre :

Théoreme C. Soit G = N x P un groupe p-nilpotent, ou P est un p-sous-
groupe de Sylow de G. Soit by le bloc principal de RG. Alors pukh(by)-Mod est
Morita equivalent a pg(P)-Mod.

Pour terminer, on regarde le cas des blocs de défaut d’ordre p. Dans le
chapitre [0}, apres quelques rappels, et résultats moins connus, sur les algebres
d’arbre de Brauer, on donne une démonstration légerement différente du fait
que les algebres de Mackey p-locales sont, dans cette situation, des algebres
d’arbres de Brauer. On rappelle ensuite des résultats sur les ordres de Green
et on démontre que les algebres de Mackey p-locales sur I’anneau de valuation
sont des ordres de Green. On utilise ces résultats pour démontrer, dans le
chapitre [7| le théoreme suivant :

Théoreme D. Soient G et H deux groupes finis avec un p-sous-groupe C'
d’ordre p en commun. Soient b (resp. ¢) un bloc de RG (resp. RH ) de groupe
de défaut C', alors :

1. Db(uh(b)) = D*(uk(c)) si et seulement si D°(RGb) = D(RHc).
2. 8t RGb-Mod = RHc-Mod par un bimodule splendide M, alors

g (b)-Mod = gy (c)-Mod.

Mots clefs : Foncteur de Mackey, groupe fini, bloc, représentation
d’algebres, équivalence de Morita, équivalence dérivée, équivalence splendide.
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Chapitre 1. Introduction.

Dans cette these on introduit des équivalences entre blocs d’algebres de Mackey
cohomologiques ou p-locales. Suivant un excellent conseil de P. Symonds, voici un
diagramme qui récapitule les différentes implications entre ces équivalences.

Blocs d’algebres de groupes Mackey cohomologiques Mackey p-locales

‘ Morita splendlde

ﬂ /\

[ Morita |«

!

e = est une implication dont on ne sait pas si 'implication dans l'autre sens
est vraie.

= est une implication stricte, c’est-a-dire dont on sait que I'implication dans
I’autre sens est fausse.

* : dans le cas des blocs de défaut C),.

o : Il existe des équivalences de blocs d’algebres de Mackey p-locales qui
n’induisent pas d’équivalences entre les blocs d’algebres de Mackey cohomo-
logiques, mais étant donnés deux blocs d’algebres de Mackey p-locales Morita
équivalents on ne sait pas s’il existe une classe d’isomorphisme d’équivalence
de Morita qui se comporte bien avec la structure cohomologique.

Blocs d’algebres de groupes Mackey cohomologiques Mackey p-locales

‘ dérivée splendide ‘

derlvee P %/ dérivée
derlvee

N

ou
e > est une double implication.
e 1 dans le cas des blocs de défaut C,,.

12



Chapitre 2

Conjecture du défaut abélien
de Broué.

2.1 Introduction.

Soit GG un groupe fini et p un nombre premier qui divise l'ordre de G.
On note (K, O, k) un systeme p-modulaire, i.e. O est un anneau de valuation
discrete complet d’idéal maximal p = (7) dont le corps résiduel &k = O/p est
de caractéristique p et le corps de fraction K = Frac(O) de caractéristique 0.
D’apres le théoréme 5 de [35], on peut supposer que le polynome X¢ — 1
a ses racines dans le corps k et le corps K. Dans ce cas on dit que le
systeme p-modulaire est “assez gros” pour . Dans le cas ou les corps k
et K contiennent toutes les racines des polynomes XVe(@/Ql — 1 pour les
p-sous-groupes () de GG, on dit alors que le systeme modulaire est “assez gros”
pour les Ng(Q)/Q.

La décomposition de 1 € OG = by + - - - + b, en somme orthogonale d’idem-
potents primitifs centraux b; induit une décomposition

OG = 0Gb @ - - - OGb;.

De plus pour chaque idempotent b; € Z(OG), il existe un unique idempotent
primitif b; € Z(kG) tel que b; = b; modulo p. On a ainsi une décomposition

kG = kGb, @ - - - ® kGbs,.

S’il n’y a pas de confusion possible, on notera simplement b les idempotents
apres réduction. Ces idempotents sont appelés les idempotents blocs de OG
(resp. kG).

De méme on appelle B; := OGb; 'algebre du bloc b; et k ®o B = kGb;
'algebre du bloc b;.

13



Chapitre 2. Conjecture du défaut abélien de Broué.

Soit M un OG-module indécomposable, il y a un unique idempotent bloc
b tel que bM # 0. On dit alors que M appartient au bloc OGb. La méme
définition s’applique pour les kG-modules.

Soit R = O ou k. La décomposition en blocs de RG correspond a la décom-
position en facteurs directs projectifs indécomposables de RG vu comme
RG-RG-bimodule. Par la procédure habituelle, on peut voir les RG-RG-
bimodules comme des R[G x G]-modules. De facon plus précise, si A € RG
et si g1, g2 sont des éléments de G, alors

(91:92) X == giAgy
Les vortex de B = eRG sont conjugués a un groupe de la forme
A(D):={(d,d) e D x D ; d € D},
pour un p-sous-groupe D de G, bien défini a conjugaison pres.

Définition 2.1.1. Soit B un bloc de RG dont le vortex est conjugué a A(D).
Le groupe D est un groupe de défaut de B. De plus si |D| = p®, alors « est
le défaut de B.

Proposition 2.1.2. Soit B un bloc de kG et B le bloc de OG correspondant,
alors les blocs B et B ont mémes groupes de défaut.

L’une des grandes idées de la théorie des blocs est que I'on peut comparer
et relier les blocs de RG avec les blocs de sous-groupes dit “p-locaux”. Ceci
ce fait a 'aide du morphisme de Brauer.

Définition 2.1.3. Soit D un p-sous-groupe de G. Le morphisme de Brauer
brp : (kG)P — kCq(D) est la projection canonique dont le noyau est égal a
> 0<p TrH(kG?), ott Tr est le morphisme de trace relative.

Théoréme 2.1.4 (Brauer’s first main theorem.). Le morphisme de Brauer
induit une bijection appelée correspondance de Brauer entre les blocs de
Z(kG) de défaut D et les blocs de Z(kNg(D)) de défaut D. Si b est un
bloc de kNg(D) on note b% le bloc de Z(kG) qui lui correspond. Le bloc b¢

est appelé correspondant de Brauer de b.

2.2 Equivalences entre blocs d’algebres de
groupes.

Dans cette section, on rappelle les équivalences classiques entre algebres
de dimension finie. Soit R un anneau commutatif artinien et noetherien et A
une R-algebre de type finie.
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2.2. Equivalences entre blocs d’algebres de groupes.

Définition 2.2.1. Les algebres A et B sont Morita équivalentes si les
catégories de A-modules a gauche A-Mod et de B-modules B-Mod sont
équivalentes.

Théoréme 2.2.2. A et B sont Morita équivalentes si et seulement si les
conditions équivalentes suivantes sont réalisées :

1. Il existe un A-B-bimodule projectif des deux cotés tel que
M ®p Homa(M,A) = A dans la catégorie des A-A-bimodules et
Homp(M,B) @4 M = B dans la catégorie des B-B bimodules.

2. A= Endg(P)® pour un pro-générateur P de B-Mod.

Définition 2.2.3. Les algebres A et B sont dérivées équivalentes si les
catégories dérivées bornées D?(A) et Db(B) sont équivalentes en tant que
catégories triangulées.

Théoreme 2.2.4 ([28]). A et B sont dérivées équivalentes si et seulement
si il existe un complexe borné T de B-module projectifs tel que

1. Le complexe T n’a pas d’auto-extension non triviale.

2. add(T) = D®(B-proj), ot D*(B-proj) est la sous catégorie de D°(B)
formée des complexes dont les termes sont des B-modules projectifs
et add(T) est la sous-catégorie triangulée de D°(T) qui contient les
facteurs directs de sommes directes de T'.

3. A = EndDb(B)(T)Op.

De méme, il y a une version pour les équivalences de catégories homo-
topiques. Soit A une R-algebre, on note K”(A) la catégorie homotopique
bornée des A-modules, et si C est un complexe de chaines, on note C* le
dual R-linéaire de C'. Alors,

Théoréme 2.2.5. A et B sont Rickard équivalentes si et seulement si les
conditions équivalentes suivantes sont réalisées :

1. 1l existe un complexe borné C de A-B-bimodules, dont les termes sont
projectifs de chaque coté tel que

C ®p C* = A dans la catégorie K°(A ® A%),

et
C* @4 C = B dans la catégorie K*(B @ BP).

2. il existe un complexe borné T de B-modules projectifs tel que
o Le complexe T' n’a pas d’auto-extension non triviale.
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e add(T) = Kb(B-proj), o K*(B-proj) est la sous catégorie de K*(B)
formée des complexes dont les termes sont des B-modules projectifs
et add(T) est la sous-catégorie triangulée de K°(T) qui contient les

facteurs directs de sommes directes de T'.
o AX Ende(B)<T)Op.

Remarque 2.2.6. D’apres le théoreme [2.2.4] 'existence d’une équivalence de
Rickard, implique I'existence d’une équivalence dérivée.

2.3 Conjecture du défaut abélien.

Soit G un groupe fini et R = O ou k. Le premier théoreme de Brauer
met en évidence un lien entre les blocs de RG de défaut D et les blocs de
Ng(D) de méme défaut. Il a été conjecturé par Broué qu'il existe des liens
beaucoup plus forts entre les représentations de RG et les représentations de
sous-groupes “p-locaux” :

Conjecture 2.3.1 (Broué). Soit G un groupe fini et b un bloc de RG de
défaut abélien D, soit b le correspondant de Brauer de b dans Ng(D), alors

DY(RGb) = D’ (RNg(D)V),
ot D*(=) désigne la catégorie dérivée bornée.

La conjecture telle qu’énoncée ci-dessous n’est pas la version initiale de
Broué. Dans un premier temps celle-ci concernait les caracteres des blocs et
Broué a conjecturé 'existence d’une “isométrie parfaite” entre ces blocs. Puis
I’existence d’une isotypie, qui est en quelque sorte la donnée d’une famille
d’isométries parfaites entre des blocs d’algebres de groupes “p-locaux” qui se
comportent bien avec les morphismes de décomposition généralisés. Pour plus
de détails sur ces notions, voir [IT]. La notion “d’isométrie parfaite” semble
étre le fantome au niveau des caracteres de l'existence d’une équivalence
dérivée entre les blocs. Cependant ’existence d’une équivalence dérivée entre
deux blocs d’algebres de groupes n’explique pas l'existence d’une isotypie.
Pour cela, il faut un type d’équivalence plus forte :

Définition 2.3.2. Soient G et H des groupes finis, possédant un p-sous-
groupe commun D. Soient A un bloc de RG et B un bloc de RH tous les
deux de groupe de défaut D. Alors A et B sont splendidement équivalents
s'il existe un complexe C' de A-B-bimodules tel que :

1. Le complexe C' induit une équivalence de Rickard entre A et B.
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2. Les termes du complexe C, vus comme R[G x H|-modules, sont des
modules de p-permutation qui sont projectifs relativement a A(A).

Remarque 2.3.3. Dans le cas des blocs principaux, la donnée d’une
équivalence splendide permet de construire une isotypie entre ces blocs (voir
[30]). Dans le cas des blocs non principaux il faut modifier légerement la
définition pour pouvoir construire une isotypie (voir [16]).

Soient A et B deux blocs d’algebres de groupes. L’existence d'une équi-
valence de Morita, ou dérivée, ou dérivée splendide entraine :

1. Les centres des algebres A et B sont isomorphes. Plus généralement
les anneaux de cohomologie de Hochschild HH*(A) et HH*(B) sont
isomorphes.

2. Les groupes de Grothendieck Ky(A) et Ko(B) sont isomorphes.

3. Les diviseurs élémentaires des matrices de Cartan de A et B sont iden-
tiques.

4. Le défaut du bloc A est égal au défaut de B.
5. Le type de représentation de A est le méme que celui de B.

6. Si A et B sont splendidement dérivées équivalentes, le nombre de classes
d’isomorphisme de modules de p-permutation indécomposables de A et
B sont les mémes.

7. Si A et B sont splendidement dérivées équivalentes, les systemes de
fusion de A et B sont équivalents.

Remarque 2.3.4. Les matrices de Cartan et de décomposition de A et B sont
équivalentes si A et B sont Morita équivalentes, mais ce n’est plus vrai en
général si A et B sont dérivées équivalentes.

Remarque 2.3.5. Les conséquences 1, 2, 3 et 5 ne dépendent pas du fait que
les algebres sont des blocs d’algebres de groupes.

2.4 Notations et conventions.

Dans la suite du texte, tous les groupes que I'on rencontrera seront finis.
Soit G un groupe fini, alors utilisera les notations suivantes :

Notations 2.4.1. e Soit p un nombre premier, alors s,(G) est 'ensemble
des p-sous-groupes non triviaux de G, et s,(G) est 'ensemble de tous
les p-sous-groupes de G.
e On note [s,(G)] (resp. [s,(G)]) un systeme de représentants des classes
de conjugaison de sous-groupes de s,(G) (resp. s,(G)).
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Soient H un groupe fini et X un G-H-bi-ensemble fini, on note G\ X
I'ensemble des orbites de X sous 'action de G et X/H ’ensemble des
orbites de X sous 'action de H.

Soient H et K deux sous-groupes de GG. On note H =g K si H et K
sont conjugués dans G.

Soit H un sous-groupe de G. On note Ng(H) le normalisateur de H
dans G et on note Ng(H) le groupe quotient Ng(H)/H.

Soient H et K des groupes finis. Considérons un G-H-bi-ensemble GG
et un H-K-bi-ensemble V. Alors U x g V est le G-K-bi-ensemble

(UxV)/H.

Soit A un anneau et a € A, on note (a) I'idéal de A engendré par
I’élément a.

Soit A un anneau commutatif. On note A-Mod la catégorie des A-
modules a gauche et on note A-mod la catégorie des A-modules (a
gauche) de type fini.

On note C®(A) la catégorie des complexes de chaines de A-modules.
Les indices des termes des complexes sont décroissants.

On note K’(A) la catégorie homotopique bornée de A et D°(A) la
catégorie dérivée bornée de A.

On note A —Mod la catégorie stable des A-modules et on note A —mod
la catégorie stable des A-modules de type fini. Si on travaille sur I'an-
neau de valuation O alors on identifie a zéro les modules relativement
O-projectifs.

Soit R = O ou k. Soit V un RG-module et () un p-sous-groupe de G,
alors le foncteur de Brauer en @ (voir [10]) évalué en V' est noté V[Q)].

On utilisera “facteur de permutation” pour 'anglais “permutation pro-

jective” :

Définition 2.4.2. Soit R un anneau commutatif unitaire et G un groupe
fini. Un RG-module est un facteur de permutation s’il existe un G-ensemble
fini X tel que V est un facteur direct de RX.
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Chapitre 3

Rappels sur les foncteurs de
Mackey.

3.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on présente la problématique de la these. Pour cela on
a besoin de quelques rappels sur la notion de foncteur de Mackey. C’est une
notion qui a été inventée par Green en 1971, puis elle a été généralisée par
Dress, Lindner et plus récemment par Thévenaz et Webb. Chacun de ces
auteurs a apporté une ‘“nouvelle définition” de cette notion. Par “définition”
on entend une catégorie qui est équivalente a la catégorie de foncteurs de
Mackey introduite par Green. La force des équivalences de catégories permet
d’avoir quatre points de vue completement différents sur la méme notion.
On présente dans un premier temps les quatre catégories de foncteurs de
Mackey ainsi que les équivalences entre ces catégories. Ceci est bien connu,
mais d’une importance fondamentale pour la suite du document. Lorsque
I’on cherche a démontrer un résultat avec la notion de foncteur de Mackey,
il est commun de changer tres souvent de définition pour choisir celle dans
laquelle le résultat est le plus naturel.
Dans la suite de ce chapitre on rappelle les résultats de Thévenaz et Webb
sur les foncteurs de Mackey simples et projectifs, ainsi que la notion de blocs
de l'algebre de Mackey. Pour cette derniere on présente le point de vue de
Bouc, qui donne une formule explicite pour ces blocs.
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Chapitre 3. Rappels sur les foncteurs de Mackey.

3.2 Foncteurs de  Mackey, différentes
définitions.

La notion de foncteur de Mackey a été introduite par Green dans [14].
Cette définition est parfois appelée la définition naive des foncteurs de Mac-
key. Le principe est d’axiomatiser le comportement des représentations des
groupes finis. Cette définition permet d’avoir une bonne intuition sur les fonc-
teurs de Mackey. Ces foncteurs ressemblent aux représentations des groupes
avec les morphismes d’induction, restriction et conjugaison. Cependant, il
convient de faire attention avec cette intuition, les foncteurs de Mackey ne
possedent pas toutes les propriétés de cet exemple particulier.

Soit R un anneau commutatif unitaire.

Définition 3.2.1. Un foncteur de Mackey M pour le groupe G sur 'anneau
R consiste en la donnée de
e Pour chaque sous-groupe H de G, un R-module M (H).
e Pour des sous-groupes H C K de GG, un morphisme de R-modules
th  M(H) - M(K) appelé transfert, ou induction, et d'un mor-
phisme de R-modules 7% : M(K) — M(H) appelé restriction.
e Pour chaque sous-groupe H de G, et chaque élément z de GG, un mor-
phisme de R-modules ¢, g : M(H) — M(*H) appelé conjugaison.
Ces applications vérifient les conditions suivantes

1. Aziome de trivialité. Pour chaque sous-groupe H de G, et chaque
élément h € H, les morphismes r# 1 et ¢,y sont égaux au mor-
phisme identité de M (H).

2. Axiome de transitivité. Si H C K C L sont des sous-groupes de G,
alors th o tB =tL et r& ork = rL. De plus si z et y sont des éléments
de G, cy»p © Co.i = Cya.H-

3. Aziome de compatibilité. Si H C K sont des sous-groupes de G, et si x
1 2 T x
est un élément de G, alors ¢, otg = txgcx,H et cp 1 org = mg 0Cy K-

4. Axiome de Mackey. Si H C K O L sont des sous-groupes de G, alors

K _,K H L
g oty = § UHAer © CoH=NL O THzAL-
z€[H\K/L]

En particulier, pour chaque sous-groupe H de G, le R-module M (H) est
un Ng(H)/H-module.

Un morphisme f entre foncteurs de Mackey M et N est la donnée d'un
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3.2. Foncteurs de Mackey, différentes définitions.

morphisme R-linéaire f(H) : M(H) — N(H) pour tout H, tel que les dia-
grammes suivants soient commutatifs : soit H < K et g € G,

J{CQ,H

-
a( oy

——= N(9H)

On peut composer les morphismes de maniére évidente, et 'on note
Mackgr(G) la catégorie des foncteurs de Mackey ainsi obtenue.

FExemple 3.2.2. La correspondance qui a H < G associe son anneau de Burn-
side B(H) est naturellement munie d’une structure de foncteur de Mackey
sur Z, ou le groupe de Burnside B(H) est le groupe de Grothendieck de la
catégorie des H-ensembles finis. Le produit cartésien des H-ensembles induit
une structure d’anneau sur B(H).

L’exemple suivant est fondamental dans le chapitre sur les foncteurs de
Mackey cohomologiques.

Exemple 3.2.3. Soit V un RG-module, le foncteur de points fixes F'Py est le
foncteur de Mackey pour GG défini par

FPy(H) =V ={veV;, w=v,Yhe H} = H'(H,V).

Soit H < K < G, alors VE C VH_ et le morphisme de restriction % est
I'inclusion. Le morphisme de transfert t& : VH — V& est le morphisme de
trace relative : si v € V, alors t5(v) = > ke(x/m kv ot [K/H] est un systeme
de représentants des classes a gauche. Les morphismes de conjugaison sont
induits par 'action de G sur V. En utilisant un argument de décalage, on peut
démontrer que les foncteurs dérivés droits i.e. les foncteurs de cohomologie
H™(—, V), sont des foncteurs de Mackey.

Il y a une notion duale :
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Exemple 3.2.4. Soit V' un RG-module, le foncteur de quotients fixes FQy
est défini comme suit : soit H < G, soit I(H) le sous-module de V' engendré
par les hv — h, pour he Het v eV

FQy(H) = Vy :=V/I(H) = Hy(H, V).

Soit H < K < G, alors I(H) C I(K), donc il y a une projection canonique
Vi — Vi, que l'on appelle t%. Le morphisme de restriction est induit par la
multiplication par Zke[H\ K] k. 11 est facile de vérifier que cette construction
est un foncteur de Mackey. De méme, par un argument de décalage, on peut
montrer que les foncteurs dérivés gauches H,(—, V) sont des foncteurs de
Mackey.

Proposition 3.2.5 ([38] ou [39]). e La construction FP_ : V — FPy
est un foncteur de RG-Mod vers Mackgr(G).
e La construction evy : M +— M(1) est un foncteur de Mackg(G) vers
RG-Mod.
e Le couple (evy, FP_) est un couple de foncteurs adjoints.

Démonstration. Soient V et W deux RG-modules et soit f : V — W un
morphisme de RG-modules. Alors FP;(H) : V1 — W est simplement la
restriction de f & V. 1l est facile de vérifier que f(VH) C WH. 1l est alors
clair que V' — F' Py est un foncteur de RG-Mod vers Mackg(G). De méme
si M et N sont des foncteurs de Mackey et f : M — N est un morphisme de
foncteurs de Mackey alors evi(f) = f(1) est un morphisme de RG-modules
de M(1) — N(1). La derniere partie se trouve détaillée dans [39]. O

Une seconde définition des foncteurs de Mackey a été donnée par Dress
dans [13]. Cette définition utilise le formalisme des catégories et des foncteurs
bivariants. La définition de Green est assez technique et assez lourde a uti-
liser dans la pratique, en particulier a cause de 1'utilisation de représentants
de doubles classes. L’avantage de la définition de Dress est qu’elle est beau-
coup plus canonique, en particulier elle encode toutes les informations de la
premiere définition, y compris la formule de Mackey, en deux assertions. La
plupart du temps on privilégiera cette définition.

Définition 3.2.6. Soient A et B deux catégories. Un foncteur bivariant M
de A vers B est un couple de foncteurs (M*, M,) ou M, (resp. M*) est un
foncteur covariant (resp. contravariant) de A vers B tels que l'image des
objets de A par ces deux foncteurs coincident. Pour un objet X de A, on
note M (X) := M*(X) = M.(X).
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Définition 3.2.7. Un foncteur de Mackey pour G sur R est un foncteur

bivariant M = (M*, M,) de la catégorie G-ens des G-ensembles finis vers la
catégorie R-Mod des R-modules, tel que

e Soient X et Y deux G-ensembles, ix et iy les injections canoniques de

X (resp. V) dans X LY, alors (M*(ix), M*(iy)) et (M,(ix), M.(iy))

sont des isomorphismes inverses l'un de I'autre entre M (X)® M(Y) et

M(XUY).
e Si
XY
b l
74>

est un carré cartésien de G-ensembles, alors le diagramme

M) X preyy

est commutatif.

Un morphisme entre foncteurs de Mackey est une transformation naturelle
de foncteurs bivariants. On a alors une catégorie de foncteurs de Mackey notée
a nouveau Mackgr(QG).

Définition 3.2.8. Soit X un G-ensemble fini. La catégorie des G-ensembles
au dessus de X est la catégorie dont les objets sont les couples (Y, ¢) ou Y
est un G-ensemble fini et ¢ : Y — X est un morphisme de G-ensembles. Un
morphisme f de (Y, ¢) vers (Z,1) est un morphisme de G-ensembles de YV
vers Z tel que Yo f = ¢.

Exemple 3.2.9. Le foncteur de Burnside sur Z évalué en X est le groupe de
Grothendieck de la catégorie des G-ensembles au dessus de X pour les rela-
tions données par unions disjointes. Ceci donne un foncteur de Mackey sur
R apres avoir étendu les scalaires depuis Z, que 'on note RB. S’il n’y a pas
de confusion possible on le note simplement B.

Soit X un G-ensemble. L’évaluation du foncteur de Burnside en X x X est
munie d’'une structure d’anneau. En effet B(X?) est le groupe de Grothen-
dieck de la catégorie des G-ensembles au dessus de X x X. Le produit des

(classes d’isomorphisme des) éléments (X < Y b X Yet (X & 7 4 X ) est
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le (la classe d’isomorphisme du) produit fibré le long de b et ¢ :

P

s Ty
Y A
X X X
L’identité de 'anneau est (la classe d’isomorphisme de ) :

X

7\

X X

Exemple 3.2.10. Soit V un RG-module, le foncteur de point fixe F Py est
naturellement défini au sens de Green. Pour étendre la définition au sens de
Dress, on remarque que pour H < G, on a :

FPy(H) := V" =~ Hompao(RG/H,V).
Pour un G-ensemble X, on définit donc F'Py(X) par
va(X) = HOng<RX, V)

Une autre définition des foncteurs de Mackey a été donnée par Lindner
dans [21]. Elle utilise une catégorie de “spans”, une notion qui a été introduite
par Yoneda dans [42] et généralisée par Bénabou dans [2]. Cette définition
est tres similaire a celle de Dress, mais n’utilise pas de foncteurs bivariants.

Définition 3.2.11. Soit Sg r la catégorie dont les objets sont les G-
ensembles finis et les morphismes sont donnés par : Homs, ,(X,Y) =
RB(Y x X). Le groupe de Burnside des G-ensembles au dessus de Y x X.

Définition 3.2.12. Un foncteur de Mackey est un foncteur covariant R-
linéaire de S g vers R-Mod.

Remarque 3.2.13. Avec cette définition, le foncteur de Burnside est le foncteur
de Yoneda Y, pris sur le G-ensemble trivial e : soit X un G-ensemble, alors
Y.(X) = Homs, ,(X,e) = RB(X x o) = RB(X). Les autres foncteurs de
Yoneda de cette catégorie sont importants et seront exhibés dans la troisieme
section de ce chapitre a I'aide de la construction de Dress.
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La derniere définition des foncteurs de Mackey utilisée dans ce document
est due a Thévenaz et Webb dans [38] et elle utilise 'algebre de Mackey
de G. Elle permet de faire apparaitre des liens tres forts entre la théorie des
foncteurs de Mackey et la théorie des représentations des groupes finis.

Définition 3.2.14. L’algebre de Mackey pour G sur R est l'algebre asso-
ciative unitaire ayant pour générateurs t5, r& et ¢, y pour H < K < G et
g € G, avec les relations :

d ZHgG th = Lur(c)-

o th =rfl=¢, ypour HS< Get he H.
thtl =L rBrL =L pour HC K C L.
Cy aHCoH = Cggn, pour H < Get g, g €G.
tggcg,H = cg,th et rigcg,K = cg7Hr§, H<LK,ged.

HyH L K
oty = Zhe[L\H/K} U mh i Ch,LhnET phoy POUr L < H > K.
Tous les autres produits de générateurs sont nuls.

Définition 3.2.15. La catégorie des foncteurs de Mackey est la catégorie
des modules a gauche sur l'algebre de Mackey ugr(G).

Lemme 3.2.16 ([6]). L’algébre de Mackey ur(G) est isomorphe a RB(QZ),
Uanneau de Burnside des G-ensembles au dessus de QZ, ol Qg =
|_|H§G G/H. Le produit dans cet anneau est le produit donné dans l’exemple

[2.2.9

Démonstration. On définit de fagon explicite un isomorphisme [ sur les
générateurs de pur(G) : (t5) ==

G/H

/

G/K G/H

ou & : G/H — G/K est la projection canonique.
De méme SB(rf) :=

G/H
VRN
G/H G/K
et B(cgm) ==
G/9H

\

W\
G/H

GjoH
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ou vg.m(x 9H) = xgH. On peut facilement vérifier que ceci donne un isomor-
phisme d’algebres. O]

Le résultat suivant est bien connu des spécialistes. Dans la suite de ce
document, on va utiliser la démonstration de facon intensive.

Théoreme 3.2.17. Les quatre définitions|3.2.1), |3.2.7,13.2.12 et|5.2.15 sont
équivalentes.

Démonstration. 1 — 2: Soit M; un foncteur de Mackey au sens de
Green. On va construire un foncteur de Mackey M, au sens de Dress.
Soit X un G-ensemble fini. Le groupe G agit sur @, .y M1(G) (ot G,
est le stabilisateur de x) par permutation des composantes. On pose
alors My(X) = (€D, Mi(G))°.
M, (X) est donc la donnée de Vo € X, u, € M(G,)
tel que Vg € G, g.uy = ug,.
Soit f : X — Y un morphisme de G-ensembles. On va définir les
morphismes Mo (f)* et Ma(f).. Soit u € (@D, Ml(X))G,

(Ma(f)e(w) oy = Dt U (3.1)

z€[Gy\f 1 (y)]

(Ma(£)*(0)) ey =76 Vp10) (3.2)

On peut vérifier que ces constructions sont bien définies et que M est
un foncteur de Mackey au sens de Dress.

2 — 3 : Ce passage est nettement plus facile. On définit M3 au sens
de Lindner de la fagon suivante : pour un G-ensemble X, on pose
M;3(X) := My(X).

Soit ¢ = (Y L x4 X) un G-ensemble au dessus de Y x X, alors
M;3(p) = Ms(b), o My(a)*. On peut vérifier que cette construction
s’étend par linéarité au groupe de Grothendieck RB(Y x X)) et que M3
est un foncteur. Pour cela on utilise 'axiome du diagramme cartésien.

3 — 4 : On va construire un module M, sur I'algebre de Mackey pg(G).
Pour cela on évalue en g : on pose My := M3(Q¢). Ceci donne un
module pour Ends, ,(Q¢) = RB(Qq x Q¢) = RB(Q%) = ur(G).

4 — 1 : On définit M;(H) := ¢t} M. Les morphismes d’induction, restric-
tion et conjugaison sont obtenus en multipliant par les générateurs de
I’algebre de Mackey correspondants.

O
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Dans la suite, on note abusivement Mackgr(G) les différentes catégories
des foncteurs de Mackey. On précisera la catégorie choisie si une confusion
est possible.

3.3 Quelques foncteurs entre catégories de
Mackey.

Pour construire des foncteurs entre catégories de foncteurs de Mackey, la
définition la plus naturelle est, souvent, celle de Dress. En effet, pour Dress
un foncteur de Mackey pour le groupe fini G sur 'anneau R est un foncteur
bivariant de G-ens vers R-Mod avec des propriétés additionnelles. Soit H
un groupe fini et F' un foncteur de H-ens vers G-ens. Soit M un foncteur
de Mackey pour G. La pré-composition de M par F' produit un foncteur
bivariant de H-ens vers R-Mod.

H-ens N G-ens M, R-Mod.

Bien str, en général cette construction ne donne pas un foncteur de Mackey.
Pour que cette composée soit un foncteur de Mackey, une condition suffisante
sur le foncteur I’ est que F' ait les deux propriétés suivantes :

1. Le foncteur F' est un foncteur additif dans le sens suivant : soient X et Y
deux H-ensembles finis. Soient ix (resp.iy) le morphisme canonique de
X (resp. Y) vers XUY'. Alors F(ix)UF (iy) : F(X)UF(Y) — F(XLY)
est un isomorphisme de G-ensembles.

2. Soit

X—=Y
b lc
Z—4=T
un diagramme cartésien de H-ensembles. Alors
FX) 2% Ry
F(b) iF(C)
F(z) 2% BTy

est un diagramme cartésien de G-ensembles.

Il est évident que si M est un foncteur de Mackey pour G et F est un
foncteur de H-ens vers G-ens qui possede ces deux propriétés, alors M o F
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est un foncteur de Mackey pour H. Serge Bouc a caractérisé les foncteurs
entre catégories d’ensembles munis d’'une action de groupe qui possedent ces
deux propriétés ([4]). Ils sont caractérisés par les G-H bi-ensembles :

Théoréme 3.3.1 (Bouc). Soient G et H deux groupes finis. Soit F' un fonc-
teur entre les catégories H-ens et G-ens qui posséde les propriétés 1 et 2
Alors il existe un G-H-bi-ensemble fini U unique a isomorphisme pres, tel
que F' est isomorphe au foncteur X — U oy X,

ot Uoy X := H\{(u,z) € U x X /Vh € H, uh = u = hx = z}. Inver-
sement, si U est un (G, H)-bi-ensemble fini, alors le foncteur X — U oy X
posseéde les propriétés 1 et 2.

3.3.1 Induction, restriction et isomorphismes.

Soit H < G et soit U = G le H-G-bi-ensemble G avec action
h.x.g = hxg pour h € H et (z,9) € G X G.

On a alors un foncteur G-ens vers H-ens, qui envoie le G-ensemble X sur
G (ofe! X. Or

Goc X :=G\{(9,2) e GXx X ; Vg €q, g9 =9g=gx=1}
=G\{(g9,2) e G x X}
=G xg X
>~ Res$(X).

Donc le foncteur X +— G og X est le foncteur Res% : G-ens — H-ens. La
pré-composition par U induit un foncteur que I'on appelle induction :

Ind$ : Mackg(H) — Mackg(G). Autrement dit, si M est un foncteur de
Mackey pour H sur G et si Y est un G-ensemble, alors

IndS(M)(Y) = M(Res%(Y)).

De méme, considérons le G-H-bi-ensemble Gy avec action g.x.h = gxh
pour (g,2) € G x G et h € H. Le foncteur U oy — : H-ens — G-ens est
isomorphe au foncteur Ind$,. La pré-composition par ce bi-ensemble induit
un foncteur de Mackg(G) vers Mackg(H), ce foncteur est appelé foncteur

de restriction et noté Res%.

Remarque 3.3.2. Ces deux constructions sont naturelles lorsque 1’on travaille
avec la définition de Dress des foncteurs de Mackey. Si ’on utilise la notion
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de Green, en utilisant 1'équivalence de catégories du théoreme |3.2.17, on
obtient les constructions de Sasaki ([34]) : soit M un foncteur de Mackey

pour le groupe G sur 'anneau R au sens de Green. Soit K < H, alors
(ResG M) (K) = M(K). En effet :

(Res&M)(K) = (ResG M) (H/K)
= M(Ind%(H/K))
= M(G/K)
= M(K),

en notant abusivement “M” pour le foncteur de Mackey M au sens de Green
et au sens de Dress. Pour le foncteur d’induction le résultat est beaucoup
moins canonique. Soit N un foncteur de Mackey pour le groupe H et K < G.

Alors
(Ind§N)(K)= € NHNK).

9€[K\G/H]

En effet,

(Ind$N)(K) = N(Res%(G/K))
N( || H/HNKY)
9€[K\G/H]

&P NEH/HNK)

ge[K\G/H]

~ B NEHNK)

9€[K\G/H]

1%

1%

Il reste alors a définir ce que sont les morphismes de transfert, de restric-
tion et de conjugaison, ce que nous ne ferons pas ici puisqu’on ne va jamais
utiliser I'induction des foncteurs de Mackey au sens de Green. Pour définir
proprement ces applications il faut faire attention au choix des systemes de
représentants. On peut trouver ceci dans le chapitre de rappels de ([23]).

Le résultat suivant, bien qu’élémentaire, est tres utile :

Lemme 3.3.3. Soit V un RG-module et H un sous-groupe de G. Soit W un
RH-module. Alors Res$F Py & FPresc vy €t Ind$ F Py = F Prgc w)-
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Démonstration. Soit X un H-ensemble, alors
Res$(FPy)(X) = FPy(Ind$% (X))
= Hompgg(RInd$ X, W)
>~ Hompa(IndS(RX), W)
>~ Hompu(RX, Res$ (W)
= F'Ppes w)(X).

Cet isomorphisme est fonctoriel. De méme on démontre que Ind%FP, =
FP IndG (V)" u

Proposition 3.3.4 (J40]). Le foncteur Res$; : Mackr(G) — Mackg(H) est
adjoint a droite et a gauche du foncteur Ind$ : Mackg(H) — Mackgr(G).

Démonstration. La démonstration se trouve dans [40]. L’idée de la démon-
stration est la suivante, les foncteurs d’induction et de restriction pour les
catégories de foncteurs de Mackey sont induits par les foncteurs d’induction
et de restriction pour les catégories de G-ensembles. L’induction est alors
adjointe a gauche de la restriction. On utilise le fait que les foncteurs de
Mackey, au sens de Dress, sont des foncteurs bivariants pour construire une
adjonction a gauche et a droite. O]

Remarque 3.3.5. Les foncteurs d’induction et de restriction étant exacts, ils
envoient les foncteurs de Mackey projectifs sur des foncteurs de Mackey pro-
jectifs.

En corollaire, on a le lemme suivant.

Lemme 3.3.6. Soient H < G et M un foncteur de Mackey au sens de

Green pour G sur Uanneau R. Alors (Res$M)(1) = Res%(M(1)) en tant
que RH-modules. Soit N un foncteur de Mackey pour H sur R, alors

(Ind$N)(1) = Ind$ (N (1)) comme RG-modules.

Démonstration. Soit M un foncteur de Mackey pour le groupe H et V un
RG-module, alors on a des isomorphismes naturels :

Hompg((Indf(M))(1),V) = Homasackp()(F Pinag >,FPv)
)
= HomMackR(H) FPM(1 RGSHFPV

o HomMackR(G)(IndHFPM Py
(
= Homarackp (i) (F Prny , F'Ppege
)

)
V)

>~ Hompg (M (1), Res$(V))
= Hompe(Indj(M(1)),V).
Donc Ind$(M)(1) 2 Ind%(M(1)). De méme pour la restriction. O
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Soient G' et G' deux groupes finis et ¢ : G’ — G un isomorphisme
de groupes. Considérons le G-G’-bi-ensemble ;G avec laction g.x.g' =
grp(g') pour (g,z) € G x G et ¢ € G'. Ce bi-ensemble induit un foncteur
Mackr(G) — Mackg(G') noté Iso(¢). Dans le cas particulier ou H et K
sont des sous-groupes de G et ou l'isomorphisme ¢ : H — K est induit
par la conjugaison par un élément g € G, c’est-a-dire ¢(h) = ghg™! pour
h € H. Soit M € Mackg(K), on note Iso(¢)(M) = Iso(g)(M) := IM €
Mackg(H).

Remarque 3.3.7. 11 y a donc une formule de Mackey pour les foncteurs de
Mackey. Plus précisément, soit G un groupe fini et soient H, K des sous-
groupes de G. Soit M € Mackgr(K), alors

ResS Ind$ M = @ Ind? ., Iso(g™ ) Restyyn i M.
9e[H\G/K]

3.3.2 Foncteur d’inflation.

Soit N < G un sous-groupe normal. Soit 7y : G — G/N la projection
canonique. On considere le G/N-G-ensemble G/N avec action gN.x.g =
gNzmy(g") pour (g9,¢") € G x G et z € G/N. Ce bi-ensemble induit un
foncteur Infg/N : Mackr(G/N) — Mackgr(G) appelé inflation. Soit X un
G-ensemble, alors

G/Nog X :=G\{(gN,z) e G/N x X ; Vg € G, tNg'N =azN = ¢'.x = x}
~ xN.

Autrement dit, si M est un foncteur de Mackey pour G/N sur R, alors

(InfgM)(X) = M(XY).

Remarque 3.3.8. Soient M un foncteur de Mackey au sens de Green pour
G/N et H un sous-groupe de G. Alors

(InfénM)(H) = Inf&(M)(G/H)
= M((G/H)™)

B 0siNgH
- { M(G/N/H/N)si N < H

B 0siNg¢H
_{ M(H/N)si N < H

Il y a une formule générale pour exprimer les adjoints a gauche et a
droite de la pré-composition par un bi-ensemble. Cependant la formule est
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légerement technique (voir [6]), et dans ce cas précis il est assez facile d’ex-
primer les adjoints. Pour I'adjoint & droite voir [40].

Soit M € Mackr(G/N) au sens de Dress. On va construire un foncteur noté
M — MY qui est adjoint & gauche du foncteur Infg N Ce foncteur est
appelé N -construction, ou foncteur de points fixes par N, ou encore le fonc-
teur + dans [39)].

Soit X un G/N-ensemble, alors

MH(X) == M(Inf&nX)/ Y M.(f)M(Y)),

ou la somme est sur les couples (Y, f) ou Y est un G-ensemble fini tel que
YN = et f est un morphisme de Y vers Infg/N(X).

Proposition 3.3.9 ([40] au sens de Green.). Le foncteur M — MY est
adjoint a gauche du foncteur Infg/N.

La N-construction est plus naturelle lorsqu’on 'exprime dans le sens de
Green. Soit M un foncteur de Mackey au sens de Green pour G et K/N un
sous-groupe de G/N.

MN(E/N) = M(K)/ Y 5 (M(J)).
NgJ<K

Le foncteur M +— MY peut-étre généralisé au cas ot N n’est pas normal
dans G. Soit () < G, alors le foncteur

M — (Reng(Q)M)Q : Mackg(G) = Mackr(Ng(Q)/Q)

est adjoint a gauche du foncteur 1 nd%G(Q)I nd%z((%)) Si aucune confusion n’est

possible, on note simplement par M — M® ce foncteur.

3.3.3 Construction de Dress.

_ Soit Z un G-ensemble fini. Considérons le G-G-bi-ensemble
Z = Indg?é’;Z = (G xG)xa) Zou A(G) :=={(g,9) e GXxG; ge G} est
le sous-groupe diagonal. Soit X un G-ensemble fini, alors
Zog X = ((G X G) Xa) Z) og X
~ ee
= (Ind{57) xa X
=7 x X,
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3.4. Décomposition de la catégorie Mackg(G) induite par 'anneau de
Burnside.

avec action diagonale. Le foncteur induit par ce bi-ensemble est en endo-
foncteur de la catégorie Mackr(G) appelé construction de Dress. 11 est noté
M — My. Soit M € Mackgr(G) et X un G-ensemble fini, alors

Mz(X)=M(Z x X).
Lemme 3.3.10. La construction de Dress est un foncteur auto-adjoint.

Démonstration. [6] page 65. O

3.4 Décomposition de la catégorie Macky(G)
induite par ’anneau de Burnside.

Il y a un morphisme d’anneaux unitaires de 'anneau de Burnside vers le
centre de 'algebre de Mackey, qui induit une décomposition de la catégorie
Mackgr(G). 11 a été exhibé par Thévenaz et Webb dans les sections 8 et 9
de [38]. Pour un point de vue plus fonctoriel, on utilise la notion de centre
d’une catégorie.

3.4.1 Le centre d’une catégorie.

Théoréme 3.4.1 (Lemme de Yoneda). Soit C une catégorie pré-additive.
Soit P € Ob(C) et Yp le foncteur de Yoneda. C’est-a-dire Yp(X) =
Home (P, X) pour X € Ob(C). C’est un foncteur additif de C vers Z-Mod.
Soit F' un foncteur additif de C vers Z-Mod. Alors, on a un isomorphisme de
groupes abéliens

Nat(Yp, F) = F(P),

Ot Nat(Yp, F') est constitué des transformations naturelles de Yp vers F.

Démonstration. Si T € Nat(Yp, F'), alors Tp(Idp) € F(P). Inversement si
r € F(P), on construit une transformation naturelle S comme suit : soit

B € Ob(C) et f € Home(P, B) alors Tg(f) = F(f)(x). O

Définition 3.4.2. Soit C une catégorie additive ‘petite’. Le centre de la
catégorie C est End(Idc) : les endomorphismes du foncteur identité de la
catégorie C.

Cette notion généralise bien celle du centre d’un anneau car :

Proposition 3.4.3. Soit R un anneau, alors le centre de la catégorie R-Mod
est 1.somorphe au centre de R.
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Démonstration. Si « est un endomorphisme du foncteur identité de la
catégorie R-Mod, alors ag est un endomorphisme de R. Mais comme « est
une transformation naturelle, si f est un morphisme de R dans R, alors le
diagramme suivant est commutatif :

R& R
! !
R—>R.
Avec ces diagrammes, on démontre que ag(1) € Z(R).
Inversement si z € Z(R), on peut construire un endomorphisme m, du fonc-
teur identité de la catégorie des R-modules de la fagon suivante : soit V'
un R-module, alors m,(V) est la multiplication par z : soit v € V, alors

m,(V)(v) = zv. Les constructions a — ag(l) € Z(R) et z € Z(R) — m,
sont des isomorphismes inverses I'un de 'autre. O

3.4.2 Morphisme de B(G) vers le centre de Mackr(G).

Dans la suite de cette section, on se place dans le point de vue de Dress.
Soit M € Mackgr(G) et soient X et D deux G-ensembles. On note ( x,xd )

le morphisme de X x D — X qui envoie (z,d) sur x. On pose

Opoary = M, ( ‘”;:d ) o M* ( xg’jd )  M(X) = M(X).

On peut alors démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.4.4. 1. X = ®p px est un endomorphisme ®p p du foncteur
de Mackey M.
2. ®p : M — ®p est un endomorphisme du foncteur identité de
Mackg(G).

Donc ®p € Z(Mackgr(Q)), et cet élément posséde les propriétés sui-
vantes : soient Dy et Dy deur G-ensembles.

e dp.p, = Pp, +Pp,.

e &p, 0oPp, = Pp,xp,.

o Si Dy = Dy, alors ®p, = $p

P

Théoreme 3.4.5. Le morphisme D — ®p s’étend en un morphisme unitaire
d’algebres
(: R®z B(G) = Z(Mackr(Q)).
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Burnside.

Donc une décomposition de 1 € B(G) en somme d’idempotents centraux
orthogonauz e et f induit une décomposition

Mackg(G) = ((e)(Mackr(Q)) @ ((f)(Mackr(G)).

Les idempotents de I’anneau de Burnside sont bien connus :
soit 7 un ensemble de nombre premiers et Zy 1= {¢; p € m = p{b}.

Définition 3.4.6. Soit H < G. Le sous-groupe O™ (H) est le plus petit sous-
groupe de H tel que H/O™"(H) soit un m-groupe résoluble. Le sous-groupe
H est m-parfait si H = O™ (H).

Théoréme 3.4.7. 1. Les idempotents primitifs de Q@7 B(G) sont les €%,
pour H < G, a conjugaison prés. Ils sont définis par
1
e = oD > IK|u(K H)G/K.

K<H

2. Les idempotents primitifs de Zxy @z B(G) sont les f§j ot H est un
sous-groupe m-parfait de G, a conjugaison pres. Ils sont définis par :

15 = > 5.
Ke[s(G);0™m(K)=gH

ot [s(G)] est un ensemble de représentants des classes de conjugaison
de sous-groupes de G.

On a alors le théoreme suivant, qui est une version généralisée du théoreme
10.1 de [38] :

Théoreme 3.4.8. Soient G un groupe fini et R un anneau commutatif. Soit
m un ensemble de nombres premiers tel que,

T = {p . p ’ ‘G’ etp §é RX}U{dGSP tqp /HGl}:
Alors,

12

Mackg(G) oy C(fS)Mackg(G).

HG[S(G)} ; H =-parfait

1. Soit H un sous-groupe m-parfait de G. Les foncteurs

L 2(f ") ResS, L C(f§)Mackp(G) — ¢(f4") Mackg(Na(H)),

et
M IndS, ;M = C(f" ) Mackr(Ne(H)) — C(f§)Mackg(G)

sont des équivalences de catégories inverses ['une de [’autre.

35



Chapitre 3. Rappels sur les foncteurs de Mackey.

2. Soit H < G un sous-groupe normal. Les foncteurs

L ¢ LT ¢(f5) Mackp(G) — C(f ") Mackp(No(H))

et _
InfSy: C(f1' ") Mackr(Na(H)) — C(f§)Mackr(G)

sont des équivalences de catégories inverses ['une de ['autre.

Mackg(G) = D C(FNUN Macky(Ne(H)).

HE[S(G)} ; H est w-parfait

Définition 3.4.9. On note Mackr(G, 1) la catégorie ((f&)Mackr(G). Cest
la catégorie des foncteurs de Mackey m-locaux, ou des foncteurs de Mackey
projectifs par rapport auzr w-sous-groupes résolubles de G.

On utilisera principalement le cas m = {p}, dans ce cas on a :

Proposition 3.4.10. Soit G un groupe fini et R un anneau commutatif tel
que : si q | |G| est un nombre premier différent de p , alors q est inversible
dans R. Dans ce cas, Mackg(G,1) = uk(G)-Mod. Ou uh(G) est la sous-
algébre de pg(G) engendrée par les r§, t§5 et cgo 00 Q < K < G, g€ G et
Q@ est un p-groupe.

Définition 3.4.11. L’algebre uh(G) est lalgébre de Mackey p-locale.

Remarque 3.4.12. Le théoréme [3.4.8| permet de réduire I’étude de la catégorie
Mackg(G) aI'étude des catégories Mackr(Ng(H),1) pour H < G. L'un des
avantage de cette réduction est que cette catégorie possede de nombreuses
propriétés intéressantes comme on va le voir dans la section suivante.

3.5 Foncteurs de Mackey simples.

Dans cette section, on suppose que R = k est un corps de caractéristique p
(pouvant étre zéro). Les foncteurs de Mackey simples pour G sur k ont été
décrits par Thévenaz et Webb dans [40]. Ils sont en bijection avec les couples
(H,V) ou H parcourt les sous-groupes de G a conjugaison pres et V' par-
court les classes d’isomorphisme de kNg(H )/H-modules simples. Le foncteur
simple associé au couple (H, V') est noté Spy.

Théoréeme 3.5.1 ([40]). o Sik est un corps, alors

G Ng(H) «Ng(H
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ot ng(H) est le sous-foncteur de F' Py, défini par
St "N(K) = Im(trl . V — V),

pour tout sous-groupe K de Ng(H).
o Si k est un corps de caractéristique zéro ou ne divisant pas l’ordre du
groupe G, alors

Ng(H
Sy = IndS i Infy ) F Py

Remarque 3.5.2. On peut définir les foncteurs de Mackey simples au sens de
Dress de la fagon suivante : soit H un sous-groupe de G et V un kNg(H)/H-
module simple. Soit X un G-ensemble fini. Alors

Suv(X) = Tr ¢ (Homy (KX 7], V).

Pour une démonstration, voir chapitre 11. de [6].

Remarque 3.5.3. Ce théoreme peut se démontrer de fagon tres générale en
étudiant les représentations des catégories R-linéaires. L’avantage de cette
approche est que la démonstration est sensiblement la méme pour caractériser
les foncteurs de Mackey simples, les modules simples dans les catégories de A-
modules ot A est un foncteur de Green, ainsi que les foncteurs a bi-ensembles
simples. Ceci permet de construire un “paramétrage” des foncteurs simples,
cependant la construction d’'un “paramétrage” bijectif, qui repose sur un
type d’unicité de groupes minimaux, ne semble pas s’appliquer au cas des
A-modules ot A est un foncteur de Green a bi-ensembles ([32] et [33]).

3.6 Foncteurs de Mackey projectifs.

On propose dans cette section une liste de résultats indispensables sur
les foncteurs de Mackey projectifs. Suivant le cours donné par Serge Bouc
a I'université de Picardie Jules Verne en 2013, on énonce les résultats d’une
fagon la plus générale possible. Les résultats les plus forts nécessitant par la
méme occasion des hypotheses fortes sur 'anneau R.

Soit GG un groupe fini et R un anneau commutatif.

Proposition 3.6.1. Soit D un G-ensemble fini. La construction de Dress
RBp du foncteur de Burnside en D est un foncteur de Mackey projectif.

Démonstration. Avec la définition de Lindner des foncteurs de Mackey le
foncteur RBp est un foncteur de Yoneda Homs, ,(—, D). Donc c’est un
foncteur projectif. n
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Proposition 3.6.2. Soit L un foncteur de Mackey pour G, alors il existe un
ensemble I et pour i € I, un G-ensemble fini X; tel que L soit un quotient

de @ZEI RBXL

Démonstration. C’est une conséquence de ’équivalence de catégories
Mackg(G) = RB(Q%)-Mod. O

Corollaire 3.6.3. Soit L un foncteur de Mackey de type fini, alors :
o il existe un G-ensemble fini X tel que L soit un quotient de RBx.
e Si L est projectif, alors L(1) est un RG-facteur de permutation.

Démonstration. Si L est projectif, alors L est facteur direct de RBx, donc
L(1) est facteur direct de RBx (1) = RX. O

On va voir que la réciproque est vraie, c’est-a-dire que chaque module
de p-permutation est I’évaluation en 1 d’un foncteur de Mackey projectif, a
condition de mettre de bonnes propriétés sur 'anneau R.

Soit 7= {p; p| G| et p¢ R*}Li{des p ta p JIG]}.

Proposition 3.6.4. Soit L € Mackg(G,1) un foncteur de Mackey projectif
de type fini. Si L(1) =0, alors L = 0.

Question 3.6.5. Soit M € Mackg(G,1). Le foncteur M est-il caractérisé
par sa valeur en 1 2

La réponse a cette question est non en général, cependant, on va voir que
si 'anneau R possede de bonnes propriétés, alors la réponse est positive.

Ezemple 3.6.6. Soient R = Z et m = {p}, ou p est un nombre premier. Soit
G = C, le groupe cyclique d’ordre p. Dans ce cas, f& =1 € B(G). Soitd € Z
premier avec p. On note A[d] le foncteur de Mackey défini par

Ald](1) = Z.

Ald|(Cy) =Z & Z.

o 177(1) = (0,1).

r< (a,b) = da + pb.

Les conjugaisons sont triviales.

Théoreme 3.6.7 ([19]). Les foncteurs Ald] sont des foncteurs de Mackey
projectifs et Ald] = Ale] si et seulement si d = te(p).

Démonstration. L’équivalence de la seconde assertion est facile a établir.
Soient d et e des entiers premiers a p, alors on montre :

Ald] @ Ale] = A[1] ® Alde].
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Et finalement, A[l] = B, ou B est le foncteur de Burnside. Comme d est
premier a p, il existe un entier e tel que e X d =1 mod p. On a alors,

Ald] ® Ale] = A[1] ® A[1],
qui est un foncteur de Mackey projectif. O

Donc si p > 5, il existe d et e premiers a p tel que A[d] n’est pas isomorphe
a Ale], mais pourtant les valeurs en 1 de ces deux foncteurs sont des ZC)-
modules isomorphes au module trivial Z.

Théoréme 3.6.8. [[38] théoréme 12.7.] Soit R = O ou k. Alors lappli-
cation M — M(1) induit une bijection entre les classes d’isomorphisme de
foncteurs de Mackey projectifs indécomposables de Mackr(G, 1) et les classes
d’isomorphisme de RG-modules de p-permutation indécomposables.

Si Spv est un foncteur de Mackey simple, alors on note Py y la couverture
projective de Spy. Il y a une notion de vortex pour les foncteurs de Mackey
(voir [38] section 11). Le vortex d’'un foncteur de Mackey projectif M de
Mackgr(G, 1) correspond au vortex du RG-module M(1). Le groupe H est
un vortex de Py y .

3.7 Blocs d’algebres de Mackey p-locales.

Soient R = O ou k et G un groupe fini. On a vu dans le théoreme
qu’il y a un morphisme d’anneaux unitaires ¢ de B(G) vers Z(ur(G)).
Ce morphisme étant unitaire, il envoie un idempotent de B(G) vers un
idempotent de Z(ugr(G)). C'est de cette fagon que I'on peut décomposer la
catégorie M ackr(G) en un produit de sous-catégories. Cependant les idempo-
tents primitifs de B(G) ne le restent pas dans Z(ugr(G)). Dans cette section,
on donne une formule explicite pour les idempotents primitifs de Z(ug(G))
en fonction des idempotents primitifs de Z(RG). Les deux sections suivantes
suivent [§].

3.7.1 Anneau de Burnside croisé.

Soit R un anneau commutatif et G un groupe fini.

Définition 3.7.1. La catégorie des G-ensembles croisés est la catégorie des
G-ensembles au dessus de G¢, ou G¢ est le G-ensemble G avec action de G
par conjugaison.
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Définition 3.7.2. L’anneau de Burnside croisé de G, noté B(G)° est le
groupe de Grothendieck de la catégorie des GG-ensembles croisés pour les
relations données les décompositions en union disjointe. Il est muni d’une

structure d’anneau : soient (X, a) et (Y, /) des classes d’isomorphisme de
G-ensembles croisées, alors (X, a) x (Y, ) = (X x Y, a.f) ou

a.B(z,y) = a(z)B(y).
On montre que ¢’est un anneau commutatif.
Remarques. 1. L’anneau de Burnside croisé est donc I’évaluation du fonc-
teur de Burnside sur le G-ensemble G°.
2. On définit 'anneau de Burnside croisé sur R comme étant RB(G)¢ :=
R ®y B(G)“.

Lemme 3.7.3. L’application [ de B(G) vers B(G)¢ définie par X
(X,ux), ot ux est le morphisme de G-ensembles de X vers G¢ défini par
ux(z) =1, pour tout x € X, est un morphisme d’anneauz unitaires.

Donc une décomposition de 1 en somme d’idempotents orthogonaux pri-
mitifs dans B(G) induit une décomposition de 1 en somme d’idempotents
deux & deux orthogonaux de B(G)¢. Soit R = O ou k, alors :

Définition 3.7.4. L’anneau de Burnside p-local est :
A(G) = B(f7)(RB(G)°).

Les idempotents de cet anneau ont été déterminés par Serge Bouc. Pour
cela, on a besoin de quelques notations :
e Soient b un idempotent bloc de Z(kG) et P un p-sous-groupe de G,
alors br@(b) est I'unique idempotent bloc de Z(OCg(P)) qui releve
brp(b) € kCq(P). Les br8(b)(g) sont les coefficients définis par :

brp(b) =) _br(b)(9)g-

e Soit () un sous-groupe de G et g € C(Q), alors [Q, gl est la classe
d’isomorphisme du G-ensemble croisé (G/Q, my) ot my : G/Q — G°
est le morphisme de G-ensembles défini par m,(zQ) := zgz ™.

Théoréme 3.7.5 (Bouc). Soit b un idempotent bloc de Z(kG), alors

Pimm Y Q@ PrE0)0)Q gl
geG

QCPEsy(Cg(9)

Les b* sont des idempotents (centrauz) primitifs de A, et si b parcours les
blocs de kG, alors b* parcourt un ensemble complet d’idempotents primitifs

de A.
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3.7.2 Idempotents primitifs centraux de uj(G).

Pour déterminer les idempotents primitifs de pk(G), on utilise les idem-
potents primitifs de A(G) et le théoréme suivant :

Théoréme 3.7.6. Soit (X, «) un G-ensemble croisé. Soient M un foncteur
de Mackey pour G sur R et Y un G-ensemble fini. On pose

E(X, a)ay = M, ( Ojgy ) M* ( “”’yy ) .

Les £(X, a)py définissent une transformation naturelle du foncteur identité
de Mackgr(G), de plus : soient (X,«a) et (Y,5) deur G-ensembles croisés,
alors

L X UY,aup) =E(X,a)+x(Y,5).
2. €(X,a) 0 &Y, B) = £(X x Y, a.B).

3. Le diagramme swivant est commutatif :

RB(G) d Z(pr(G)) (3.3)

A

RB(G)

On pose alors b := £(b*) et comme le diagramme commute et
ph(Q) = EoB(fE) ur(G). Les idempotents de RB(G) ne restent pas primitifs
lorsqu'’ils sont plongés dans Z(uk(G)), mais 'anneau de Burnside croisé est
légerement plus gros que ’anneau de Burnside. Le petit miracle est que les
idempotents primitifs de RB(G)¢ restent primitifs dans Z(uk(Q)).

Théoreme 3.7.7. Soit b un bloc idempotent de kG, alors

1
V=3 2 Q@ PR @) ot
HCG QCPes,(H)
:L‘ECG(P)

Si b parcourt les blocs de kG, alors b* parcours les idempotents primitifs
centrauz de puyH(G).

Définition 3.7.8. L’idempotent b* est appelé idempotent bloc de I’algebre de

Mackey p-locale. S’il n’y a pas de confusion possible, on note 1, (b) lalgebre
1

1o (G)b".
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Remarque 3.7.9. Si b est un bloc de kG, on obtient un bloc b de uy(G). En
appliquant le morphisme de réduction modulo p, on obtient un idempotent
primitif central b# de pi (G). Dans la suite, s'il n’y a pas de confusion possible,
on note simplement b* cet idempotent apres réduction modulo p et

HA(b) = (G

De méme on note Mackg(b) la sous-catégorie de Mackgr(G, 1) qui correspond
a pk(b)-Mod, pour R = O ou k.

Définition 3.7.10. Soit b un bloc de kG et D un groupe de défaut de b.
Alors D est appelé groupe de défaut de b*.

Remarque 3.7.11. Cette définition peut-étre justifiée de facon tres précise en
utilisant les foncteurs de Green. Voir la section 5.3 de [8].

Les blocs de la catégorie Mackr(G) ont été étudiés par J. Thévenaz
et P. Webb dans [38]. Ils ont défini les blocs de la catégorie Mackgr(G,1)
en utilisant le “linkage principle”. C’est-a-dire deux foncteurs de Mackey
indécomposables sont dans le méme bloc si et seulement si leurs facteurs
de composition sont tous dans le méme bloc. Ils ont ensuite caractérisé les
foncteurs de Mackey simples qui appartiennent a un bloc donné :

Théoréme 3.7.12 ([38]). Soit G un groupe fini et R = O ou k. Soient Sgy
et Skw deux foncteurs de Mackey simples de Mackg(G,1). Alors Sy et

Skw sont dans le méme bloc si et seulement si V' est dans un bloc RNg(H )by
et W est dans un bloc RNq(K )by tels que b¢ = b5 .

Remarques. e Les deux points de vue des théoremes [3.7.12] et [3.7.7] sont
bien sur équivalents (Théoreme 56.12 de [25]).

e Les deux points de vue sont intéressants et complémentaires. Le point
de vue de Thévenaz et Webb est tres utile pour avoir des renseignements
généraux sur les blocs. Par exemple le nombre de foncteurs simples
ou le vortex des projectifs indécomposables. Par contre il n’est pas
raisonnable de l'utiliser pour savoir si un foncteur de Mackey est dans
un bloc donné, puisque les facteurs de composition des foncteurs de
Mackey projectifs sont tres difficiles a calculer (voir [23] et [41]).

e Le point de vue de Bouc est tres utile pour savoir si un foncteur de
Mackey projectif est dans un bloc donné (voir ci-dessous), par contre il
n’est pas tres raisonnable d’espérer calculer explicitement 1’action d’'un
bloc b* sur un pp(G)-module (voir chapitre suivant pour des exemples).

e La combinaison des deux points de vue fournit une machinerie tres
efficace pour étudier les modules de p-permutation indécomposables

d’un bloc d’algebre de groupe. (voir corollaire [3.7.14]).
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La formule des blocs de pub,(G) est explicite, mais 1'utilisation de cette for-
mule est difficile : les algebres de Mackey sont de dimension finie, mais cette
dimension, qui dépend du nombre d’éléments du groupe, mais aussi du treillis
des sous-groupes, est rapidement tres grande ( par exemple dimy g (Ss) = 87,
et dimy(pr(Ss)) = 4252 ) et rend les calculs inatteignables en temps raison-
nable, que ce soit pour I’humain, mais aussi pour des machines. Cependant
I’action d’un bloc b* sur I'évaluation en 1 d’un foncteur de Mackey M est
donnée comme suit : soit m € M(1), alors

1

b.m = Z T Z ]Q|,u(Q,P)brg(b)(x)tgwcx,Qrgm (3.4)
HCG QCPes,(H)
z€Cq(P)
= b (b)ean (m). (3.5)

zeG

C’est-a-dire I'action de I'idempotent bloc b sur le RG-module M (1).
Comme les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables sont caractérisés
par leur évaluation en 1, on a le résultat suivant :

Proposition 3.7.13. 1. Soit P un foncteur de Mackey projectif indécom-
posable de Mackgr(G,1) et b un bloc de RG. Alors P est dans le bloc
b* si et seulement si le RG-module de p-permutation indécomposable
P(1) est dans le bloc b.

2. Les classes d’isomorphisme de foncteurs de Mackey projectifs indécom-
posables d’un bloc b* sont en bijection avec les classes d’isomorphisme
de RG-modules de p-permutation indécomposables dans le bloc b.

Démonstration. D’apres le théoréme [3.6.8] les foncteurs de Mackey projectifs
indécomposables de Mackg(G, 1) sont en bijection avec les RG-modules de
p-permutation indécomposables. Si () est un autre foncteur de Mackey pro-
jectif indécomposable, alors P = @) si et seulement si P(1) = Q(1).

Un foncteur de Mackey projectif indécomposable P est dans un bloc b* si et
seulement si 0" P # 0, mais 0" P est projectif, donc :

V.P#0& (BH.P)(1)#0
< b.(P(1)#0
& P(1) est dans le bloc b de RG par (3.5).

]

Corollaire 3.7.14. Soit G un groupe fini et b un bloc de kG de défaut cy-
cligue D = Cyn avec n € N*. Il y a (n + 1)e classes d’isomorphisme de

43



Chapitre 3. Rappels sur les foncteurs de Mackey.

modules de p-permutation indécomposables dans le bloc kGb, ou e est l'indice
d’inertie du bloc b. De facon plus précise, il y a e classes d’isomorphisme de
modules de p-permutation indécomposables de vorter X pour 1 < X < D.

Démonstration. D’apres la proposition les RG-modules de p-permu-
tation indécomposables de RGb-Mod sont en bijection avec les foncteurs de
Mackey projectifs indécomposables qui sont dans le bloc b*. Les foncteurs
de Mackey projectifs indécomposables dans le bloc b* sont en bijection avec
les foncteurs de Mackey simples du bloc b*. D’apres le théoreme [3.7.12] un
foncteur de Mackey simple Sy est dans le bloc ¥ si le RNg(H )-module
simple V est dans un bloc &’ qui est le correspondant de Brauer de b dans
RNg(H).

D’apres le théoreme de Dade (6.2.26]) sur les blocs a défaut cyclique, il y a
donc e classes d’isomorphisme de Sy v foncteurs simples dans le bloc b, pour
tout H < D. Le RG-module de p-permutation correspondant a un Sy est
Py (1), il est donc de vortex H. O

3.8 Exemple d’équivalence entre blocs
d’algebres de Mackey p-locales.

On peut maintenant énoncer la problématique de la these. Soit G un
groupe fini, p un nombre premier qui divise 'ordre de G. Soit (K, O, k) un
triplet p-modulaire, assez-gros pour G et Ng(P), pour P qui parcourt les
p-sous-groupes de G. Soit R = O ou k et soit b un bloc de RG de défaut D.
D’apres le théoreme il existe un bloc v de uk(G), de défaut D. D’apres
le premier “main theorem” de Brauer, il y a un unique bloc &' de RNg(D) de
défaut D tel que b'“ = b. En utilisant & nouveau le théoreme [3.7.7, on obtient
un bloc b de pk(Ng(D)) de défaut D. On a donc le diagramme suivant :

b€ Z(RG)

|

b € Z(RNg(D)) —=b" € Z(pp(Ne (D))

0 € Z(ugp(G))

Si le groupe de défaut D est abélien, il a été conjecturé par Broué qu’il existe
un lien tres profond entre RGb et RNg(D)b'. Ce lien profond pouvant étre
une isométrie parfaite, une isotypie, ou encore une équivalence de Morita, ou
une équivalence dérivée. Comme les notions d’isométrie parfaite et d’isotypie
n’ont pas vraiment d’équivalent pour les foncteurs de Mackey, on se pose la
question suivante :
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Question 3.8.1. Soient G un groupe fini et b un bloc de OG de groupe de
défaut abélien D. Soit V' le correspondant de Brauer de b dans Ng(D). Y
a-t-il un lien entre pb(b)-Mod et py(V')-Mod ?

La question initialement posée par Serge Bouc portait sur ’existence, ou
non, d’une équivalence dérivée entre u(b) et uhH(b'). La question est, ici,
volontairement énoncée de facon peu précise, puisque 'on sait que dans le
cadre de la conjecture de Broué, il y a différents types d’équivalences qui
entrent eu jeu. Dans le prochain chapitre, nous allons voir quelques exemples
bien choisis, qui permettent d’énoncer une question plus précise.
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Chapitre 4

Quelques cas particuliers.

4.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a des équivalences entre blocs d’algebres

de Mackey p-locales. Les équivalences pouvant étre des isomorphismes d’alge-
bres, ou des équivalences de Morita ou des équivalences dérivées. La premiere
des remarques concernant les blocs d’algebres de Mackey p-locales est qu'’ils
ne sont en général (des que p? divise 'ordre du groupe de défaut du bloc) pas
symétriquesE]. Donc il est inutile de chercher des équivalences stables entre
ces blocs. Le chapitre est organisé de la facon suivante : on va voir différents
exemples d’équivalences et de non équivalences entre des blocs d’algebres de
Mackey p-locales. Ces exemples sont classés par ordre de difficulté et ils vont
permettre d’éliminer les intuitions naives que I’on pourrait avoir concernant
la question ).
Le chapitre commence par un peu de théorie sur les foncteurs de Mackey p-
locaux. L’un des outils les plus utiles pour mesurer la force d'une équivalence
est la connaissance des matrices de Cartan de ces algebres. Dans une premiere
partie, on donne une formule pour la matrice de décomposition des algebres
de Mackey p-locales. La construction d’équivalences de Morita, ou dérivées,
nécessite la connaissance des foncteurs de Mackey projectifs. Dans la seconde
section de ce chapitre on exhibe les foncteurs de Mackey projectifs pour les
groupes ayant un p-sous-groupe de Sylow normal. Ces deux sections seront
tres utilisées dans la suite du chapitre, ainsi que dans la suite de la these.

1. Ce résultat est démontré pour les algébres de Mackey p-locales dans [38]. La
démonstration est aussi valable pour les blocs.
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4.2 Matrice de décomposition des algebres de
Mackey p-locales.

Soit R un anneau commutatif unitaire. Soit () un p-sous-groupe de G. La
(Q)-construction (vue dans le chapitre 3) est appelée construction de Brauer
pour les foncteurs de Mackey.

C’est un foncteur de Mackg(G) vers Mackr(Na(Q)), que 1'on note
M+ M®. Si M € Mackg(G), alors pour un sous-groupe N/Q de Ng(Q),
on a :

MON/Q) = M(N)/ S ¥ (M(R)).

Q#R<N
Cette construction généralise la construction de Brauer pour les modules

puisque I'évaluation en 1 = Q/Q de ce foncteur est un foncteur de Mackgr(G)
vers RNg(Q)/Q-Mod, noté M — M.

M(Q) = MN(Q/Q) = M(Q)/ > _tF(M(.J)).

J<Q

donc si R est un corps de caractéristique p et V' est un kG-module, et si ()
est un p-sous-groupe de G, alors

FPy(Q) = FPZ(Q/Q) = VIQ].

Les propriétés principales de cette construction sont rappelées dans le lemme
suivant :

Lemme 4.2.1. 1. Le foncteur M — M@ est adjoint a gauche du fonc-
teur
Ind§,_o)In fggggg : Mackr(Ne(Q)) = Mackg(G).

2. Le foncteur M +— M® envoie un foncteur de Mackey projectif sur un
foncteur de Mackey projectif.

8. Soit H un sous-groupe de G, alors (Ind%(M))? = 0 si Q n'est pas
conjugué a un sous-groupe de H.

Soit (K, O, k) un systéme p-modulaire et R = O ou k,

4. Soit M € Mackr(G,1), alors M? € Mackr(Na(Q),1).

5. Soit P un foncteur de Mackey projectif de Macky(G,1) et L un fonc-
teur de Mackey projectif de Macko(G,1) qui reléve P. Alors L9 est
un foncteur de Mackey projectif de Macko(G,1) qui reléve le foncteur
Pe.

6. Soit P un foncteur de Mackey projectif indécomposable de
Macky (G, 1), alors P(Q/Q) = P(1)[Q].
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7. Soit P un foncteur de Mackey projectif indécomposable de
Mackg(G, 1), alors les vortexs de P sont les p-sous-groupes maximaux

Q de G tels que P9 #0.

Démonstration. 1. C’est le théoreme 5.1 de [40] avec des notations
différentes.
2. Comme le foncteur M +— M@ est adjoint & gauche d'un foncteur exact,
il envoie les objets projectifs sur des objets projectifs.

3. Pour L € Mackr(Ng(Q)) and M € Mackgr(H), en utilisant des ad-
jonctions successives, on a :

Hom(([ndgM)Q, L) ~ Hom(M, Resgfnd%G(Q)Inf]Nvg((g))L)a

ou les Hom sont relatifs aux catégories de Mackey respectives. La for-
mule de Mackey entraine alors le résultat.

4. Soit M un foncteur de Mackey de Mackg(G), alors M € Mackgr(G,1)
si et seulement si il existe un p-sous-groupe P de GG et un foncteur de
Mackey N de Mackg(P) tel que

M | Ind$N.
Alors, en appliquant la construction de Brauer, on a :

M@ | (IndéN)®,

or, en continuant le raisonnement de la démonstration de la troisieme
affirmation de , il est facile de voir que (Ind$N)@ est isomorphe
a une somme directe de foncteurs de Mackey induits depuis des sous-
groupes de conjugués de P, donc M? est dans Mackr(Na(Q),1).
Sinon, la démonstration peut-étre déduite des chapitres 8 et 9 de [3§] :
de fagon plus précise, avec les notations de [38]. Soit f I'idempotent
primitif de 'anneau de Burnside indexé par le sous-groupe trivial, alors
(f&)@ = fY /2 On peut le voir en regardant f¢ comme une combi-
naison linéaire d’idempotents primitifs de QB(G) notés €& pour un
p-sous-groupe P de G. Alors,

(fO)° = (ResS D)% = ) (ResS0)e0)°.
Pe(sp(GQ)]

ol [s,(G)] est un ensemble de représentants des classes de conjugaison
des p-sous-groupes de G.
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20

Alors Res%G(Q)eg = >.p egf(@), ou P; parcours '’ensemble des sous-
groupes P’ de Ng(Q) & conjugaison (dans Ng(Q)) pres, tels que P’ est
G-conjugué a P. De plus, si P’ est un sous-groupe de Ng(Q), alors

( NG(Q))Q:{ 0 siQ % P

€pr
P eg,?QQ) siQ <P,

Donc (f&)? = fNG . Maintenant, si M est un foncteur de Mackey
pour G et z € B(G), alors

(2.M)° = 29 M@,
Soit M un foncteur de Mackey indécomposable de Mackr(G, 1), on a :

M@ = (fE.M)° = (f7)2.M2 = {7°@ .m0,

. On pose

Hq = Hom oo, (N (@) (LQ/P(LQ)a M),

Alors par adjonctions successives, on a :

= HomMacko(NG( ))(LQ Homk(k M))
= Hompacko () (L, IndNG Q)IanG Homk(k M)).

De plus,
N, ~ N,
Ind%G(Q)]nfﬁg((g))Homk(k, M) = Homy(k, ]nd%G(Q)]nfﬁgég))(M)),
donc

~ N,
He 2 Homgacko(c)(L, Homy(k, IndS, o) In fﬁg((gi (M)))

=~ Homsaen, () (L/pL, Ind§ ) Infy o) (M)
= Homppgepy (Vo)) (L/PL)?, M).

6. C’est le lemme 5.10 de [7].

7. Le vortex d'un foncteur de Mackey projectif étant le vortex de

I’évaluation en 1 de ce foncteur. L’affirmation est la premiere asser-
tion de théoreme 3.2 de [10].
O
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Proposition 4.2.2 (Matrice de décomposition de uy(G)). Soit G un groupe
fini, et (K,O, k) un systeme p-modulaire qui est assez-gros pour les groupes
Na(Q) ot Q parcourt les p-sous-groupes de G.

La matrice de décomposition de uy(G) a ses lignes indexzées par les classes
d’isomorphisme de modules de p-permutation indécomposables de kG, et les
colonnes sont indexées par les caractéres irréductibles de No(Q) ot Q par-
court les p-sous-groupes de G a conjugaison pres.

Soit x un caractére irréductible du groupe No(Q) et Wun module de p-
permutation indécomposable de OG alors le nombre de décomposition d, w
est €gal a

—

dX,W - dz'mKHong(K ®(9 W[Q], X) (41)
ot /@ est l'unique OG-module de p-permutation qui releve W[Q)]

Démonstration. Comme (K, O, k) est un systeme assez gros pour uy(G),
et puisque pk(G) est une algebre semi-simple, la matrice de Cartan de
pi(G) est symétrique ([3] proposition 1.9.6). Soit Sy, un pj(G)-module
simple et Pgy, un 1 (G)-module projectif ot L et H sont des p-sous-groupes
de G. Alors V; est un kN g(H)-module simple et x; est un K Ng(L)-module
simple. De plus, comme K est un corps de caractéristique zéro, on a :

Ne(L
St = IndS ) Infy¢ ([ F Py,
On note Qg v, le ug(G)-réseau projectif indécomposable qui releve Py,

et M un py(G)-réseau tel que K ®o M = Sy ,,. Alors
dSL’X“PH’Vj = dimkHomu}c(G)(PHyj, k®o M)
= rangoHom1 ) (Qw,v;, M)
= dimKHO’ﬂlu}{(G)(K Ko QH,VJ-7 SL,Xi)
= dimgHom,s (K ®0 Qmv,, IndS,, ) In fggngPXi)
— dz’mKHomu}{(G)(K R0 (QH,VJ.)L(L/L), Xi)-
La derniere égalité vient de deux adjonctions successives : (evy, FP_) et
(—L,]nd%G(L)]nfjﬁvgéi))).
De plus, (K ®o0 Quy,)"(L/L) = K ®o ((Quy;)"(L/L)). Dapres
le lemme le ONg(L)-module (Qp,y,)*(L/L) est I'unique module

~J

de p-permutation, & isomorphisme pres, qui releve (PH’VJ.)L(L/L) =
Py, (1)[L]. O

Remarque 4.2.3. D’apres la section [9], la sous-matrice indexée par les ca-
racteres ordinaires de G, et les classes d’isomorphisme de modules de p-
permutation indécomposables de kG est la matrice de décomposition de
I’algebre de Mackey cohomologique (voir section .
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Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

La formule est treés pratique pour calculer rapidement les matrices
de Cartan dans de nombreux exemples. Il y a une autre formule possible pour
calculer les matrices de Cartan des algebres de Mackey p-locales a I'aide des
modules de p-permutations indécomposables.

Proposition 4.2.4 (Bouc.). Soit G un groupe fini et k un corps de ca-
ractéristique p > 0 “assez gros” pour ui.(G). Soient M et N des foncteurs de
Mackey projectifs de Macky(G, 1), alors

dimgHom(M,N) =Y dimyHomyy,s),s(M(1)[S], N(1)[S]).
S€s,(@)/G

Démonstration. Proposition 5.11 de [7]. O

De plus, les évaluations des foncteurs de Mackey projectifs
indécomposables ne dépendent que de I’évaluation en 1. De fagon plus
précise :

Proposition 4.2.5 (Bouc.). Soient M un foncteur de Mackey projectif de
Macky(G,1), et H un sous-groupe de G. Alors on a

Pes,(H)

Démonstration. Proposition 5.3 de [7]. O

4.3 Foncteurs de Mackey projectifs dans le
cas du p-sous-groupe de Sylow distingué.

La connaissance des modules projectifs indécomposables est, la plupart
du temps nécessaire, lorsque 'on s’intéresse a la question de I'existence ou
non d’équivalences de Morita entre des algebres. Dans le cas des foncteurs de
Mackey, cette question est généralement tres difficile, cependant on a quelques
informations utiles. Les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables de
Mackgr(G, 1) sont caractérisés par leur évaluation en 1, et leur évaluation
en 1 est un module de p-permutation indécomposable. La seconde informa-
tion est que les facteurs de composition des foncteurs de Mackey projectifs
indécomposables peuvent se calculer en termes de données de 'algebre de
groupe. Cependant la structure de Loewy semble difficile & comprendre en
dehors du cas des groupes ayant un p-Sylow d’ordre p.

La structure des foncteurs de Mackey projectifs indécomposables est incon-
nue dans le cas général (voir [7], et [23] pour plus de détails), cependant dans
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4.3. Foncteurs de Mackey projectifs dans le cas du p-sous-groupe de Sylow
distingué.

le cas des groupes ayant un p-sous-groupe de Sylow normal, on peut exhiber
ces projectifs indécomposables.

Soient G un groupe fini et k un corps de caractéristique p “assez gros”
pour p1(G). Soit @ un p-sous-groupe de G. On considéere alors la construc-
tion de Dress du foncteur de Burnside B en le G-ensemble G/Q. Soit Y un
G-ensemble fini, alors

Boj(Y) = B(Y x G/Q).
Ceci est un kNg(Q)/Q-module a droite, en effet :

No(Q)/Q = End-.(G/Q) = End(B(Y x G/Q)).

Soit E un kNg(Q)-module projectif. On peut donc construire le produit
tensoriel B(Y x G/Q) ®x,0) E-

Proposition 4.3.1. 1. Y = B(Y x G/Q) ®ux ) E est un foncteur de
Mackey projectif, que l’on note Bg g RpNaQ) -

2. Soit E un kN g(Q)-module projectif indécomposable.

Si Ind%G(Q)Infjﬁvg((g;E est indécomposable, alors Bejq @y, o) £ est

un foncteur de Mackey projectif indécomposable.

Remarque 4.3.2. Soit () un p-sous-groupe de G, et Y un G-ensemble fini,
alors B(Y x G/Q) = B,(Y x G/Q), ou B, est la partie p-locale du foncteur
de Burnside (c’est-a-dire f&B).

Démonstration. 1. 11 est élémentaire de vérifier que Bg/q ®pn, ) £ est
un foncteur de Mackey au sens de Dress. Soit M un foncteur de Mackey
pour GG sur k. On a une succession d’isomorphismes naturels :

Hom(Bg/q ®yn ) £ M) = Homygy o) (B, Homaaer, ) (Baq: M))
= Homkﬁc(Q)(Ea M(Q)),

ot le premier Hom est relatif a la catégorie Macky(G). Donc le foncteur
Homaer,(c)(Bajo Qiwa@) L —) est exact puisque le module F est
projectif.

2. L’¢valuation en 1 de Bgjq @y, ) E est
~ N,

qui est un module de p-permutation indécomposable.
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Proposition 4.3.3 ([7]). Les assertions suivantes sont équivalentes :

e Le groupe G a un p-sous-groupe de Sylow normal.
e Pour tout p-sous-groupe @ de G et tout kNqg(Q)-module projec-

fiVG(Q)

NG(Q)E est un module

tif indécomposable E, le module Indf,G(Q)In
mdécomposable.

e Les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables de Mackgr(G, 1)

sont les Bg/q Qpngo) L

Lemme 4.3.4. 1. Soit G un groupe fini et N un sous-groupe normal

de G, alors RB(G/N x G/N) = B(N) ®g RG/N en tant que G/N-
G/N-bimodule, ot laction de G/N-G/N sur B(N) ®r RG/N est
définie comme suit : soient x € B(N) ety € RG/N, soient a,b € G/N,
alors

a.x ®y.b=a(r)® ayb,

ot a(x) est laction par conjugaison de a sur x et ayb est 'action
de (a,b) sur l’élément y du G/N-G/N-bi-ensemble RG/N.

. En particulier, soit D un p-sous-groupe cyclique, d’ordre p™, normal

dans G. Soit B un bloc de kG de défaut D et soit S un kG-module
simple. Alors on a un isomorphisme de kG-modules :

B(G/D x G/D) ®yg/p S = 5™

Démonstration. 1. Les éléments de B(G/N x G/N) sont des classes d’iso-

o4

morphismes de G-ensembles au dessus de G/N x G/N. 1l est facile de
vérifier que tout G-ensemble transitif au dessus de G/N x G/N est

isomorphe a :
G/H
/ X
G/N G/N

pour H un sous-groupe de N, pris a N-conjugaison pres et g € G/N,
<1 o , G/H

et ou 'application g est la composée de ¢4 n et TGN

L’action de G/N x G/N sur un élément de la base est définie comme

suit : soit (ny,ng) € G/N x G/N, soit H < N, et g € G/N. Alors

(n1,n9).(G/N « G/H — G/N) = G/™mH

G/N G/N



4.4. Exemple du groupe Sj3.

Donc B(G/N x G/N) = B(N) ®g RG/N, en tant que kG/N-kG/N-
module, avec 'action annoncée dans le lemme.
Soit M un RG/N-module, alors

B(G/N X G/N) QRG/N M= B(N) ®Xr M,

ou B(N)®g M est le RG/N-module a gauche dont 'action est définie
comme suit : soit t @ m € B(N) ®gr M et a € G/N, alors

a.x ®m = a(xr) ® am.

2. Le groupe D étant normal, 'action de G/N sur B(N) est triviale. De
plus le groupe D étant normal dans G, le groupe D agit trivialement
sur les kG-modules simples, qui peuvent donc étre vus comme kG /D-
modules simples, d’ou si S est un kG-module simple du bloc B, on
a:

B(G/D x G/D) @g/p S = 5™

4.4 Exemple du groupe S;.

Soit G = S3 le groupe symétrique d’indice 3. Il y a deux nombres premiers
intéressants pour S3 : p = 2 et p = 3. Comme le 3-sous-groupe de Sylow de S3
est normal, dans le cadre de la conjecture de Broué, il n’y a rien a vérifier.
On s’intéresse donc a p = 2. La table de caracteres ordinaires de Sj est :

(Id) | (12) | (123)
1 1 1 1
€ 1 -1 1
21 2 0 -1

Il y a un caractere de degré 2, donc un bloc de défaut zéro. On en déduit
que 1 — ey est un idempotent de .53, ou ey est I'idempotent qui correspond
au caractere de degré 2 de S3. Un calcul élémentaire donne

bim1—ey— %(1d+ (123) + (132).

Il est alors facile de vérifier que ceci est un bloc. La table de caracteres
modulaires est la suivante :

(I1d) ] (123)
1] 1 1
21 1 | -1
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Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

La matrice de décomposition de OS5 en caractéristique 2 est donc

110
D‘(o 0 1)’

en ayant pris comme base les caracteres (1, ¢,2) et (1,2). On obtient la matrice

de Cartan :
2 0
c_(o 1).

La conjecture de Broué est tres facile a vérifier, dans ce cas, puisque

Lemme 4.4.1. Il y a un isomorphisme d’algebres :
OS3b = OCs.

La premitre question, naive, qui se pose est : I'algebre pb,(S3)b" est-elle
isomorphe & pp(Cs)?

Lemme 4.4.2. 1. dimyu(Cs) = 6.

Démonstration. Pour la dimension de pui(Cs) c’est un calcul élémentaire.
Pour la dimension de p(S3)b*, on peut utiliser la base donnée dans la section
3 de [38] et la formule du théoreme pour démontrer le lemme, cependant

c’est un calcul pénible. Une alternative est d’utiliser les foncteurs de Mackey
projectifs. On a :

p(S3) = EB Bayu(Qa),

H<LG

olt, puisque I'on travaille au sens de Green, Q¢ = | | G/K. De plus,

Bg/n = @ dimpSkv(H)Pgv,
(K,V)

ou (V, K) est un ensemble qui parametre les foncteurs de Mackey simples.
Donc, en prenant les foncteurs de Mackey simples qui sont dans le bloc b,
c’est-a-dire les Spj o H est un 2-sous-groupe de G, on a

) =P P dimiSor(H)Poi(Qc).

H<G Qesy(G)

Or il est facile de vérifier que Sy, (H) = k si H est un 2"-groupe et Sy ,(H) = 0
sinon. De méme, Sc, x(H) =0si H =1 ou H = C5 et Sg, ,(H) = k sinon.
Donc on a

pr(b) = PL(Q6) @ P, ().
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4.4. Exemple du groupe Ss.

En utilisant la proposition 5.3 de [7], on montre que dimyP; x(Qq) = 8 et
dimk(PC%k(Qg)) = 10. O]

On a donc démontré le lemme suivant :

Lemme 4.4.3. Soit R = O ou k. Il n’y a pas d’isomorphisme entre les
algébres pp(S3)" et Mat(m, ur(Cy)) pour m € N.

Cependant, les matrices de Cartan de ces deux algebres sont les mémes,
en effet :

Lemme 4.4.4. Les matrices de Cartan de uj(b) et px(Cy) sont identiques

et égales a
2 1
1 2

Démonstration. Pour la matrice de Cartan de ux(Cs), on peut utiliser le fait
que les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables sont B¢, /1 et Be, /¢y,
ou utiliser 'annexe de [3§].

On calcule la matrice de décomposition de uh(b) a I'aide de la proposi-
tion Il y a deux modules de 2-permutation indécomposables dans le
bloc kS3b ainsi que 2 caracteres irréductibles dans le 2-bloc. En utilisant la
formule de la matrice de décomposition est donc :

1 10
1 01

Proposition 4.4.5. Il y a une équivalence de catégories :
1o (S3)b-Mod = o (Cy)-Mod.

Démonstration. L’algebre pui(Cs) étant une algebre basique, d’apres le
théoreme de Morita, il y a un isomorphisme d’algebres

Nk<02> = EndMaCkk(CQ)(BCQ/l % BCQ/CQ)'

De plus P, @ Pc, i est un pro-générateur de Macky(Ss, 1)b*, donc d’apres le
théoreme de Morita, les catégories pj,(b)-Mod et Endracky (s5,1)(Prx ® Poy k)
Mod sont équivalentes. Il suffit donc de démontrer que

Endprack,(cs)(Beon ® Besjcy) = Endacky,(s5,1) (P © Poyk)-

Ceci résulte de la connaissance des structures de Loewy des projectifs : les
algebres considérées dans ce cas sont des algebres symétriques et étant donnée
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Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

leur matrice de Cartan, les foncteurs de Mackey projectifs de Macky(Ss, 1)
ont la structure suivante :

Stk SCa ik
Pl,k : ch,k ch,k : Sl,k
Stk Scu k-

De méme, les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables de p(Cy) ont
la structure suivante :

Sl,k SCz,k
BCz/l . SCQ,k BC2/CQ . Sl,k’
Stk SCok

Remarque 4.4.6. Le résultat de cette section s’étend de fagon élémentaire au
cas des groupes diédraux D, avec p un nombre premier impair, et au cas
des groupes diédraux généralisés A x Cs, ot A est un groupe abélien d’ordre
impair. Il suffit de remarquer que, dans ce cas, il y a un bloc b de défaut C,
et des blocs de défaut zéro. L’algebre de Mackey p-locale du bloc b est Morita
équivalente a l'algebre de Mackey p-locale du bloc principal de kSj3.

4.5 Exemple de SL(2,F3).

Considérons le groupe G = SL(2,F3) et k = F3. Ce groupe est isomorphe
au produit semi-direct QJg x C5 ou Cj agit par 'automorphisme ¢ de Qg
défini par permutation (7,7, k), ou 4,7 et k sont des éléments d’ordre 4 qui
engendrent (Qg, et kK = 1j. Le groupe G est donc 3-nilpotent. La table de
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4.5. Exemple de SL(2,Fs).

caracteres ordinaires de ce groupe est

i 1111 1] 1T7]1
Yo |1T|AJA| 1| A] A1
xs | 1|AJA| A A ] A1
xal2(1]1]=2]-1]=-1]0
x5 |2|A[A|—2]—-A|-A] 0
X6 | 2| AJA|—2|—-A]—-A| 0
xr|3lolol 3] 0] 0]-1

ou A= %‘73 La table des caractéres modulaire est la suivante :

S 1] 1] 1
bs |21 —2] 0
b5 3] 3 | -1

On en déduit la matrice de décomposition de OG :

1110000
0001110
000O0O0O0T1

On peut lire dans cette matrice, et dans la table des caracteres ordinaires,
qu’il y a trois blocs en caractéristique 3. Il y a un bloc de défaut zéro qui
contient un module simple projectif de dimension 3 et il y a deux blocs de
défaut 1. Il y a le bloc principal et un bloc qui contient un module simple de
dimension 2. Pour le bloc principal, comme dans l'exemple de S3, on peut
démontrer que 'algebre de Mackey du bloc principal est Morita équivalente
a 'algebre de Mackey de Cs (voir section [7.2). Intéressons nous au bloc non
principal de défaut 1 :

Soit W le Qg-module simple de dimension 2. Il est clair que le stabilisateur
de W dans C3 est C3 car W est le seul (Qg-module simple de dimension 2,
donc on peut prolonger W en un kG-module simple de dimension 2. Soit b
un idempotent bloc de kG tel que b.W = W. Puisque le bloc est nilpotent,
on a kGb = Mat(m, kC3) pour un m € N. On a vu dans 'exemple de S3
qu’il est illusoire de chercher a montrer que le résultat analogue est vrai pour
les algebres de Mackey p-locales. On se propose d’étudier le lien entre p;,(b)
et x(C3). Pour cela, on a besoin des foncteurs de Mackey projectifs de jz (b).

Lemme 4.5.1. [l y a deux classes d’isomorphisme de modules de p-
permutation indécomposables dans kGb-Mod.
o/ nngW qui est un module projectif.
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Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

. ]ndg(Qg)X%kE, ot k. est Uinflation de Z(Qs) a Z(Qs) x Cs du kZ(Qs)-
module (= kCy-module) simple non trivial.

Démonstration. On utilise les notations de Broué ([10]) pour les modules de
p-permutation indécomposables.

Le nombre de classes d’isomorphisme de modules de p-permutation indécom-
posables dans le bloc b est égal au nombre de foncteurs de Mackey simples
dans le bloc b*. D’apres le théoréme [3.7.12] ce nombre vaut 2. En effet il y
a un Sy dans le bloc v*, puisqu’il n’y a qu'un seul module simple dans le
bloc b et il y a un S, w puisque W doit appartenir a un bloc de kNg(Cs)
qui est le correspondant de Brauer de b. Mais Ng(C3) est aussi un groupe
p-nilpotent, donc il n’y a qu'un seul module simple dans le correspondant de
Brauer de b. Les deux modules du lemme étant des induits de modules de
p-permutation, ce sont des modules de p-permutation. Il est donc suffisant
de démontrer qu’ils sont indécomposables.

e Le module I ndg W est indécomposable d’apres le théoreme d’indécom-
posabilité de Green. Il est projectif puisque W est un (Jg-module pro-
jectif, et le foncteur d’induction envoie les modules projectifs sur les
modules projectifs.

e Les modules de p-permutation indécomposables de vortex C3 de G sont
en bijection avec les modules projectifs indécomposables de
kNg(C3)/Cs =2 kCy. Il y a deux projectifs indécomposables : le module
trivial et le module k., qui correspond au caractere non trivial €. Le mo-
dule de p-permutation qui correspond au module trivial est M (Cs, 1)
et c’est le module trivial de kG.

Le module M := ]nd%’y(Qg)XQke est un module de p-permutation de
vortex C5. Supposons que le module M soit décomposable, alors on
aM = M(Cs,k.) ® P ou M(Cs, k) est le module de p-permutation
indécomposable de vortex C'5 correspondant a k.. et P est un module
projectif non nul. Le module M est de dimension 4. Le seul facteur pro-
jectif qui peut convenir doit donc étre de dimension 3 et alors M (Cj, k)
est de dimension 1. Mais le seul kG-module de dimension 1 est le mo-
dule trivial. Donc M est indécomposable.

m

Lemme 4.5.2. Les foncteurs de Mackey projectifs du bloc b* sont :
° prndg (w) qui est de vortex 1.
8

. Indg(Qg)Xc?)B6 de vortex C3, ou B, est le foncteur de Mackey pour le
groupe Ng(C3) défini ainsi : soit Y un Ng(Cs3)-ensemble, alors

Be = Bng(cs)/cs @ ke (proposition .
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Démonstration. Le foncteur d’induction entre catégories de foncteurs de
Mackey, envoie les foncteurs de Mackey projectifs sur des foncteurs de Mac-
key projectifs (remarque , donc les deux foncteurs présentés dans le
lemme sont projectifs. Il faut tout de méme vérifier que [ ndg(Qg)xC’386 est
dans Macky(G,1). Le foncteur B, est dans Mackgr(Z(Qs) x Cs,1), donc il
existe un p-sous-groupe P de Z(Qs) X C5 et un foncteur de Mackey N pour P
tel que
B | IndZ@)* N,

Donc
IndF g, xc, Be | IndgN,

donc le foncteur de Mackey 1 ndg(Qs)Xch€ est dans Macky(G,1).
Ces deux foncteurs projectifs sont indécomposables si et seulement si leur
évaluation en 1 est un RG-module indécomposable.

le résultat est une conséquence du lemme précédent. O

Lemme 4.5.3. La matrice de Cartan de l'algébre u}.(b) est :

3 2

2 3
Démonstration. On peut utiliser la formule du théoreme[d.2.2] pour calculer la
matrice de décomposition, ou utiliser la formule de la proposition pour
calculer la matrice de Cartan. Cependant, comme on connait les foncteurs

projectifs, on peut simplement calculer la dimension des espaces d’homomor-
phismes entre ces projectifs indécomposables.

Homtack, () (F Pruag_wy: F'Praag, o)) = Homua(1 ndg W, Indg W).

La connaissance de la matrice de Cartan du bloc de I’algebre de groupe nous
donne :
dimyHomrqer, ) (F P Ind§_(W)> F Pznng(W)) =3.

Homsack, (@) (F Praag, ) Ind5qy) «0y Be) = Hompa(Indg, (W), Ind7 g, .o, ke)-

On est a nouveau ramené au niveau de I'algebre de groupe. Le module
M=1 ndg(Qg)XC3 k. est dimension 4, donc le module simple de dimension 2
apparait deux fois dans M. D’ou

dimkHomMackk(G)(szndgs(vv), IndG o), Be) = 2.
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Le dernier calcul est légerement plus technique :

Endyrack, ) ”dg(cgs w05 Be)

~ Ng(Cs) Nea(C3)
= EB Hom(Bk, MdNi(Ci N 9Ng 03>QR€3N2 ci)rwc(c;) Be)
g€[Na(C3)\G/Ng(C3)]

= HomMackR(06)<Bea Be) S% HomMack;R(C'G) (Bea ]ndgggResggBe)
>~ Homgackp(Co)(Be, Be) ® Homugackp(cy) (Resct Be, YResciBe),
ou g est un représentant de la double classe non triviale de

Ne(C5)\G/Ng(Cs). Le foncteur ResggB€ est un foncteur de Mackey pro-

jectif pour C5 et son évaluation en 1 est k.. Donc ResggB6 = FP;, . Et on
a

Homtackn(cs) (Rescs Be, gResc) Be) = Homsack (o) (F Pec, “FPy,)
= HOkaQ (keu gke)
= k.

Par utilisation successive d’adjonctions, on a :

HomMackR(Ce)<Be7 Be) = Homkca (kea Hom(BCa/Cw BCG/Cs ®kC—6/Cg ke))
= Homkcﬁ (ke, B(CG/Cg X C@/Cg) ®k06/6'3 l{E)

Par le lemme |4.3.4, on a : B(Cs/Cs x Cg/C3) Qe ey ke = ke D ke. Finalement
on a
dimy Endyrack, (¢ (Ind 7(Qs)xCs Be ) =3.

Lemme 4.5.4. La matrice de Cartan de ug(Cs) est :

31
1 2
Démonstration. On peut trouver ce résultat dans les annexes de [38]. Le

calcul est élémentaire, puisque les projectifs indécomposables sont Be, /¢, et
Beyt- O

On a donc la proposition suivante :

Proposition 4.5.5. Soit G = SL(2,F3) et b un bloc non principal de
défaut C3. Alors la catégorie u(b)-Mod n'est pas équivalente d la catégorie
[Lk(03)—MOd.
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Démonstration. Les matrices de Cartan de ug(b) et py,(C3) ne sont pas équi-
valentes. ]

Remarque 4.5.6. On vient de voir que dans le cadre de la conjecture de
défaut abélien de Broué, une équivalence de Morita entre blocs d’algebres de
groupes n’induit pas une équivalence de Morita entre les blocs d’algebres de
Mackey correspondants. Cependant si on regarde plus en détail les matrices
de Cartan, on voit que leurs diviseurs élémentaires sont les mémes ([1,2]).
Ce qui laisse suggérer ’existence d’une équivalence plus faible entre les blocs
d’algebres de Mackey.

Dans la suite on se propose de vérifier que D°(ui(b)) = Db(1ux(Cs)). Pour
cela, il est utile de connaitre la structure de Loewy des foncteurs de Mackey
projectifs indécomposables.

Lemme 4.5.7. Soient S1w et Sc,x. les foncteurs simples de p.(b). Alors
1. dimpExt'(Syw, S1w) = dimyExt' (Se, v, Scyv) = 0.
2. dimkE{Etl(SLw, Scs,v) = dimkEiL‘tl(Sc&VV, Sl,W) =1.

Démonstration. 1. Soit M une extension de Syw et Syw, alors M(1)
est une auto-extension de W. Or il existe a isomorphisme pres deux
auto-extensions de W, 'une scindée et 'autre non scindée. Supposons
que M (1) est une auto-extension non scindée de W.

Comme Sy 1 (C3) = 0, on doit avoir M (C5) = 0 et donc

7“103 = tf3 = 0.

La formule de Mackey entraine > .. c1, = 0. Cependant I'auto-
extension non scindée de W (le module 1 ndg(Qg)X o, ke) ne possede pas
cette propriété, ce qui est une contradiction.

Soit M une auto-extension de Scy k. -

On a M(1) = 0 puisque Sc, k. (1) = 0 et on a M(Cs) doit étre une
auto-extension de k. en tant que kNg(C3)/Cs-module. Or toutes les
auto-extensions de k., en tant que kCy modules sont scindées (car la ca-
ractéristique du corps est 3). De plus toutes les autres valeurs de Sc, x,
sont nulles. Donc M est une extension scindée.

2. La démonstration de la deuxieme affirmation, bien qu’élémentaire est
plus technique. On ne donne que les idées de la démonstration. Soit M
une extension de Sy par Sc,v. On a
o Sl,W(1> =W.
® Scy ke (Cs) = ke.

e Toutes les autres valeurs de Sy et Sc, . sont nulles.

63



Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

Donc il suffit de regarder ce qu’il se passe pour M aux valeurs 1 et (.
La valeur en 1 doit étre isomorphe a W et la valeur en C3 doit étre
isomorphe a k.. Comme on regarde les extensions a isomorphisme pres,
on peut supposer :

00— ke —— M(C3) —=0—>0

[ 159 ]

0—=0——=M1)—=W —0
Par commutativité des carrés, on a r® = 0 et on a de la liberté pour 2.
Les axiomes des foncteurs de Mackey impliquent que t?” doit étre un
morphisme de kCgs-modules de Reng (W) = ke. Oril y a, a multiplica-
tion scalaire pres deux tels morphismes. L’un nul, et ’autre non. Si t?”
est nul alors I'extension est scindée. Si t103 n’est pas un morphisme nul,
il n’est pas possible de scinder cette extension. La derniere affirmation
se déduit par dualité.
Pour simplifier les notations, on note P, := F PInng(W) et on note

P=1 nchZ;(Qg)XCSB6 ainsi que S7 le simple qui est a la téte de P, et Sy celui
qui est a la téte de Ps. O

Proposition 4.5.8. Les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables
de pl(b) ont la structure suivante :

Sy So
S S
P = S P, = Sy
Sy Sy
Sy Sy

Démonstration. L’algebre pi(b) est symétrique puisque b est de défaut Cs,
donc les simples qui apparaissent a la téte des projectifs apparaissent aussi
dans le socle. La connaissance des groupes d’extensions du lemme précédent
donne la deuxieme couche de Loewy. En regardant les matrices de Cartan,
on déduit que le résultat du lemme est la seule possibilité. O
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4.5. Exemple de SL(2,Fs).

On peut lire les morphismes entre les projectifs a ’aide des structures de
Loewy. On va utiliser les notations suivantes :

Notations 4.5.9. 1. Les homomorphismes de P; vers P; :
° 7Tp1’p2ZPl—>P1/SOC(P1)‘—>RCLCZ(P2>;)P2
o O'P17p2ZPl—)Pl/Sch(Pl)%Radg(Pg)%Pg

2. Les homomorphismes de P, vers P; :
® Tp, p P — PQ/SOC(PQ) — Rad(Pl) — P
® Op,p P2 — PQ/SOCS<P2) — R&d3<P1) — P1

3. Les endomorphismes de P; :
e [dp, le morphisme identité de P; dans lui méme.
® 1p : P — P/SOCQ(Pl) — RCLdQ(Pl) — P
° 77?31 P — P/SOC4(P1) — Rad4(P1) — P

4. Les endomorphismes de P :
e J[dp, le morphisme identité de P, dans lui méme.
® 7p, : P2 — P/SOCZ(PQ) — RadZ(PQ) — PQ
o 1}, : P, = P/Soc'(P;) — Rad'(P;) — P,

On note @ et @y les projectifs de py(C3), ainsi que Ry et Ry leur téte
respectives.

Lemme 4.5.10. Les structures de Loewy des projectifs indécomposables

sont :
Rl R2
Q2 = Ry = R & Ry
R1 R2

Notations 4.5.11. 1. TQs,Q1 - Ql — QQ/SOCl(QQ) — Rad(Ql) — Ql.

2. 0,00t Q1 — Q1/L — Rad(Q2) — @2, ou L est le sous-module de Q)4
qui est une extension non scindée de Ry par Rs.

3. Les endomorphismes de (05 sont :
e Idg, le morphisme identité de (); dans lui méme.
® 1, : Q2 = P1/Soc*(Q2) — Rad(Qs) — Q.

4. Les endomorphismes de ()1 sont :
e /dg, le morphisme identité de ); dans lui méme.

® 1, 1 Q1 = Q1/M — Rad(Q1) — @1 ou M le sous-module de @y
qui est une extension non scindée de R, par Rs.
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Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

® 7]221 : Ql — Ql/SOC(Ql)Q — Rad2(Q1) — QQ.

On considere le complexe :

Ti=... 0 P? P 0

N 0
ou ¢ = ( . On va montrer que ce complexe est un complexe bascu-
TPy, Py

lant et calculer son algebre d’endomorphismes. C’est un résultat classique,
attribué a Jeremy Rickard, cependant il semble difficile d’en trouver une
référence précise. La démonstration qui suit est tres formelle et ne s’appuie
pas sur le fait que l'on travaille avec des algebres de Mackey. En réalité,
comme on le verra dans le chapitre [6] dans ce cas précis, les algebres de Mac-
key sont des algebres d’arbre de Brauer et ce type de complexe a deux termes
permet de déformer, via équivalence dérivée, I’arbre de Brauer de 'algebre.

Lemme 4.5.12. Le compleze T est un complexe basculant de yu},(b)-modules.

Démonstration. On doit montrer que T n’a pas d’auto-extensions non tri-
viales. Soit f un morphisme de T" vers T'[—1], alors

0 P} P, 0
J{ 0 \L f l/ 0
0 0 P} P

il existe des scalaires A et 3 tels que f = Amp, p, + Bop, p,. Pour que f soit
un morphisme de complexes, il faut que ¢ o f = 0. Or ¢po f = A\np, + 5771232
donc f est le morphisme nul.

Soit f un morphisme de T vers T[1] :

0 P? Py 0
L ¢ lo
P} P, 0 0
Alors il existe des scalaires A et 8 tels que f = Amp p, + Bop, p,. Le

morphisme f est automatiquement un morphisme de complexes. Soient
ay, ag, b1, by € k. On pose s; = a1ldp, + binp, et sy = asldp, + banp,, alors

Sp0¢p+ ¢posy = (a+a)mp, p, + (b1 +b2)op, p,.

Donc le morphisme f est homotope au morphisme nul.
Les autres auto-extensions de T sont trivialement nulles.
On doit montrer que Add(T) = K®(u}.(b)-proj) :
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4.5. Exemple de SL(2,Fs).

1. Le projectif P; est facteur direct de T', donc est dans Add(T). 11 suffit
de montrer que P, est dans Add(T).

2. Considérons le morphisme f :

TPy,Py

0 P Py 0
| PP
0 P 0 0

Le cone de ce morphisme est :

~Idp,
TPy, P;

P P——0

1

Ce complexe est isomorphe a homotopie pres au complexe
C = 0—=F—=0

ou P; est en degré 1. L’équivalence d’homotopie peut étre donnée par :
WC — Cone(f) défini par (z) = (0,x) pour z € P,. I’équivalence
inverse étant @ : Cone(f) — C défini par ®(x,y) =y — 7p, p, (7).

0

Théoréme 4.5.13. Soient G = SL(2,F3) et k = F3. Soit b le bloc non
principal de kG de défaut Cs, alors

D*(p3,(b)) = D*(1ux(C3)).
Démonstration. D’apres le lemme précédent, on a
D* (13, (b)) = D*(Endps( ) (T))-

Donc il suffit de démontrer que 114(C3) = Endpe(, ey (1)
On a up(C3) = Homy, s (1k(Cs), 11x(C3)). Or ux(C3) = Begn @ Bey/os,

donc ( - )
Beyy1, Besn By 1, Besc )
C o~ 3 Y 3 3 ? 3 3
,Uk( 3) ( (BC3/C37B03/1) (BC3/037BC3/C3)
olt les (—, —) désignent Homy, (cy)(—, —)-
Le complexe T'= P, @ T}, ou P; est le complexe contenant le module P; en
degré —1 et T} est le complexe

TPy,Py

0 P

Py 0

(P, P) (PT)
Endg, ) (T) = ( (I, P) (Ih,Ty) )

ol (—, —) désignent Ende 1 1)) (—, —)-
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Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

L. Endgoam)y(P1) = Endyg)(Pr) puisque le complexe n’a qu'un seul
terme.

2. Soit f € HOme(;L}C(b))(Ph T}). C’est-a-dire que f est un endomorphisme
f de P; dont I'image est dans le noyau de 7p, p,. Il est facile de vérifier
que f = enp, pour ¢ € k. Donc (P, T) = knp,.

3. Soit f € Hom Kb(u}c(b))(T 1, P1), c’est-a-dire que f est un endomorphisme
de P;. En utilisant les homotopies, on voit que qu’il n’y a qu'une seule
classe d’homotopie de morphisme de 7 vers P, : f ~ aldp, pour a € k.

4. Soit (f1, f2) € Homguv(amy(Th,T1), c’est-a-dire fi est un endomor-
phisme de P; et fy est un endomorphisme de P,, et on a les relations
de commutation f; o wp, p, = 7Tp, p, © fi. Un calcul montre quil n'y a
que deux classes d’homotopie : (Idp,, Idp,) et (0,73,).

On considere le morphisme 1) définit par :

i ¢(IdP1) = IdQ17 7vb<77P1> =1nq, et 1/1(771231) = 77(221‘

o U([nh]) =m0

b ¢([]dp1]) = TQ1,Q2-

* ¢([1’ 1]) = IdQQ et 1/1([0’77&]) =1Q,-
Il est alors élémentaire, mais peu plaisant, de vérifier que v est un isomor-
phisme d’algebres. ]

Remarque 4.5.14. On a vu que le complexe T" est un complexe basculant de
pr(b) vers 1z (C3). Si on calcule 'évaluation en 1 de ce complexe, on a

()

)—— ]ndgs(W)Z E—— ]ndg(Qg)X03k5 —()

ou 7 est le morphisme de plus haut rang de ncl?28 (W)?2 vers T ndg(Qg)X o, ke Ce
complexe, qui est quasi-isomorphe a [ nd?28 (W) @ W, n’est pas un complexe

basculant de kGb vers kCs.

4.6 Exemple de X 3 x C}.

Soit p un nombre premier impair. On considere le groupe extra-spécial
X5 défini par générateurs et relations :

Xp={a,b,z; a" =0V =2=1, [a,b] =2, [a,2] = [b,2] = 1}.

Le groupe Cy agit sur X,s de la facon suivante : soit Cy =< x >. Alors
z + ¢, ot ¢ est automorphisme de X3 défini par ¢(a) = b, ¢(b) = alet
¢(z) = z. On considere G = X3 x Cy et k =F,.
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4.6. Exemple de X3 x Cy.

Proposition 4.6.1. Soit G = X3 x Cy. Alors

1. Ilya ’% blocs de défaut nul.
2. 1l y a p-blocs de défaut C\y.

Démonstration. 1. Le centre de G est <z> et G/Z(G) = (C, x C,) x Cy.
En particulier, X,3/Z(X,3) = C, x C,. On a ainsi p? le kX,3-modules
simples et donc p? — 1 modules simples non triviaux. Le stabilisateur
dans Cy de ces modules simples est trivial par construction du groupe.
Il y a donc 7% orbites de tels modules simples. Chacun de ces modules
nous donne un bloc de défaut zéro.

2. Soit ¢ une racine p-iéme primitive de I'unité. On note k¢ le k<z>-
module simple non trivial correspondant. On pose

X
Ve = ]nd<gi>]nf<<§”>z>k<.

On pose M := InfZi ke, il est clair que M est un k<a, z2>-module
simple et son stabilisateur dans X3 est <a, 2>, donc d’apres la théorie
de Clifford, le module V; est indécomposable. L’algebre £X,s étant
semi-simple, le module V¢ est simple. On peut maintenant vérifier que
le stabilisateur dans G' de V; est GG, donc V; s’étend en un kG-module
simple.

On obtient ainsi p — 1 modules simples non isomorphes, auxquels on
ajoute le module trivial de G. Le calcul de leur stabilisateur permet
d’affirmer que le défaut des ces p-blocs est Cy. On a donc 1% —+p classes
d’isomorphisme de modules simples. Ce nombre est aussi le nombre de
classes de conjugaison de p’-éléments de G.

O

On va s’intéresser aux algebres de Mackey p-locales des blocs de défaut Cy.
Comme dans la section précédente, on ne s’intéresse qu’au cas des blocs non
principaux. On va démontrer la proposition suivante :

Proposition 4.6.2. Soient G = X3 x Cy et k = F,.

Soient V; = [ndi{fz>[nf<<§’>z>k< un module simple de dimension p et b le
bloc de kG tel que bV, = V. Alors la matrice de Cartan de p(b) est :
e Sip=1mod4 :

— N
[\CRETEN \V)

1
2
3
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e Sip=—1mod4 :

W DN W~
[GUREN )
ot W W

Corollaire 4.6.3. Si p = —1 mod 4, alors 'algébre p.(b) n'est pas Mortia
équivalente a pu(Cy). Cependant les diviseurs élémentaires de matrices de
Cartan de u(b) et ugp(Cy) sont les mémes.

Démonstration. La matrice de Cartan de i (Cy) est :

— N
[NCRETEN \]
W DN

]

La démonstration de la proposition nécessite la connaissance des
modules de 2-permutation indécomposables dans le bloc b qui contient

X -
Ve = Ind<§fz>lnf<<§’>z>k<. Pour plus de clarté, on note V; le kX s-module
X ~
simple Ind<§?z>lnf<<§’>z>k< et V¢ le module V; que I'on étend a G.

Lemme 4.6.4. Le module Vg est de 2-permutation si et seulement si p =1
mod 4.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que Resg4 (‘74) est un module de permu-
tation. Sur I'anneau de valuation, I'action du générateur x € C, sur V¢ se
fait par la matrice M := A(ca,5) ot A = et cap = (7. On

choisit A = NG

Alors le caractere ordinaire de Res¢ (V) est un somme de caracteéres ordi-
naires de (4, que I'on note, avec des notations évidentes, x1, X_1, Xi, X—i- On
a alors des entiers mq, m_1, m; et m_; tels que

O(,BG{O, »P—l]”

R68g4(‘7€~) =miX1+m_o1X—1+MmMX; + MoiX—;-
Comme dimy (V) = p, on amy +m_y +m; + m_; = p, et
tr(M) =mq +im; —m_q —im_;.

Mais tr(M) = \- (ZZ_:B C_O‘Q). C’est une somme de Gauss, donc tr(M) =1
sip=1mod4ettr(M)=—1sip=—1mod 4.
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4.6. Exemple de X3 x Cy.

On sait de plus que, en caractéristique p, le module Res& . (Ve) est endo-trivial,
donc il existe des entiers m et n tels que

Res&VC = nflc, ® mk,

ou ¢, le noyau du morphisme d’augmentation kCy — k. Le caractere ordi-
naire de Res& (V¢) est :

XResG, Ve = MXQc, T X p40 0

ou xq, est le caractere ordinaire de Q¢, et I nd{* K est le caractere ordinaire
de kC4. Sip =1mod 4, alors m; = m_1+1 et m; = m_y, ce qui entraine que

n =0 et donc Res&(vg) est un module de permutation. Si p = —1 mod 4,
alors my = m_; — 1 et m; = m_;, ce qui entraine que n # 0 et donc que
Res&(VC) n’est pas un module de permutation. ]

Lemme 4.6.5. Les modules de 2-permutation indécomposables sont :

1. Ind§ ,(Ve) qui est un module projectif de dimension 4p.

2. Indg;(pM@(VC) qui est de dimension 2p et de vortex Cy, ot Vi est le
module V; que Uon étend a X3 X Cs.

3. ¢ Sip=1mod4 : Vg qui est de vorter Cy et de dimension p.
o Sip=—1mod4 :Qc, Ve qui est de vortex Cy et de dimension
3p, ou ¢, est le noyau du morphisme d’augmentation kCy — k.

Démonstration. Le théoreme |3.7.12| permet d’affirmer qu'’il y a trois classes
d’isomorphisme de modules de 2-permutation indécomposables.

1. Le premier module est projectif puisque induit d’'un module projectif
et il est indécomposable d’apres le théoreme d’indécomposabilité de

Green. Ce module étant la couverture projective de V¢, il est dans le
bloc b.

2. Le second est de 2-permutation puisque la restriction de VC a Oy est de
permutation. On peut calculer la structure de Loewy de ce module et
vérifier que c’est une extension non scindée de ‘7¢ par lui méme. Ce qui
démontre a la fois que le module est indécomposable, mais aussi qu’il
est dans le bloc b.

3. Si p=1mod 4, alors ‘7C est un module de 2-permutation.

4. Si p = —1 mod 4, alors le module Vg n’est pas un module de 2-
permutation. Alors le module M := Vi ®; Q est un module de 2-
permutation indécomposable. En effet Res&(%) = Qc, ®n.k ® perm,
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ou k est le kCy-module trivial, et perm un module de permutation.
Alors

Resg, (Ve @k Qc,) = Resg, (Vo) ®x Qc,
= Qe, Rk Qc, Bk @ Qo, B perm i, Qe

Les deux termes de droite sont des modules de permutation, et
QC4 ®k QC4 = 9*04 ® QC4 = Endkc4 (904),

qui est un module de permutation puisque €2¢, est un module d’endo-
permutation.
Le module M est indécomposable, car on a la suite exacte :

0— Ve @k Qo —= Vi @ kCy —= V; @ bk ——0

donc M est le translaté d'Heller de V¢, qui est simple. Donc M est
indécomposable.

]

Demonstration de la proposition[{.6.9. On peut utiliser la Proposition 5.11
de [7], ou la formule de la Proposition [£.2.2] O

Du point de vue des algebres de groupes, tous les blocs non principaux
“se ressemblent”, c’est-a-dire que les données calculatoires des blocs, tels
que le défaut, la matrice de Cartan et de décomposition, ne permettent pas
de les différencier du bloc principal. Cependant comme on vient de le voir,
la matrice de Cartan des algebres de Mackey p-locales semble permettre
de comparer des données plus profondes : les modules de p-permutation
indécomposables des blocs.

Question 4.6.6. e Sip=1 mod4, y-a-t-il une équivalence de Morita :
1 (6)-Mod == ju(Cs)-Mod #

e Sip=—1 mod4, y-a-t-il une équivalence de Dérivée
D*(p,(b)) = D*(1u(C))?

L’existence d’une équivalence de Morita, ou dérivée semble difficile a
vérifier. Contrairement a l’exemple précédent, les foncteurs de Mackey
projectifs sont difficile a comprendre et 'algebre de Mackey n’étant pas
symétrique, il semble difficile d’exhiber la structure de Loewy des projec-
tifs indécomposables. Dans la suite de cette section, on indique quelques
résultats, ainsi que quelques pistes pour cette question.
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4.7. Exemple de X3 x Qs.

Lemme 4.6.7. On note k¢ le kNg(Cy) module de dimension 1 induit par le
caractere (.
e On a la décomposition suivante :

G Na(C2) 1) iNG(C2) ~ Pl a
IndNG(CQ)[nfﬁz(cz)Indﬁg(cz)/(@/@)k IndXMCQ(VC)@TInprg(VC).

e Sip=1 mod4, alors
Ind%c(@)]nf k =~V oL 1 1nd§§ (Vo)

e Sip=—1 mod4, alors

Ng(C ~ > p—3
IndS, ¢ In fﬁg((oj))kc =~ O, @k Ve ® Ind§ (W)

On peut ainsi exprimer les foncteurs de Mackey projectifs
indécomposables de la fagon suivante :
Corollaire 4.6.8. On a les décompositions suivantes :

N (C2) ~ p—1
Ne( cz>/<c4/02>k'< =Fo,c® TFPMGSW-

[} Bg/02 X Ind_
1
e Sip=1mod4, alors Bg/c, @ k¢ = Py ¢ ® pTFPIndG
3
e Sip=—1 mod4, alors Bg/c, ® k¢ = P, ¢ ® pTFPIndG W

4.7 Exemple de X3 X (s.

Il y a un homomorphisme de groupe de Qg vers Aut(X,3) = GLy(F,). Ce
morphisme est défini sur les générateurs i et j de QQg par :

(0=
! 1 0
. Ty
jH(y —x>

tel que 2% + y* = —1. Une matrice ( 3 g ) € GLy(F,) induit I'automor-

phisme de X5 suivant :

a— a®b?
b b

det(a ﬁ)
2z v o)
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On peut étendre 'exemple précédent aux groupes X,s X (). La situation
n’était pas simple pour les groupes X3 x Cy4, mais elle est encore plus com-
pliquée pour les groupes X3 x (3. On présente cet exemple parce que, pour
des personnes non expertes en représentations modulaires, il peut étre in-
trigant. Toutefois, nous ne somme actuellement pas capable de donner les
démonstrations completes et nous observons que les formules ci-dessous sont
vérifiées dans les petits cas, et dans quelques autres cas a ’aide de GAPA4.
Soit k un corps de caractéristique 2 “assez gros”.

Lemme 4.7.1. Soit G = X3 x Qg, alors dans kG, il y a :
° 1% blocs de défaut zéro.

e p blocs de défaut Qg.

Démonstration. La démonstration est similaire a la démonstration de la pro-

position [.6.1] O

Soit Vp = I ndf{fwl nfsii” ke un kX,-module simple de dimension p.
Alors V; s’é¢tend en un kG-module simple, que I'on note V; de dimension p.
Soit b le bloc de kG tel que bV, = V..

Lemme 4.7.2. Si p # 1 mod 4, alors ‘74 n’est pas un kG-module de 2-
permutation.

Démonstration. 1l est facile de vérifier que la matrice du générateur 7 sur V;

est A(Cap)abefo,- p—1}, OU M =1 et cup =% Donc en notant <i> le sous-

groupe de Qg engendré par 4, on a Res§ 4 x<i> Ve est isomorphe au module du
P

lemme . Donc si p # 1 mod 4, le module ‘74 n’est pas de 2-permutation.
Dans le cas ol p = 1 mod 4, il existe a € F, tel que a® = —1. Dans ce cas,
on choisit de représenter le générateur j de Qg par la matrice ( g _Oa )
On peut alors vérifier que 'action du générateur j de (Jg sur \74 est donnée
par la matrice y(0q:;), ot v* =1 et § est le symbole de Kronecker. O

Observation 4.7.3. Sip = 1 mod 8 alors VC est un module de 2-permutation
pour ’%1 racines p-ieme primitives de l'unité ¢ et n’est pas un module de 2-

: -1
permutations pour les pT restantes.

ldée de la démonstration. Nous ne connaissons pas de démonstration
générale pour ce résultat, mais voici une idée de démonstration possible.
D’apres la théorie générale, on sait que V := Resgg(VC) est un module endo-
trivial et les modules endo-triviaux du groupe (g sont bien connus. Le module
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4.7. Exemple de X3 x Qs.

V¢ est donc de 2-permutation si et seulement si le module trivial £ est facteur
direct de V.

Le module k est facteur direct de V si et seulement si il existe un vecteur
v € V invariant par I'action des générateurs de (g et un forme k-linéaire ¢
invariante sur V' telle que ¢(v) = 1. En écrivant proprement l'action des
matrices des générateurs de (Jg sur ce vecteur v € V', on a :

1
E|Vel | elmM-Id),
1
ou M est une matrice carrée indexée par le groupe I' := (F,)*/<a>,

construite comme suit. On pose :

Z =+ + T+
et pour ¢ € I', on pose

Zi=C "+

Alors le coefficient (i, j) de la matrice M est Z;;. Il semble que pour la moitié
1

des racines p-eme de I'unité le vecteur : est dans I'image de M — Id et
pour 'autre moitié, il ne I'est pas.
Voici une démonstration dans le cas (tres favorable) p = 17 :

Proposition 4.7.4. Supposons p =17, alors
e si le polynome minimal de ¢ est

P(X)=X3+ X"+ X'+ X341,

alors le module f/g est de 2-permutation.
e Si le polynome minimal de ( est

P(X)=X*+ X"+ X+ X'+ X2+ X + 1,
alors VC n’est pas un module de 2-permutation.

Démonstration. On pose o = 4 une racine carrée de —1 et on pose
Z=(++ 0+
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Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

alors Z3 = 1. Donc Z est soit 1 soit une racine cubique primitive de 1 que
I'on note j et j2. De méme, on note Z3 = (3 + (3% 4+ (73 + (73 et on peut
vérifier que Z3 = 1. Le polynome cyclotomique ®17(X) € k[X] est produit
des deux polynomes P; et P, qui sont irréductibles et de degré 8. Si ( est
une racine de Py, alors (2, (%, -+, (1% sont racines de Py, ce qui arrive si et
seulement si Z = 1. En particulier si Z = 1 alors Z3 € {j, j%} et si Z € {j,5°}
alors Z3 = 1.

Dans ce cas favorable, la matrice M est :

7 7 7y 72
|z z 2z oz
M=z 2 2 7

72 Zs 7 Z?

Si Z = 1, on vérifie que (M — Id) . Si Z3 = 1, on doit

_ =l s SN

1
1
0
0
résoudre le systeme :

Za+b)+c+d=1
a+b+Z(c+d) =1,

qui n’a pas de solution. O
Lemme 4.7.5. Un systeme de représentants des classes d’isomorphisme des

kGb-modules de 2-permutation indécomposables est :

1. [nd%ﬁVc qui est de dimension 8p et projectif.
2. [nd)G(pg,chVC de dimension 4p et de vorter Cs.

3. Indg‘;pMCLLM, o M est Xy x Cy module de de p-permutation

indécomposable de vortex Cy qui est dans le bloc qui contient VC Cest
un module de vortex Cy et de dimension 2p si p = 1 mod 4 et de di-
mension 6p si p = —1 mod 4.

4. \74 ® S, ou S est la source du module simple \7< C’est un module de
Vortex Qg et de dimension p ou 9p pour p =1 mod 8 et de dimension
np ou n le représentant de p dans Z./87 dans les autres cas.

Démonstration. Pour les 3 premieres assertions le résultat est une
conséquence de la section [£.6] Pour l'assertion 4, nous n’avons pas de
démonstration de ce résultat, la dimension a été calculée, dans des exemples,
a l'aide de GAP4, on peut vérifier que le résultat est compatible avec la
dimension des modules endo-triviaux pour le groupe Qs. O
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4.7. Exemple de X3 x Qs.

Observation 4.7.6. La matrice de Cartan de u},(b) est, en ne notant que la
partie triangulaire supérieure :

e Sip=3mod8 :

7T 5 5 5 33
10 6 6 6 6
10 6 6 6
10 6 6
8 4
8
e Sip=25mod8 :
94 4445
6 2 2 4 2
6 6 4 2
6 4 2
8 4
8
o Sip=7Tmod8 :
12 8 8 8 5 7
10 6 6 6 6
10 6 6 6
10 6 6
8 4
8

e Sip=1 modS8, alors la matrice de Cartan est soit :

6 3 3 3 2 1

6 2 2 4 2

6 2 4 2
6 4 2 |’

8 4

8

501t

16 5 5 5 6 1

6 2 2 4 2

6 2 4 2

6 4 2

8 4

8
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Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

Les diviseurs élémentaires de toutes ces matrices sont : (1,1,2,4,4,240).
Lemme 4.7.7. La matrice de Cartan de ug(Qs) est :

6 3
6

DD N W

DD NN W

Q0 W~ = = N
QO = DN N N =

et ses diviseurs élémentaires sont (1,1,2,4,4,240).

Question 4.7.8. Y-a-t-il une équivalence de catégories dérivées :

D" (13 (b)) = D" (11(Qs))?

4.8 Conclusion.

Soit R = O ou k. Soient G un groupe fini et b un bloc de RG de défaut
abélien D. Soit o' le correspondant de Brauer de b dans Ng(D). On a le
diagramme :

b€ Z(RG)

|

V' € Z(RNg(D)) —=b*" € Z(ukh(Ne(D)))

0 € Z(ugp(G))

Il a été conjecturé par Broué que les blocs RGb et RNg(D) sont fortement
liés. Le lien pouvant étre visible au niveau des caracteres ordinaires des deux
blocs avec l'existence d’une isométrie parfaite ou d’une isotypie, ou il peut
étre visible au niveau de l'algebre avec l'existence d'un isomorphisme, ou
enfin au niveau des catégories de modules avec 'existence d’une équivalence
de Morita ou d'une équivalence dérivée.

1. I’exemple du bloc principal de S3 en caractéristique 2 montre que si
deux blocs d’algebres de groupes sont isomorphes, les algebres de Mac-
key p-locales de ces blocs ne sont pas nécessairement isomorphes.

2. L’exemple d'un bloc non principal de SL(2,F3) montre que si deux
blocs d’algebres de groupes sont Morita équivalents, les algebres de
Mackey p-locales correspondantes ne le sont pas forcément.
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4.8. Conclusion.

3. Les deux derniers exemples de X3 x Cy et X5 x Qg ainsi que I'exemple
du bloc principal de S3 montrent que pour des blocs d’algebres de
groupes Morita équivalents, il est possible que les algebres de Mackey
p-locales correspondantes soient Morita équivalentes. De plus le fait
qu'une équivalence de Morita entre blocs d’algebres de groupes induise,
ou non, une équivalence de Morita entre les algebres de Mackey p-locales
correspondantes, semble dépendre d'une “donnée”. Cette donnée lisible
dans les catégories de modules sur les blocs d’algebres de groupes, n’est
pas un invariant d’équivalences de Morita.

4. Dans tous les exemples considérés, ainsi que de nombreux autres
exemples non détaillés ici (pour G = Aj voir remarque , qui sont
dans le cadre de la conjecture de défaut abélien de Broué, les matrices
de Cartan des algebres de Mackey p-locales des blocs correspondants
possedent les mémes diviseurs élémentaires.

Ces différents exemples permettent donc d’éliminer les idées trop naives que
'on pourrait avoir. Les exemples de SL(2,F3) ainsi que X3 X Cy et X3 x Qs
peuvent étre troublants dans un premier temps, mais ils permettent de mettre
en évidence l'importance des modules de p-permutation pour la question
des équivalences entre blocs d’algebres de Mackey. Il faut donc certainement
chercher un type d’équivalence entre blocs d’algebres de groupes qui respecte
cette classe de modules. L’exemple le plus naturel d’équivalence possédant
cette propriété a été introduit par Rickard avec les équivalences splendides. Il
est d’autant plus rassurant que, comme 'explique Rickard dans la section 7.
de ([30]), en général les équivalences de Morita ne sont pas splendides, il faut
remplacer le bimodule qui induit I’équivalence de Morita par un complexe
bilatere splendide.

La question la plus naturelle a poser est donc :

Question 4.8.1. Soient G et H deux groupes finis. Soient b un bloc de RG
et ¢ un bloc de RH. On suppose que RGb et RHc sont splendidement dérivés
équivalents. Alors, y-a-t-il une équivalence

D" (g (b)) = D (pp(c)) ?

Remarque 4.8.2. Soit GG un groupe fini et b un bloc de kG de défaut abélien D.
Soit ¥’ le correspondant de Brauer de b dans Ng(D). A 'aide d’'un pro-
gramme GAP4, nous avons calculé les diviseurs élémentaires des matrices
de Cartan de g (b) et pi(b') dans de trés nombreux cas. Et pour chaque
cas les diviseurs élémentaires sont les mémes. Cependant si on calcule les
diviseurs élémentaires des matrices de Cartan du bloc principal de p(As)
en caractéristique 2 et de la matrice de Cartan de px(A4) que on trouve
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Chapitre 4. Quelques cas particuliers.

dans les annexes de [38], on ne trouve pas les mémes diviseurs élémentaires.
Il se trouve qu’il y a une petite une erreur dans la matrice de Cartan de As.
Avec les mémes notations, I'erreur est située dans la matrice de ¥ pour As
en caractéristique zéro. Il est écrit que Sc, 1(Ca X C2) = 0¢yxy,1, OF
Seat(Co x Co) = Indyf o Infy ST (Ca x Co)

Na,

(C2)
= b (In Iy (Cz)ks*fi)(c2 X Cy N 9(Cy x Cy))
gE[CQXCQ\A5/CQ><CQ]
Nag(C2) oCy
— P (In fﬁj: (0 S13)(C2 % Cy)
gG[CQXCQ\A4/CQ><CQ]
=Ko K, Ky

- O-CQXCQ,l S UCQXCQ,W S O-CQXCQ,E'

La matrice de Cartan de 'algebre de Mackey p-locale du bloc principal de Aj;
est en fait :

— O = = NN
N DN = = =N

|
— o= = DN NN
— = O = NN
=W OO -
N W H N /=
N — DN~ —

[\

Cette matrice a bien les mémes diviseurs élémentaires que la matrice de
Cartan de ug(Ay).

30



Chapitre 5

Blocs d’algebres de Mackey
cohomologiques.

5.1 Introduction

Lorsque 'on étudie les matrices de décomposition d’une algebre de Mac-

key p-locale, on voit qu’elle posseéde une grosse sous-matrice qui correspond
a la matrice de décomposition de ’algebre de Mackey cohomologique, ce qui
tend a dire que cette derniere est a considérer dans un premier temps. De plus
Thévenaz et Webb ont démontré que les idempotents primitifs de I’algebre de
Mackey cohomologique sont eux aussi en bijection avec les blocs de 'algebre
de groupe. Donc la question [£.8.1] a un sens pour les algebres de Mackey
cohomologiques.
Dans ce chapitre, on présente 1’équivalence de Yoshida pour les fonc-
teurs de Mackey cohomologiques, ainsi qu’'une version par blocs de cette
équivalence. Dans la seconde partie du chapitre, on utilise cette équivalence
pour construire des foncteurs entre catégories de foncteurs de Mackey co-
homologiques. On va voir qu’on peut étendre une équivalence de Morita
splendide entre blocs d’algebres de groupes en une équivalence entre les
catégories de foncteurs de Mackey cohomologiques correspondantes. Fina-
lement, on s’intéresse au cas des équivalences dérivées. En application de
ces résultats, on retrouve partiellement un résultat de Serge Bouc sur les
matrices de Cartan des algebres de Mackey cohomologiques des blocs nilpo-
tents. L’utilisation de ce nouveau point de vue permet de comprendre qu’il
est tres naturel que les algebres de Mackey des blocs nilpotents jouent un
role particulier.
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Chapitre 5. Blocs d’algebres de Mackey cohomologiques.

5.2 Foncteurs de Mackey cohomologiques

Soit R un anneau commutatif unitaire et G un groupe fini. La définition
des foncteurs de Mackey cohomologiques est la plus naturelle lorsque 1’'on
prend le point de vue de Green.

Définition 5.2.1. Un foncteur de Mackey M pour G sur R est cohomolo-
gique si pour tous sous-groupes K < H de G, on a :

tpri = |H : K|Idyr).

En utilisant les équivalences de catégories de foncteurs de Mackey, on
obtient des définitions équivalentes pour la notion de foncteur de Mackey
cohomologique. On note, abusivement, par Comackr(G) la catégorie des
foncteurs de Mackey cohomologiques, sans prendre en compte la définition
choisie.

Ezxemple 5.2.2. Les foncteurs de points fixes ainsi que leurs dérivés sont des
foncteurs de Mackey cohomologiques. La démonstration est évidente pour les
foncteurs de points fixes. Pour les foncteurs dérivés on utilise un argument
de décalage.

Ezxemple 5.2.3. Le foncteur de Burnside n’est en général pas cohomologique
si G n’est pas le groupe trivial, puisque pour un sous-groupe K de GG, on a :

Ind$ Res$(G/K) = IndS (|G : K|1/1)
= |G : K|G/1.

Dans le théoreme suivant, on rappelle les résultats importants sur les
foncteurs de Mackey cohomologiques.

Théoréeme 5.2.4. [[38],]0]] Soit R un anneau commutatif unitaire et G un
groupe fini.
1. Soit V un RG-module. Les foncteurs F'Py et F'QQy sont cohomologiques.

2. Les quotients et sous-foncteurs d’un foncteur de Mackey cohomologique
sont cohomologiques.

3. Un foncteur de Mackey M est cohomologique si et seulement si il est
quotient d’un foncteur de points fixes FPy ou V' est un facteur de
permutation.

4. Les foncteurs de Mackey cohomologiques projectifs sont les F Py, ou V'
un facteur de permutation.
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5.2. Foncteurs de Mackey cohomologiques

b.

10.

11.

Soit H < G et M un foncteur de Mackey cohomologique pour H. Alors
Ind$ (M) est un foncteur de Mackey cohomologique pour G. De méme,
si N est un foncteur de Mackey cohomologique pour G, alors Res%(N)
est un foncteur de Mackey cohomologique pour le groupe H.

Soit k un corps de caractéristique zéro ou me divisant pas l'ordre du
groupe. Alors Sy est cohomologique si et seulement si H = 1.

Soit k un corps de caractéristique p | |G|. Alors Suy est cohomologique
si et seulement si H est un p-groupe.

Comackr(G) = cour(G)-Mod, ot cour(G) est l’algébre de Mackey co-
homologique. Cette algébre est le quotient de ugr(G) par l'idéal engendré
par les tirit — |H : K|t pour K < H.

COMR(G) = FPRQG (Qg) = Enng(Rﬂg) avec QG = |—|H<G G/H

Le foncteur V — FPy est un foncteur plein et fidele de RG-Mod vers
Comackr(G). La catégorie RG-Mod peut donc étre vue comme sous-
catégorie pleine de Comackr(G).

Soit R =k ou O, alors Comackr(G) est une sous-catégorie pleine de
Mackg(G,1). L’algébre cour(G) est un quotient de puh(G).

Remarque 5.2.5. Lorsque 'on voit RG-Mod comme sous-catégorie pleine de
Comackr(G), il convient de faire attention. Les RG-modules projectifs in-
duisent des foncteurs de Mackey cohomologiques projectifs. Mais inversement
les foncteurs de Mackey projectifs ne sont pas forcément projectifs dans cette
sous-catégorie pleine. Par exemple si V' est un RG-module de p-permutation
qui n’est pas projectif, alors F'P, est un foncteur de Mackey cohomologique
projectif, mais ¢a n’est pas un foncteur projectif dans la catégorie RG-Mod.

I1'y a un foncteur, appelé foncteur de cohomologification de Mackg(G) —
Comackp(G) définit par M + M®" ou M®" est le plus grand quotient
cohomologique de M. On a

Proposition 5.2.6. Soit G un groupe fini, alors

1.

B = FPg. Plus généralement, si X est un G-ensemble, alors

B$" = FPpy.

2. 8t R =k est un corps de caractéristique p > 0, alors Sl‘i}’f{/ = Spyv s

H est un p-groupe et SZ"(} =0 si L n’est pas un p-groupe.
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Chapitre 5. Blocs d’algebres de Mackey cohomologiques.

5.3 Equivalence de Yoshida

On va démontrer que la catégorie des foncteurs de Mackey cohomologiques
est équivalente a la catégorie des foncteurs contravariants de permpg(G) vers
R-Mod, ou permpg(G) est la catégorie des modules RG-modules de permu-
tation. Pour cela, on a besoin de quelques constructions. La premiere est le
foncteur de linéarisation dans sa version bivariante :

Lemme 5.3.1. Soit X un G-ensemble fini, on pose II(X) = RX le RG-
module de permutation ayant pour base X. Soit f : X — Y un morphisme

de G-ensembles. On définit I1*(f) : II(Y) — II(X) par :

(O ryy) =D Ty

yey zeX

On définit IL.(f) : IL(Y) — II(Y") par :

L)Y rw) = 3 o fla).

zeX zeX

Alors (I1*,11,.) est un foncteur bivariant de G-ens vers RG-Mod. De plus, ce
foncteur posséde les propriétés suivantes :

Additivité : Soient X etY deuzr G-ensembles et (XUYix,iy) le coproduit
de ces G-ensembles. Alors II(X)@II(Y) = I(XUY), et l'isomorphisme
est donné par (II*(ix), I*(iy)) et (I (ix), L (iy)).

Formule de Mackey : Soit

X—=Y
b l
Z—4>T

un diagramme cartésien de G-ensembles, alors

(x) 2 1)

iH*(b) J/H*(C)

est un diagramme commutatif.

Remarque 5.3.2. Le foncteur (II*,1I,) est donc un “foncteur de Mackey”
pour G sur 'anneau non commutatif RG.
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Démonstration. 1l est clair que (II,11*) est un foncteur de la catégorie des
G-ensembles finis vers la catégorie des RG-modules. Soient X, Y et Z trois
G-ensembles. Soient f : X — Y et g : Y — Z deux morphismes de G-
ensembles. Soit z € Z, alors on a

(ol (@)= = Y ()

yegT1(2)
> Z v
yEg—1(z) mef 1

= > @
z€(gof) 71 (2)
=II"(g o f)(2).
Donc (IT,1T*) est bien un foncteur contravariant de la catégorie des G-
ensembles finis vers la catégorie des RG-modules.

Soient X et Y deux G-ensembles finis et soient ix et iy les injections cano-
niques de X et Y respectivement, vers X L1Y. Alors,

(M(ax )", iy )")o (M (ix ), (ix )o) (2, y) = (ix)" (2, y) + 1y )" (2, y) = (,y).

de méme on a (H(lx)*, H(ZX)*) e} (H(Zx)*, H(Zy)*) = IdR(XuY)-
Soit
X—=Y
P,k
Z—4>T

un carré cartésien de G-ensembles finis. Ce qui veut dire que le G-ensemble X
est isomorphe au produit fibré (pullback) de Y et Z au dessus de T'. L’iso-
morphisme est donné par 'application = — (a(z),b(x)). Soit y € Y, on a :

IT, (b)TT Z b(z

z€a~1(
et
zed~(c(y))
Comme X est isomorphe au produit fibré de Y et Z au dessus de T, on a

z€d(c(y)) & Jr e X;2="0b(x) and y = a(x)
e Az cal(y); z=0b),

D’ou IL.(b)IT*(a)(y) = II*(d)IL.(c)(y). O
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On note Fung(G) la catégorie des foncteurs R-linéaires contravariants
de permp(G) vers R-Mod. La construction du lemme permet de définir
un foncteur I' de Fung(G) vers Mackg(G) par pré-composition : soit F' €
Fung(G), alors I'(F') = F oIl.

Lemme 5.3.3. Soit F' € Fung(G), alors I'(F) est un foncteur de Mackey
cohomologique.

Démonstration. Soient K < H des sous-groupes de (. Pour montrer
que le foncteur de Mackey I'(F') est cohomologique, on doit montrer que
thrly = |K : H|Idry)@. Mais T'(F) est un foncteur de Mackey au
sens de Dress et la définition des foncteurs cohomologique a été donnée au
sens de Green. Par I'équivalence de catégories du théoreme [3.2.17, on a :
['(F)(H)=T(F)(G/H) = F(R(G/H)). On note 7 la projection canonique
de G/K — G/H, alors til = T'(F).(x) et rL = T(F)*(7#). On a donc :

tirg = F(IL(7g)) o F(IT* (7))
= F(II" () o IL(mg)).
Or il est clair que IT*(7f) o IL(7f) = |H : K|Idpc/K). O
Inversement, si M est un foncteur de Mackey pour le groupe G, on a un

foncteur de Yoneda Y (M) définit comme suit : pour X un G-ensemble fini,
Y(M)(RX) == HomComackR(G’)(FPRX; M)

Théoréme 5.3.4 (Yoshida). Les foncteurs I' et Y sont des équivalences de
catégories inverses l'une de l’autre.

Remarque 5.3.5. La démonstration proposée ici est celle donnée par Serge
Bouc lors du cours : “Foncteurs de Mackey et foncteurs a bi-ensembles” a
I'université de Picardie Jules Verne en 2011.

Démonstration. La premiere étape de la démonstration consiste a démontrer
que (I, Y') est un couple de foncteurs adjoints. Pour ¢a, on donne 1'unité et
la co-unité de I'adjonction. L’unité est donnée ainsi :
soit F' € Fung(G), Soient X et Z deux G-ensembles finis et u € F(RX),
alors
a— Fa)(u)
La co-unité est donnée par :
soit M un foncteur de Mackey, soit X un G-ensemble fini, alors
eq(X) :Y(M)(RX) — M(X)
o = O./X([CZR)().
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Soit F' € Fung(G). Montrons que la composée :

€r(F)

IYT(F) =2 1(F)
r(nF>T 7
r(F)

est l'identité de I'(F'). Soit X un G-ensemble et soit u € F/(RX). La composée
des deux applications est

er(r)(x) © Nr(RX)(u) = np(RX)(u)x(Idrx)

De méme, soit M un foncteur de Mackey. On doit montrer que le diagramme
suivant est commutatif :

Y (en)

YIYTM —>Y (M)
7
Ny (M) . "idY<M>
Y (M)

Soit X un G-ensemble fini et soit @ un morphisme de foncteurs de Mackey
de F'Pgx vers M, alors

UY(M)(RX)(Q)Y(f) =ao f.

Soit v un morphisme de foncteurs de Mackey de FPgx vers M et f €
FPrx(Y), alors

en(Y)( () = (w (F)y) (L dy ).

Donc la composée de ces deux applications est

Y (ear) oy (RX) () = ny ) (RX) (o) x (Idrx)
= oo ldrx

On a donc bien une adjonction, en admettant que les constructions € et n
sont des transformations naturelles.

Lemme 5.3.6. Soit M un foncteur de Mackey pour le groupe G sur [’an-
neau R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le foncteur de Mackey M est cohomologique.

2. Pour tout G-ensemble X, la co-unité €y (X) est un isomorphisme.
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3. Pour tout G-ensemble X, la co-unité ey (X) est un épimorphisme.

Démonstration. e L’équivalence de 2 et 3 vient du fait que ey (X) est

38

toujours injective par le lemme de Yoneda.

Supposons que pour tout G-ensemble X, la co-unité e,,(X) soit un
isomorphisme. Alors le foncteur de Mackey M est isomorphe au fonc-
teur de Mackey X — Homatackp(c)(F Prx, M) qui est cohomologique
d’apres le Lemme [5.3.3] donc le foncteur M est cohomologique.
Supposons que le foncteur de Mackey M soit cohomologique. Comme
les isomorphismes que 'on cherche sont additifs, il suffit de démontrer
que €3/(G/H) est un isomorphisme pour tout sous-groupe H de G. On
doit donc démontrer que

Homptachpc)(F Pricymy, M) — M(G/H) = Res%(M)(H)
est un isomorphisme, mais F'Prg/m) = 1 nd$% F Pg, donc
Homarackpc)(F Pri/my, M) = Homacky () (F P, Reng).
Ainsi par récurrence, il suffit de démontrer que ’on a un isomorphisme
em(G/G) : Homppacky(cy(F Pr, M) — M(G).

On a: ey (G/G)(a) = aga(1r) € M(G). Inversement, si m € M(G),
on construit un morphisme de foncteurs de Mackey f de la fagon sui-
vante : soit H un sous groupe de G, on pose fz(1z) = r%(m). On étend
par linéarité cette construction, et 1’on a ainsi une famille (fy ) g<c d’ap-
plications de F'Pr(H) = R — M(H). 1l faut vérifier que ceci donne un
morphisme de foncteurs de Mackey (au sens de Green). La seule condi-
tion qui n’est pas completement transparente est que la famille (fy)
est compatible avec les morphismes de transfert. Soient K < H des
sous-groupes de G et A € R.

tiefu(a) = tiirig(m) = |H : K|\ri(m),

et
Fr(tA) = fre(|H : KIN) = [H : K|Ari(m).

On a ainsi I'isomorphisme recherché.

]

Soit M un foncteur de Mackey cohomologique et X un G-ensemble, alors
on a

I'Y M(X) = Hom(F Prx, M)
~ M(X).
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L’isomorphisme est donné par la co-unité de l’adjonction. Soient F €&
Fung(G) et X un G-ensemble, on a
YT(F)(RX) = Hom(F Prx, [(F))
= I'(F)(X) par le Lemme [5.3.6
= F(RX).

On peut vérifier que I'isomorphisme est donné par I'unité de ’adjonction. [J

On a démontré que Comackr(G) = Fung(G), ou Fung(G) est la
catégorie des foncteurs contravariants de permpg(G) vers R-Mod. Or comme
on I’a vu dans les chapitres précédents, lorsque 1’on travaille avec les foncteurs
de Mackey, les facteurs directs des modules de permutation apparaissent na-
turellement, cependant ils ne sont pas dans la catégorie permpg(G). C’est un
probleme auquel on va remédier en utilisant la complétion idempotente.

5.4 Complétion idempotente

Soit A une catégorie additive. L’idée de la complétion idempotente est de
construire une catégorie notée A', qui contient tous les facteurs directs des
objets de A. La bonne propriété de cette construction est que les catégories
de foncteurs additifs de A vers une catégorie abélienne B et de A™ vers B
sont équivalentes.

Définition 5.4.1. La catégorie A est Karoubi-compléte si pour tout objet A
de A et pour tout morphisme e € Hom4(A, A) tel que ¢ = ¢, on a

A= Ker(e)® Imf(e).

Définition 5.4.2 ([I] exemple 8.7.8 page 97.). Soit A* la catégorie dont les
objets sont les couples (A, e) ou A est un objet de la catégorie A et e est un
morphisme de A vers A tel que e? = e. Un morphisme ¢ de (A4, e) vers (B, f)
est un morphisme de A vers B dans la catégorie A tel que

boe=fop=0.
Soit i : A — AT le foncteur défini par A +— (A, Ida).
On a alors la proposition suivante :

Proposition 5.4.3. La catégorie A* est Karoubi-compléte. Le foncteur i est
additif et induit une équivalence de catégories,

Funag(A", L) = Funag(A, L),

ou L est une catégorie abélienne.
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Démonstration. 11 est clair que ¢ est un foncteur additif. Par construction
la catégorie A" est Karoubi-complete. Soit L une catégorie abélienne. La
composition par le foncteur i induit un foncteur de Funagq( AT, L) vers
Funage(A, L) . Inversement on construit un foncteur J : Funagq(A, L) —
Fungq(A", L) de la fagon suivante : soit L un foncteur de A vers L et
(A, e) € A*, alors

J(L)(A, e) := L(e)(L(A)).

I1 est facile de vérifier que ces deux foncteurs sont des équivalences de caté-
gories inverses I'une de 'autre. O]

Soit R un anneau commutatif unitaire et G un groupe fini.

Lemme 5.4.4. La complétion idempotente perm$%(G) de la catégorie des
RG-modules de permutation, est équivalente a la catégorie des RG-facteurs
de permutation.

Démonstration. On appelle temporairement A la catégorie des RG-facteurs
de permutation. Les objets de perm#%(G) sont des couples (V,7) ot V est
un RG-module de permutation et 7w un projecteur de V dans V. Il y a un
foncteur F' de perm}(G) vers A défini par F(V, 1) = n(V). Ce foncteur est
dense et pleinement fidele. O

Dans la suite du document, on note perm#%(G) la catégorie des RG-
facteurs de permutation et on note Fun}(G) la catégorie des foncteurs R-
linéaires contravariants de perm}(G) vers R-Mod. Le lemme ainsi que
le théoreme [5.3.4] ont pour conséquence :

Théoréme 5.4.5. [Yoshida.]
Comackr(G) = Funk(G).

Dans la suite, on notera, abusivement, par Y et I' les deux équivalences
quasi-inverses 1'une de 'autre apres complétion idempotente.

Lemme 5.4.6. Soit A un RG-module, alors
Y(FPA) = HomcomackR(G)(FP_, FPA) = HOmkg(—, A)

Démonstration. Restreint aux modules de permutations

Y (FPs) = Homcomacky(c)(FP-, FPy), par définition. Comme le foncteur de
complétion idempotente induit une équivalence de catégories, on en déduit
le résultat. O]
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5.5 Version par blocs

Soit G un groupe fini et (K, O, k) un triplet p-modulaire “assez gros”
pour y}.(G). On va démontrer que si R = O ou k, alors I'équivalence de Yo-
shida est compatible avec ’action des idempotents blocs. Cependant comme
le résultat est vrai dans plus de généralité, on se place de le cadre suivant :
soit R un anneau commutatif unitaire et G un groupe fini.

Théoréme 5.5.1 (Equivalence de Yoshida, version par blocs.). Il y a un
digramme commutatif :

Z(Funk(@)) (5.1)
Z(RGQ) r|=
Cg
Z(Comackg(G)).

Soit 1 = e+ f € Z(RG) une décomposition de 1 en somme d’idempotents
orthogonauz. Alors

Comackg(G) = ((e)(Comackr(G)) ® ¢(f)(Comackr(G)).

et
Funf(G) = n(e) (Fun}(G)) & n(f) (Funk(G)).

Les sous-catégories correspondantes sont équivalentes.

Démonstration. L’idée de la démonstration est tres simple : il est bien connu
que le centre de la catégorie des foncteurs de Mackey cohomologiques est
isomorphe au centre de RG. Cependant cet isomorphisme n’est explicite que
si on l'on voit les foncteurs de Mackey cohomologiques comme modules sur
I’algebre de Mackey cohomologique. Pour contourner ce probléeme, on rai-
sonne avec des résolutions projectives.

1. On démontre dans un premier lieu que Z(RG) est isomorphe au
centre de la catégorie Funf(G). On voit le centre de RG comme centre
de la catégorie RG-Mod. Si m, € Z(RG), on définit n(m,) ainsi : soit
F € Funj(G) et V € permk(G) alors

ne(m:)(V) = F(m.(V)).
Il y a une liste de vérifications élémentaires a faire :
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92

e Pour un foncteur F fixé, on montre que ng(m,) est une transformation

naturelle de F' vers F. En effet, soit f : V — W un morphisme entre
deux facteurs de permutation. Alors

F(f)T TF(f)
(W) - F(W)

Ce diagramme commute puisque m, est un endomorphisme du foncteur
identité de RG-Mod, donc le diagramme suivant commute :

| T

v
mz(V)i m (W)

v—ow

Montrons maintenant que F' — ng(m,) est un endomorphisme du fonc-
teur identité de la catégorie Fun}k(G). Soient F' et G deux foncteurs
de Fun}(G) et ¢ une transformation naturelle de ' dans G. On doit
montrer que le diagramme :

F F
q |+
G TIG(mz) G

est commutatif. Pour ca, il suffit de le faire apres évaluation en un
facteur de permutation V. Mais le diagramme :

¢vi bev

est commutatif puisque ¢ est une transformation naturelle.

Montrons maintenant que n est un morphisme d’anneaux unitaires.
Si on note m; la transformation naturelle identique, il est clair que
Nm, est la transformation naturelle identique du foncteur identité de
Fun}(G). Soient m, et m., deux endomorphismes du foncteur identité
de RG-Mod. L’additivité étant claire, on doit montrer que n(m,om,) =
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n(m.) on(m.). Pour cela on considére un foncteur F € Fung(G) et V
un facteur de permutation. Alors

nr(m; omy)(V) = F(m.(V) om.(V))
= F(my(V)om,(V))
= F(m.(V)) o F(m.(V))
= nr(m=(V)) o nr(m.(V)).

Puisque en tant qu’élément du centre de RG-Mod, les transformations
naturelles m, et m,, commutent, le diagramme suivant commute :

m,(V
V4(>)V

Myt (V)l

lm (V)
m(V

z

Inversement, on doit construire un morphisme du centre de Funk(G) vers
le centre de RG-Mod. Soit p un endomorphisme du foncteur identité de
Fun}(G). On construit un élément z, de Z(RG) de la fagon suivante :

Zu = HYpa (RG) (IdRG) (1RG>7

ol Ygrqg est le foncteur de Yoneda sur le RG-module libre de rang 1 : soit V

un facteur de permutation, alors Yrq(V) = Hompga(V, RG).
e L’¢lément z, est bien dans le centre de RG : soit z € RG, alors on
définit un morphisme f, de RG-modules de RG dans lui-méme par
f-(1) = z, que l'on prolonge par RG-linéarité. Alors on a le diagramme

suivant :
urc(RG)
[

YRg(RG)
YRG(fz)\L iYRG(fz)
Yre(RG) Yra(RG)

qui est commutatif puisque pgrg est une transformation naturelle du
foncteur Ygrg. Si on applique ce diagramme commutatif a Idrg, on
obtient

YRG (RG)

urc(RG)
- s

MYRG(RG) (IdRG) © fz = NRG(RG)(fz)~

Maintenant p est un endomorphisme du foncteur identité de la
catégorie Fun}i(G), donc le diagramme suivant commute :

MHRG
Yre —> Yra

Yy, l lYfz

KRG
Yre —> Yra
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ou Yy, est la transformation naturelle de Yzs dans lui méme induite
par le morphisme f,. Si on applique ce diagramme commutatif au mo-
dule RG, puis au morphisme identité, on obtient :

[z o pra(RG)(Idra) = pra(RG)(f). (5.2)

Ce qui démontre que le diagramme :

prc(RG)(Idre)

RG RG

A
RG)(Id
RG prc(RG)(Idra) RG

est commutatif, et que donc I'élément 2, est dans le centre de RG.

e Le morphisme p — z, est clairement additif, donc c¢’est un morphisme
d’anneaux unitaires. Il est clair que la transformation naturelle iden-
tique est envoyée sur le 1 de 'anneau. De méme si u et y/ sont deux
endomorphismes du foncteur identité de Funf(G). On a

prop = py(py(Idv))
= pv(Idy) o piy (Idy) d'apres (5.2).

On doit maintenant vérifier que les morphismes p — 2z, et 7 sont deux mor-
phismes inverses I'un de 'autre. Si z € Z(RG), on obtient une transformation
naturelle m, du foncteur identité de RG-Mod par multiplication par z : soit V
un RG-module, alors mz(V) : V. — V est défini par m,(V)(v) = zv pour
v e V. Alors,

Zymz) = (M. ) r6(RG)(Idre)(1)
=m,(1)

= Z.

Inversement, c¢’est moins direct : soit p un endomorphisme du foncteur iden-
tité de Funk(G). La premitre chose & démontrer est la suivante :

soit V' un RG-facteur de permutation. Alors I'application m., : V' — V est
égale & py (V) (Idy). Soit v € V et f I'application de RG dans V' définie par
f(1) = v, alors le diagramme suivant est commutatif :

Yra(RG) 1Y)y (RG)
Yf(RG)l in(RG)
Yi(RG) — 9y v (Ra)
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On applique ce diagramme commutatif & Idrs puis on évalue en 1 et on
obtient :

pv(RG)(f)(1) = pra(RG)(Idre)(1).v.

Or le diagramme suivant est commutatif :

Yv (V)

Yv(V) Yv (V)
val iwm
Yo (RG) —F9 v (RG).

On applique ce diagramme a Idy et on obtient :

pv (RG)(f) = pv(V)(Idy) o f.

D’otut : pour tout v € V|

py (RG)(F)(1) = p (V) (Idy ) (v)-

Maintenant, on démontre que si F' est un foncteur de Funh(G) et V est un
RG-facteur de permutation, alors F' o puy(V)(Idy) = pp(V). Ceci est une
conséquence directe du lemme de Yoneda. Soit x € F/(V') alors x correspond
a une transformation naturelle ¢, de Yy vers F. Le diagramme suivant est
commutatif :

vy (V) 2y, (v)
l i%
FOV) YL By

En appliquant ce diagramme a Idy, on obtient :

Fpy (V)Udv))(x) = pr(V)(2).

2. Le fait que Z(RG@) soit isomorphe a Z(Comackr(G)) est connu depuis
longtemps ([0] pages 332-335).

Comme la catégorie RG-Mod est équivalente a une sous-catégorie pleine de
Comackg(G) (Théoremel[5.2.4)), on a une fleche naturelle de Z(Comackg(G))
vers Z(RG)-Mod : soit p un endomorphisme du foncteur identité de
Comackr(G). On définit un endomorphisme 7(u) du foncteur identité de RG-
Mod de la fagon suivante : soit V un RG-module. On note jipp, 1’évaluation
de p sur le foncteur de points fixes F'Py. Alors

Y()v = prp, (1).
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Il faut vérifier que cette construction est un endomorphisme du foncteur
identité de RG-Mod ainsi qu’un morphisme d’anneaux unitaires. C’est une
succession de vérifications élémentaires qui découlent de la propriété d’ad-
jonction du foncteur de points fixes.

e Soit f:V — W un morphisme de RG-modules. Alors le diagramme :

Y()v

V——=V

1

W Y()w W

est commutatif puisque c¢’est I’évaluation en 1 du diagramme commu-

tatif suivant :
Fp, 22 Fp,

FPy i J/pr
HF Py,

Donc v(u) est un endomorphisme du foncteur identité de la catégorie
RG-Mod.
e [l est clair v est un morphisme d’anneaux unitaires.

Inversement soit m, un endomorphisme du foncteur identité de RG-Mod. Par
propriété d’adjonction des foncteurs de points fixes, on obtient un endomor-
phisme de la catégorie des foncteurs de Mackey cohomologiques projectifs.
Soit M un foncteur de Mackey cohomologique. On choisit (£ Pp,,d*) une
résolution projective de M.

FP 4~ Fp %
Fsz(Pwi iFPmAPo)
1 \%

FP -2 Fp, %

On définit alors ((m.)as comme étant 'application induite par F' P, (p,) sur
I’homologie du complexe précédent. Par des arguments classiques d’algebre
homologique, ce morphisme ne dépend pas de la résolution choisie. De nou-
veau il y a une liste de vérifications élémentaires a effectuer.
e Soient M et N deux foncteurs de Mackey cohomologiques et soit
¢ : M — N un morphisme de foncteurs de Mackey.
La diagramme :

C(mz)M

M M
] [
N C(mz)n N
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est commutatif puisque si l'on choisit des résolutions projectives
(F'Pp,,d*) et (FPg,,0%) de M et N, alors le morphisme ¢ se releve,
de facon unique, a homotopie pres , en un morphisme de complexes
¢e : FPp, = FPg,. Chacun des diagrammes

FP,
(P;)
FPp — % pp,

e

FP P (@) FP
Qi > Qi

est commutatif.

e Cette construction est un morphisme d’anneaux unitaires : soient m,
et m, deux endomorphismes du foncteur identité de RG-Mod. Puisque
pour tous RG-module V', les morphismes F P, om,, et F Py, o FPy
de F'Py vers lui méme sont égaux, on a ((m; o mz) = (p. © G, Le
morphisme ¢ est clairement unitaire.

Ces deux morphismes sont des isomorphismes inverses I'un de 'autre. Soit m,
un endomorphisme du foncteur identité de RG-Mod. Alors soit V' un RG-
module,

yol(m.)v = FPmZ(V)(l) =m.(V).

Inversement, soit p un endomorphisme du foncteur identité de la catégorie
Comackg(G). Il suffit de montrer que ((y(u)) = p sur les foncteurs projectifs.
Soit F'Pp un foncteur projectif, alors ((v(1))rp, = F P, = p.

3. L’isomorphisme entre Z(Funk(GQ)) et Z(Comackg(G)) vient de 1'équi-
valence de Yoshida du théoréme (.3.41

4. On peut maintenant vérifier que le diagramme [6.1| est commutatif :
soit m, un endomorphisme du foncteur identité de RG-Mod et V un RG-
module. Alors

CltoTon(m,)y =evy :Ton(m,)y : FPy — FPy.

Comme 1’équivalence de Yoshida est donnée pour les foncteurs de Mackey
selon la définition de Dress, I’évaluation en 1 correspond a I’évaluation sur le

G-ensemble G/1. D’ou

evi(T'on(m,)v) : Homgra(RG,V) — Hompg(RG, V)
frm,(V)o f.

En utilisant I'isomorphisme Hompgg(RG,V) =V, on a le résultat. O

Considérons maintenant le cas B = O ou k. La notion de bloc de RG a
alors un sens.
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Définition 5.5.2. Soit b un bloc de RG. On note perm,(b) la catégorie des
RGb-modules de p-permutation.

Lemme 5.5.3. Soit b un bloc de RG, alors (b)(Fun},(G)) est équivalente a
la catégorie Fun}(b) des foncteurs contravariants de perm%(b) vers R-Mod.

Démonstration. Soit F € ((b)(Fun}(G)), alors pour tout RG-module de p-
permutation V, on a F(V) = F(bV). Donc F induit un foncteur de perm#(b)
vers R-Mod. Inversement si F' est un foncteur de Funj(b). On définit un
foncteur © de ((b)(Fun}(G)) de la fagon suivante : soit V un RG-module
de p-permutation, alors

OV)=0bBVae (1-0bV):=0(bV).
Ces constructions sont inverses 'une de 'autre. OJ

Corollaire 5.5.4. Soitb un bloc de RG. L’équivalence de Yoshida se restreint
en une équivalence
Comackg(b) = Fun}(b),

ot, Comackg(b) := ((b)(Comackgr(b)).

5.6 Equivalences entre catégories de fonc-
teurs de Mackey cohomologiques.

Dans cette section, on utilise la version par blocs de 1’équivalence de
Yoshida pour relever des équivalences de Morita entre blocs d’algebres
de groupes en des équivalences entre algebres de Mackey cohomolo-
giques. L’équi- valence de Yoshida donne une autre définition possible des
foncteurs de Mackey cohomologiques. L’avantage de cette définition est
qu’elle “linéarise” la définition des foncteurs de Mackey dans le sens suivant :
les foncteurs de Mackey sont des foncteurs de G-ens vers R-Mod, les fonc-
teurs de Mackey cohomologiques sont des foncteurs de permk(G) vers R-
Mod. Cette définition linéaire permet de construire, de facon naturelle, des
foncteurs entre catégories de foncteurs de Mackey cohomologiques.

Soit R = O ou k.

5.6.1 Foncteurs entre catégories de foncteurs de Mac-
key cohomologiques.

Définition 5.6.1. Soient A et B des blocs d’algebres de groupes. Un A-B-
bimodule X possede la propriété P si

98



5.6. Equivalences entre catégories de foncteurs de Mackey cohomologiques.

P : Le foncteur X ®p — envoie les B-modules de p-permutation sur des
A-modules de p-permutation.

Lemme 5.6.2. Soient G et H deux groupes finis et soient b et ¢ des blocs
de RG et RH respectivement. Soit X un RGb-RH c-bimodule possédant la
propriété P, alors il existe un foncteur défini ci-dessous, noté

Lx : Comackg(b) — Comackg(c), qui envoie un foncteur de points fizes sur
un foncteur de points fizes.

Démonstration. On utilise I'équivalence Comackg(b) = Fun}(b) et
Comackg(c) = Funk(c). Le foncteur Ly est alors défini par pré-composition
par X : Soit F' € Fun}(b),

Lx(F) = F(X ®ppe —).

Il est évident que ceci donne effectivement un foncteur entre les catégories
Fun}(b) et Funj(c).

On note abusivement par Lx le foncteur induit entre les catégories
Comackg(b) et Comackg(c), c’est-a-dire que Ly est alors la composée sui-

vante :
Lx

Funi(b) Funj(c)

[ |
Comackg(b) -~ > Comackg(c)

Soit V' un RGb-module et F Py le foncteur de points fixes correspondant.
Pour calculer I'image de ce foncteur, on doit calculer la composée :

(ToLx oY) (FPy).

On a vu au lemme que Y(FPy) est le foncteur
HomcomackR(G)(F P_,FPy), alors on a une succession d’isomorphismes
naturels provenant d’adjonctions :

Ly (Homcomackn(c)(FP-, FPy)) = Homcomacr(c)(F Pxepy— FPv)
~ Hompg(X Qpy —, V)
= Hompgy(—, Hompa(X,V))
= Homcomackg(H) (FP_, FPromp.(X,V)).

Donc on a :
(FoLx oY) (FPy) = FPrompg(x,v)-
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On a alors le résultat immédiat suivant :

Lemme 5.6.3. Soient G, H et K des groupes finis et soient b, ¢ et d des
blocs de RG, RH et RK respectivement. Soient X un RGb-RH c-bimodule
qui posseéde la propriété P et soit Y un RHc-RKd-bimodule qui posséde la
propriété P. Alors

Ly o LX = LX@RHY

comme foncteurs de Funh(b) vers Fun}(d)

Démonstration. Soit F' € Funj},(b), alors
Ly o Lx(F) = Lx(F)(Y ®rka —) = F(X @rue Y @rxa =) = Lxopuy (F).

Soit 1 : ' — G une transformation naturelle de foncteurs de Fun}(b). Alors
le diagramme suivant est commutatif :

Ly o LX<F) e LX®yF
LyoLx(Ti)l \LLX@)Y(U)
Ly ¢] Lx(G) 4>LX®Y(G)

puisque si on I’évalue en un RKd-module de p-permutation, on a :

Fldxgygv)
_— >

FX®Y®V) FX®Y®V)
lﬁ(X®Y®V) lﬂ(X®Y®V)

G(1d
X oy ov)ee) ax ey o)
Ce diagramme commute puisque 7 est une transformation naturelle. m

Lemme 5.6.4. Soient G un groupe fini et b un bloc de RG. Soit X = RGb
vu comme RGb-RGb-bimodule. Alors Lx est le foncteur identité de Fun}(b)
vers Fun}(b).

Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que X ®pgp — est
isomorphe au foncteur identité de RGb-Mod vers RGb-Mod. n

Proposition 5.6.5. Soient G et H deux groupes finis. Soit b un bloc de RG
et ¢ un bloc de RH. St les catégories RGb-Mod et RHc-Mod sont équivalentes
par un RHc-RGb-bimodule X qui posséde la propriété P, et un RGb-RHc-
bimodule Y qui posséde la propriété P, alors Comackg(b) = Comackg(c).
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Démonstration. D’apres le lemme les bi-modules X et Y induisent des
foncteurs :

Lx : Funk(c) — Fun}k(b),
Ly : Funj}(b) — Fun}k(c),

qui sont des équivalences inverses I'une de l'autre en utilisant les lemmes

5.6.3 et [5.6.4] n

Remarque 5.6.6. Cette équivalence généralise dans un sens convenable
I’équivalence entre les blocs d’algebres de groupes. En effet on peut
voir les catégories RGb-Mod (resp. RHc-Mod) comme sous-catégories de
Comackg(b) (resp. Comackg(c)) en utilisant le foncteur V' — FPy. Dans
ce cas la restriction du foncteur Ly a ces sous-catégories est le foncteur
HomR(X, R) RQrab —-

Il est clair que si X est un bimodule qui donne une équivalence de Mo-
rita splendide (voir définition [2.3.2)) alors X est un bimodule qui vérifie la
propriété P, on a donc le théoreme suivant :

Théoreme 5.6.7. Soient G et H deux groupes finis. Soient b un bloc de RG
et ¢ un bloc de RH. Si RGb et RHc sont splendidement Morita équivalents,
alors

Comackg(b) = Comackg(c).

Corollaire 5.6.8. Soient G et H deux groupes finis. Soient b un bloc de
RG et ¢ un bloc de RH. Si les matrices de Cartan des algébres cour(b) et
cour(c) ne sont pas équivalentes, alors les blocs RGb et RHc ne sont pas
splendidement équivalents.

Ce corollaire, bien que trivial, donne un critere suffisant pour affirmer
qu’une équivalence entre blocs d’algebres de groupes n’est pas splendide. Ce
critere est d’autant plus intéressant que 'on peut calculer les matrices de
Cartan des algeébres cohomologiques a 1’aide d’un algorithme (voir Annexe 1
pour un algorithme sous GAP4).

5.6.2 Remarques sur la condition P.

On a vu que la donnée d’un bimodule qui possede la propriété P permet
de construire un foncteur entre catégories de foncteurs de Mackey cohomo-
logiques. De plus si ce bimodule est un bimodule qui induit une équivalence
de Morita entre deux blocs d’algebres de groupes, le foncteur induit est une
équivalence entre les catégories de foncteurs de Mackey cohomologiques. Les
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équivalences de Morita splendides possedent la propriété P. Dans cette sec-
tion, on va voir ou sont situées les équivalences qui possedent la propriété P
dans le treillis des équivalences entre blocs d’algebres de groupes.

Il est assez clair qu’il existe des équivalences entre blocs d’algebres de
groupes qui ne possedent pas la propriété P.

Ezemple 5.6.9. G = Qg x C5. (Exemple

Si 'on considere des bimodules arbitraires et non des bimodules qui in-
duisent des équivalences de Morita, alors la propriété P n’est pas tellement
restrictive. En effet

Ezxemple 5.6.10. Soit G = H = (5 et k un corps de caractéristique 2. Un
kG-kH-bimodule est un k[G x H]-module, c¢’est-a-dire un k[Cy x Cy]-module.
Comme les modules de p-permutation pour un p-groupe sont exactement les
modules de permutation et que pour kC5 tous les modules sont des modules
de permutation, la condition P est vide. Donc tous les k[Cy x Cs]-modules la
vérifient. Comme k[Cy x Cs] est de type de représentation infini, il y a une
infinité de modules qui conviennent.

Cependant, si I’'on demande que le bimodule X soit un bimodule qui induit
une auto-équivalence de Morita de kC5, on peut utiliser les résultats sur
les groupes de Picard : les équivalences de Morita sont caractérisées par
Out g (kC3) (voir ci-apres). On peut montrer que le seul bimodule qui convient
est le bimodule identité kC5. En effet le seul automorphisme de kCy est
I'identité. Soit o le générateur de Cs. Soit f € Auty(kCsy), alors f(1) = 1
et on pose f(o) = X pour un A € kCy. Alors comme ¢ = 1, on doit avoir
A2 =1. Or X\ € kCj, donc il existe a,b € k tels que A = a.1 + bo. On vérifie
alors que la seule possibilité est d’avoir A = o et donc f = idjc,.

Les équivalences entre algebres de groupes ayant la propriété P semblent
plus faibles que les équivalences splendides, mais le sont-elle réellement 7 On
va étudier cette question dans le cadre des auto-équivalences de Morita des
p-groupes en caractéristique p en utilisant les résultats sur les groupes de
Picard des algebres basiques.

Définition 5.6.11. Soit R un anneau commutatif et A une R-algebre. Alors
le groupe de Picard de A est :

Picp(A) = {[X] € A®rA”- Mod; J[Y] € A% ®p A- Mod ;
X®AY§Aet Y@AXgAOp}

ou [—] désigne la classe d’isomorphisme. C’est un groupe pour le produit
tensoriel — ® 4 —.
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Il y a un morphisme de groupes de Autg(A) vers Picg(A) qui est défini
comme suit. Soit oz un automorphisme de A, alors on définit le bimodule A4,
tordu par 'automorphisme «. En tant que R-module 1A, = A. L’action est
la suivante a.m.b = ama(b) pour a,b,m € A.

Le noyau de ce morphisme est égal a Inng(A), le groupe des automorphismes
intérieurs de A. On obtient donc un morphisme de groupes Outg(A) —
Pic R(A) .

Théoréme 5.6.12 ([43]). Soit k un corps et A une k-algébre basique de
dimension finie. Alors Picy(A) = Outi(A).

Soit P un p-groupe et k un corps de caractéristique p. L’algebre kP est
basique, puisque 'unique kP-module simple est le module trivial et il est de
dimension 1. Alors d’apres le théoreme précédent, les auto-équivalences de
Morita de kP sont données par le produit tensoriel par un bimodule de la
forme kP pour f € Outy(kP).

Lemme 5.6.13. Soit V' un kP-module et soit f € Outg(kP). Alors
1kPp@pp V= 4V,

o, sV estle kP-module V' tordu par 'automorphisme f. Cet isomorphisme
est naturel.

Démonstration. Soit ¢ : kP @,p V. — 1V le morphisme défini par
¢z @v) = f~Hx)v pour x € kP and v € V. Ce morphisme est bien défini
puisque : soit p € kP,

d(xf(p)@p~tv) = f(=f(p))p v
= ().

Et c¢’est un morphisme de kP-modules puisque : soit p € kP,
dlpz ®v) = [~ (p).f (@)v = f~(p)-o(z @ ).

Inversement, soit ¢ : fV — 1kP;®ppV le morphisme défini par ¢(v) = 1®@v
pour v € V. C’est une morphisme de kP-modules puisque si p € kP, alors

V() =1 fHpv=p .

Les morphismes ¢ et ¢ sont des isomorphismes inverses I'un de l'autre. En
effet soit z € kP et v € V, alors

bou(v) = o(1®v) = v.
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et

o plx@v) =(fH (x)
=1® fH(z)
=T Q0.

Soit a : V' — W un morphisme de kP-modules. Alors le diagramme suivant
est commutatif :

1k Py @pp V —2Y v
iid@a \La
Py @pp W —2 S

En effet soit x @ v € 1kP; ®p V, alors

agy(z @v) = a(f(2)v) = [ (v)a(v) = dw o a(z @v).

Le diagramme faisant intervenir I'isomorphisme v est lui aussi commutatif.

]

On considere G = (C2)" un 2-groupe abélien élémentaire avec n > 4.
Soit k£ un corps de caractéristique 2. On note aq,---,a, un ensemble de
générateurs de G et par x; = a; + 1 € kG et on pose x = x1. Soit H le sous-
groupe de G engendré par a;. Soit f € Aut(kG) tel que f(x) = = + zoxs.
Soit M = ¢ kG/H, le module tordu par 'automorphisme f. Alors comme
kG /H est indécomposable le module M est indécomposable puisque

Endye(M) = Endyq(kG/H).
Lemme 5.6.14. Le module M n’est pas un module de permutation.

Démonstration. Supposons que le module M soit un module de permutation,
alors il existe un sous-groupe K de G d’ordre 2 tel que M = kG /K. Soit g
un générateur de K. L’annulateur de M dans kG est donc kG(g + 1), mais
c’est aussi kG f(x). Donc, il existe u € kG tel que f(z) = u(g + 1). Il existe
une partie B de {1,--- ,n} tel que

g:= HiEB(Ii + 1) = Z HiGCI'i-
CCB

Donc

g + 1= Z Hiecxi-
0+£CCB
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On regarde maintenant 1'égalité f(z) = wu(g + 1) modulo J? ol J est le
radical de kG. Le radical J est égal au sous-module maximal engendré

par (a1, ,x,), donc J? est engendré par les produit z;z; pour i,j €
{1,2,--- ,n}. Si C est une partie de {1,--- ,n}, on note xc = mecx;. On a
donc

= E e mod J2.
|Cl=1; CcB

On a donc

r=u g xc mod J?,
IC|=1; CCB

d'otu =14 v avec v € J et B = {x}. On doit donc avoir vx = zyz3 ce qui
est impossible. Donc M n’est pas un module de permutation. O

On a donc démontré :

Proposition 5.6.15. [l existe des auto-équivalences de Morita d’un p-groupe
qui ne vérifient pas la propriété P.

Proposition 5.6.16. [ existe des équivalences entre blocs d’algebres de
groupes qui possedent la propriété P, mais qui ne sont pas splendides.

Démonstration. Soit p un nombre premier et soit k = F, et G = Cpn. On
considere les auto-équivalences de Morita de kC,. Elles sont données par les
bimodules 1k(Cyn)s pour f € Outy(kCpn). D’apres le lemme I'image
d’un module V' de dimension n € N par le foncteur 1k(Cpn)s ®ic,. — est un
module de méme dimension. Or & isomorphisme pres, il y a un unique kCjpn-
module indécomposable de dimension ¢ pour i € {0,1,--- ,p"}. Et parmi ces
modules seuls les modules de dimension p’ pour j € {0,1,--- ,n} sont de
permutation. Donc le foncteur 1k(Cpn); ®pcp — possede la propriété P.

En général, ce n’est pas une équivalence splendide. En effet soit p = 3 et
G = (5. Soit z un générateur de C5. On considere 'automorphisme de kCj3
définit par f(z) = 1+ z — 2% On peut montrer, par exemple en calculant les
quotients de Brauer par les sous-groupes d’ordre 3, que 1k(C3)s n’est pas un
bimodule de permutation, donc n’induit pas une équivalence splendide. [

On a donc démontré la propriété suivante.
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Proposition 5.6.17. Soient G et H deux groupes finis et b un bloc de RG
et ¢ un bloc de RH. Alors

{cl. d’iso. d’équivalences de Morita splendides de RGb vers RHc}
C {cl. d’iso. d’équivalence de Morita avec la propriété P de RGb vers RHc}
C {cl. d’iso. d’équivalences de Morita de RGb vers RHc}

Les inclusions sont strictes en général.

5.7 Equivalences dérivées entre catégories de
foncteurs de Mackey cohomologiques

Dans cette section, on démontre qu’un complexe de bimodules qui possede
une propriété similaire a la propriété P peut étre relevé en un foncteur entre
catégories dérivées de foncteurs de Mackey cohomologiques. Les idées sont les
mémes que celles de la section précédente, mais toutes les démonstrations, qui
étaient alors évidentes, deviennent légerement techniques quand on travaille
dans la catégorie dérivée.

Comme dans la section précédente R = O ou k.

Définition 5.7.1. Soient G et H des groupes finis, b un bloc de RG et ¢
un bloc de RH. Soit X, un complexe de RH-RG-bimodules. Le complexe X
possede la propriété P, si :
e pour chaque terme X; de X, le foncteur X; ®re — envoie les RGD-
modules de p-permutation sur des RHc-modules de p-permutation.

Lemme 5.7.2. Soient G et H des groupes finis, b un bloc de RG et ¢ un bloc
de RH. Soit X, un complexe de RH-RG-bimodules qui posséde la propriété
P., alors il existe un foncteur additif, défini ci-dessous et noté Lx,, entre les
catégories de complexes de chaines :

Lx, : Ch™(cour(c)-Mod) — Ch™ (copur(b)-Mod),
qui 1nduit un foncteur triangulé entre les catégories dérivées :
Lx, : D™ (cour(c) — Mod) — D~ (copr(b)-Mod).

Démonstration. On va travailler avec la catégorie Funj(—). Soit X, un com-
plexe bilatere borné a droite et a gauche comme dans les hypotheses.

O Xs de Xsfl do e Xn 0
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et soit F, un complexe borné & droite de foncteurs de Funk(b) :

Mi—1

o
"HFi%E—l

Fn 0.

Par pré-composition de F, par X,, on a un complexe double :

(—1) F;(dj41) (=) R a(djy)
7:(X5)
= F(X;) Fia(Xj) —
(—1)"F;(dy) (=111 (dy)
ni(Xj-1)
c—Fi(Xj 1) Fia(Xjo1) —

ou, pour plus de lisibilité, on note F;(X;) le foncteur F;(X; ®pre —), et Fi(d;)
le morphisme Fj(d; ®re Id_). On note 7;(X;) la transformation naturelle
7:(Xx®pgre—). On peut alors prendre le complexe total de ce complexe double,
que 'on note Lx(F) :

i—j=k

La différentielle du complexe total est notée d. Siw; ; € F;(X;,), aveci+j = k,
alors

Op(wiy) = (=1)'Fi(djs1) (wiy) 4+ n:i(X;) (wiy) € Fi(Xj41) ® Fioa(X;).

On doit démontrer que :

1. Lx(F') est un complexe.

2. Lx : Ch™(Funj (b)) = Ch™(Funf(c)) est un foncteur additif.

3. Lx : D™(Fun; (b)) — D~ (Fun}(c)) est un foncteur triangulé bien

défini.

1. On doit vérifier que 6 := Lx(F)r — Lx(F)k_1 est une différentielle,
c’est-a-dire §% = 0. C’est formel : soit w € Lx(F), (0x—1 0 0x(w))i—1,41 la
composante qui arrive dans F;_;(Xj;41). Un calcul donne :

(01 0 0k (w))irju1 = (1) Ea(dy)na(X;) (wig) + (=1)'mi(X;10) (Fi(djgn))
= 0, puisque 7; est une transformation naturelle.
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Donc Lx (F') est bien un complexe.

2. Soient (Fy,7m.) et (Ge,7) deux complexes de Ch™(Fun} (b)), et ® un
morphisme F, de G,. Pour chaque i, j, ¢;(X;) est un morphisme de F;(X;)
vers G;(X;). Il est donc clair que nous avons un morphisme @ : Lx(F);
vers Lx(G)g pour tout k € Z. On doit juste démontrer que tous ces mor-
phismes commutent aux morphismes de dérivations. On va démontrer que
tous les diagrammes qui suivent sont commutatifs.

@ Fi(X;) —— Fim1(X;)

i—j=k 7
D Gi(X) T GialXy)

i—j=k

Di1,5

O les fleches horizontales sont les restrictions des différentielles a F;_1(X)
et G;_1(Xj) respectivement. Pour w = (w; ;), un calcul montre que

D150 a(w) =iy ;(0i(X;)(wiy)) + (1)1 Dy jFi_1(dj) (wimy j-1),
et
Bo®(w) = 7i(X;)(Pij(wi;) + (=1)""Gia(d) (i j1(wim1-1)).

Il y a égalité puisque ® est un morphisme de complexes et pour tous ¢, j, ®; ;
est une transformation naturelle de foncteurs. Il est alors évident que Ly est
un foncteur additif : Ch™(Fun} (b)) — Ch™ (Fung(c)).

3. Soient (F,,7me) et (Go,7) deux complexes quasi-isomorphes de
Ch™ (Funk(b)). On doit vérifier que les complexes de foncteurs Lx(F) et
Lx(G) sont quasi-isomorphes. Soit ® : F' — G un quasi-isomorphisme. On
démontre que les groupes d’homologie de Ly (F) sont des sous-groupes des
groupes d’homologie de F', donc il est clair qu'un quasi-isomorphisme de F
vers (G induit un quasi-isomorphisme de Lx(F) — Lx(G). Si k € Z, alors

Ker(8)im1, = Ker(n1(X,)) 0 Ker(Fioy(dj)) € Ker(ni(X;)).

et
Im(0k-1)i—1,; 2 Im(n;(X;)) U Im(Fi—1(dy)) 2 Im(n:(X;)).
donc H*(Lx(F))i-1; € H™U(F(X;)), and H*(Lx) C @, ;- Hi(F(Xj))[-]
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Dans la suite, on va noter de la méme facon le morphisme Ly, et le mor-
phisme induit entre les catégories de chaines ainsi que les catégories dérivées
de l'algebre de Mackey cohomologique.

Lemme 5.7.3. Soient G et H deux groupes finis, soit b un bloc de RG et ¢
un bloc de RH. Soit X etY deux complexes de RGb-RH c-bimodules avec la
propriété P,, alors
o Lxgy = Lx ® Ly.
o Si le complere X est contractile, alors Lx est contractile dans le sens
suivant : le complexe Lx(F') est contractile pour tous complexes de
foncteurs de Funk(b).

Démonstration. La premiere partie est claire. Pour la seconde partie, soit
(Xo,ds) un complexe contractile. Soit (s,) une homotopie i-e une famille
d’applications s; : X; — X;_1 telles que idx, = s;_1d;+d;118;. Soit (Fy,ne) un
complexe de Fun},(b). On va montrer que Lx (F) est un complexe contractile.
Soit

S

1’7j :

= (=1)'Fi(s; ® Id_) : Fy(Xj11 ® =) = F(X; ® -).
Alors :

Xj) —= @iy Fil X)) — -

z]k

eaz]kF(JlH@z]k 'H@z]k(]-‘rl)

On pose S, =@, ik Sij—1- On doit alors vérifier que ceci est effectivement
une homotopie. On va montrer que la composante de Sy_10; + 0115, qui
arrive dans F;(X;) est I'identité de F;(Xj). Ceci peut-étre vu en regardant

les diagrammes :

Fin(X;) @ Fi(X;-1) — F.(X))

ou les applications sont :

a = Mi+1 (Xy—l-l) + (_1)2Fl<dj+1>
b= (=1)"" Fipa(sy) + (=1)"Fi(sj-1)
¢:= i1 (X;) + (1) Fy(d;)

di= (“1)Fi(s)
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Alors,

da + cb=Fy(djs15) + sj-1d)HH—1)" Fy(s7) i1 (X1 )H(=1) 131 (X5) Fia (55)
:[dFi(Xj)ﬂ

puisque 7,41 est une transformation naturelle de F;,; vers F;. O

Lemme 5.7.4. Soient G, H et K trois groupes finis et b, ¢ et d des blocs
de RG, RH et RK respectivement. Soit (X, dX)un complexe borné de RGb-
RKd-bimodules. Soit (Y,,dY) un compleze borné de RHc-RGb-bimodules et
soit (Fy,m6) un compleze borné a droite de Fun}(c). Si les complezes X et Y
ont la propriété P,, alors,

(LxoLy) = Lygpex-

Démonstration. On choisit la convention suivante pour le produit tensoriel
de complexes :

(Y @nre X)r = P YVi® X;.
it+j=Fk

La dérivation est :

Dy:i= P (-1)1edf +d @1.

i—j=k
On montre que Lxo Ly (F) est le complexe total du complexe double suivant :

M (YOX)m—&)

T~ Fm((Y ® X)mfk)
i(l)mFm(Dmkﬁ»l)

m((Y®X)m— )
"*)Fm((Y@’X)m—k—f—l) ! :

Fr (Y @ X)) —
l(_l)mlle(Dm—k-&-l)

Fm—l((Y ®X)m—k+1) —_ .

Pour voir ceci, on doit juste changer I'ordre de sommation, ce qui est possible
puisque les foncteurs sont additifs et les sommes qui apparaissent sont toutes
finies, les complexes X et Y étant bornés. Il faut ensuite vérifier que la
dérivation est bien celle attendue.

(LX © LY(F>>k = @ @ Fm<men QraG ank)

neZ meZ

>~ P PP Vien @rc Xu-r))

mEZ nez

= P Ful(Y @6 X)moi)-

meZ
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Soit m,n € Z2, la dérivation en Fy,(Y,,_n @ X, 1) est :
Fo((=1)"dy g @ 1+ (=1)"1 @ dy_ 1) + D (Yino © Xoni),
donc la dérivation en @, Fn(Yin—n ® Xp_) est :

D FE((-D)" )y @ 1+ (1)1 A1) + 0 (Y @ X)) =

(Fu( D @1 1) D Fal @11 @ 1)) + 1Y & X

neZ ne’l

= (=1)"Fp(Dm-ts1) + (X @ X))

puisque :
m k+1 — @ dm n+1 ®1+ @(_1)77177%#11 ® df—k
nez ne”L
_@dm n+1®1+@(_ mn1®dn k+1-
neL nez
Il reste a montrer que cet isomorphisme est fonctoriel en F. O

On va appliquer les lemmes [5.7.2], [5.7.3] et [5.7.4] & la situation suivante :
soient RGb et RHc deux blocs d’algebres de groupes qui sont dérivés équi-
valents. D’apres les résultats standards sur les équivalences dérivées entre
blocs d’algebres de groupes, on peut supposer que 1’équivalence dérivée est
donnée par le produit tensoriel avec un complexe bilatere endo-scindé X, (ou
complexe de Rickard), et on peut supposer que I’équivalence quasi-inverse est
donnée par le produit tensoriel par le dual R-linéaire X.

Théoreme 5.7.5. Soient G et H deux groupes finis et b un bloc de RG.
Soit ¢ un bloc de RH . supposons que :

1. Il 'y a un complexe bilatére X, de RH-RG-bimodules, tel que X Qgrg
X* 2 RGb et X* ®ra X = RHc dans les catégories homotopiques de
bimodules correspondantes.

2. 81V est un RGb-module de p-permutation , alors X; @ray V' est un
RHc-module de p-permutation pour tout i € Z.

3. Si W est un RHc-module de p-permutation, alors X} Q@pp. W est un
RGb-module de p-permutation pour tout 1 € Z

Alors le foncteur Lx induit une équivalence de catégorie triangulée

Lx : D™ (Comackg(c)) = D~ (Comackg(b)).
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Démonstration. On démontre que D~ (Fun; (b)) = D~ (Funj (c)).
Grace au lemme [5.7.2] on a deux foncteurs triangulés :

Lx : D™ (Funk(c)) — D™ (Fun}k(b))

et
Lx«: D™ (Fun}(b)) — D™ (Funk(c)).

Grace au lemme [5.7.4] on a Ly« o Ly = Lxgx~.

Par hypothese, I’équivalence X ® X* = RGD a lieu dans la catégorie homo-
topique, donc X ® X* = RGb @ C ou C est un complexe contractile. Grace
au lemme [5.7.3]

Lx-oLx = Lxgx+ = Lrevec = Lray @ Lc

Il est clair que Lggy = IdD*(FunE(b) et Lo =0.
Inversement on a, LxLx+ = IdD_(FunE(C)). ]

On a comme corollaire immédiat :

Corollaire 5.7.6. Soient b un bloc de RG et ¢ un bloc de RH tel que RGb
et RHc sont splendidement dérivés équivalents, alors

Db(copp(b)-Mod) = D*(copr(c)-Mod).

5.8 Application aux blocs nilpotents.

Les algebres de Mackey cohomologiques ont une grosse différence avec
les algebres de Mackey p-locales. Les matrices de Cartan des algebres de
Mackey p-locales sont symétriques et non dégénérées, par contre les matrices
de Cartan des algebres cohomologiques sont, elles, en général dégénérées. Il
est donc naturel de se demander s’il est possible de caractériser les groupes,
ou les blocs, ayant une matrice de Cartan cohomologique non dégénérée. Cela
a été fait par Serge Bouc dans [9]. Il démontre dans ce papier le théoreme
suivant :

Théoréme 5.8.1 (Bouc). Soit G un groupe fini et b un bloc de kG. Alors le
déterminant de la matrice de Cartan de copy(b) est non nul si et seulement
si le bloc b est nilpotent a défaut cyclique.

La démonstration, qui est loin d’étre triviale, se fait en deux étapes, la
premiere est de trouver une formule explicite pour le déterminant de cette
matrice, puis la seconde est d’étudier cette formule dans le cas ou elle est
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nulle. C’est donc une approche combinatoire et le résultat peut paraitre sur-
prenant. Cependant, en utilisant les résultats de la section précédente, on va
voir que ce résultat est similaire au résultat d’ Alexander Zimmermann et
Raphael Rouquier sur les blocs nilpotents :

Théoréme 5.8.2 ([43].). Soit G un groupe fini et b un bloc de kG. Soit P un
p-groupe. Le bloc b est nilpotent si et seulement si kGB est dérivé équivalent
a kP (I’équivalence dérivée étant isomorphe d une équivalence de Morita).

Soit B = kGb un bloc nilpotent d’un groupe fini G. D’apres un théoreme
de Puig ([24] ou [1§]), on a B = Mat(m,kP) ou m € N et P est un groupe
de défaut du bloc B. Ce résultat n’est plus vrai pour les algebres de Mac-
key p-locales ot cohomologiques (pour plus de détails sur les équivalences
entre ui(b) et ug(P), voir le chapitre [7). Le résultat de Puig entraine en
particulier I'existence d’une équivalence de Morita entre B-Mod et kP-Mod.
On sait relever une équivalence de Morita entre algebres de groupes en une
équivalence de Morita entre algebres de Mackey cohomologiques correspon-
dantes a condition que cette équivalence ait une propriété supplémentaire.
Cependant, méme dans le cas des équivalences entre blocs nilpotents, cette
propriété n’est pas toujours présente :

Exemple 5.8.3. G := Qg x C3 voir 'exemple 4.5

Cependant 1’équivalence B-Mod— kP-Mod est donnée par un bimodule
d’endo-permutation. Donc le procédé de Jeremy Rickard s’applique et on
peut relever le bimodule qui donne I'équivalence B-Mod — kP-Mod en une
équivalence dérivée splendide. Plus généralement, Nadia Mazza a démontré,
en s’appuyant sur les travaux (voir [37] pour une synthese) de Bouc, Carlson,
Dade, Rickard et Thévenaz, dans la section 6 de [22] le théoreme suivant :

Théoreme 5.8.4. Soit P un p-groupe, alors les seuls RP-modules d’endo-
permutation indécomposables qui n’ont pas de résolution endo-scindée sont
les RP-modules “exceptionnels” (de dimension @ +1) dans le cas ot p =2
et P est un groupe de quaternions généralisé.

Donc, en assemblant tous ces résultats, on a :

Corollaire 5.8.5. Soit B = kGb un bloc nilpotent de défaut P, qui ne possede
pas de groupe de type quaternonien dans sa base génétique, alors

D*(copux (b)) = D*(copux(P)).

Comme le déterminant de Cartan est un invariant de la catégorie dérivée,
si b est un bloc nilpotent de défaut P, alors le déterminant de la matrice de
Cartan de copy(b) est le déterminant de la matrice de Cartan de copuy(P).
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Lemme 5.8.6. Soit P un p-groupe. La matrice de Cartan de couy(P) est
indezée par les sous-groupes de P. Soient () et R deuzr sous-groupes de P,
alors

Cq.r = Card([Q\P/R]).
ot Card([Q\P/R]) est le nombre de doubles classes de P modulo Q) et R.

Démonstration. Les RP-modules de p-permutation indécomposables sont
les kP/Q pour Q < P. Donc les foncteurs de Mackey cohomologiques pro-
jectifs indécomposables sont les F'P;p/o. Or si @) et R sont des sous-groupes
de P, on a

Homcomacky,(P)(F'Prpq, FPrp/r) = Hompa(kP/Q, kP/R)
= Homg(Indhk, Indgk)
=~ Homug(k, ResgIndik)
@ Homyg(k, Indgm ork)
9€[Q\P/R]

@ Homk[Qm 9R]<k7 k?)
9€[Q\P/R]

I

I

]

Cette matrice est bien connue, elle apparait notamment lorsque 1'on
s’intéresse au foncteur a bi-ensembles simple S p. Le rang sur le corps
F d’une matrice de ce type pour le groupe fini G est alors la dimension
de S1 p(G) ([B]). Cette matrice a été étudiée par Jacques Thévenaz :

Théoréeme 5.8.7 ([36]). Si le corps F' est de caractéristique zéro. La matrice
C' est non dégénérée si et seulement si le groupe P est cyclique.

La réciproque du corollaire [5.8.5] c¢’est-a-dire que si un bloc d’algebre de
Mackey cohomologique est dérivé équivalent a 1’algebre de Mackey cohomo-
logique, alors le bloc b est nilpotent n’est pas connue a I’heure actuelle. Plus
généralement,

Question 5.8.8. Soient G et H des groupes finis. Soit b un bloc de RG et ¢
un bloc de RH tels que D(cour(b)) = D*(cour(c)). A-t-on une équivalence
dérivée D*(RGb) = D*(RHc) ?

De méme on peut se poser la question pour les équivalences de Morita.
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Chapitre 6

Algebres d’arbres de Brauer.

6.1 Introduction.

Dans ce chapitre on s’intéresse a la structure des algebres de Mackey des
blocs a défaut d’ordre p. Il est bien connu que sur le corps de caractéristique p,
ces algebres sont des algebres d’arbres de Brauer. La premiere partie de ce
chapitre contient des rappels sur les algebres d’arbres de Brauer ainsi que
sur la marche de Green. On suit la thése de Markus Linckelmann [20] dans
cette premiere section afin d’exhiber I'existence d'un marche de Green pour
ce type d’algebre. A la fin de cette section, on rappelle le théoreme de Jacques
Thévenaz et Peter Webb, qui affirme que les algebres de Mackey de ce type de
bloc sont des algebres d’arbres de Brauer. La connaissance des foncteurs de
Mackey projectifs indécomposables pour les groupes ayant un p-sous-groupe
de Sylow normal, permet de simplifier légerement la démonstration originale.
Dans la seconde partie de ce chapitre, on démontre que sur I’anneau des en-
tiers p-adiques, ces algebres sont des ordres de Green. Pour plus de facilité de
lecture, on donne les résultats principaux sur ces ordres avec démonstration
dans le cadre ou I'anneau de base est un anneau de valuation discrete com-
plet. On propose aussi une démonstration d’un résultat de Roggenkamp laissé
sans démonstration dans le paragraphe 3 de [31].

6.2 Algebre d’arbre de Brauer.

6.2.1 Définitions.
Soit k un corps commutatif.

Définitions 6.2.1. e Un graphe fini est un couple de deux ensembles F
et V, ou E est un sous-ensemble des couples d’éléments de ’ensemble
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fini V. Les éléments de E s’appellent les arétes du graphe et les éléments
de V' sont les sommets du graphe. Si v et w sont des sommets, on note
(v,w) laréte entre ces deux sommets.

e Un graphe est connezxe si pour tout couple (v,w) € V x V, il existe
une suite d’éléments vy, vs,...,v, de V tel que v; = v et v, = w avec
(vi,vi41) € E pour tout ¢ € {1,---n—1}.

e Un graphe fini connexe est un arbre si pour toute aréte e € F, le graphe
(E\{e}, V) n’est pas connexe.

e Soit v un sommet, une aréte de la forme (v, w) est dite adjacente au
sommet v. Inversement, le sommet v est adjacent a l'aréte (v, w).

e Un sommet qui ne possede qu’une aréte adjacente est une feuille du
graphe.

Un arbre est dit plongé dans le plan si pour chaque sommet v, on a choisi
un ordre cyclique sur les arétes qui sortent du sommet v.

Définition 6.2.2. Un arbre de Brauer est un arbre plongé dans le plan.
Un arbre de Brauer avec multiplicité exceptionnelle i € N* est un arbre de
Brauer sur lequel on a marqué un sommet. L’entier u est associé au sommet
marqueé.

Remarque 6.2.3. On utilise la convention suivante : a chaque sommet v on as-
socie la multiplicité p(v). Sile sommet v n’est pas exceptionnel alors p(v) =1
et si v est exceptionnel, p(v) est la multiplicité p de v. Dans le cas ou 'arbre
n’a pas de sommet exceptionnel, on peut considérer qu’il possede un sommet
exceptionnel de multiplicité 1.

La donnée d’'un ordre cyclique sur les arétes sortant de chaque sommet
permet de dessiner I’arbre dans le plan R%. On utilise la convention suivante :
les arétes sont représentées par des segments —, les sommets sont représentés
par des cercles o et le sommet exceptionnel de multiplicité p est représenté

par e. Pour 'ordre cyclique, on utilise le sens trigonométrique.
w

Ezxemple 6.2.4.

(@]
4
m
O O ] O
1 2 3 6
[e]

5
L’ordre cyclique autour du sommet 2 est (2,3) — (2,4) — (2,1) = (2,5) —
(2,3). Celui autour du sommet 4 est (4,2) — (4,2) et celui autour du som-
met 3 est (3,6) — (3,2) — (3,6).
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Définition 6.2.5. Soit 7" un arbre de Brauer. La k-algebre symétrique A de
dimension finie, est une algébre d’arbre de Brauer T si :

1.

Les classes d’isomorphisme des A-modules projectifs indécomposables
sont indexées par les arétes de T

Soit v, c v une aréte de T et P, un module projectif indécomposable
correspondant a e, on a Rad(P.)/Soc(P.) = U,,(e) @ U,,(e) pour deux
A-modules unisériels U,, (e) et U,,(e) (possiblement nuls).

Si v n’est pas un sommet exceptionnel et si v est une feuille de I'arbre,
alors U,(e) = 0.

Si v est adjacent a 'aréte e, alors la longueur de composition de U, (e)
est u(v).s(v) — 1, ou s(v) est le nombre d’arrétes adjacentes a v et p(v)
est la multiplicité de v.

Si v est adjacent a e et si v n’est pas une feuille de I’arbre, alors la série
de composition de U,(e) est donnée par les conditions :

Rad' (U, (€))/Rad' (U, (€)) & Py (o) /Rad(Pyi(),

pour i < [(U,(e)) et o (e) est la i-tme aréte apres e dans 'ordre cyclique
autour du sommet v.

Cette définition est légerement technique et peut paraitre compliquée.
En réalité elle ne I'est pas, et la combinatoire détaillée ci-dessus, permet de
comprendre extrémement facilement les modules projectifs indécomposables.

Exemple 6.2.6. Considérons 'arbre T :

o0

HNO——w

Soit A une algebre d’arbre de Brauer 7. On note P, ; le A-module projectif
indécomposable qui correspond a l'aréte (7, ) et S;; la téte de ce module.
Alors les structures de Loewy des projectifs indécomposables sont lisibles
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dans 'arbre. Par exemple :

Si2 Sa.3
Pyo = Sa3 Py3 = S3.6
Sia S3.4 Si2
S35
Sa3

)

La définition des algebres d’arbres de Brauer pose la question de I'exis-
tence de ce type d’algebres. On va voir que non seulement ce type d’algebre
existe, mais apparait tres naturellement en théorie des représentations.

Exemple 6.2.7. Soit N¢"*1 I'algébre de Nakayama symétrique d’indices (en+
1,n), c’est-a-dire l'algebre de carquois I', ou I' est un cycle de n fleches,
quotientée par les relations qui annulent les chemins de longueur au moins
en + 1. L’algebre N¢"*1 est une algebre d’arbre de Brauer dont 'arbre est
une étoile a en 4+ 1 branches avec un sommet exceptionnel de multiplicité e
placé en son centre.

6.2.2 Algebre stablement équivalente a une algebre
unisérielle.

Dans cette section, on va voir que les algebres d’arbres de Brauer sont
des objets extrémement naturels. Ce sont des algebres qui sont stablement
équivalentes a une algebre symétrique unisérielle. On suit, sans donner les
démonstrations, la theése de Markus Linckelmann [20] ainsi que le livre a
paraitre d’Alexander Zimmermann [43].

Notations 6.2.8. Soit A une k-algebre symétrique non simple et indécom-
posable et B une algebre de Nakayama symétrique N avec e € N* et
n € N*. On note T}, T3, - - - T,, des représentants des classes d’isomorphisme
des B-modules simples. On note (); une couverture projective de T;, pour
i €{1,2,---,m}. Soient Sy, Sy, - ,S, des représentants des classes d’iso-
morphisme de A-modules simples et P;, P, - -+ , P, leurs couvertures projec-
tives respectives. On note €2 le translaté d’Heller a la fois dans A-Mod et
dans B-Mod.

118



6.2. Algebre d’arbre de Brauer.

On suppose qu’il existe un foncteur exact F' : A-Mod— B-Mod et un
foncteur exact G : B-Mod— A-Mod tels que les foncteurs induits entre
les catégories stables soient des équivalences de catégories inverses I'une de
l'autre (une équivalence stable a la Morita possede cette propriété).

Remarque 6.2.9. Quitte a remplacer le couple (F,G) par des foncteurs na-
turellement isomorphes, on peut supposer que les foncteurs F' et G envoient
les modules indécomposables sur des modules indécomposables.

L’existence d’une équivalence stable entre A et B implique de tres fortes
propriétés sur l'algebre A. La premiere de ces propriété est le type de
représen- tation de A :

Proposition 6.2.10. La k-algeébre A est de type de représentation fini.

Démonstration. Cela vient du fait que B est de type de représentation
fini et que si M est un objet indécomposable de A-mod alors F'(M) est
indécomposable. O

Le fait que I'algebre B soit unisérielle permet de définir des applications de
I’ensemble des classes d’isomorphisme de A-modules simples dans les classes
d’isomorphisme de B-modules simples :

Proposition 6.2.11. On définit vy et § : {1,2,....,n} — {1,2,..,m} par :
o T = Soc(F(S;)).
o Tsiy = F(Si)/Rad(F(55)).

Les applications v et 6 sont des bijections.

Démonstration. Proposition 5.6 de [20]. O
De méme 'unisérialité et la symétricité de ’algebre B entraine :

Lemme 6.2.12. II eziste o € S, défini par T, = Rad(Q;)/Rad*(Q;). La
permutation o est un cycle transitif de longueur m.

Proposition 6.2.13. Pouri € {1,2,--- ,n} il y a des A-modules unisériels
Us et Vi définis par U; = GTs;) et Vi = GQT ;) tels que :
2. U;NV; = Soc(B).
3. U /(U N V;) et V;/(U; NV;) nlont pas de facteur de composition en
commun.

Démonstration. Théoreme 5.9 de [20]. O

Théoréme 6.2.14. Soit p=~"tod etT=0'ooon~, alors
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2. Top€ S, est un cycle transitif.
3. Si pour tout i € {1,2,--- ,n} GQT; = QGT; et GQ'T; = Q7'GT;,

alors pour j € {1,2,--- ,n}, il y a des suites exactes :

0 U; P, Vi) —=0

0 Vi P Up-1(5 —=0.

Démonstration. Théoreme 5.10 de [20]. O

Comme 7 o p est un cycle transitif, on peut modifier la numérotation des
modules simples de telle fagon que 7 o p(i) = i + 1 modulo n. On a alors
(rop)~'(i)=ptor (i) =i— 1. On a donc des suites exactes

0 Ui F, Vici@) —0

0——= Vi) —= Py Ui 0,

Donc chaque module U; ou V; possede une résolution projective périodique
de période 2n. Chaque module projectif apparait exactement deux fois par
période.

Corollaire 6.2.15. Supposons que GQT = QGT et GQ'T = Q7 1GT pour
tout B-module simple T, alors

1. Les facteurs de composition de U; sont Sygy, Sp2iy,**+ , Spagiy ol a =
WU).

2. Les facteurs de composition de V; sont les Sr@), Sr2(iy; 5 Swe), 0U
b= U(Vi).

3. Pour tout i, [(U;) = l(Upu)) et I(V;) = 1(Vrwy)-
4. 4p'(i) ; 1€ N} {7'(i) ; 1 € N} = {i}.
Démonstration. Corollaire 5.11 de [20]. O

Le lemme suivant, est annoncé sans démonstration dans [15]. La démons-
tration présentée ici est tirée du livre d’Alexander Zimmermann [43]. On des-
sine un carquois cyclique fermé a 2n fleches, dans le méme sens, et on étiquette
les arétes successives de la fagon suivante 1,7(1),2,7(2),-- ,n,7(n). Chaque
entier i € {1,2,--- ,n} apparait exactement deux fois. La seconde fois que
I’on rencontre un entier ¢, on inverse la fleche, “so that the directions cancel
out” ([15]).
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Ezemple 6.2.16. Prenons n = 4 et 7 = (1,2,4). Alors on a la construction

i/ \T
N_A

Lorsque I’'on applique I'algorithme, on a :

Lemme 6.2.17. Le résultat de cet algorithme est un arbre.

Démonstration. On va démontrer ce résultat par récurrence sur le nombre de
classes d’isomorphisme de A-modules simples. Plus précisément, on démontre
que pour une algebre de type de représentation fini qui possede les propriétés
du théoreme [6.2.14] le graphe I' formé & laide de la permutation 7 est un
arbre.

S’il n’y a qu'une seule classe d’isomorphisme, alors il n’y a rien a démontrer.
S’il y an > 1 classes d’isomorphisme de A-modules simples, alors comme A
est de type de représentation fini, il existe un A-module projectif indécom-
posable P, qui est unisériel. Le module étant unisériel, on a 7(i) = i + 1
ou 7(i¢) = i. En effet, les conditions de la proposition imposent que
U; = Soc(P;) ou'V; = Soc(P;). Les suites exactes du theoremelmposent

alors 7(i) =7+ 1 ou 7(i) = 7. En effet on a les suites exactes :

0—Urpy —=Lr) —=V; ——0

00— Vp(i) — Bpjy —=U; —= 0,

Donc si V; est simple, alors la premiere suite exacte nous donne 7(i) = i. Si le
module U; est simple, la seconde suite exacte nous donne que p(i) = i, donc
(i) =Tp(i) =i+ 1.
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Dong, si 7(i) =i + 1, le graphe de A est :

o

L
o
iiﬂ
o

Yl
T(i+1)

O ——=> o
Le graphe, apres avoir appliqué 'algorithme, est

i+1 7

O=<=——> 0 <—— -

\LT(i‘i’l)

Si 7(i) = 1, alors

Apres avoir appliqué I'algorithme, on a

o

lr(i—l)

0wt FL ...

Si7(i) =i+ 1, considérons I'idempotent e de A qui correspond au A-module
projectif B, 2in By S 7(i) = i, on considére I'idempotent e qui correspond
a P i Ly Alors Talgebre eAe est une algebre de type de représentation fini
qui possede n — 1 classes d’isomorphisme de modules simples. De plus la
structure de Loewy du eAe-module projectif indécomposable () se construit
comme suit. On prend la structure de Loewy du A-module projectif P tel
que ePe = (@ et on “efface” de cette structure les modules simples S
tels que eS = 0. Donc l'algebre eAe vérifie les conditions du théoreme
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6.2.14, Par hypothese de récurrence, le graphe I'c 4. est un arbre. Considérons
I'idempotent f qui correspond aux modules projectifs qui apparaissent sur
des arétes adjacentes a i + 1 (resp 7). Alors fAf est une algebre symétrique
unisérielle de type de représentation fini, donc d’apres la classification de
ce type d’algebre, 'algebre fAf est Morita équivalente a une algebre de
Nakayama symétrique. Le graphe I'y4¢ est une étoile. Donc le graphe I'4 est
I’arbre I'.4. auquel on a ajouté exactement une aréte entre les arétes 7 et
T7(i+ 1) (resp. 7(: — 1) et i + 1). Le résultat de cette derniere opération est
toujours un arbre. O

Remarque 6.2.18. On peut utiliser la permutation p a la place de 7. Pour le
module unisériel P;, la condition sur 7 : 7(i) = ¢ + 1 (resp 7(i) = i) devient
p(i) =1 (resp. p(i — 1) = 1)

Théoréeme 6.2.19 (Gabriel-Riedtmann). Soit A une k-algébre stablement
équivalente a une algebre de Nakayama symétrique B par un foncteur F': A-
mod— B-mod tel que FQ YT = Q7 FT et FQT = QFT pour tout A-module
simple T'. Alors A est une algebre d’arbre de Brauer.

Démonstration. On a montré que A est une algebre d’arbre de Brauer 1"y
qui possede éventuellement plusieurs sommets exceptionnels. S’il existe plus
d’un sommet exceptionnel, on peut alors montrer que I'algebre A est de type
de représentation infini, ce qui est impossible. ]

6.2.3 Equivalences entre algebres d’arbre de Brauer.

On a vu dans le paragraphe précédent qu’une algebre qui est stablement
équivalente a une algebre unisérielle symétrique possede une tres riche com-
binatoire qui est encodée dans un arbre. Grace a cette combinatoire, il est
aisé de comprendre quand deux algebres d’arbres de Brauer sont Morita ou
dérivées équivalentes.

Proposition 6.2.20. Soient A et B deuz algebres d’arbre de Brauer sur un
méme corps k. Les algébres A et B sont Morita équivalentes si et seulement
si les arbres de A et B sont isomorphes avec méme multiplicité du sommet
exceptionnel. L’isomorphisme doit étre un isomorphisme d’arbres pointés,
c’est-a-dire envoyer le sommet exceptionnel sur le sommet exceptionnel.

Il existe une version de cette proposition pour les équivalences dérivées :

Théoréme 6.2.21 (Rickard). Soient A et B deuz algébres d’arbre de Brauer
sur un méme corps k. Les algébres A et B sont dérivées équivalentes si et
seulement si les arbres de A et B possédent le méme nombre de sommets
ainst que des sommets exceptionnels de méeme multiplicité.
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Démonstration. Théoreme 4.2 de [27]. O

Remarque 6.2.22. Une algebre d’arbre de Brauer est donc dérivée équivalente
a une algebre de Nakayama symétrique. D’apreés le théoreme (ref) une
équivalence dérivée entre deux algebres symétriques entraine l'existence d’une
équivalence stable a la Morita. Donc une k-algebre symétrique A est une
algebre d’arbre de Brauer si et seulement si A est stablement équivalent a la
Morita, a une algebre de Nakayama symétrique. On particulier une algebre
qui est Morita, ou dérivée, équivalente a une algebre d’arbre de Brauer est
une algebre d’arbre de Brauer.

Donc, tout algebre d’arbre de Brauer possede deux permutations p et 7
avec les propriétés du théoreme [6.2.14
Définition 6.2.23. La permutation 7 s’appelle marche de Green.

La donnée de I’arbre de Brauer, ainsi qu’'un sommet de départ permet de
reconstruire la permutation 7 : soit I' un arbre avec e arétes.

1. Choisir une aréte e de Uarbre et un sommet v de cette aréte. L’aréte
recoit le numéro 0.

2. Soit f l'aréte suivant e dans 'ordre cyclique du sommet v. Et soit w
l'autre sommet de f. Alors l'aréte regoit le numéro 7(0).

3. L’aréte suivant f dans 'ordre cyclique de w recoit le numéro 1.

4. Pour trouver 7(1) on procede comme en 2.

5. On arréte l'algorithme quand on a donné un valeur a 7(e — 1).
La procédure parait compliquée, mais en réalité elle ne 'est pas :

Ezxemple 6.2.24. Considérons ’arbre suivant.

Si l'on choisit le sommet central ainsi que l'aréte la plus haute pour débuter,
le résultat de ’algorithme est le suivant :
apres la seconde étape le résultat est :

0

7(0)
° °
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L’étape suivante va assigner le numéro 1 a une aréte :

la permutation est 7 = (0,1, 2,4).

Ezxemple 6.2.25. Dans le cas ou 'arbre I' est une étoile a e arétes, on peut
construire la marche de Green définie de la fagon suivante : on commence
I’algorithme par le sommet central et la premiere aréte dans 'ordre cyclique
de ce sommet. Alors 7 = (0,1,2,..,e — 1).

6.2.4 Exemples d’algebres d’arbre de Brauer.

Les algebres d’arbres de Brauer sont importantes parce qu’elles appa-
raissent tres naturellement. Ce sont les algebres qui sont stablement, a la
Morita, équivalentes a une algebre symétrique unisérielle. Cependant, his-
toriquement ces algebres sont apparues plus tot dans les travaux de Dade,
Green et Janusz sur les représentations des blocs d’algebres de groupe a
défaut cyclique.

Théoréme 6.2.26 (Dade). Soient G un groupe fini et k un corps de ca-
ractéristique p > 0 “ assez gros” pour G. Soit B un bloc de kG de défaut
cycliqgue D. Alors B est une algébre d’arbre de Brauer avec e classes d’iso-

morphisme de modules simples et un vortex exceptionnel de multiplicité
_ |D|-1

6.2.5 Application aux algebres de Mackey p-locales.

Soit G un groupe fini tel que p | |G|, et soit D un sous-groupe de G
d’ordre p. Soit (K, O, k) un systeme p-modulaire assez gros pour G et Ng(D).
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Soit b un bloc de kG de défaut D et b’ le correspondant de Brauer de b
dans Ng(D).

Les algebres de Mackey des blocs a défaut cyclique ne sont pas symétriques en
générales donc ne peuvent-étre des algebres d’arbres de Brauer. Cependant
dans le cas des blocs a défaut (cyclique) d’ordre p, les algebres de Mackey
p-locales sont symétriques. Dans ce paragraphe, suivant la démonstration de
Thévenaz et Webb, on montre que les algebres de Mackey p-locales sont des
algebres d’arbre de Brauer.

On suppose qu’il y a e modules simples dans le bloc kGb et que la multiplicité
du sommet exceptionnel est m. Il est bien connu que 'arbre de kNg(D)b' est
une étoile avec en son centre le sommet exceptionnel.

Théoreme 6.2.27. L’algébre (V') est une algébre d’arbre de Brauer dont
larbre est une étoile avec des bras sont de longueur 2. Le nombre de bras est
le nombre de kNg(D)-modules simples dans le bloc V.

O

Sp,ve
o o o
: Sl,Ve / k
:Sp,v; O o
Sy em
,OVV V O,
o o o

Démonstration. La démonstration se trouve dans la section 20 de [38]. On
propose ici une démonstration légerement différente, puisque 1'on connait
les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables de ce bloc. Il y a 2e
classes d’isomorphisme de foncteurs de Mackey projectifs indécomposables
dans p4 (). En effet il y a e foncteurs de Mackey projectifs indécomposables
de vortex 1, qui sont les couvertures projectives des S;y, ou V est un
kNg(D)b-module simple. De plus il y a e foncteurs de Mackey projectifs
indécomposables de vortex C), qui sont les couvertures projectives de Sp w
ou W est un kNg(D)/D-module simple tel que &'W # 0.

Comme D est normal dans Ng(D), l'action de D sur les kNg(D)b-modules
simples est triviale, et donc chaque kNg(D)-module simple est aussi un
kN¢g(D)-module simple. 11 y a donc e tels modules simples. De plus, le
défaut de b’ étant D, les modules sont sont des kNg(D)-modules projec-
tifs indécomposables. Donc les e modules de p-permutation indécomposables
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6.2. Algebre d’arbre de Brauer.

de vortex D de kNg(D)V sont Infjﬁvg((g;(S) =S, ou S parcourt les kN (D)-

modules simples.
On note Vi, - -+, V, un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme

des kNg(D)b-modules simples et Py, --- , P, leur couverture projective.

1. Les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables de vortex 1 sont
les FPPZ

2. Les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables de vortex D sont
les B (p)/p ®kng(p) Vi
On a donc :

dimy, Homaacky, (Ng (D)) (F'Pp,, F'Pp,) = dimyHompn, () (P, Fj)
B { msii#j

m 4+ 1 sinon

et

dimy Hom gacky, (N (),1) (F' Pr,, Bng(p)/p ® V;) = dimyHoming ) (P, V)
_{0$¢¢j

o 1 sinon

De méme en utilisant le lemme [4.3.4

dimiHom ek, (N (D),1) (Bng(py/p @ Vi, Bnopy/p @ Vj)
= dimiHompng(p)/pHom(Vi, Bngp)/p(Ne(D)/D) ® Vj)
_{oai¢j

2 sinon

Le fait que l'algebre de Mackey est auto-adjointe implique que la structure
de Loewy de By, py/p @ V; est :

De plus les facteurs de composition de F'Pp, sont S;y;, qui apparait m + 1
fois, pour i # j, le foncteur Sy, apparait m fois, et Spy; apparait 1 fois.
D’apres la structure de Loewy de By, (p)p®V;, on sait que Ext!(Spy,, S1,v;)
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est de dimension zéro si ¢ # j et de dimension 1 si ¢ = j. De méme pour
E$t1(517W7 SD,V]-)' De plus ElL‘tl(SD7‘/l., SD,V]') =0et El‘tl(SLVi, Sl,Vj) est de
dimension zéro si ¢ # j — 1 et de dimension inférieure a 1 si i = j—1. Comme
I’algebre est auto-duale, la seule possibilité est :

Siv,

Y

FPPZ' : SLVi

+1
Spv

S1v;

—1

Siv;

k3

]

Corollaire 6.2.28. Soit b un bloc de défaut D = C,, alors uj(b) est une
algebre d’arbre de Brauer. De plus, le nombre d’arétes est 2e ou e est le
nombre d’arétes de ’arbre du bloc kGb et la multiplicité exceptionnelle est la
meéme que celle du bloc kGb.

Démonstration. e Comme pour les blocs d’algebres de groupes, la corres-
pondance de Green induit une équivalence stable entre juj(b) et ui(b').
Donc le théoreme de Gabriel-Riedtmann implique que pj(b) est une
algebre d’arbre de Brauer.

e Les résultats de [27] et [29] impliquent que deux algebres d’arbres
de Brauer qui sont stablement équivalentes sont en réalité dérivées
équivalentes (et donc stablement a la Morita équivalentes). Or deux
algebres d’arbres de Brauer sur le méme corps sont dérivées équivalentes
si et seulement si elles ont le méme nombre de sommets ainsi que la
meéme multiplicité exceptionnelle. Le résultat suit donc de la connais-
sance de ces données dans le cas du défaut normal.

[]

Le résultat original de Thévenaz et Webb est plus précis. Ils ont démontré
que, comme pour le cas des algebres de groupes, on peut indexer les som-
mets de 'arbre par les foncteurs simples en caractéristiques zéro. Le résultat
est énoncé pour des blocs de groupes ayant un p-sous-groupe de Sylow
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6.2. Algebre d’arbre de Brauer.

d’ordre p, mais est valable pour les blocs de défaut d’order p quelconques. La
démonstration de ce résultat est assez fine et la connaissance des foncteurs
projectifs ne semble pas vraiment la faciliter.

Théoreme 6.2.29. Soit Tyaer, arbre de Brauer de p).(b) et Throq Uarbre de
Brauer de kGb. Les sommets v de Tyrqaer peuvent étre étiquetés par les fonc-
teurs de Mackey simples SIZ{’V de pk (b) surle corps K de caractéristique zéro,
de telle fagon que les foncteurs de Mackey simples de pi.(b) qui apparaissent
dans la décomposition de ngv sotent les foncteurs simples qui apparaissent
sur les arétes voisines du sommet v.

1. Les arétes et les sommets indexés par les foncteurs de vortexr 1 forment
un sous-arbre de Tyraer tsomorphe a Throq.

2. Si e est le nombre d’arétes de Thioq, alors il y a 2e + 1 sommets dans
Thrack-

3. Les sommets indexés par les simples de vortexr D sont des feuilles.

4. Le sommet exceptionnel de Thyrqer est indexé par les SfU ot les modules
U indezent le sommet exceptionnel de Thjoq.

Ezemple 6.2.30. Reprenons 'exemple soit b le bloc de kG qui contient
le module simple W. Il est facile de vérifier que I'arbre de p}(b) est :

Scg,ke 2 S1,w
[ J O
Et l'arbre de Brauer de p(Cj3) est :
Scg ok Scg .k 2
O O [ ]

On voit donc que les arbres ne sont pas isomorphes, ce qui explique qu’il n’y
a pas d’équivalence de Morita entre pj.(b) et 1x(Cs), par contre le nombre de
sommets, ainsi que la multiplicité du sommet exceptionnel sont les mémes,
ce qui explique qu’il existe une équivalence dérivée.

Corollaire 6.2.31. Soient G un groupe fini et R = O ou k. Soit b un bloc
de RG de défaut D, alors l'algébre . (b) est symétrique si et seulement si
D] < p.

Démonstration. Dans la section 19 de [38], il est démontré, modulo 'adap-
tation pour les blocs, que pj (b) est auto-duale si et seulement si |D] < p.
Donc il suffit de vérifier que si D =1 ou D = C,, alors y(b) est une algebre
symétrique. Si D = 1, alors pj.(b) est une algebre de matrices. Si D = C),
alors 1'algébre 1} (b) est une algebre d’arbre de Brauer, donc en particulier
une algebre symétrique. ]
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6.3 Ordre de Green

Dans cette section on s’intéresse a la structure des algebres de Mackey

p-locales d’un bloc de défaut d’ordre p sur 'anneau des entiers p-adiques, en
utilisant la notion d’ordre de Green. Cette notion a été introduite par Rog-
genkamp ([31]) dans le but de généraliser et d’axiomatiser le comportement
des blocs d’algebres de groupes a défaut cyclique sur 'anneau des entiers.
Cette notion d’ordre de Green est la version p-adique de la notion d’algebre
d’arbre de Brauer. Comme pour les algebres d’arbres de Brauer, il est fa-
cile, mais plus technique, de dire quand deux ordres de Green sont dérivés
équivalents. Pour plus de facilité de lecture, cette section est divisé en deux
parties. La premiere contient des rappels, avec démonstrations, sur les ordres
de Green et la seconde sera consacrée a 1’algebre de Mackey p-locale des blocs
a défaut cyclique d’ordre p sur I’anneau des entiers.
La plupart des résultats de cette section proviennent de [I7]. Soit G un groupe
fini possédant un p-sous groupe D d’ordre p. Soit (K,O, k) un triplet p-
modulaire assez gros pour G et Ng(D). Soit b un bloc de OG ayant un
défaut D cyclique d’ordre p?. La structure de OGb a été explicitée par Green
dans [15].

Définition 6.3.1. Un O-ordre A dans la K-algebre A est un sous-anneau
A de A, qui possede la méme unité et tel que A est un sous-réseau complet
de A. C’est-a-dire A est un O-module de type fini tel que K ®p A = A.

FEzemples 6.3.2. o M,(O) est un O-ordre dans M, (K).
e OG est un O-ordre dans KG. De méme uo(G) (resp. puyH(G)) est un
O-ordre dans g (G) (resp.uk(GQ)).

Le résultat suivant va étre intensivement utilisé dans la suite du chapitre.

Lemme 6.3.3. Soit A un O-ordre dans la K-algebre A. Soient e et [ des
idempotents centraur de A tels que e + f = 1, alors A s’inscrit dans le
diagramme cartésien suivant :

A——Ae (6.1)

N

Af——A
ou A=Ae/(ANAe) =ZAf/(ANAS).

Démonstration. On a un morphisme surjectif ¢, : A — Ae défini par ¢.(I) =
le pour [ € A. Le noyau de ce morphisme est ANAf. Donc Ae = A/(ANAS).
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De la on déduit que Ae/(ANAe) = A/(ANAe+ANAf)=ZAf/(ANAS). Le

diagramme ([6.1)) est isomorphe au diagramme :

A A/(ANAS)

| |

A/(AN Ae) —=A/(ANAe®ANAS)

qui est cartésien. [

Dans les cas ou les blocs d’algebres de groupes ou les blocs d’algebres
de Mackey sont des algebres d’arbres de Brauer, il y a une forte combina-
toire qui lie les idempotents centraux en caractéristique zéro (les modules
simples) et les idempotents primitifs en caractéristique p (les modules pro-
jectifs indécomposables). Cette combinatoire est encodée dans un arbre. En
utilisant le lemme [6.3.3] on va voir que cette combinatoire s’étend a I’anneau
des entiers p-adiques. La structure du bloc est entierement déterminée par
un arbre et des données locales. Plus précisément, pour les blocs d’algebres
de groupes :

Théoréme 6.3.4 (Green). Soit G un groupe fini. Soient B un bloc de OG
de défaut cyclique D d’ordre quelconque et I" ’arbre de Brauer de k®p B. On
suppose que l'arbre I' posséde e + 1 sommets et e arétes. Soit (W;)icqo..c-1}
une ensemble complet de B-modules projectifs indécomposables. Alors

1. 11 eziste une famille (Ay)nez de OG-réseauz et une permutation ¢ de
I:=H0,..,e — 1} tels que l'on ait des suites exactes

EQZ‘ 0 — A2i+1 — Wg(z) — AQl‘ — 0
Faip1:0 = Agipo = Wip1 — Ay — 0

avec la convention W; = Wiy, et A; = A; 9. pour tout i € Z.
2. Les OG-réseaur Ag, Ay, -+ , Ase_1 sont deuzx a deux non isomorphes.

3. K®p A; est un sommet de T.

Définition 6.3.5 (Roggenkamp). Soit R un anneau de Dedekind avec corps
de fractions K. Un R-ordre A dans une K-algebre A est un ordre de Green
si il y a un arbre fini avec sommets {v;}?, et des arétes {ex}7—} tels que :
1. Les sommets correspondent a des idempotents centraux 7; de A, tels
que Y o n; = 1.
2. Les arétes sont en bijection avec un ensemble complet de représentants
des A-modules projectifs indécomposables { P }.
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3. L’arbre et un sommet de départ déterminent une permutation ¢ de
I:={0,..,e —1}. Il y a un ensemble de A-réseaux (A;);cz tels que
o K®@rA;= An;
e Il y a des suites exactes :

EQZ' 00— A2i+1 — P(S(z) 7]6—(;) A2i — 0

Ni+1
Eyiv1: 0= Agizo = Py — A1 — 0

avec la convention P, = P, et A; = A, 9. pour tout i € Z.

Un premier intérét de cette généralisation est qu’il existe des algebres qui
ne sont pas des blocs d’algebres de groupes et qui possedent ces propriétés.
De plus Roggenkamp a décrit la structure des ordres de Green a équivalence
de Morita pres. Pour simplifier légerement les choses, dans la suite on suppose
R=0.

Lemme 6.3.6. Soient A et I' des O-ordres tels que A-Mod = TI'-Mod. Si A
est un ordre de Green, alors I' est un ordre de Green.

Démonstration. Soit F un foncteur qui donne 1’équivalence entre les
catégories A-Mod et I'-Mod. On applique le foncteur F' aux suites exactes Fy;
et Fsy; 11, comme le foncteur est une équivalence de catégories abéliennes, c¢’est
un foncteur exact, on obtient les suites requises pour que I' soit un ordre de
Green. O

Définition 6.3.7. Un ordre quasi-générique A est la donnée suivante :

e Un arbre I'.

e Une O-algebre de O-torsion © qui est de type fini comme O-module.

e A un sommet v est associé (£2,, f,), ou €, est un O-ordre local dans
une algebre semi-simple A, et f, est un morphisme d’anneaux surjectif
£y — Q.

e Si v est un sommet, alors n, est le nombre d’arétes adjacentes a v. A
ce sommet v est associé un O-ordre

Q, Q, Q,
v QU Q’U
A, e (ay)
Q,
(av) (av> Q,

Ny X Ty

e A=P, A\
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Soient v et w des sommets de I'. Soient (€2, f,) et (Qu, fu) les données
locales. On utilise la notation suivante pour le produit fibré (pullback) :

Q,—Q, —>Q, (6.2)
| |
Qy ——>0

On utilise les notations suivantes : si v est un sommet de [" attaché a I'aréte e,
alors 1, (v) est le second sommet de e et a,(e) est I'aréte suivant e dans 'ordre
cyclique de v. On note o’ (e) la i-eme itération de a,(e).

Pour définir un ordre de Green générique, on utilise ’algorithme suivant :

1. On fixe une feuille v de I'arbre I'. L’aréte qui quitte v est e et v,(e) = w.
On forme alors le produit fibré entre Q, et (Ay)11. le sous-anneau
de A donné par ce produit fibré est a nouveau appelé A.

2. Pour i = 2,...,n, on forme le sous-anneau de A en faisant le produit
fibré entre (Ay);; et (A, i1, >(w))171- Ce sous-anneau est a nouveau ap-
pelé A. Le sommet w est alors saturé et les sommets v,i-1, (w) sont
touchés.

3. Si tous les sommets sont saturés, on arréte 'algorithme.

4. Siil y a un sommet v non saturé, mais touché, 'anneau A contient le
produit fibré entre (A,); 1 et €, pour un autre sommet w. Soit e I'aréte
(v,w). On procede comme dans 2.

Remarque 6.3.8. Le résultat de I’algorithme dépend uniquement du choix de
de la feuille de départ. Cependant sa classe d’isomorphisme est indépendante
du choix de la feuille ([I7]).

Définition 6.3.9. Le résultat de cet algorithme est 'ordre de Green
générique d’arbre I' et de données locales (€2, fy )y

Le nom de générique vient du théoreme de Roggenkamp :

Théoréme 6.3.10 ([31]). Soit A un ordre de Green d’arbre I'. Alors A est
Morita équivalent a un ordre de Green générique d’arbre T'.

D’apres le lemme [6.3.6], il suffit de démontrer le résultat pour les ordres
basiques. La démonstration de ce théoreme se fait en deux grandes étapes. La
premiere consiste a expliciter la notion d’ordre isotypique. La seconde étape
consiste a démontrer que la décomposition du lemme fait intervenir des
ordres isotypiques.
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Définition 6.3.11. Un O-ordre A dans une K-algebre A est isotypique si il
y a un idéal bilatere J tel que

1. K.J=A.

2. J est un A-module projectif.

3. A/J est un produit d’algebres locales.

4. J < Rad(N).
Théoreme 6.3.12 ([31]). Soit A un O-ordre basique isotypique d’idéal J.
Supposons que A est indécomposable en tant qu’anneau. Il existe un O-ordre
Q, un élément régulier a € Q) (i-e K.aQ) = K.Q ) tel que (a) := Qa = af) et
Q/aS) est une algebre locale, et un entier n tels que

Azpg = | @8

Inversement, un tel ordre est isotypique.

Démonstration. Le premiere partie de la démonstration consiste a démontrer
qu'un tel ordre est isotypique. Pour cela, on considere 'idéal J engendré par

01 0 ---0
00 1 0
W= : STl
0 0 1
a 0 0 --- 0
Comme 1’élément a est régulier, on a K.J = A ou A est la K-algebre

M, (K.Q). De plus l'idéal J est principal engendré par un élément régulier,
donc est libre comme Ag-module.

On a Ag/J =11 ,Q/(a) et finalement comme a n’est pas une unité et que €2
est locale, on a J < Rad(Ay).

Inversement, on doit démontrer que tout ordre isotypique est isomorphe a un
tel ordre. Soit P, .., P, un ensemble de représentants des classes d’isomor-
phisme des A-modules projectifs. Comme J est projectif comme A-module,
on a que J ®, P; est projectif pour tout i. On considere I’ensemble suivant :

P; = { classes d’isomorphisme des J? @, P, ; j € N}

Cet ensemble est constitué de modules projectifs. On note k(i) le cardinal de
cet ensemble.
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Lemme 6.3.13. On a k(1) = n et Py est un ensemble de représentants des
A-projectifs indécomposables. De plus J*V @, P, = P;.

Démonstration. Comme K ®zrJ = A,ona K R®rJ R\ P = K ®p P, comme
K-espace vectoriels, pour tout 4, on a rangr(P;) = rangr(J'®Py). On choisit
alors d’ordonner les éléments de P; de la fagon suivante :

J® P~ Py

Soit @ un A-module projectif indécomposable arbitraire. Comme A est
indécomposable, il existe un morphisme non nul ¢ € Homy(Q, P1+;) pour
un j. Pour m € N assez grand, dans le diagramme

p m
Q Py Py /v™ Py

la composée est non nulle. Comme J < Rad(A), il existe un entier [
tel que J' < p™A. Mais par hypothese, le A/J-module J*/JEF1 est
projectif. Comme A/J est un produit d’algebres locales, le A/J-module
JEP / JF1P; est local, et donc ses facteurs de composition sont tous
isomorphes a Pj.j/Rad(Pi;;). Ce qui démontre que les seuls facteurs de
composition de Py ;/p™ Py, sont les P/ Rad(Py) pour k € 1..k(1). Mainte-
nant la téte de () est I'un de ces simples. Ceci démontre que @) est dans P;.
En particulier, k(1) = n.

Il reste a vérifier que J" ®p P = P;. Si J" ®, P = P, on considere 1'en-
semble Py a la place de P; et P, n’est pas isomorphe a I'un des modules de Py.
L’argument précédent, s’applique dans le cas de P}, et entraine que Py, est une
famille complete de représentants des A-modules projectifs indécomposables.
Ce qui est une contradiction. O

Comme A est basique, par le théoreme de Morita, on a
A= Endy(E P).
i=1

Lemme 6.3.14. Endy(D;_, P;)) = Ao pour Q = Endy(Py) et (a) =
HomA(Pl,J" XA Pl)

Démonstration. Par construction K ®¢» P; est simple, donc
Endggon(K ®0 P1) =D,

ou D est un corps gauche de dimension finie sur K. D’apres le théoreme 12.8
de ([26]), il existe un unique O-ordre maximal A C D contenant Endy(P;).
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L’isomorphisme P, — J" @, P; est donné par multiplication par un élément
régulier a, on a
Homy (P, J" ® Pp) = Qa.

De plus Endy(Py) C Endy(J ® P;). On a donc :

Q = Endy(P,) C Endpy(J ® P) C -+ C Endy(J" @ Py) = aQa™".

On a donc
Q C aQat C a*Qa 2% C - C @ Qat C
N N N N
A AQ Ag e Al )

les ordres maximaux étant égaux d’apres le théoreme 12.8 de [26]. Donc par
noethérianité de A il existe i tel que a’Qa~" = a1 Qa~""1. Donc

Q=a"'Qa.

On a donc que les anneaux d’endomorphismes des projectifs sont tous iso-
morphes a  := End,(Py).

Les K ® P; sont tous simples et isomorphes, donc un morphisme non nul
¢: P — Pyjpouri=1,.,netj=1—1.,n—1i, et ¢ est nécessairement
injectif. L’argument sur les tétes des modules P;/J*P; du lemme précédent
nous donne donc :

Homy (P, Pj) = Qsij <.
Homy(P;, Pj) = Qa si j > i.

]

O

On peut maintenant démontrer le théoreme [6.3.10, On procede en deux
étapes. La premiere consiste a démontrer quelques lemmes nécessaires a la
mise en place d'une récurrence.

Lemme 6.3.15. Soit A un ordre de Green basique d’arbre I'. Soit v une
feuille de l’arbre et e une aréte qui joint le somme v au sommet w. Soit Py
le A-module projectif indécomposable qui correspond a e. Alors Enda(A/Py)
est un ordre de Green d’arbre I tel que :

e Les sommets de I sont les sommets de I" sans le sommet v.

e Les arétes de I sont celles de I' a exception de e.
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Démonstration. On peut supposer que Ag = Ang. On pose P := A/ P,.
Le foncteur F' := Homy (P, —) est exact puisque P est un module projectif.
On applique ce foncteur aux suites F; pour i =0, ...,2n — 1. Le seul A; pour
lequel F'(A;) =0 est Ag. Les suites

o ['(Ey)pouri=1,..,n

o [(Ey41) pouri=0,..n—1
sont les suites exactes recherchées. ]

Lemme 6.3.16. Soit A un O-ordre basique dans une K -algebre séparable A.
Soit e un idempotent central de A. Soit P un facteur direct de A tel que
P.e = 0. Soit Ay := Endpy(A/P) vu comme sous anneau de A = Endy(A).
Alors

1. Ae = Age.
2. NenNA = Ageon.

Démonstration. Pour la premiere partie :

Ae =e.Ae
=e.Endy(A/P & P)e
= e.Endy(A/P)e
= Age.

Pour la seconde partie,

AN Ae= Endy\(A/P & P)NeEndy(A/P)e
= Endy(A/P) NeEndy(A/P)e
= A[) N AQG.

]

Lemme 6.3.17. Soit A un ordre de Green basique d’arbre I'. Soit n un
idempotent correspondant a un sommet v. Alors Uanneau A/(A N An) est un
produit direct d’algebres locales.

Démonstration. Le résultat se démontre par récurrence sur le nombre de
sommets de 'arbre.

1. Si 'arbre possede uniquement deux sommets. Alors A possede un seul
projectif indécomposable P. Et A = End,(P) est une algebre locale. Donc
A/(A N An) est locale.

2. Si I’arbre possede n > 2 sommets. Soient v une feuille de I'arbre et e
une aréte qui joint la feuille v au reste de 'arbre. Soit w 'autre extrémité
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de e. Soit Fy le module projectif indécomposable qui correspond a e. Alors
en posant P = A/Py et Ag = Enda(P), on obtient un ordre de Green qui
possede n — 1 sommets. Par récurrence, le résultat est vrai pour tous les
sommets de ce nouvel arbre a ’exception du sommet w.

Soient 7, 'idempotent qui correspond a v et 1, celui qui correspond a w.
On pose € = 1 —n, — 1, alors d’apres le lemme [6.3.3] on a un diagramme
cartésien :

A Ale+m.)

|

Ay —— A€ +mu)/(Ale+n,) N A)
Comme A(e +1n,) = Ae ® An,, on a

Ale+no)/(Ae +m) NA) = (Ae/(ANAe)) @ (Any/(A N Any))

D’apres le lemme [6.3.16], on a Ae/(ANAe) = Age/(AgNAge). Comme € est un
idempotent central de K ®¢ Ay, il donne naissance a un diagramme cartésien
avec un Ag.e pour un autre idempotent central e de Ag. En particulier, on a
Aoe/ (Ao N Age) = Age/(Ag N Age). Par récurrence, 'anneau Age/(Ag N Age)
est produit direct d’anneaux locaux.

Maintenant v est une feuille, alors A.n, est local. En effet si ce n’est pas
un anneau local, il y a deux modules simples non isomorphes qui donnent
deux A-modules simples non isomorphes apres inflation le long de A — A.n,.
Ces deux simples ne sont pas annulés par Homy(P,, —) par construction.
Cependant ce foncteur annule tous les simples sauf Py/Rad(Fp). On a donc
une contradiction et An, est local. O]

Lemme 6.3.18. Soit A un ordre de Green basique d’arbre I'. Soit v un
sommet de I' dont l'idempotent central correspondant est n,. Alors A N An,
est un An,-module libre.

Démonstration. On procede de nouveau par récurrence sur le nombre de
sommets.
1. Sil’arbre ne possede que deux sommets, alors par définition il y a deux
suites exactes :

0— A A—"= Ay 0

0—> Ag—= A —% A —>0
Donc Ay = An, = AJA; et Ay =2 A(1 —1n,). D'ou

A% = A/A<1 - 7711) =AN Anv
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2. Si P'arbre possede plus de trois sommets. Soit v un feuille de 'arbre
d’idempotent central 7,. Soient e l'aréte qui relie v au reste de l'arbre
et w l'autre extrémité de e. On note n 'idempotent central correspondant.
Alors par définition de la marche de Green, il existe un A-module projectif
indécomposable F tel que on ait deux suites exactes.

0 Ay Py "> A, 0

0 Ay F Sl Ay 0

Alors comme v est une feuille n, Py = n,A. Pour la méme raison que 7, A est
local. De plus n,Py = (1 —n,) Py parce que les autres idempotents centraux
qui apparaissent ici annulent Fy. On a donc :

AnyNA =n,PyN Py = FBy/(Po(1—1)) = Po/Ponw = Ao = 1y Py = An,.

Donc An, N A est bien un An, module libre.

Si vg est un sommet de I'arbre qui n’est ni v ni w alors en utilisant les
lemmes [6.3.15] et [6.3.16], on a le résultat par récurrence.

Intéressons-nous maintenant au cas de w. On note (eq,ey,...,€,-1) les
arétes adjacentes & w et (Fy, Py, ..., P,_1) les modules projectifs correspon-
dants. On considére A = End,\(@?:_ol P;), on a An,, = An, et

An, NA = An, NA.

Donc il est suffisant de démontrer le résultat dans le cas ou 'arbre I' est une
étoile centrée en w. Les arétes sont supposées étre numérotés selon 1’ordre
cyclique. Dans ce cas la marche de Green est tres facile a calculer (voir
exemple , c’est le cycle § = (0,2, ...,n — 1). Les sommets extérieurs de
I'étoile sont les 6(7) pour i = 0,1,..n — 1 et le sommet intérieur est étiqueté

139



Chapitre 6. Algebres d’arbres de Brauer.

par 0,1,2,.n — 1. On a donc des suites exactes courtes :

0 Ay P —" A 0
0 Ay P —= A4 0
0 Ay Py —" A, 0
0 Ay Py —"> Ay 0

0—> Ay | —> Py —% Ay, 5 —0

0 Ao Py 7 Agp1 —=0

Donc An N A est la somme directe des suites exactes dans lesquelles 7 ap-

parait :
n—1 n—1
AnnA= @Am %H@Pi,
i=0 i=0

qui est un pro-générateur de An-Mod, mais comme 'ordre est basique AnNA
est libre. O

On peut maintenant démontrer le théoreme de Roggenkamp :

Démonstration du théorémel6.3.10. 11 suffit de rassembler les informations
de tous les lemmes précédents : a chaque sommet v, on a un ordre A, qui est
isotypique d’idéal J, := An, N A. En effet :

Ona K ®o (An,NA) = K Q0 An,.

J, est un An,-module libre.

Le quotient An,/(An, N'A) est un produit d’algebres locales.

Le module J, est inclus dans le radical de A,. Soit S un A,-
module simple, il suffit de montrer que J, I'annule. Comme on a un
épimorphisme A — An,, le module S est inflaté le long de ce mor-
phisme en un A-module simple. Cependant il y a exactement n-modules
simples. Et on peut construire n-modules simples a partir des algebres
locales Any,/Jy. Donc le module S est 'un deux et il est annulé par J,,.
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Donc d’apres le théoreme de structure des ordres isotypiques, les ordres
An, sont caractérisés par une algebre locale €),. Dans le cas des ordres de
Green, ces données sont les suivantes : €2, = n,Pn, ou P est le projectif
indécomposable qui correspond a une aréte adjacente a v. On conclut on
utilisant le lemme [6.3.3] L’ordre A est le produit fibré itéré des An,. Il faut
vérifier que ce produit fibré itéré correspond bien a la construction donnée
au début de ce chapitre. O

Une fois cette construction terminée il est tres facile de visualiser les A-
modules projectifs ainsi que les endomorphismes de ces projectifs a 'aide de
I’arbre. L’anneau des endomorphismes d’un module projectif qui qui corres-
pond a une aréte e est donné par le produit fibré correspondant.

FExemple 6.3.19. Si 'on considere I’arbre suivant :

0 1

@) O

(0]

L’ordre de Green générique est la donnée des trois ordres isotypiques chacun
avec des données (€2, (a;)) pour i = 0,1,2. Alors 'anneau des endomor-
phismes du projectif correspondant a ’aréte 0 est le produit fibré 2o—2;.

al)

Le théoreme important sur les ordres de Green est le suivant. Il est di a
Roggenkamp et Zimmermann, puis dans d’autres versions a Konig et Zim-
mermann et finalement dans une version bilatere a Zimmermann.

De méme le projectif est donné par le produit fibré : Qg < (Ql ) .

Théoréme 6.3.20. Deux ordres de Green génériques d’arbres I' et I sur le
meéme anneau O sont dérivés équivalents si et seulement si ils ont les mémes
données locales, c’est-a-dire si :
e Le nombre de sommets est le méme.
e [l y a une biyjection T entre les ensembles ['sppmer €t T’
(Qr(i),wr(i)) = (Qiawi)- . .
o Les applications f; : Q4 — Q et fru) 1 Qi) — Q coincident.

/
sommet

tel que

Remarque 6.3.21. Dans la démonstration de ce théoreme, il est démontré
quun ordre de Green est dérivé équivalent a un ordre de Green avec les
mémes données locales dont ’arbre est une étoile avec au centre le sommet
exceptionnel. Une équivalence dérivée qui fait intervenir un complexe bascu-
lant a deux termes conserve les données locales, mais il n’est pas clair que
toute équivalence dérivée préserve ces données.

Remarque 6.3.22. Ce théoreme est I'une des facons de démontrer que la
conjecture de Broué pour les blocs d’algebres de groupes a défaut cyclique est
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valable sur I’anneau des entiers. Ce n’est pas la plus directe puisque 'on sait
que dans ce cas, sur k, les équivalences sont splendides et donc se relevent
sur O. Cependant ce résultat est plus ancien que celui de Rickard et le cadre
est plus général que celui des blocs d’algebres de groupes.

6.3.1 Application aux algebres de Mackey

Soit G un groupe fini, soit (K, O, k)-un triplet p-modulaire assez gros
pour lalgebre de Mackey i, (G). Soit b un bloc de OG de défaut cyclique
d’ordre p. Alors d’apres le théoreme I’algebre de Mackey du bloc b,
noté 4 (b) est une algebre d’arbre de Brauer. Sur 'anneau des entiers, c’est
un ordre de Green.

Proposition 6.3.23. Soit b un bloc de OG de défaut d’ordre p, alors l’algebre
de Mackey p-locale du bloc ug,(b) est un ordre de Green.

Démonstration. L’algebre de Mackey p.(b) est une algébre d’arbre de Brauer.
Sur cet arbre il y a une marche de Green, que 'on peut relever sur I'anneau
des entiers exactement comme l'a fait Green dans [15]. La seule chose a
vérifier est que le relevement de cette marche de Green donne des uh(G)-
réseaux. Mais c’est automatique puisque 'algebre de Mackey étant dans ce
cas symétrique, elle est isomorphe a son dual. O]

Lemme 6.3.24. Soit b un bloc de OG de défaut cyclique d’ordre p. Alors
po(b) est un ordre de Green et les données locales de l'ordre de Green
générique sont de deux types :
o Siv; n'est pas un sommet exceptionnel alors Q,, = O.
e Si v, est un sommet exceptionnel alors c’est un ordre noté )., qui ne
dépend que de la multiplicité de v,.

Démonstration. L’arbre de g, (b) possede au moins 3 sommets, puisque
d’apres le théoreme I’arbre d’un bloc d’algebre de Mackey a deux fois
plus de branches que I'arbre du bloc de I’algebre de groupe correspondant.
e Considérons dans un premier temps que ’arbre possede un sous-arbre
de la forme

Si le dernier sommet n’est pas un sommet exceptionnel, alors m = 1.
On a Hom(Py, P,) = €. Si l'on tensorise ceci par k, on a

k ®o Homu}g(b)(Pl,Pg) = Homu}c(b)(k ®o Pl,k Ko P2> =k ®o QQ
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or ui(b) est une algebre d’arbre de Brauer, donc
dlmkHOWlullc(b)(k} Ko P, k®o PQ) = 1.

Comme €25 est un module O-libre, la seule possibilité est alors que
Qs = O. L'ordre de Green est dérivé équivalent a un ordre de Green
dont I'arbre possede un sous-arbre de la forme :

Et 'on passe de I'un a l'autre a ’aide de deux complexes basculants
a deux termes, donc les ordres de Green possedent les mémes données
locales.’argument précédent montre que €2y = O.
Si I’arbre est quelconque, on se ramene par équivalences dérivées succes-
sives, au cas ou 'arbre est une étoile avec le sommet exceptionnel placé
en son centre et dont les bras sont de longueur deux. Les complexes
basculants qui apparaissent sont des complexes a deux termes et les
ordres que 'on obtient lors des équivalences dérivées successives sont
des ordres de Green avec les mémes données locales. Ce qui démontre
que tous les ordres qui apparaissent a un sommet non exceptionnel
sont O. L’ordre qui apparait au sommet exceptionnel est isomorphe a
I'ordre qui apparait au sommet exceptionnel de I'ordre de 1’étoile. Il ne
dépend donc que de la multiplicité du sommet exceptionnel.

]

Remarque 6.3.25. La structure des données locales du sommet exceptionnel
semble plus difficile a comprendre.
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Chapitre 7

Equivalences entre blocs
d’algebres de Mackey p-locales.

7.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on présente quelques exemples généraux d’équivalences
entre blocs d’algebres de Mackey p-locales. Ces résultats vont généraliser
les exemples du chapitre , a 'exception des blocs non principaux des
groupes p-nilpotents. La premiere partie du chapitre est dédiée aux blocs
principaux des groupes p-nilpotents. La seconde est consacrée aux blocs de
défaut d’ordre p.

Remarque 7.1.1. Dans le chapitre précédent, on a démontré qu’'une équiva-
lence de Morita (resp. dérivée) splendide entre blocs d’algebres de groupes
induit une équivalence de Morita (resp. dérivée) entre les blocs d’algebres de
Mackey cohomologiques correspondants. On s’intéresse ici a des équivalences
entre blocs d’algebres de Mackey p-locales, or il existe un foncteur M +— M
entre les catégories de foncteurs de Mackey p-locaux et de foncteurs de Mac-
key cohomologiques. Ce foncteur préserve les foncteurs simples et envoie les
foncteurs de Mackey projectifs sur les foncteurs de Mackey cohomologiques
projectifs. On pourrait penser qu'une équivalence entre blocs d’algebres de
Mackey p-locales induit une équivalence entre les blocs d’algebres de Mackey
cohomologiques correspondantes. Cependant ¢a n’est pas le cas :

Ezemple 7.1.2. Soit k un corps de caractéristique 2 et G = Cy = {1, z}
le groupe cyclique d’ordre 2. Une base de py(Cy) est donnée par : tg;,
192002 192 @2 4l et ¢l on tla représente tley,. 11y a un automorphisme
¢ de pg(Cy) on ¢ est défini sur les éléments de la base par : qb(tgj) = t1,
Cy,.C c C C. C C
P(t7*r?) = t% + t}l} P(t7?) = 1%, d(r7?) = 177, ¢(t%) = tcg et 925(75%55) =
t92 4+ 19292 Ceci donne un automorphisme unitaire de (i (Csy). D’apres les
c, T
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résultats généraux sur les équivalences de Morita, le bimodule ;u(Cs)y in-
duit une auto-équivalence de Morita de py(Cs).

Les foncteurs de Mackey projectifs indécomposables pour le groupe C,
sont Be,/1 et Be,/c,. En tant que module sur 'algebre de Mackey, Be, /1
possede la base : t92, t! et tiz, de méme, Be, /¢, a comme base : tg;, G2
et rlc"’. Donc I’équivalence de Morita induite par ¢ échange les deux projec-
tifs 302/1 et BCQ/CQ-

Comme la matrice de Cartan de coug(Cy) est , il n’y a pas d’auto-

11
1 2
équivalence de Morita qui échange les deux foncteurs de Mackey projectifs
indécomposables.

7.2 Blocs principaux des groupes p-
nilpotents.

Commencons par un résultat général sur les isomorphismes entre fonc-
teurs de Mackey projectifs. Soit G un groupe fini et (K, O, k) un systeme
p-modulaire. Soit R = O ou k.

Lemme 7.2.1. Soit M et M’ deux foncteurs de Mackey projectifs de
Mackr(G,1), et f: M — M’ un morphisme de foncteurs de Mackey. Le
morphisme f est un isomorphisme si et seulement si f(1) : M (1) — M'(1)
est un isomorphisme de kG-modules.

Démonstration. Lemme 6.2 de [7] pour le résultat sur le corps. Sur 'anneau
de valuation, on utilise le fait que M = M’ si et seulement si

koM >=k®o M.
[l

Dans la suite de ce paragraphe on considere G = N x P ou P est un p-
sous-groupe de Sylow de G et N est un p’-groupe. Soit (K, O, k) un systeme
p-modulaire assez gros pour les groupes Ng(Q)/Q ou @ parcourt les p-sous-
groupes de GG. On note by le bloc principal de OG. Le résultat suivant est
bien connu :

Proposition 7.2.2. ° by = ‘% Y onen M-
e Pour R=0 ouk, on a RGby = RP.
e Le foncteur de restriction Res$% : RGb-Mod — RP-Mod est une
équivalence de catégories. L’équivalence quasi-inverse étant byInd%.
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Théoreme 7.2.3. Soit G = N x P un groupe p-nilpotent ot P est un p-sous-
groupe de Sylow de G. Soit by le bloc principal de RG. Alors puk(by)-Mod est
Morita équivalent a pr(P)-Mod.

Remarque 7.2.4. Si b est un bloc nilpotent, il existe un m € N, tel que
I'on ait un isomorphisme kGb = Mat(m, kP), ou P est le groupe de défaut
du bloc b. Ceci n’est pas le cas pour les algebres de Mackey p-locales. Par

exemple, si G = S35 et k est un corps de caractéristique 2. Soit b le bloc
principal de kS3, alors dimy(ux(Cs)) = 6 et dimy(up, (b)) = 56.

Démonstration. On travaille avec les catégories de foncteurs au sens de Dress,
puisque les foncteurs de restriction et d’induction sont les plus naturels dans
ce formalisme. Cependant 1’action des blocs est plus facile a comprendre au
sens de Green, donc on notera M (1) I’évaluation en le groupe trivial de M,
c’est-a-dire M (G/1), au sens de Dress. On a deux foncteurs

Res$ : Macky(by) — Macky(P),
et
Ind$ : Macky(P) — Mack(G).

En appliquant l'action de I'idempotent bj, on a un foncteur :
by Ind$ : Macky(P) — Macky(bo).

1. Le foncteur Res% est adjoint a gauche et a droite du foncteur byInd$,
puisque c’est le cas pour Ind$ et Res%. Les unités et co-unités de ces ad-
jonctions sont données par :

Nar: M = boInd%ResGM est définie par Ny = (bgM)*(e_)
E} : boInd$ResG (M) — M est définie par Efy, = (bgM),(e_)
1o M — ResSboIndGM' est définie par Ny, = M. (n_)

E : ResShoIndS M — M’ est définie par Eyy = M™(n_).
Ot € et 7 sont les unités et co-unités de 'adjonction classique (Ind$, Res%)
pour Res$ : G-ens — P-ens et Ind% : P-set — G-ens.
2. Soit M un foncteur de Mackey projectif de Mackg(by), et soit M’ un
foncteur de Mackey projectif de Mackgr(P). On doit vérifier que Ny et EY,
sont des isomorphismes inverses I'un de 'autre. De méme, on doit vérifier
que Eyp and Nj,, sont des isomorphismes inverses 'un de 'autre.

D’apres le lemme il est suffisant de vérifier que c’est vrai apres évaluation
en 1. Mais on a des isomorphismes naturels de kG-modules

(Ind$M)(1) = Indf(M(1)),
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donc
Nar(1) : M(1) = (boIndGResp(M))(1) = boInds Res(M(1))
(1) : (boIndSResG(M))(1) = boIndE ResS(M (1)) — M(1)
Nip(1) : M'(1) — (Res@boIndS M) (1) =2 ResSboIndSM'(1).
Ey(1) 0 (Res$boIndS)M' (1) = ResGboIndG(M'(1)) — M'(1)

sont les unités et co-unités des adjonctions (boInd%, Res%) pour les modules
sur les algebres de groupes. D’apres la proposition [7.2.2] on a les isomor-
phismes cherchés.

3. Si M € Mackg(by), soit P, une résolution projective de M dans
Mackgr(by), alors le diagramme suivant est commutatif.

P Py M 0

\LNPI NPOi N]L{l

- ——boIndG Res&(Py) — boIndS ResG(Py) — boInd% Res% (M) —0

Comme les Np, pour ¢ > 0 sont des isomorphismes, il s’ensuit que Ny, est
un isomorphisme. De la méme fagon, on démontre que si M" € Mackg(P),
alors Ej; est un isomorphisme. [

Corollaire 7.2.5. Il y a un isomorphisme d’algébres : puh(by) = RB(X?) ou
X est le P-ensemble Isog/NDefg/NQC;, et B(X?) est l’évaluation du foncteur
de Burnside en X2

Démonstration. D’apres le théoreme on a une équivalence de catégories
ph(bg)-Mod = pg(P)-Mod, donc d’apres le théoreme de Morita, il y a
un isomorphisme d’algebres pg(bo) = End,,p)(T), ot T est le module
Res%(uk(bo)). On note By le foncteur de Mackey, au sens de Dress, qui cor-
respond au pk(bg)-module libre de rang 1. Comme les foncteurs de Mackey
projectifs de Mackg(P) sont exactement les Bx ou X est un P-ensemble, on
a:
Res%(B,) = By,

pour un P-ensemble X. En particulier, RX = Res%(By)(1).

Mais Res%(By(1)) = botiukh(G). Un base de ukh(G) est donnée par t4xrS,,
ou A et C sont des sous-groupes de G, les éléments x € [A\G/C] et B est
un p-sous-groupe de A N*C a A N *C-conjugaison pres. Donc une base de
Bo(1) = tiuh(G) est I'ensemble des tlzrfl pour x € G et H < G. Soit
VHz = tibgzrl. On a VHne = VHz €6 YHzh = Yo POUr © € G, n € N et
h € H. L'ensemble {vy, ; H < G, = € G/NH} est une pgr(P)-base de
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tipg(bo). L'action de y € P sur un élement vy, est donnée par y. vy . = Y ya-
Donc,
RX = @D Resi(RG/NH),
H<G
Mais pour un p-groupe P, deux RP-modules de permutation sont isomorphes

si et seulement si les P-ensembles correspondants sont isomorphes, d’apres
[12]. Donc,

X 2 UycgResS(G/NH)
~ Up<cResgIndgyDef& y(G/H)
= Resg(fnfg/NDefg/N(Qg))
= Isog/NDefg/N(QG)'

Finalement, Res%(By) & Bx, ou X = [sog/NDefg/N(Qg), et

pr(bo) = Endyrocky(p)(Bx) = B(X?),
par propriété d’adjonction de By. O
Les Byx sont les foncteurs de Mackey qui généralisent les algebres de
matrices. Le corollaire peut donc étre vu comme un analogue de de

Iisomorphisme d’algebres kGb = Mat(n, kP) pour les blocs nilpotents. De
plus, c’est un cas particulier de la proposition suivante :

Proposition 7.2.6. Soit b un bloc de RG et P un p-groupe, alors il y a une
équivalence de catégories pk(b)-Mod =2 uy(P)-Mod si et seulement si il y a
un isomorphisme d’algebres

pr(b) = B(X?),
ot X est un P-ensemble tel que Bx soit un progénérateur de puy(P).

Démonstration. C’est un corollaire du théoreme de Morita :

i (b)-Mod 22 yy,(P)-Mod si et seulement si up(b) = End,, () (Q) out Q est
un progénérateur de ug(P). Or pour un p-groupe, les foncteurs de Mackey
projectifs sont exactement les By. [

Les progénérateurs de p(P) ont été déterminés par Serge Bouc dans [6].
Définition 7.2.7. Deux G-ensembles X et Y ont les mémes stabilisateurs si

X=||nuG/H Y= | | muG/H

H<G H<G

alors ny # 0 si et seulement si my # 0.
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Corollaire 7.2.8. Soit b un bloc de RG. Alors jh(b)-Mod = pur(P)-Mod si
et seulement si up(b) = B(X?) ot X est un P-ensemble possédant les mémes
stabilisateurs que Qp = Uges, (P P/ Q-

Démonstration. Si X est un G-ensemble qui possede les mémes stabilisateurs
que ', alors By est un pro-générateur de py(P). Inversement si X est un
P-ensemble tel que Bx est un pro-générateur, alors pour tout foncteur de
Mackey simple S, on a :

0 # Homupsaek,(P)(Bx, Suk) = Swp(X).

Or Spr(X) = 0si H n’est pas conjugué a un stabilisateur de X, donc les pro-
générateurs de Macky(P) sont exactement les By avec X est un P-ensemble
qui possede les mémes stabilisateurs que (V5. O

Remarque 7.2.9. De la méme fagon, DP(uk(b)) = Db(up(P)) si et seule-
ment si 1 (b) = Endps(,,py(T) ot T est un complexe basculant de pg(P)-
modules. C’est-a-dire T" est un complexe borné dont les termes sont des By
ou X est un P-ensemble.

7.3 Bloc de défaut d’ordre p.

Dans ce paragraphe, on utilise le chapitre [6] pour répondre a la question
dans le cas des blocs a défaut d’ordre p.

Théoreme 7.3.1. Soit G et H deux groupes finis. Soit b un bloc de kG de
défaut d’ordre p, et ¢ un bloc de kH de défaut d’ordre p.Alors,

DP(kGb) = D(kHe) < D(uk(8)) = D'(jul(c)).

Démonstration. D’apreés le théoreme [6.2.29 dans cette situation, les blocs
d’algebres de Mackey p-locales sont des algebres d’arbre de Brauer. Soit Tyacx
I’arbre de cette algebre et soit Tyq 'arbre du bloc d’algebre de groupe
correspondant. L’arbre Tyi,q est isomorphe a un sous-arbre de Tiiac, que
I’on note & nouveau Tyjoq. De nombreuses informations sur ’arbre Ty sont
déterminées par la connaissance de I'arbre Tyjoq. Si e est le nombre d’arétes de
I’arbre Tyoq, alors le nombre d’arétes de Tyack €st 2e. Le sommet exceptionnel
de Tyack est le méme que le sommet exceptionnel de 'arbre T4, et la
multiplicité est la méme. D’apres le théoreme [6.2.21] deux algebres d’arbres
de Brauer sur le méme corps, sont dérivées équivalentes si et seulement si leurs
arbres ont le méme nombre de sommets, ainsi qu'un sommet exceptionnel de
méme multiplicité. O]
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Soit b un bloc de kG de défaut D d’ordre p. Méme si I’arbre Thyj.qc semble
déterminé par 'arbre Tys.q, si deux blocs d’algebres de groupes sont Mo-
rita équivalents, il n’est pas toujours vrai que les blocs d’algebres de Mackey
correspondants sont Morita équivalents (voir exemple . L’arbre Thsqer de
i (D) est en réalité déterminé par la catégorie kGb-Mod et par kNg(D)'-
Mod, ou b est le correspondant de Brauer de b dans Ng(D). Une condi-
tion suffisante pour qu’une équivalence de Morita entre blocs d’algebres de
groupes induise une équivalence de Morita entre blocs d’algebres de de Mac-
key correspondants, est que cette équivalence de Morita soit splendide.

Proposition 7.3.2. Soit G et H deux groupes finis avec un p-sous-groupe
C d’ordre p en commun. Soit b (resp. ¢) un bloc de kG (resp. kH ) de défaut
C. Si kGb-Mod = kHc-Mod par un bimodule splendide M, alors

i (e)-Mod = p}(c)-Mod.

Démonstration. D’apres le théoreme [7.3.1] les blocs pif(e) et pi(f) sont des
algebres dérivées équivalentes. Comme deux telles algebres sont Morita équi-
valentes si et seulement si elles ont des arbres isomorphes avec méme multi-
plicité exceptionnelle, il est suffisant de démontrer qu’elle ont méme matrice
de Cartan. On montre que les matrices de décomposition de g, (b) et py(c)
sont identiques. D’apres la proposition [£.2.2] la matrice de décomposition
de py(b) peut-étre calculée grace a la connaissance du p-bloc OGb et du
correspondant de Brauer de b dans ON¢(C). La matrice de décomposition
de 3 (b) est

Oexe

Di(copo (b))
]dexe

Ou D(copo(b)) est la matrice de décomposition de copep(b).

Donc si deux blocs kGb et kHe, avec un défaut cyclique d’ordre p sont
splendidement Morita équivalents, les blocs OGb et O H ¢ sont splendidement
Morita équivalents, d’apres les résultats de la section 5 de [30]. Les résultats
du chapitre entrainent que les blocs des algebres de Mackey cohomo-
logiques copp(b) et copo(c) sont Morita équivalents, donc les matrices de
Cartan de p,(b) et pj(c) sont les mémes. O

En utilisant les résultats sur les ordres de Green, on peut relever a ’anneau
de valuation les deux théoremes précédents :

Théoreme 7.3.3. Soit G et H deux groupes finis avec un p-sous-groupe C
d’ordre p en commun. Soit b (resp. ¢) un bloc de OG (resp. OH ) de défaut C'.
Alors
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1. DP(ub (b)) = D*(ub(c)) si et seulement si D°(OGb) = DY(OHc).
2. 51 OGb-Mod = OHc-Mod par un bimodule splendide M (ou qui posséde
la propriété P), alors jk(b)-Mod = ub(c)-Mod.

Démonstration. La premiere assertion vient du fait que deux ordres de Green
avec les mémes données locales sont dérivés équivalents si et seulement si leurs
arbres possedent le méme nombre de sommets, ainsi qu'une méme multipli-
cité exceptionnelle. La seconde vient du fait que que deux ordres de Green
avec mémes données locales sont Morita équivalents si leurs arbres sont iso-
morphes, ainsi il est suffisant de démontrer que les matrices de décomposition
de ub(b) et u(c) sont les mémes. Ce qui a été démontré dans (7.3.2). O
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Quelques questions.

Soient G et H deux groupes finis. Soit (K, O, k) un triplet p-modulaire

assez gros pour pi(G) et pi(H). Soit R = O ou k. Soient b un bloc de RG
et ¢ un bloc de RH.
On a vu qu'une équivalence splendide (ou qui posséde la propriété P)
entre RGb et RHc induit une équivalence entre les blocs d’algebres de Mac-
key cohomologiques correspondantes. On peut se poser la question de la
réciproque :

Question 7.3.4. Si les catégories cour(b)-Mod = copg(c)-Mod sont équi-
valentes, a-t-on une équivalence de Morita RGb-Mod = RHc-Mod ¢

Bien sur cette question est aussi valable pour les équivalences dérivées.
De méme, on a mit en évidence dans le chapitre 4] et dans de nombreux
autres cas a l'aide de GAP, que si deux blocs d’algebres de groupes sont
splendidement dérivés équivalents, alors les matrices de Cartan des algebres
de Mackey p-locales correspondantes ont méme diviseurs élémentaires. On
a démontré, dans quelques cas, que ceci est une conséquence de l’existence
d’une équivalence dérivée. Dans le cas général la question reste ouverte :

Question 7.3.5. Si les algebres RGb et RHc sont splendidement dérivées
équivalentes, as-t-on :

D*(up(0)) = D*(up(c))?
En étant plus modeste, on peut se demander s’il existe une démonstration
directe a la question :

Question 7.3.6. Si les algebres RGb et RHc sont splendidement dérivées
équivalentes, est-ce que les matrices de Cartan de pi(b) et pi(c) ont les
mémes diviseurs élémentaires ¢

De plus, on a vu qu’il existe des équivalences entre blocs d’algebres
de groupes qui ne sont pas splendides mais qui induisent des équivalences
entre les algebres de Mackey cohomologiques correspondantes. La propriété
P est-elle suffisante pour les équivalences entre blocs d’algebres de Mackey
p-locales ?

153



Chapitre 7. Equivalences entre blocs d’algebres de Mackey p-locales.

Question 7.3.7. Si RGb et RHc sont Morita équivalentes par un bimodule
possédant la propriété P est-ce que :
1. Les matrices de Cartan de pl(b) et pi(c) ont les mémes diviseurs
élémentaires ¢

2. Les algébres u,(b) et uy(c) sont Morita équivalentes ?

Une facon de répondre a ces questions serait de réussir a construire des
foncteurs entre les catégories de foncteurs de Mackey. Pour ceci, comme on
ne dispose pas de théoreme de Yoshida, une des idées serait de généraliser la
construction des foncteurs de Mackey projectifs indécomposables de [4.3] Ce
qui devrait revenir a la généralisation de la construction de Dress Bx ou X
est un G-ensemble & une “construction de Dress” By ou est un RG-facteur
de permutation.

Question 7.3.8. Soient G et un groupe fini, R un anneau commutatif et
V un RG-facteur de permutation. Existe-t-il un endo-foncteur M — My de
Mackg(G), qui généralise la construction de Dress ¢

Dans le cas de la construction de Dress en un G-ensemble X, on a la
propriété suivante : soit M un foncteur de Mackey sur un anneau R, pour
un groupe G et soit X un G-ensemble fini, alors

Mx = Bx ® M,

ou ® est le produit tensoriel des foncteurs de Mackey (voir [6]). Donc si
cette généralisation est “bien faite”, il est suffisant de définir By pour V un
RG-facteur de permutation.
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Chapitre 8

Annexe

8.1 Programmes GAP.

HIHHEEE R R
Package pour GAP4 appelé '"repr.gap",

qui contient une liste de fonctions utiles pour travailler

avec les représentations locales des groupes, et les foncteurs de

Mackey.

Le programme principal permet le calcul des matrices de cartan des

algebres de Mackey p-locales.

La premiére version du package était basée sur les fonctions de

Peter Webb, celle ci s’inspire de son travail mais est indépendante.
i s s s s s S S s s s s s s
#

#

#

B g s
# Une représentation est un record qui contient le groupe, les générateurs

H OH HF HHHHHEHR

# de ce groupe, les matrices de l’action de g sur 1l’espace vectoriel et le
# module au sens des fonctions MTX.
HEHAHHAEHBEHAHHEH RS HAEHHEHBEHAFHEHBEHAH B G R R H AR RS HEHHEH RS HAFHEH RS HAH R G R RS R AR R SR
Rep:=function(g,mat,field)
local gen,gl,f,n;
gen:=Generators0fGroup(g) ;
if gen=[] then
gen:=[0ne(g)];
fi;
n:=Size(mat[1] [1]1);
gl:=GL(n,field);
f :=GroupHomomorphismByImagesNC(g,gl,gen,mat) ;
return rec( group:=g, generators:=gen, hom:=f, module:=GModuleByMats(mat,field));
end;
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HEHAH B HAFHAEH B HAHHEHBEHAHHEHBEHAHBEHBFHAH RS RS HEFBEHBH R AR B SRR R RS HAEH R H RS H Y
# Restriction d’une représentation. On suppose G et H différents.
HHHAHBHHBHHAH B HEHHAHBEHAHHAHBHHAH B HBHHAH RS H B R AR B HBH R AR B HAH B R RS HAH R R RS HHE
restriction:=function(g,h,rep)
local z,y,gl,s,f;
gl:=GL(rep.module.dimension,rep.module.field);
f :=GroupHomomorphismByImagesNC(g,gl,rep.generators,rep.module.generators) ;
s:=Generators0fGroup (h) ;
if s=[] then s:=[One(g)];fi;
z:=List(s,x->Image(f,x));
y:=GroupHomomorphismByImagesNC(h,gl,s,z);
f:=List(s,x->Image(y,x));
return rec(group:=h,generators:=s,hom:=y,
module:=GModuleByMats (f,rep.module.field));
end;
HASHHAHHHHHHHHAFHHBHHHHAFH RS H RS H R H AR H SRR R R R
# Trace de 1 & H de la représentation r vu comme module pour N_{G}(H)
HEHHH B HAHHAH RS HBHHEH B SR AHHEHBHHAH B G R B H AR RS H B HAH RS R BH R AR RS H ARG R RS H AR R H RS 1
trace:=function(g,h,r)
local n,s,a,b,gl,f,ge;
n:=Normalizer(g,h);
a:=Sum(h,x->Image(r.hom,x)) ;
s:=restriction(g,n,r);
b:=MTX.SubGModule (s.module,a);
if b=[] then
return rec(group:=n,generators:=Generators0fGroup(n),
hom:=fail,module:=GModuleByMats([],0,s.module.field));
fi;
a:=MTX.InducedActionSubmodule(s.module,b);
gl:=GL(a.dimension,s.module.field);
ge:=Generators0fGroup(n) ;
if ge=[] then ge:=[One(n)];fi;
f :=GroupHomomorphismByImagesNC(n,gl,ge,a.generators) ;
return rec(group:=n,generators:=Generators0fGroup(n) ,hom:=f ,module:=a) ;
end;
HHHAHBHHBHHAH B HRHHAH B HAH B HBHHAHBRHBHHAH RS HEHHAH B HBH R AR RS H AR H R R AR H RS HHE
# Fonction qui donne la représentation nulle d’un groupe.
P s s i i as e e s s e e s s e e D s e s S s S S e S e e e T e i
NullRep:=function(g,field)
local res,gen,mat,t;
gen:=Generators0fGroup(g) ;
if gen=[] then gen:=[0One(g)]; fi;
mat:=[];
for t in gen do
Add (mat,NullMat(1,1,field));
od;
res:=Rep(g,mat,field);
return(res);
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end;
B g g g g g B g g g R
#test représentation nulle pour éviter certain bug.
HHH R
testnullrep:=function(r)
local field,mat,x;
field:=r.module.field;
mat:=[[0*Z(Characteristic(field))]1];
for x in r.module.generators do

if x<>mat then

return(false);

fi;
od;
return(true) ;
end;
B S s s s
#Somme directe de deux représentations.
B g g g g g i g G g R g g g
directsum:=function(ri,r2)
local u,v,w,gl,g,bool;
bool:=testnullrep(rl);
if bool=true then return(r2);fi;
bool:=testnullrep(r2);
if bool=true then return(ril);fi;

g:=rl.group;

:=MTX.Generators(rl.module);
:=MTX.Generators(r2.module) ;
:=MTX.MatrixSum(u,v);
:=GModuleByMats (w,rl.module.field);
gl:=GL(MTX.Dimension(u) ,rl.module.field) ;
v:=GroupHomomorphismByImagesNC(g,gl,rl.generators,w);
return rec(group:=rl.group,generators:=rl.generators,hom:=v,module:=u);
end;
B g g B g g g g R g R g
# fonction qui permet le passage des GModules a une représentation.
HHH R
GModToRep:=function(g,modul)
local gen,gl,f;
gen:=Generators0fGroup(g) ;
gl:=GL(MTX.Dimension(modul) ,modul.field) ;
if gen=[] then
gen:=[0One(g)];
fi;
f :=GroupHomomorphismByImagesNC(g,gl,gen,MTX.Generators (modul)) ;
return rec(group:=g,generators:=gen, hom:=f ,module:=modul);
end;
HHR R
# dimension de 1’espace d’endomorphismes d’une représentation
B g s s s s s

f =5 < £
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dimendo:=function(r)
local dim,calg;
calg:=Fu11MatrixAlgebraCentralizer(r.module.field,r.module.generators);
dim:=Dimension(calg);
return dim;
end;
HEHSH B HAFHEH B SR AHHEHBEHAFHEH B SR AHHEHBFHAH B H SR EF B EHAFH AR B G HAFHEH RS R AR B H B 7Y
# Fonction qui calcule la représentation de permutation de g sur G/H.
#
HHHAHBHHAHHAH R HBHHAH B HAH B HBHHAHBRHBHHAH RS H R AR B H BB H RS R AR R RH R AR H B HHE
representation:=function(g,h,field)
local f,ind,mat,gen,gl,f2;
gen:=Generators0fGroup(g) ;
if gen=[] then gen:=[0One(g)];fi;
f:=FactorCosetAction(g,h);
ind:=Index(g,h);
gl:=GL(ind,field);
mat:=List (gen,x->PermutationMat (Image(f,x),ind,field));
£2:=GroupHomomorphismByImagesNC(g,gl,gen,mat) ;
return rec(group:=g,generators:=gen,hom:=£f2, module:=GModuleByMats (mat,field));
end;
i s s s s s s s s s s s s T T
# déflation selon le morphisme surjectif f.
HEHAH B HAHH AR RS HAHHAEHBEHAHHEHBHHAH B H B R AH RS R BHHAH RS R BH R AR B R ARG HBHH AR R H B 7
deflation:=function(g,h,f,r)
local gen, mat;
gen:=Generators0fGroup(h);
mat:=List (gen,x->Image(r.hom,PreImagesRepresentative(f,x)));
return(Rep(h,mat,r.module.field));
end;
HHHAHBHHAHHAH B HBHHAHBEHAHHAHBHHAH B HBHHAH RS HBHHAH B HBH B AR B SRR R B HAH R H RS HHE
# inflation suivant le morphisme f
HERHHHHHHH R R R R R R R
inflation:=function(g,h,r,f)
local z,y,gl,s;
gl:=Image(r.hom);
s:=Generators0fGroup(g) ;
z:=List(s,x->Image(r.hom, Image(f,x)));
y:=GroupHomomorphismByImagesNC(g,gl,s,z);
return rec(group:=g,generators:=s,hom:=y,module:=GModuleByMats(z,r.module.field));
end;
HHHAHHHHAHHAH B HRHHAHBHHAHHAHBHHAHBRHBHHAH B HEHHAH RS HBH B R B HAH R R RS HAH R H RS HHE
# Induction d’une représentation
HERHHHHHHEH R R R R R R R
induction:=function(g,h,rep)
local c,s,f,y,x,gg,gen,m,ip,i,a,t,gl,d,j;
if h=g then
return(rep) ;
fi;
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d:=rep.module.dimension;
c:=RightCosets(g,h);
c:=List(c,Representative) ;
s:=FactorCosetAction(g,h); # 1l’action de permutation de g sur G/H.
y:=Index(g,h);
gg:=Generators0fGroup(g) ;
gen:=[];
for x in gg do
m:=NullMat (y*d,y*d,rep.module.field) ;
f:=Image(s,x);
for i in [1..y] do
ip:=0nPoints(i,f); # g.sw=ip*w.
a:=c[i]l*x*c[ip]"-1; # g.s=ipx*a.
t:=Image(rep.hom,a); # la s’ ligne de la matrice par bloc est Egale a t
for j in [1..d] do
m[(i-1)*d+j1{[(ip-1)*d+1..ip*d]1}:=t [j];
od;
od;
Add(gen,m) ;
od;
gl:=GenerallinearGroup(y*d,rep.module.field);
f :=GroupHomomorphismByImagesNC(g,gl,gg,gen) ;
return rec(group:=g,generators:=gg,
hom:=f ,module:=GModuleByMats (gen,rep.module.field));
end;
HEHBHHAHBHHAHHAHBHHAH R HBHHAH R HBHHAHBHHBHRAH BB RAH B HAH R AR BHHAH B HBHHAH RS
# retourne le quotient de Brauer de la rep r de g
# par le sous-groupe h
# comme représentation du sous-groupe du normalisateur de h dans g
# (issue du package de Serge Bouc).
HEHBHHAHBHHAHHAHBHHAEHHEHBHHAHHEHBHHAH B HBHHAH RS H R H R AH R R B HAH B H B HAH RS
brauer:=function(g,h,r)
local dim,dimh,dimk,gl,y,z,car,q,1l,rq,b,bq,rh,cq,ker,rrq,mq,v,w,wh,s,n;
n:=Normalizer(g,h);
if Size(h)=1 then
return restriction(g,n,r);
fi;
q:=PrimePowersInt (Size(h));
car:=q[1];
if Length(q)<>2 or Gcd(car,Size(r.module.field))=1 then
return
rec(group:=n,generators:=Generators0fGroup(n),
hom:=fail ,module:=GModuleByMats([],0,r.module.field));
fi;
1:=MaximalNormalSubgroups (h) ;
dim:=r.module.dimension;
y:=r.hom;
ker:=[];
for q in 1 do

159



Chapitre 8. Annexe

rq:=Image(y,q);

if Size(q)>1 then
rq:=Generators0fGroup(rq) ;
else

rq:=[Identity(rq)];

fi;

rrq:=BaseFixedSpace(rq);
cq:=RightCosets(h,q);
cq:=List(cq,x->Representative(x));
mq:=Sum(cq,x->Image(y,x));
Append (ker,List (rrq,x->x*mq)) ;
od;

v:=FullRowSpace(r.module.field,dim);

w:=Subspace (v,ker) ;
dimk:=Dimension(w);

b:=Basis(w);
rq:=Image(y,h);
rq:=Generators0fGroup(rq) ;
rrq:=BaseFixedSpace(rq);
wh:=Subspace(v,rrq) ;
s:=Generators0fGroup(n) ;
if Dimension(wh)=dimk then
return rec(group:=n,generators:=s,hom:=fail,module:=GModuleByMats([],0,r.module.field));
fi;
rh:=NaturalHomomorphismBySubspace (wh,w) ;
b:=Basis(Image(rh));

z:=List(s,x->List(b,y->Coefficients(b,

Image (rh,Representative (Prelmages(rh,y))*Image(r.hom,x)))));
rq:=GeneralLinearGroup(Length(b) ,Size(r.module.field));
rrq:=GroupHomomorphismByImagesNC(n,rq,s,z);
return rec(group:=n,generators:=s,hom:=rrq,module:=GModu1eByMats(z,r.module.field));
end;

HERHHHHHHH R R R R R R R
# Caractére de Brauer d’une représentation.

HEHHH B HAHH AR RS HBHHEHBEHAHHEHBEHAHBEH B HAH RS HBHHAH RS HBH R H B HAH RS R RS HAEH R R RS 1
BrauerCara:=function(rep,x)

local mat,ord,char,t,field,zeta,cyclo,zetac,zp,res,i,mult,z;
mat:=Image(rep.hom,x) ;

ord:=0rder (mat) ;

char:=Characteristic(rep.module.field);

t :=char~0OrderMod(char,ord) ;

field:=GF(t);

zeta:=Z(t) " ((t-1)/ord);

cyclo:=CyclotomicField(ord) ;

zetac:=E(ord) ;

z:=zeta;
zp:=zetac;
res:=0;

for i in [1..ord] do
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mult:=Length(NullspaceMat (mat-z*xIdentityMat (rep.module.dimension,field)));
res:=res+mult*zp;
z:=zeta*z;
zp:=zetacx*zp;
od;
return(res);
end;
CorpsDeDef :=function(module)
local mat,i,corps,deg,d,calc;
mat:=module.generators;
d:=[1;
deg:=DegreeFFE(PrimitiveRoot (module.field)) ;
for i in mat do
calc:=DegreeFFE(i);
if calc=deg then
return(module.field);
else
Add(d,calc);
fi;
od;
deg:=Maximum(d) ;
corps:=GF (Characteristic(module.field) "deg);
return(corps);
end;

HEHBHHAHBHHAHHAHBHHAH R HBHHAH R HBHHAHBHHBHRAH RSB RAH B R AH R HBHHAH B HBHHAHRRHHE
# Fonction qui trouve les modules (abs)simple d’un groupe,
# quitte & grossir le corps.
HEHBHHAHBHHAHHEH RS HAEHHEHBEHAFHEHBEHAH B GRS H AR RS HREHHEH B SR AFHEH B SRR B H RS R AR RS H Y
AbsSimpleRep:=function(g,field)
local p,conj,c,conjp,ncp,H,h,res,m,r,s,ss,sm,dmn,mm,rs,repsim,rept,ok,t,gros;
p:=Characteristic(field);
conj:=ConjugacyClasses(g) ;
conj:=List(conj,Representative);
conjp:=Filtered(conj,x->0rder(x) mod p <> 0);
ncp:=Length(conjp);
H:=ConjugacyClassesSubgroups(g) ;
H:=List(H,Representative) ;
H:=Reversed(H);
res:=[];
gros:=false;
for h in H do

r:=representation(g,h,field);

m:=r.module;

s:=MTX.CompositionFactors(m) ;

ss:=[];

for sm in s do

dm:=MTX.DegreeSplittingField(sm);
if dm>1 then
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mm: =GModuleByMats (MTX.Generators (sm) ,GF(p~dm)) ;
ss:=Concatenation(ss,MTX.CompositionFactors(mm)) ;
gros:=true;

else
Add(ss,sm) ;
fi;
od;
sS:=ss;

for sm in s do
ok:=true;
for rs in res do
if sm.field=rs.field then
if MTX.Isomorphism(sm,rs)<>fail then
ok:=false;
break;
fi;
fi;
od;
if ok=true then
Add(res,sm) ;
fi;
if Length(res)=ncp then
break;
fi;
od;
if Length(res)=ncp then
break;
fi;
od;
if gros=true then

fi;

Sort(res);

repsim:=List (res,x->GModToRep(g,x));

return(repsim) ;

end;

SRR R R R R R
# Matrice de décompomposition d’un groupe.

B R R R R R R R SR R R S R R SR R
DecompMatl:=function(g,field)

local tb,modr,matB,cl,clp,p,test,i,m,x,irr,matZ,
compteur,c,nomb,cartan,calc,res,mat,im,B, j,calcu,k,N,ij,iml,1n,ip,I,n,bool;
LoadPackage ("ctbllib");

p:=Characteristic(field);

tb:=CharacterTable(g) ;

cl:=ConjugacyClasses(tb);

cl:=List(cl,Representative);
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clp:=[1;
compteur:=[];
for i in [1..Size(cl)] do
test:=0rder(cl[i]) mod p;
if test<>0 then
Add(clp,cl[il);
Add (compteur,i);
fi;
od;
modr :=AbsSimpleRep(g,field);
matB:=[];
for m in modr do
x:=[1;
for i in [1..Size(clp)] do
c:=BrauerCara(m,clp[il);
Add (x,c);
od;
Add (matB,x) ;
od;
irr:=Irr(tb);
matZ:=[];
for m in irr do
x:=[1;
for i in [1..Size(clp)] do
Add(x,m[compteur[i]]);
od;
Add(matZ,x) ;
od;
c:=matZ*matB"-1;
c:=TransposedMat (c) ;
Print ("“###t e e \n") ;
Print("la matrice de decomposition du groupe ");

Print (StructureDescription(g)," est :","\n");
nomb:=NextPrimeInt (Maximum(Concatenation(c)));
Display(Z(nomb) ~0*c) ;

Print (" \n");

Print("la matrice de cartan est :\n");
cartan:=cxTransposedMat (c) ;

nomb:=NextPrimeInt (Maximum(Concatenation(cartan)));
Display(Z(nomb) “O*cartan) ;
Display(ElementaryDivisorsMat (cartan)) ;

Print ("“###i i e R \n") ;

mat:=c;
k:=1;
res:=[];

field:=Field(mat[1] [1]);
n:=Size(mat[1]);
1ln:=Size(TransposedMat (mat) [1]);
N:=NullMat(ln,n,field);
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I:=[1;
for k in [1..1n] do
if mat[k]<>N[1] then

B:=[1;
im:=[];
ij:=0;

for i in [1..n] do
if mat[k] [i] <> O then Add(im,i); fi;
od;
for ip in [k..1n] do
iml:=[];
for i in [1..n] do
if mat[ip] [i]<> O then
Add(im1,1i);
fi;
od;
bool:=Intersection(im,iml);
if bool <> [] then im:=Union(im,iml); Add(ij,ip); fi;
#if bool<>[] then Add(ij,ip); fi;
od;
B:=mat{ij}{im};
mat{ijH{im}:=N{ijH{im};
Add(T, [ij,im]);
Add(res,B);
fi;
od;
Print("\n I1 y a ",Size(res)," blocs \n");
Print (" \n");
for k in [1..Size(res)] do
Print("bloc de defaut : ");
Print("il y a ", Size(I[k][1])," foncteurs simples dans ce bloc \n");
Print("La matrice de decomposition : \n ");
Display(Z(nomb) ~O*res[k]) ;
Print(" La matrice de cartan du bloc : \n");
calcu:=res [k] *TransposedMat (res[k]) ;
Display(Z(nomb) “O*calcu);
Print (" Les diviseurs elementaraires : \n");
Print (ElementaryDivisorsMat (res [k] *TransposedMat (res[k])),"\n");
Print (" \n");
od;
end;
B R R R e R R R S R R S R R S 2
#
# Fonction qui calcul les points fixes d’une représentation de
# G par un sous groupe H.
#
B R R R S R R S R R SR R
FixedPoints:=function(g,h,rep)
local gen,mat,el,c,res,n,field,v,nul;
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gen:=Generators0fGroup(h) ;
n:=rep.module.dimension;
field:=rep.module.field;
res:=field"n;
for el in h do
c:=Image(rep.hom,el)-IdentityMat(n,field);
nul:=NullspaceMat(c);
if nul=[] then
return([]);
fi;
v:=VectorSpace(field,nul);
res:=Intersection(res,v);
od;
return(Basis(res));
end;
HES R
# Fonction qui donne le radical d’une représentation.
fR s e i e e e e e e e S e e e S e e e S R R B S R
radical:=function(rep)
local x,v,B,mat,matR,i,j,repR,field,m,g,gen,vc,c;
m:=rep.module;
g:=rep.group;
field:=m.field;
x:=MTX.BasisRadical(m);
if x=[] then
repR:=Rep(g, [One(field)*[[0]]],field);
else
v:=VectorSpace(field,x);
B:=Basis(v,x);
gen:=rep.generators;
mat:=m.generators;

matR:=[];
for i in [1..Size(mat)] do
matR[i] :=[];

for j in [1..Size(x)] do
ve:=x[jl*mat[i];
c:=Coefficients(B,vc);
Add (matR[i],c);
od;
matR[i] :=TransposedMat (matR[i]);

od;
repR:=Rep(g,matR,field);
fi;

return(repR) ;

end;
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HERHHHHHHH R R R R R R
#
# Fonction qui rend la liste des p-sous-groupes de G & conjugaison preés.
#
HERHHHHHHH R R R R R
PSubgroup:=function(g,p)
local c,Hp,H,th,i,k;
Hp:=ConjugacyClassesSubgroups(g) ;
th:=Size (Hp);
H:=[Representative(Hp[1])];
k:=2;
for i in [2..th] do
c:=Representative(Hp[il);
if IsPGroup(c) and PrimePGroup(c)=p then
H[k] :=c;
k:=k+1;
fi;
od;
Sort (H,function(v,w) return Size(v)<Size(w);end);
return(H) ;
end;
HERHHHHHHHH R R R R R R R
# Matrice de décomposition d’un groupe a partir de la table
# de caractéres ordinaires.
HHHAHBHHBHHAH B HEHHAHBEHAHHEHBHHAH B H B R AR RS H R AH RS HBH R AR B H AR H B R AR H B 1S
DecompMat :=function(tbl,p)
local g,modr,matB,cl,clp,field,test,i,m,x,irr,matZ,
compteur,c,nomb,cartan,calc,res,mat,im,B, j,calcu,
k,N,ij,im1,1n,ip,I,n,bool;
LoadPackage ("ctbllib") ;
field:=GF (p);
g:=UnderlyingGroup(tbl);
cl:=List(ConjugacyClasses(tbl) ,Representative);
clp:=[1;
compteur:=[];
for i in [1..Size(cl)] do
test:=0rder(cl[i]) mod p;
if test<>0 then
Add(clp,cl[il);
Add (compteur,i);
fi;
od;
modr:=AbsSimpleRep(g,field);
matB:=[];
for m in modr do
x:=[1;
for i in [1..Size(clp)] do
c:=BrauerCara(m,clp[i]);
Add(x,c);
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od;

Add (matB,x) ;
od;
irr:=Irr(tbl);
matZ:=[];
for m in irr do

x:=[1;

for i in [1..Size(clp)] do

Add(x,m[compteur[i]]);

od;

Add(matZ,x) ;
od;
c:=matZ*matB"-1;
return(c);
end;
HHHHEHEHSHGHFHHRHEH GRS R G R R H RS HGH SR G H RS H GRS RS F R H SRR R R RS
# Fonction qui donne les caractéres de Brauer projectifs d’un groupe
HHFHHH R R R R R
ProjBrauerChar:=function(g,p)
local tbl, modtbl, dec,res,v;
LoadPackage ("ctbllib");
tbl:=CharacterTable(g);
modtbl:=CharacterTable(g,p);
v:=Irr(tbl);
if modtbl <> fail then
dec:=DecompositionMatrix(modtbl) ;
else
dec:=DecompMat (tbl,p) ;
fi;
res:=v*dec;
return(res);
end;
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Le programme qui suit est le programme principal, qui calcule les ma-
trices de décomposition des algebres de Mackey cohomologiques (de
groupes pas trop gros). Le programme utilise la formule de la proposi-

tion On calcule la matrice dans la base Lp g de ppi(G). C’est la
base formée des [ ndﬁG( pln fjﬁvgég)) E pour E un Ng(P)-module pro-
jectif indécomposable et P parcourt les p-sous-groupes de G. Ensuite
on calcule la matrice de passage de la base Lpp vers la base Mp g,
qui est la base de ppy,(G) exhibé par Broué dans [10]. L’algorithme est
basé sur la fonction MT X.decompose qui décompose un module en
somme directe de modules indécomposables. Cette fonction est basée
sur un algorithme probabiliste.

I
fonction qui calcule la matrice de passage de la base lpe vers mpe.
fonctionne avec les fonctions du package repr.gap. Nécessite ctbllib.

les colonnes sont indexées par les caractéres ordinaires de groupe

et les lignes par les p-perm par ordre de vortex décroissant.
g s s s
deccomu:=function(group,prime)
local psub,np,nbp,q,varl,var2,f,conj,conjp,h,H,gros,r,field,pairqe,ss,s,
e,ni,i,dm,deg,reg,res,resp,pairqgsp,ep,calc,ok,mm,fieldr,ress,lpe,mat,
taille,co,ncol,nlin,k, j,bool,resa,resb,irr,irrp,tbl,decomp,matB,modtbl,x,
matZ,m,projb,tom,perm,lat,calcl,K,c,1l,vp,chi,matd,posl,pos2,phi,par,
cch,calc2;
LoadPackage ("ctbllib");
LoadPackage( "tomlib" );
psub:=PSubgroup (group,prime) ;
np:=[];
nbp:=[];
conj:=[];
conjp:=[1;
ress:=[];
resa:=[];
tbl:=[];
irr:=[];
irrp:=[];
projb:=[1;
decomp:=[];
lat:=[];
tom:=[];
pairgsp:=[]; # contient un p-sous-groupe puis les
#proj nbp et les simples nbp.
lpe:=[1; # base de ppk(group).
field:=GF (prime);
# np est le normalisateur d’un p groupe dans le groupe ambiant.

#
#
#
# Le résultat est la matrice de décomposition de comu(group).
#
#
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nbp est formé des couples np/p et de la surjection canonique.
conj est formée des classes de conjugasions de nbp
conjp est forme des classes de conj des elements preg.
lpe est forme du vortex et de la liste

des indinf(E) ou E parcours les npb proj.
tbl contient les tables de caracteres ordinaires des nbp.
irrp contient les tbales de Brauers des nbp.
projb contient les caracteres de Brauer projectifs des nbp.
decomp contient les matrices de decompositions des nbp.
tom contient les tables de marques des nbp.
for q in psub do
varl:=Normalizer(group,q);
f:=NaturalHomomorphismByNormalSubgroup(varl,q);
var2:=Image(f);
Add (np,varl);
calc:=CharacterTable(var2);
Add(lat,LatticeSubgroups(var2));
#Add (tom, TableOfMarks (var2));
Add(tbl,calc);
calc:=ConjugacyClasses(calc);
Add(conj,calc);
Add(conjp,Filtered(calc,x->0rder (Representative(x)) mod prime <> 0));
Add (nbp, [var2,£]);

H O H HHHEHHEHRH

od;

Print("Les donnees preliminaires sont chargees \n");
deg:=1;

#

# on calcul les projectifs indécomposables des groupes nbp,
# ainsi que le module simple correspondant & sa téte
#
gros:=false;
for i in [1..Size(psub)] do
Print ("Modules pour ",StructureDescription(nbp[i][1]), " : \n");
# si le groupe nbp est trivial le MTX ne fonctionne pas.
if Size(nbp[il[1]) <> 1 then
# en premier les simples.
H:=Reversed(Filtered ((
List(ConjugacyClassesSubgroups(lat[i]) ,Representative)),
x->0rder (x) mod prime <>0));
ni:=Size(conjpl[il);
res:=[];
for h in H do
if Length(res)=ni then
break;
fi;
r:=representation(nbp[i] [1],h,field);
s:=MTX.CompositionFactors(r.module);
ss:=[];
for e in s do
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dm:=MTX.DegreeSplittingField(e);

if dm> 1 then

# module non absolument simple.

mm:=GModuleByMats (MTX.Generators(e) ,GF (prime~dm)) ;
deg:=Maximum(deg,dm) ;
ss:=Concatenation(ss,MTX.CompositionFactors (mm)) ;

else
Add(ss,e);
fi;
od;
for e in ss do
ok:=true;

for ep in res do
if ep.field = e.field then
if MTX.Isomorphism(ep,e)<> fail then
ok:=false;
break;
fi;
fi;
od;
if ok=true then
Add(res,e);
fi;
od;
od;
Add(resa,res);
# Print("On a trouve ", Size(res), "nouveaux simples \n");
fi;
if Size(nbp[i]l[1])=1 then
calc:=RegularModule(nbp[i] [1],GF (prime));
Add(resa, [calc[2]]);
fi;
od;
fieldr:=GF (prime~deg) ;
for i in [1..Size(resa)] do
resb:=[];
for e in resali] do
if e.field=fieldr then
Add(resb,e);
else
Add (resb,GModuleByMats (e.generators,fieldr));
fi;
Sort(resb);
od;
Add(ress,resb);
od;
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HHBFHHHHHHHH BB R R R R
# & ce niveau on a tous les simples aisni que le deg du corps de rupture.
# recherche des tables de Brauer et des matrices de décomposition.
HEHBHHAHBHHAHHAH B HBEHHAHBHHAH B R BHHAHBGHBHHAH R HBHHAH R HBHHAH RS H B HAH RSB
for i in [1..Size(psub)] do
modtbl:=tbl[i] mod prime;
matB:=[];
for m in ress[i] do
calc:=GModToRep (nbp[i] [1],m) ;
x:=[1;
for j in [1..S8ize(conjplil)] do
c:=BrauerCara(calc,Representative(conjpl[il [j1));
Add(x,c);
od;
Add (matB,x) ;
od;
irr:=Irr(tbl[i]);
matZ:=[];
for m in irr do
x:=[];
for j in [1..8ize(conjpl[il)] do
Add(x,m[Position(ConjugacyClasses(tbl[i]),conjpl[il[j1)1);
od;
Add (matZ,x) ;
od;
Add(irrp,matB);
calc:=matZ*matB~-1;
Add (decomp,calc);
Add(projb,irr*calc);
od;

HESHHBHHH RS HHBEHH RS HHBEHH RS HHBSHHRAHHHASHH RS H R RS R RS RS R R S
# Recherche des projectifs
HEHAHHAHBHHAH R HBAH AR RS H AR R F B SR AFHEH B SR AH R G R RAH AR RS H SR H SR AR RS H S
for i in [1..Size(psub)] do
if Size(nbpl[i] [1])=1 then
calc:=RegularModule(nbp[i] [1],fieldr);
Add (pairgsp, [psub[il, [calc[2]], [calc[2]1]);
Add(1pe, [psublil, [induction(group,nplil,inflation(npl[il,nbp[i] [1],
GModToRep (nbp [i] [1],calc[2]) ,nbp[i] [2]1))],projblill);
else
K:=List(ConjugacyClassesSubgroups (nbp[i] [1]) ,x->Representative(x));
K:=Filtered(K,x->Size(x) mod prime <> 0);
Sort (K,function(v,w) return Size(v)>Size(w) ;end);
ss:=[];
ni:=Size(conjpl[il);
for k in K do
if Length(ss)=ni then
break;
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fi;
Print ("Decomposition d’une representation de dimension : ");
Print(Size(nbp[i] [1])/Size(k), " it may take a while....\n");
reg:=representation(nbp[i] [1] ,k,fieldr);
par:=MTX.HomogeneousComponents (reg.module) ;
for e in par do
ok:=true;
for ep in ss do
if MTX.IsomorphismModules (ep.component[2],e.component[2])<> fail
then
ok:=false;
break;
fi;
od;
if ok=true then
Add(ss,e);
Print ("un nouveau module projectif trouve\n");
fi;
od;
od;
# les classes d’isomorphismes des projectifs indecomposables.
resp:=[];
# les projectifs indécomposables.
# On ordonne les projectifs de telle fagon que le i-éme proj
# ait pour téte le i-éme simple.
for e in ress[i] do
for ep in ss do
if ep.component[2].field=e.field then
calc:=MTX.BasisModuleHomomorphisms (e, ep.component [2]) ;
if calc<>[] then
Add (resp,ep.component [2]);
break;
fi;
fi;
od;
od;
Add (pairgsp, [psub[i] ,resp,ress[i]]);
if Size(psub[i])=1 then
Add(1lpe, [psub[i] ,List(resp,x->GModToRep (group,x)) ,projbl[il]);
else
Add(1pe, [psub[i] ,List(resp,x->induction(group,np[i],
inflation(np[i] ,nbp[i] [1],GModToRep (nbp[il [1],x),nbp[i] [2]1))),projblill);
fi;
fi;
od;
# On a tous les projectifs indecomposables.
# contruction de la matrice de passage.
Print ("Debut de la constructiond de la matrice de passage...
it may take a while \n");
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taille:=Sum(List(conjp,x->Size(x)));
mat:=IdentityMat (taille);

ncol:=Size(conjpl[1])+1;

for i in [2..Size(psub)] do # on parcours les psub

Print (" lpe pour p = ",StructureDescription(psub[i]),"\n");
# Print(" i = ",i,"\n");

for e in 1pe[i][2] do # on parcours les lpe

nlin:=0;

for j in [1..i-1] do # on parcours les q < p.
if IsSubgroup(psub[i],psub[j]) then
calc:=MTX.HomogeneousComponents
(deflation(np[j],nbp[j]1[1],nbp[jl[2],
brauer (group,psub[j],e)) .module) ;
for k in [1..Size(pairqgspl[j][2])] do
# on parcours les nbq projectif
for co in calc do
bool:= MTX.IsomorphismModules
(pairgspl[j][2] [k],co.component[2]);
if bool <> fail then
mat [nlin+k] [ncol] :=Size(co.images)+1;

break;
fi;
od;od;
fi;
nlin:=nlin+Size(pairqgsp[j][2]);
od;
ncol:=ncol+l;
od;
od;

HEHBHHAHBHHAH B HBHH AR RS HBHHAHBEHAH B AR BHHAH B H B R AR B H R H RS HAH R H B R RS
# Matrice de décomposition dans la base lpe.
# On a besoin de la librairie ctllib.
HHBBHHHHHHH B R R R R R
Print ("Debut de la construction de la matrice de decomposition \n");
matd:=[];
HEHBHHAHBHHAH B HBHHAH B HBHHAHBEHBHHAHBHHAH B H B R AR RS H B HAH B R AR H B R RS
# chargement des positions des éléments des np.
HHRBH AR B R R R R R
cch:=[];
for i in [1..Size(psub)] do

cchlil:=[];

for h in np[i] do

calcl:=Position(List(conj[i],x->Image(nbp[i] [2],h) in x),true);
calc2:=Position(List(conj[1],x->h"-1 in x),true);
Add(cch[i], [h,calc2,calcl]);

od;
od;
for chi in Irr(tbl[1]) do

x:=[1;
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for i in [1..Size(psub)] do

posl:=cchl[il;

for j in [1..Size(lpeli]l[2])] do

phi:=lpe[i][3][j1;

calc:=[];

calc:=Sum([1..Size(pos1)],x->phi[posl[x] [3]]*chil[posl[x][2]]);

Add(x,calc/Size(nplil));
od;

od;

Add (matd,x) ;
od;
HHFHHAHHHBHHHHA SRR B H RS H R B H R H RS H BB R B RS
# Changement de base.
HHHAHBHHAHHAHBHHAH RS HBHHAHBEHBHHAHBEHAH B H B R AR RS H B HAH B HAH R H B SRR RS
return(TransposedMat (matd*mat~-1));
end;

Le dernier programme donne les matrices de Cartan des blocs de
I’algebre de Mackey cohomologique, ainsi que quelques informations
utiles comme le défaut du bloc et les diviseurs élémentaires de cette
matrice.

cartancomu:=function(g,p)

local mat,nomb,calc,matl,n,ln,field,
k,res,I,calcu,im,B,N,i,j,ij,bool,ip,iml,irr,def,e;
mat:=deccomu(g,p);

e:=Valuation(Size(g),p);
irr:=Irr(CharacterTable(g));

Print (" S \n") ;
Print("la matrice de decomposition de 1’algebre de Mackey
cohomologique du groupe ");
Printt(,StructureDescription(g)," est :","\n");
nomb :=NextPrimeInt (Maximum(Concatenation(mat)));
Display(Z(nomb) ~0 *mat) ;

Print (" \n");
Print("la matrice de cartan est :\n");
calc:=mat*TransposedMat (mat) ;

nomb:=NextPrimeInt (Maximum(Concatenation(calc)));
Display(Z(nomb) “O*calc) ;

Print("les diviseurs elementaires sont : \n");
Display(ElementaryDivisorsMat(calc));

Print (&t tHEE R  E \n") ;
matl:=MutableCopyMat (mat) ;

k:=1;

res:=[];

field:=Field(mat1[1][1]1);

n:=Size(mat1[1]);
1n:=Size(TransposedMat (matl) [1]);
N:=NullMat(ln,n,field);

174



8.1. Programmes GAP.

I:=[];
for k in [1..1n] do
if matl[k]<>N[1] then

B:=[1;
im:=[];
ij:=0;

for i in [1..n] do
if mat1[k][i] <> O then Add(im,i); fi;
od;
for ip in [k..1n] do
iml:=[];
for i in [1..n] do
if mat1[ip] [i]<> O then
Add(im1,1i);
fi;
od;
bool:=Intersection(im,iml);
if bool <> [] then im:=Union(im,iml); Add(ij,ip); fi;
#if bool<>[] then Add(ij,ip); fi;
od;
B:=mat1{ij}{im};
mat1{ij}{im}:=N{ij}H{im};
Add(I,[ij,im]);
Add(res,B);
fi;
od;
Print(" il y a ", Size(res), "blocs \n");
for k in [1..Size(res)] do

Print (" \n");
def :=e-Minimum(List (I[k] [2] ,x->Valuation(Degree(irr[x]),p)));
Print("bloc de defaut : ",def,"\n");

Print("il y a ", Size(I[k][1])," foncteurs simples dans ce bloc \n");
Print("La matrice de decomposition : \n ");
Display(Z(nomb) ~O*res [k]) ;

#Display (res[k]);

Print(" La matrice de cartan du bloc : \n");
calcu:=res[k]*TransposedMat (res[k]) ;

#Display (Z (nomb) “O*calcu) ;

Display(calcu);

\Print (" Les diviseurs elementaires : \n");

Print (ElementaryDivisorsMat (res [k] *TransposedMat (res[k])),"\n");
Print (" \n");

od;
return() ;end;
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8.2 Un exemple.

On applique le programme précédent au groupe X, x Cy en ca-
ractéristique 2 pour différents nombres premiers. On retrouve les
résultats de la section [4.6]

StructureDescription(g);

"((C3 x C3) : C3) : C4" #p=3.

gap> cartancomu(g,2);

LT s s s s s S s s i

la matrice de decomposition de 1’algebre de Mackey cohomologique
du groupe ((C3 x C3) : C3): C4 est

11..11.

T ..11. .1.
e 1
1111. .

.o 1
1. .1
.o 11.
11 e
11. .1
. 1 11
1

la matrice de cartan est :

4 .20 3
4 . L2, 3
1 .o
4 . .2, 1
1 ..
2 L2002
2 2. .2
2 L2, 1
3 2. .3
3 oo 2 003,
Tr...1. .1

les diviseurs elementaires sont
[ 1, 1) 1’ 1, 1’ 1’ 1, 1’ 2, 27 2 ]
H S

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :

1111

.11
111
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La matrice de cartan du bloc :
L[ 4, 2, 31,

[ 2, 2, 21,

[ 3, 2, 311
Les diviseurs elementaires :
[1, 1, 2]

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :
1111
11
111
La matrice de cartan du bloc :
(L 4, 2, 31,
[ 2, 2, 21,
[ 3, 2, 311
Les diviseurs elementaires :
[1, 1, 21

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :
1111
11
1.
La matrice de cartan du bloc :
([ 4, 2, 11,
[ 2, 2, 11,
[ 1, 1, 111
Les diviseurs elementaires :
[1, 1, 2]

StructureDescription(g) ;
"((C5 x C5) : CB) : C4" # p=b
gap> cartancomu(g,2);

177



Chapitre 8. Annexe

L s s s s s s s s
la matrice de decomposition de 1’algebre de Mackey cohomologique
du groupe ((C5 x C5) : C5) : C4 est :

11...1......1
1 1. ... 11
1 .10 01 1
.1 1.1 1
. 1
o1
e 1.
1111.
1 .
. 1.
1 ..
1 .. 1
1. .1
1 . 1
. 11
11 .
1 .
.1
.1
. 1.
1
la matrice de cartan est :
4 o201
4 .2, 1
4 2. .. 1
4 . . 2. 1
1. .
1.
1 .
4 . . .2, 1
1.
1. .
1. .
2 L2 .. 1
2 L2, . 1
2 .2, . 1
2 .2 .1
2 .2, 1
1 .1 .1
1 . 1. 1
B O R
T .. ... 0010000001
r ... .. .. 100001

les diviseurs elementaires sont
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8.2. Un exemple.

(1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2, 2]

bloc de defaut : 2

il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc

La matrice de decomposition :

1111
11

La matrice

L[ 4, 2
L 2, 2
[ 1, 1’

de cartan du bloc
117,
117,
111

Les diviseurs elementaires

(1,1, 2]

bloc de defaut : 2

il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc

La matrice de decomposition :

1111
11

La matrice de cartan du bloc

L 4, 2
[ 2, 2,
[ 1’ 1,

117,
11,
11711

Les diviseurs elementaires

(1,1, 2]

bloc de defaut : 2

il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :

1111
11

La matrice de cartan du bloc

L[ 4, 2
[ 2, 2
L 1, 1,

Les diviseurs elementaraires

(1,1, 2]

11,
11,
111

bloc de defaut : 2

il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
de decomposition :

La matrice

1111
11
1

La matrice de cartan du bloc

L 4, 2

11,
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[ 2, 2, 11,

[ 1, 1, 111
Les diviseurs elementaires :
[1, 1, 2]

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :
1111
11.
1
La matrice de cartan du bloc :
CrC 4 2, 11,
[ 2, 2, 11,
[ 1, 1, 111
Les diviseurs elementaires :
(1,1, 2]
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8.2. Un exemple.

StructureDescription(g) ;
"((C7 x C7) : C7) : C4" # p=T7.
gap> cartancomu(g,2);

la matrice de cartan est

4 . .
.4 . 2
1.
1.
1. .
.4 .
1 ..
1.
1. .
1. .
.4 . 2
1. .
4 .
1. .
1.
1 ..
.4 ..
1. .
.o .4 .
.2, 2
2 .o .o 2
.2, .o
.. .2,
.. L2,
2 . .o
.. 2.
. 3. .o
.30 .. 2
. 3. .o
e
3 s e s e s 2.
3. .
1

les diviseurs elementaires sont :
[ 1’ 1, 1) 1’ 1, 1’ 1’ 1) 1’ l, 1) 1’ 1, 1’
1, 2, 2, 2, 2,2, 2, 2]

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :
1111
11
111
La matrice de cartan du bloc :

181



Chapitre 8. Annexe

([ 4, 2, 31,
[ 2, 2, 217,
[ 3, 2, 311

Les diviseurs elementaires :

[1, 1, 2]

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :
1111
.11
111
La matrice de cartan du bloc
L[ 4, 2, 31,
[ 2, 2, 21,
[ 3, 2, 311
Les diviseurs elementaires :
[1,1, 2]

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :
1111
11
111
La matrice de cartan du bloc
L[ 4, 2, 31,
[ 2, 2, 21,
[ 3, 2, 311
Les diviseurs elementaires :
[1, 1, 21

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :
1111
11
111
La matrice de cartan du bloc
([ 4, 2, 31,
[ 2, 2, 21,
[ 3, 2, 311
Les diviseurs elementaires :
[1,1,2]

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
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8.2. Un exemple.

La matrice de decomposition :

1111

11

111
La matrice de cartan du bloc
([l 4, 2, 31,

[ 2, 2, 21,

[ 3, 2, 311
Les diviseurs elementaires
[1, 1, 2]

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :
1111
11
111
La matrice de cartan du bloc
(L 4, 2, 31,
[ 2, 2, 21,
[ 3, 2, 311
Les diviseurs elementaires
[1, 1, 2]

bloc de defaut : 2
il y a 3 foncteurs simples dans ce bloc
La matrice de decomposition :
1111
11
1
La matrice de cartan du bloc
([l 4, 2, 11,
[ 2, 2, 11,
[ 1, 1, 111
Les diviseurs elementaires
[1, 1, 2]
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