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Résumé. — Nous démontrons un théoreme de relevement modulaire pour les
représentations galoisiennes de dimension deux, totalement impaires, de poids
de Hodge-Tate nuls du groupe de Galois absolu des corps totalement réels. Ce
théoreme généralise un résultat bien connu de Buzzard et Taylor. Il permet
de terminer la démonstration de la conjecture d’Artin pour les représentations
impaires de dimension deux des groupes de Galois des corps totalement réels
et de démontrer de nouveaux cas de la conjecture de Fontaine-Mazur.

Soit p un nombre premier et £’ un corps totalement réel de groupe de Galois
absolu Gr. Rappelons le cas particulier suivant d’une célebre conjecture de
Fontaine et Mazur.

Conjecture 0.1. — Soit p : Gp — GLQ(@p) une représentation galoisienne
géométrique totalement impaire, irréductible et de poids de Hodge-Tate nuls.
Elle provient d’une forme modulaire de Hilbert de poids un propre et cuspidale
pour le groupe GLa sur F.

Dans cet énoncé et plus généralement dans tout l'article, « géométrique »
signifie continu, non ramifié en dehors d’un nombre fini de places et potentiel-
lement semi-stable en les places de F' divisant p. Pour toute place v de F' divi-
sant p, soit G, C GF un groupe de décomposition en v et I, son sous-groupe
d’inertie. D’apres [Sen], la représentation p|g, est potentiellement semi-stable
de poids de Hodge-Tate nuls si et seulement si p(I,) est un groupe fini. Tota-
lement impair signifie que det p(c;) = —1 pour toute conjugaison complexe
c¢r € G associée a tout plongement 7 : F — R.

Les représentations attachées aux formes propres de poids un ont été
construites par Deligne et Serre dans [DS]| pour F' = Q et par Rogawski-
Tunnell [RT], complété par Wiles [Wi], pour tout F. Elles sont d’image finie.
En particulier, la conjecture 0.1 prédit qu'un tel p a également une image finie.
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La conjecture 0.1 est donc une forme renforcée de la conjecture d’Artin dans
ce contexte, qui prédit que toute représentation p : Gp — GLy(C) totalement
impaire, irréductible est modulaire.

Les résultats principaux de cet article sont les suivants :

Théoréme 0.2. — Soit p : Gr — GLa(Z,) une représentation galoisienne
géométrique totalement impaire, irréductible et de poids de Hodge-Tate nuls.
Supposons que :

1. p est impair,
2. ﬁ‘Gmgp) est irréductible, ou p désigne la représentation résiduelle associée
a p et Cp est une racine primitive p-ieme de ['unité,

3. Sip=75 et Proj(p(Gr)) ~ PGLy(F5), alors [F((5) : F| = 4.

Alors p provient d’une forme modulaire de Hilbert de poids un propre et
cuspidale pour le groupe GLgy sur F.

Théoréme 0.3. — Soit F' un corps totalement réel et p : Gp — GL2(C)
une représentation totalement impaire irréductible d’image finie. La représen-
tation p est modulaire attachée a une forme propre et cuspidale de poids un.
En particulier, la fonction L(p,s) admet un prolongement holomorphe a tout
le plan complezxe.

Le théoreme 0.2 était connu lorsque F' = Q en combinant les travaux
de Buzzard-Taylor ([BT|, [Bu], [Ta2]) et Khare-Wintenberger et Kisin
([KW], [K2]) sous I'hypothese que la restriction de p a G, est la somme de
deux caracteres résiduellement distincts, ou est non ramifiée.

Le théoréme 0.3 a été prouvé par Hecke, Langlands et Tunnell dans le cas
d’image résoluble. Nous traitons ici le cas icosahédral, complétant ainsi des
résulats antérieurs de Buzzard, Dickinson, Shepherd-Barron, Taylor et d’autres
([BDST], [Tal], [Sa], [P2], [Ka] et [KST]). Rappelons également que lorsque
F = Q, Khare [Kh] a prouvé que le théoréme 0.3 était une conséquence de la
conjecture de modularité de Serre établie dans [KW].

L’ingrédient nouveau essentiel pour établir les théoremes 0.2 et 0.3 est le
théoreme de relevement modulaire suivant.

Théoréme 0.4. — Soit F un corps totalement réel et p : Gp — GLa(Z,)
une représentation galoisienne géométrique de poids de Hodge-Tate nuls. Sup-
POSONS qUE

1. p est impazr,

2. p est totalement impaire,

3. ﬁ‘Gmgp) est irréductible,

4. sip=">5 et Proj(p(Gr)) ~ PGLa(F5), alors [F((s) : F] =4,
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5. p est ordinairement modulaire.

Alors p est modulaire, associée a une forme propre et cuspidale de poids un
pour GLo sur F.

Dans ce théoreme et dans tout ’article, une représentation résiduelle p est
ordinairement modulaire si elle admet un relevement modulaire qui est ordi-
naire.

Remarque 0.5. — Les complications pour le nombre premier 5 visibles dans
I’hypothese 4 apparaissent naturellement lors de la construction des systemes
de Taylor-Wiles (voir [K1], 3.2.3). Remarquons aussi que si la conjecture
0.1 est vraie, 'image projective résiduelle PGLo(IF5) n’est pas possible, car ce
groupe ne se reléve pas en un sous-groupe fini de PGLo(Zs5). 1l est peut-étre
possible de s’affranchir de ’hypothese 3 en généralisant les travaux de Skinner
et Wiles.

Plusieurs cas particuliers importants de ce théoreme ont déja été prouvés.
Lorsque F'=Q et

plag, = X1 @ X2

ol x1 et 2 sont deux caracteres distincts modulo 'idéal maximal de Zp, le
théoreme est dit & Buzzard et Taylor ([BT], [Bu]). Lorsque F' = Q et p est
non ramifiée en p, il est di & Taylor ([Ta2]). La stratégie de tous ces articles
consiste a prouver d’abord que p est associée a deux formes modulaires p-
adiques grace a la méthode de Taylor-Wiles, puis a prouver que ces formes
p-adiques sont classiques en étudiant la courbe modulaire rigide analytique
et son action de I'opérateur U,. Notons que la méthode de Taylor-Wiles ne
peut pas étre appliquée naivement aux formes modulaires classiques de poids
un, ces dernieres se comportant mal vis-a-vis des congruences, mais peut étre
appliquée aux formes modulaires p-adiques de poids un. C’est la raison de la
stratégie en deux étapes esquissée précédemment.

Remarquons que dans le travail récent [CG], Calegari et Geraghty ont réussi
a prouver le théoreme lorsque F' = Q et p est globalement minimalement
ramifiée et non ramifiée en p en modifiant la stratégie de Taylor et Wiles pour
qu’elle puisse s’appliquer aux formes classiques de poids un.

Dans cet article, nous suivons la stratégie originelle de Buzzard et Taylor. En
général, les complications de cette stratégie augmentent avec le comportement
de p dans F ou la ramification de p en les places divisant p.

L’article [Sa] traite le cas ou p est totalement décomposé dans F' et ou plg,
est somme de deux caracteres distincts modulo 'idéal maximal de Zp pour
tout v|p. Le cas ou p est non ou modérement ramifié dans F' et p non ramifiée
en p et p-distinguée a été établi dans [Ka] et [P2]. Finalement, le cas ou p est
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non ramifié¢ dans F' et p|g, est somme de deux caracteéres modérés distincts
modulo I'idéal maximal de Z,, pour tout v|p a été résolu dans [KST].

D’apres la théorie de Langlands et Tunnell (voir le lemme 1.1), il suffit
de prouver le théoreme apres n’importe quel changement de base totalement
réel F'/F préservant I'irréductibilité de p. On peut évidemement trouver un
tel F'/F tel que p\GF, devienne non ramifiée en toutes les places divisant p
mais bien siir, p sera en général tres ramifié dans F’. Notre tache ainsi est
réduite au cas ou p est non ramifiée en p mais F' arbitrairement ramifié en p.

La premiere étape vers la modularité, qui consiste a prouver la modularité
p-adique de p (de 2" manieres ou r est le nombre de places au-dessus de p
dans F') se généralise facilement aux corps totalement réels arbitraires. Grace
a 'argument non publié de Taylor [Ta2], il est méme possible d’éliminer 1’hy-
pothese de distinguabilité de p en p. D’un autre c6té, la classicité des formes
p-adiques attachées a p est plus difficile a établir, et ceci spécialement lorsque p
est tres ramifié dans F'. Nous avons heureusement réussi a n’imposer aucune
hypothese sur la ramification de p dans F' dans cet article.

Expliquons maintenant comment nous déduisons les théoremes 0.2 et 0.3.
Nous utilisons dans un premier temps les travaux de Shepherd-Barron et Tay-
lor ([SBT]) qui nous permettent de démontrer la modularité de p dans les
cas d’image projective icosahédrale. En appliquant le théoreme 0.4, nous dé-
montrons la conjecture d’Artin dans le cas icosahédral et obtenons donc le
théoreme 0.3. Il nous reste ensuite a vérifier que toute représentation p comme
dans le théoreme 0.2 est d’image finie, donc justiciable du théoreme 0.3. Le
théoréeme de modularité potentielle 3.1.2 de [BLGGT] appliqué a p, combiné
au théoreme 0.4, nous permet de démontrer la modularité potentielle de p. La
finitude de p en découle.

Cet article est divisé en trois parties. La premiere contient diverses réduc-
tions ainsi que les démonstrations des théoremes 0.2 et 0.3 a partir du théoreme
0.4. La seconde aborde la méthode de Taylor-Wiles ; on y prouve le théoreme
de relevement modulaire p-adique. Dans la troisieme partie, on démontre le
théoreme de classicité. Voila a présent le contenu plus détaillé de chacune de
ces parties section par section.

Dans la premiere section, nous vérifions qu’il suffit de montrer le théoreme
0.4 dans le cas ol p est non ramifiée en p et résiduellement modulaire associée
a une forme ordinaire de niveau et caractere central bien ajusté vis-a-vis de p.
Nous utilisons les techniques de changement de base résoluble, d’augmenta-
tion ou de diminution du niveau. Dans la seconde section, nous expliquons
comment déduire les théoremes 0.2 et 0.3 a partir du théoreme 0.4. Pour cela,
nous démontrons que les représentations galoisiennes impaires d’image rési-
duelle projective icosahédrale deviennent résiduellement modulaires apres un
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changement de base résoluble. Nous reproduisons essentiellement I’argument
de [Tal], article lui-méme basé sur [SBT].

Les sections 3, 4 et 5 traitent de déformation des représentations galoi-
siennes. Les résultats principaux sont obtenus dans le paragraphe 4.1 ou 'on
étudie les anneaux de relevements triangulaires supérieurs. Dans ce para-
graphe, nous donnons une interprétation galoisienne en les places divisant p
a lexistence de diverses formes modulaires p-adiques attachées a p, ceci en
suivant [Ta2].

Dans la section 6, on introduit les variétés et les formes modulaires de
Hilbert utiliSees dans cet article. Nous prouvons un théoreme de controle ho-
rizontal (relativement au niveau) utile pour construire plus tard les systémes
de Taylor-Wiles. Ce théoreme de controle est une conséquence de I’annulation
des images directes supérieures du faisceau structural cuspidal entre compac-
tifications toroidales et minimales des variétés de Hilbert.

Dans la section 7, nous prouvons finalement le théoreme de relevement mo-
dulaire p-adique, qui prend la forme suivante. Soit V' I'espace des formes mo-
dulaires p-adiques, qui sont des fonctions sur la tour d’Igusa du lieu ordinaire
de la variété de Hilbert attachée a F', de niveau N premier a p et déterminé
par p. Rappelons que cet espace contient toutes les formes classiques de poids
variable mais de niveau modéré N fixé et que ces formes y sont denses. Il
est muni d’une action de 1’algebre de Hecke T™VP de niveau premier & Np et
des opérateurs U, pour tout v|p. Soit V[p] le sous-espace p-isotypique pour
'action de TV?. Nous démontrons que V[p] possede des vecteurs propres si-
multanés pour les opérateurs {Uv}v|p associés a toutes les valeurs propres de
{p(F'roby)}y|p- Ces espaces propres devraient correspondre a I’espace engendré
par toutes les p-stabilisations possibles de la forme classique que 1’on souhaite
attacher a p. C’est ce que nous allons prouver dans la troisieme partie de cet
article, qui commence par la section 8.

Dans cette section 8, nous axiomatisons les données fournies par le théoreme
de relevement modulaire. Nous prouvons un théoreme général de classicité,
caractérisant, pour tout k € Z, l'espace M}, des formes classiques de poids
k, niveau premier a p, dans l'espace V) des formes modulaires p-adiques de
poids k. Rappelons qu’on dispose d’un opérateur de Frobenius ¢ agissant sur
le module V.

Théoréme 0.6. — Une forme modulaire p-adique f € Vi provient d’une
forme classique dans My, si et seulement si ¢.f est une forme surconvergente
de pente finie.

Dans la section 9, nous rassemblons les prérequis nécessaires a la démons-
tration du théoreme 0.6, portant sur les groupes p-divisibles de type Hilbert-
Blumenthal. La plupart des résultats obtenus sont des prolongements faciles
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d’énoncés figurant déja dans la littérature : théorie des déformations, modele
local, théorie de Dieudonné-Manin... Nous ne cherchons pas a y établir les
résultats les plus généraux ou élégants possibles. Le paragraphe 9.5 contient
les idées clés nouvelles de la preuve du théoreme de classicité dans le cas tres
ramifié. Le résultat est grosso modo le suivant : soit G un groupe de Barsotti-
Tate sur un anneau de valuation Ok complet de caractéristique mixte équipé
d’une action de I’anneau d’entiers O, d’une extension finie de Q,, de degré g.
On suppose que G a dimension g, hauteur 2¢g et est Op-polarisé. Ainsi G est
par définition un Barsotti-Tate de Hilbert-Blumenthal (BTHB). Nous prou-
vons que si G est connexe et devient non simple comme Op-module sur O,
ou C désigne la complétion d’une cloture algébrique de K = Og[1/p]), il est
déja non simple sur Og. De plus, tous les facteurs de Jordan-Holder de G
sont caractérisés par 'action de O sur leur algebre de Lie. Cette rigidité
des BTHB non simples meéne a la définition des sous-groupes spéciaux de G,
qui généralisent les sous-groupes canoniques (voir aussi [PS2] dans lequel des
sous-groupes spéciaux sont définis lorsque L est non ramifiée sur Q,). Ces
sous-groupes spéciaux jouent un role clé dans 'article.

Dans la section 10, nous démontrons le théoreme 0.6. Soit f et ¢.f comme
dans I’énoncé du théoreme. La forme ¢.f est surconvergent de pente finie sur
la variété de Hilbert Xo(p) de niveau iwahorique en p. Le fait que ¢.f soit le
frobenius de f implique que ¢.f vérifie une donnée de descente vers la variété
X de niveau premier & p, sur le lieu ordinaire. Grace aux opérateurs U,, on
peut étendre ¢.f sur une région de Xp(p) qui n’est jamais toute la variété,
méme lorsque ' = Q, de part la présence de variétés abéliennes de groupe
de Barsotti-Tate non simple. Quand l'indice de ramification de p dans F est
inférieur a p — 1, cette région recouvre essentiellement la variété X de niveau
premier a p, et 'on peut réaliser la descente étale de ¢.f pour obtenir une
forme classique de niveau premier a p (en fait f), comme dans [Bu] pour
F = Q ou dans [P2]. Quand lindice de ramification dépasse p, la région
de prolongement n’est plus assez grande. L’astuce est alors de descendre ¢.f
sur un ouvert de X puis de la remonter sur Xo(p). De cette maniére, on a
défini ¢. f sur une région plus grande de Xy (p) qui contient beaucoup de points
avec un groupe de Barsotti-Tate associé non simple. On peut alors étendre
encore plus ¢.f grace aux opérateurs U, et 'on obtient enfin un domaine de
prolongement qui couvre essentiellement X . On réalise alors une descente étale
supplémentaire pour prouver la classicité de ¢.f en niveau premier a p. Toutes
ces opérations de prolongement et de descente étale sont délicates et reposent
sur la compréhension des variétés de Hilbert rigides analytiques et de leurs
familles universelles de groupes de Barsotti-Tate.

Nous remercions David Geraghty, Payman Kassaei, Amaury Thuillier, Yi-
chao Tian et Shu Sasaki pour d’utiles discussions, ainsi que Fred Diamond
et Pierre Colmez pour avoir trouvé des erreurs dans une version préliminaire
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de ce texte. Cet article n’aurait jamais vu le jour sans les travaux profonds
de Richard Taylor sur le sujet, travaux qui ont eu une grande influence sur
les auteurs. Nous remercions le rapporteur pour une relecture tres attentive.
Nous remercions enfin les programmes ANR-BLAN-0114 et ANR-14-CE25-
0002 pour leur support.

PARTIE 1
REDUCTIONS ET PREUVE DES COROLLAIRES

1. Une forme faible du théoréme

Commencons par rappeler les célebres résultats de Langlands et Tunnell sur
le changement de base résoluble en dimension deux.

Lemme 1.1. — Soit L/F une extension résoluble de corps de nombres et p :
Gr — GLso (Zp) une représentation galoisienne irréductible. Si p est modulaire,
il en est de méme de sa restriction a Gr,. Inversement, si p|g, est irréductible
et modulaire, p est également modulaire.

Preuve. La premiere assertion résulte directement de la théorie de Langlands
et Tunnell. Pour prouver la seconde, on se réduit au cas ou L/F est abélienne.
Soit II la représentation automorphe cuspidale de GLy sur L associée & pl|q, -
On a II ~ ITo o pour tout ¢ € Gal(L/F'). Par Langlands-Tunnell, il existe
une représentation automorphe cuspidale m de GLg sur F' telle que II soit le
changement de base de 7. La représentation galoisienne p, associée a mw vérifie
prla, = pla, - Par le lemme de Schur, il existe un caractere x de Gal(L/F) tel
que pr ® x =~ p. Ainsi p est modulaire associée a 7 - x o det. 0

Notre but est maintenant de montrer que le théoreme 0.4 résulte de ’énoncé

suivant.

Théoréme 1.2. — Soit F' un corps de nombres totalement réel. Soit p :

Gr — GLa(Zy) une représentation galoisienne continue non ramifiée hors
d’un nombre fini de places 3. Notons ¥, = X U {v,v|p} et supposons que

1. p est impair,

2. X ne contient pas de place divisant p et pour tout v € X2, la représentation
p(I,) est unipotente non triviale,

3. p est totalement impaire,
4. p|GF<<p> est irréductible,

5. plap, =1 pour tout v € X,
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6. sip=7>5 et Proj(p)(Gr) ~ PGLy(F5), alors [F((5) : F] =4,

7. p a un relevement modulaire py associé a une forme cuspidale propre
ordinaire f de poids paralléle,

8. la forme modulaire f est non ramifiée en tout v ¢ ¥,,
9. la représentation automorphe associée a f est spéciale en tout v € 3,

10. la représentation automorphe associée a f a un caractére central corres-
pondant a det p via la théorie du corps de classe global.

La représentation p est modulaire associée a une forme de Hilbert de poids un.

Remarque 1.3. — Ce théoreme implique en particulier que > = &, ce qui
n’était pas supposé a priori.

Proposition 1.4. — Le théoréeme 1.2 implique le théoréeme 0.4.

Preuve. Soit p comme dans I’énoncé du théoreme 0.4. D’apres le lemme 1.1,
il suffit de prouver la modularité de p apres un changement de base résoluble
totalement réel F'/F tel que p|g,, reste irréductible. On réalise un changement
de base résoluble totalement réel F'/F tel que

® plg,, est non ramifiée aux places divisant p et l'inertie agit de maniere
purement unipotente aux places ne divisant pas p,

o J(Gr) = p(Gr),

° ﬁ|GF, est trivial pour tout v|p et toutes les places de ramification v de p.
e si p =5 et Proj(p)(Gr) ~ PGLa(F5), alors [F'((5) : F'] =4,

Comme p est modulaire, p|g,, reste modulaire par changement de base
résoluble.

On ajuste a présent le niveau d’une forme ordinaire cuspidale propre g
pour GLg sur I’ telle que p; = ﬁ\GF,. Par la théorie de Hida, on peut sup-
poser que ¢ a un poids parallele. Aprés un changement de base résoluble to-
talement réel supplémentaire F”/F’ préservant I'irréductibilité de p| anc) €t
I’hypothese 6, on peut supposer que g est non ramifiée ou spéciale aux places
ne divisant pas p. On applique les lemmes 3.1.4, 3.5.2 et 3.5.3 (Pastuce de
Skinner-Wiles) de [K1] et 'on déduit qu’il existe une extension totalement
réelle résoluble F”'/F et une forme propre f de poids parallele pour GLo
sur F" qui est ordinaire, vérifie py = plg,.,,, a son caractere central donné
par la restriction de det(p) et qui est non ramifiée en toute place hors de 3,
et spéciale en toute place de X. On peut supposer que la représentation

p’GF'”(Cp)

reste irréductible et que 'hypothese 6 est vérifiée si nécessaire. On peut donc
appliquer le théoréme 1.2 et en déduire la modularité de p|g,,, donc de p. OJ
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2. Modularité résiduelle

Nous prouvons a présent quelques cas de modularité résiduelle et expliquons
la démontration des théorémes 0.2 et 0.3 énoncés dans I'introduction.

2.1. Modularité potentielle des représentations icosahédrales. —
Soit p : G — GLa(F5) une représentation galoisienne totalement impaire ou F’
est totalement réel. On suppose que Proj(p)(Gr) est isomorphe & PSLa([F5) ~
As.

Lemme 2.1.1. — 1l existe une extension résoluble totalement réelle F'/F
et une représentation p : Gpr — GLo(F5) équivalente a ﬁ]GF,, qui a pour
déterminant le caractére cyclotomique modulo 5.

Preuve. Notons ¢ le caractére cyclotomique modulo 5 et ¢ = det(p). Soit
F1/F Textension résoluble totalement réelle donnée par le noyau du carac-
tere 1pe~!. Posons F' = Fj(v/5). C’est bien une extension totalement réelle,
résoluble de F. Par ailleurs e(Gp) = {1,—1} C F. Il résulte alors de la
classification de Dickson des sous-groupes finis de PGLa(F5) que Proj(p)(Gr)
est conjugué a PSLy(F5). Soit p : G — GLa(F5) une représentation conju-
guée a plg,,, telle que Proj(p(Grr)) = PSLy(F5). Donc pour tout o € Gpr,
plo) = M.Z ou M € SLy(F5) et Z = z.Id est une matrice diagonale. Comme
22 =¢(o) € {1,—1} C F¥, on en déduit que z € FZ et que j prend ses valeurs
dans GLa(F5).

O

Lemme 2.1.2. — Il existe une extension totalement réelle résoluble F" /F'
et une courbe elliptique E — Spec(F") telle que

o E[5] ~ ﬁ‘GF//’
o [image de Gpr dans Aut(E[3]) est GLa(F3),

e la courbe E est ordinaire en toutes les places divisant 15.

Preuve. Soit X; — Spec F” la forme tordue de X5 introduite page 3 de [SBT].
Il y est prouvé que X; ~ }P’}w. Pour toute place v|15, choisissons une courbe
elliptique ordinaire E, — Spec F. Il existe une extension totalement réelle,
résoluble F”/F’ telle que pour tout v|15 et toute place v’ de F” divisant v

pEv[E)]‘GE/// gﬁ’GF”, .

On obtient ainsi des points z,, dans X;(F.;) pour tout v'|15. Soit U,/ un voisi-
nage v-adique de x,s consistant en des points ayant bonne réduction ordinaire.
Soit Y; — X le revetement de degré 24 introduit dans la preuve du théo-
reme 1.2 de [SBT]. Par approximation faible et le théoreme d’irréductibilité
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d’Ekhedal, on peut trouver un point

z € X5(F")n () Uy
v’|15

tel que la fibre de  en Y} soit le spectre d’une extension de degré 24 de F”.
La courbe elliptique correspondant a x convient. O

On en déduit finalement le résultat suivant, qui n’est qu'une variante du
théoreme 1.2 de [SBT]. Rappelons que nous avons supposé que Proj(p)(Gr)
est isomorphe PSLy(FF5) et que p est impaire.

Proposition 2.1.3. — 1l existe une extension totalement réelle résoluble
L/F telle que p, est ordinairement modulaire.

Preuve. On applique les lemmes 2.1.1 et 2.1.2 et 'on obtient une courbe
elliptique E sur une extension totalement réelle résoluble L/F telle que E[5]
est isomorphe & p|g,. Par Langlands-Tunnell, E[3] est modulaire. Par le
théoreme de relevement modulaire de Kisin [K1], la courbe E est modulaire
et il en est de méme de E[5] et de p|g,.. La forme modulaire correspondante
est ordinaire car F est ordinaire en les places divisant 5. O

2.2. Corollaires. — Expliquons a présent comment déduire les théoremes
de l'introduction.

Corollaire 2.2.1. — Soit p: Gr — GLa(Z5) une représentation galoisienne
géométrique totalement impaire de poids de Hodge-Tate nuls. Supposons que
Proj(p)(Gr) ~ PSLa(F5) ~ As. La représentation p est modulaire.

Preuve. Grace au lemme 1.1, on peut montrer la modularité apres tout
changement de base totalement réel résoluble. Il suffit d’appliquer la proposi-
tion 2.1.3 et le théoreme 0.4. O

Corollaire 2.2.2. — Soit F' un corps totalement réel et p : Gp — GLg(C)
une représentation irréductible totalement impaire d’image finie. Alors p est
modulaire associée d une forme cuspidale propre de poids un.

Preuve. D’apres la classification des sous-groupes finis de PGLy(C), on sait
que Proj(p)(GF) est isomorphe a Ay, Sy, As ou au groupe dihédral Do,
d’ordre 2r avec r € N. Dans les cas Da,, A4 et Sy, la modularité de p résulte des
travaux classiques de Artin, Hecke, Langlands [La] et Tunnell [Tul]. Il reste
A traiter le cas As. On peut choisir un isomorphisme C ~ Qs et voir p comme
une représentation a valeurs dans GLa(Zs). On en déduit que Proj(p)(Gr)
est isomorphe & Aj car le noyau du morphisme de réduction de PGLy(Zs5)
dans PGLy(FF5) est pro-résoluble. On applique alors le corollaire 2.2.1. O
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Corollaire 2.2.3. — Soit p : Gp — GLa(Z,) une représentation géomé-
trique totalement impaire de poids de Hodge-Tate nuls. Supposons que p > 3,
que ﬁ|GF(Cp) est irréductible et que si p =5 et Proj(p)(Gr) = PGLy(F5) alors
[F(¢5) : F] =4. Alors p est d’image finie et donc modulaire.

Preuve. D’apres [ BLGGT], thm. 3.1.2, on peut trouver une exension de corps
totalement réel F”/F telle que plc,, est ordinairement modulaire, p|gr (¢, reste
irréductible et si p = 5 et Proj(p)(Gr) = PGLy(F5) alors [F'(¢5) : F'] = 4.
D’apreés le théoreme 0.4, p|g,, est modulaire, donc d’image finie. Il en résulte
que p est d’image finie et donc que p est une représentation d’Artin, a laquelle
on peut appliquer le corollaire 2.2.2. ]

PARTIE II
DEFORMATIONS ET METHODE DE TAYLOR-WILES-KISIN

Dans cette partie, considérons p comme dans 1’énoncé du théoreme 1.2.
Grace a la méthode de Taylor-Wiles, nous allons attacher a p un espace vec-
toriel de dimension finie de formes modulaires p-adiques. Cet espace devrait
étre engendré par les restrictions au lieu ordinaire des diverses p-stabilisations
de la forme modulaire classique de poids un recherchée.

Soit O un anneau de valuation discrete de caractéristique mixte (0,p), de
corps résiduel F et de corps des fractions E. Soit 7 une uniformisante. Sup-
posons que p prend ses valeurs dans O. Notons p la représentation résiduelle
associée et ¥ le déterminant de p. Soit ARp la catégorie des O-algebres ar-
tiniennes de corps résiduel F. Pour tout extension E’ de FE, soit ARg la
catégorie des F’-algebres artiniennes de corps résiduel E’. Soit ¥ 1’ensemble
fini de places ou p est ramifiée (on obtiendra & la fin de la démonstration que 3
est vide) et ¥, 'union de ¥ et des places divisant p.

Pour tout place finie v de F, soit G, un groupe de décomposition en v et I,
son sous-groupe d’inertie.

3. L’algebre A et les déformations du déterminant

Soit x, : Gr — Z, le caractere cyclotomique p-adique. Notons H =
Xp(GFr). On a H = H; x H; ou l'indice t signifie « torsion » et I « libre ».
De plus H; ~ Z,. Soit A = O[[H;]] I algebre de groupe complétée. Remar-
quons que A ~ O[[T]].



12 Vincent Pilloni et Benoit Stroh

Le caractére cyclotomique est un morphisme x, : Gp — H. Sa projection
sur H;, composée avec I'inclusion H; < A* fournit ainsi un caractére univer-
sel x“" : Gp — A*. On forme le caractere Y x*" : Gp — A* comme le produit
de ¥ et de x"".

Pour tout entier & € Z, on dispose du caractere k : H; — O* qui est
I’élévation a la puissance k, suivie par l'inclusion naturelle H; < O*. On
en déduit une application de spécialisation k : A — . On appelle Spec A
I’espace des poids car il sera la base de nos familles de formes de Hilbert p-
adiques ordinaires de poids parallele. Tout entier & € Z définit comme avant
un O-point de Spec A. On sera tout spécialement intéressé par la spécialisation
en 0 de ¥x"", spécialisation égale a .

Soit v|p une place de F' divisant p. Il peut exister un point x € Spec(A)(O)
tel que Yx¥"|1, = Xp|1,- Dans une telle situation, ¥x%"|, est égal a la spécia-
lisation en 1 de ¥ x""™ a un caractere d’ordre fini pres car 1 est par hypothese
non ramifié en v. Ce phénomene conduirait a des complications lors de calculs
d’anneaux de déformations expliqués dans la section suivante. On ’évite donc
de la maniere suivante. Soit h un générateur topologique de H;. Soit A ~ O[[T]
I’isomorphisme envoyant h sur 1 + T. Soit ¢ I'’endomorphisme de A obtenu
en envoyant 7" sur pT'. Soit ¥ = ¢ (x"") : G — A*. On pose W = Spec(A)
qu’on munit du caractere ¥ : Gp — A*. Il est & présent simple de vérifier qu’il
n’existe aucun point € W(O) tel que ¥,|r, = xp|1,.- Géométriquement, nous
avons juste remplacé la boule de départ Spec(A) par une autre boule toujours
isomorphe & Spec(A), centrée en 0 mais de rayon plus petit.

4. Anneaux de déformations locales

4.1. En les places divisant p. — Soit v|p une place de F divisant p.
Soit DY le foncteur de AR dans la catégorie ENS des ensembles qui pa-
rametre les déformations cadrées de p|g,. Ce foncteur est représentable par
un schéma DS’ = Spec R.. Le déterminant fournit une application D' —
Def(1) ot Def(1) est I'espace de déformation du caractere trivial ¢|q,. Soit
DY = Spec Ry"" le produit fibré D xperqy W. Soit £ — Dy le schéma
relativement projectif qui est le fermé de

PLow
paramétrant les droites L de la représentation universelle qui sont stables
sous 'action du groupe G, sur lesquelles le sous-groupe I, agit trivialement.
Soit S = Spec OJ[T]] l'espace de déformations non ramifiées du caractere
trivial de G,,. Le caracté/r\e universel envoie alors le Frobenius géométrique sur
1+ T € O[[T]]*. Soit GL2 la complétion formelle de GLg sur O le long de sa
section neutre en fibre spéciale.
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Sur DIt = § x W x @ on définit une déformation verselle scindée et
cadrée de p par la formule M (pe; W~ teg) M1 ol ¢ est le caractere universel
non ramifié et M la matrice universelle. Cela fournit un morphisme DP!t —

0,v
Dy .

Proposition 4.1.1. — Le schéma L[1/p] est formellement lisse sur W[1/p)
de dimension relative 3 + [F, : Qp] et est irréductible.

Preuve. Montrons d’abord que £[1/p] est connexe. Considérons le diagramme
cartésien suivant

LxDwit 4 p
T
Dsplit DE:‘I’

On affirme tout d’abord que £ x D% est formellement lisse sur Spec O.
Soit en effet A’ — A une surjection dans ARe. Clairement, il n’y a aucune
obstruction & relever un triplet (L4, 4, U4, M4) € £ x D (A) en un triplet
(LA/, war, War, MA/) e L x DsPlit(A/).

On affirme ensuite que £ x D*P!#[1 /p] est connexe. Soit en effet A ’anneau de
fonctions de D! et B = HO(L x D*P O, pspiir). Alors B est une A-algebre
finie. Elle est en fait locale car la fibre de f sur le point fermé de DP!t est
un P! donc est connexe. Soit e € B[1/p] un idempotent. On affirme que e € B,
ce qui implique que e = 1 puisque B est local. Pour le voir, introduisons n € N
le plus petit entier tel que 7"e € B. On a alors m2"e? = 72"e. Si n > 1 alors
(7"e)? € mB. Comme L x D! est formellement lisse, sa fibre spéciale est
réduite et 1’on trouve donc que 7"e € 7B, ce dont I'on déduit que 7" e € B.

On en déduit maintenant que L£[1/p] est connexe. Il suffit de montrer que le
morphisme g induit une surjection sur les ensembles de composantes connexes.
Soit x € L[1/p] un point fermé correspondant & un O’-point de £ ot O’ est
un anneau de valuation discréte fini et plat sur O. Soit 7’ une uniformisante
de O'. Az correspond une déformation galoisienne cadrée

_ (¥ b
Px = <0 \I’x@_1>

munie de la droite stable O e; et d’un isomorphisme de déformations cadrées
pz = p. Ce dernier isomorphisme implique que le cocycle b peut s’écrire 7't/
pour b’ un cocyle a valeurs dans O’. On considere alors la déformation cadrée

a valeurs dans O'[[X]]
(e XV
Pz = (0 \I’x90_1>
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munie de I'isomorphisme pz ~ p, ~ p. Soit L la droite stable O’[[X]]-e; munie
de Taction induite par ¢. On obtient donc un morphisme Spec O'[[X]] — L
induit par (pz, L). En spécialisant en 7/, on trouve p, alors qu’en spécialisant
en 0, on obtient une représentation scindée dans I'image de g.

Soit E’ une extension finie de E. Soit x € L[1/p|(E’) et y son image dans W.
Montrons que la complétion formelle

L[1/p]
est formellement lisse sur I/V/[m)]y Utilisons pour cela [K1], sect. 2.3 et [Ge],

sect. 3.2 qui fournissent une interprétation modulaire des complétions formelles
des espaces de déformations. Par hypothése, p, est de la forme

© b
0 \I’xgo_l

ou E’ - ey correspond & la droite stable. Soit B le sous-groupe de Borel de GLo
sur £’ qui stabilise E’ - e1. Soit D%}x le foncteur de AR g dans ENS qui para-
metre les déformations cadrées de p, a valeurs dans B et de premier coefficient
diagonal non ramifié. Ce foncteur est représentable par Dgz = Spec R%x ou
R% , est une E’-algebre complete ncethérienne de corps résiduel E’. 11 existe
un morphisme
Dp, — Def(¥,)

ou Def(¥,) est l'espace de déformation de ¥,. On dispose d'une application
—y — .Y
WI1/p]" — Def(¥;). Posons alors Dg’j = Dl%],x Xpef(w,) W([1/p] . D’apres le
lemme 4.1.2, on sait que Dg’f est formellement lisse sur

——y

W1/p]
de dimension relative 2 + [F), : Q,]. Soit GR — Spec(E') la grassmannienne
formelle qui parametre les droites de E’ % de réduction e E’. Cet espace est
formellement lisse de dimension 1. Finalement par [Ge], coro. 3.2.2, il existe
un isomorphisme naturel

N

GR x D5Y — L[1/p]
et I'on en déduit la proposition. O

Lemme 4.1.2. — Dg’f est formellement lisse sur W]y de dimension re-
lative 2 + [F, : Q).

Preuve. Soit A’ — A une surjection dans AR g de noyau I tel que my/-I = 0.

Soit
pa= (%A ba
0 Vapy!
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un A-point de Dg’f. Remarquons d’abord qu’il n’y a pas d’obstructions a

relever ¢4 en un caractére non ramifié g : G, — A’ et U4 en

—

y
Wy e WP (4).
Ensuite un calcul standard montre que l'obstruction a relever b4 en un co-
cycle by est contenue dans H?(Gy, U '¢0?) @ I qui est nul par dualité locale.
On a utilisé ici que W, 'p? n’est pas le caractere cyclotomique. L’espace tan-
gent & DE@ a pour dimension
2+ dimp ZH(Gy, U 10?) = 24 dimp HY(G,, ¥, 0?) —
dimp H(G,, U p?) + 1
= 3+ [F,: Q)+ dimp H*(G,, U, 'p?)
3+ [Fy - Qpl.
O
Notons D2[1/p] = Spec R2[1/p] V'image de £[1/p] dans D5"V[1/p] et DL =
Spec R% sa cloture schématique dans D5"Y. Ensemblistement, Spec R2[1/p]
consiste en les déformations conjuguées a des déformations triangulaires supé-
rieures de premier caractere diagonal non ramifié et de déterminant V.

Proposition 4.1.3. — Le schéma DS est irréductible, réduit de dimension
relative inférieure a 3+ [F, : Qp] sur W.

Preuve. Cela résulte immédiatement de la proposition précédente. ]

Suite & une suggestion de Taylor, nous introduisons un revétement de D7 .
Notons p“" la déformation universelle. Soit s € G, un relevement du Frobenius.
Considérons anncau R5'V*[1/p] =

Ry [1/p|[U])/ (UF = Tep™ (s)Us + U(s), p*" (ts) = W(s)Uy (0" (t) — 1) + p*"(5), Vt € L)
et posons D5 V*[1/p] = Spec RSV [1/p).

Remarque 4.1.4. — Il faut penser a DU [1/p] — DA[1/p] comme & 'espace
qui parametre la valeur propre de s apparaissant sur une droite non ramifiée.

Proposition 4.1.5. — Le morphisme D5V [1/p] — DA[1/p] est générique-
ment un isomorphisme. Le schéma D5V [1/p] est irréductible et réduit.

Preuve. Calculons la fibre du morphisme f : D5V [1/p] — D2[1/p] en un
point . Supposons que
_ (v b
Pr=\0 Wup!

Supposons d’abord que p,|;, = 1. Alors
f~ (@) = Spec k(2)[Un])/ (U7 = (#(s) + als)p(s) Uy + Wa(s)) -
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Ceci est un revétement étale de degré deux si o(s) # W, !(s) et un revéte-
ment ramifié de degré deux sinon. Supposons maintenant que py|;, # 1. On a
Uy, = ¢(s). Donc f est un isomorphisme sur l'ouvert ou p""|;, # 1. En effet,
lapplication £[1/p] — DL[1/p] est un isomorphisme sur le lieu ot p“*|;, # 1
et U, est la valeur propre de p""(s) sur la droite stable non ramifiée. Pour
prouver les autres assertions, il est suffisant de montrer que tout point fermé

z € Dy [1/p]

avec py|r, = 1 admet une générisation & € D5V"[1/p] avec pz|7, # 1. Suppo-

sons donc
_ (¥ b
Px = (0 \I’x@_1>

avec b un cocycle dont la restriction a l'inertie est triviale et ¥, = v est
non ramifiée. Soit ¥’ un cocycle ramifié (cela existe bien!). Pour terminer la
démonstration, il suffit de considérer la déformation cadrée

(¢ b+ XV
Pz = 0 \Ijmﬁpil
sur O'[[X]] et de poser U, = ¢(s). O

Remarque 4.1.6. — On a vu que le revétement DoV [1/p] — DA[1/p] est
de degré deux exactement aux points non ramifiés et de degré un autrement.
C’est une explication galoisienne locale pour I'existence de formes compagnons
dans le cas non ramifié.

Remarque 4.1.7 — 1l est possible d’avoir une intuition géométrique pour le
morphisme D5V [1/p] — D2[1/p] en considérant I'exemple analogue suivant.
Soit f: X — A(lc une famille de courbes singulieres dont chaque fibre a un
unique point singulier. Supposons que ce point soit une noeud si ¢ # 0 et un
cusp si t = 0. Soit 7 : Y — X la famille des normalisations des f~!(t) pour
tout ¢ € A{. Alors 7 est fini, birationnel et un isomorphisme sur le lieu lisse
de f, un revétement étale de degré deux sur le lieu singulier de f] AL\{0} et un
revétement ramifié de degré deux sur I'unique cusp.

Soit D5V = Spec RSV 'adhérence schématique de D5V [1/p] dans

Spec R [U,]/ (Ug — Trp*™(s)Uy, + W(s), p""(ts) = W(s)U, L (p*"(t) — 1) + p*"(s), Vt € L) .

v

5 , R ov 2 O,w A - A
C’est donc un schéma integre. Posons RIFZOC = Qulp B’y R, 15 = Oypp Ry,
Rﬁ’f{oc = ®U|p RS e 61t tous les produits tensoriels sont pris au-dessus de A.
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4.2. En les places de Taylor-Wiles. — Soit v une place de F' qui n’est
pas dans X,. Supposons de plus que Ng/g(v) = 1 mod p et que p(F'rob,)
a deux valeurs propres distinctes @, et (,. Soit R, l’anneau de déformation
de plg,. Le déterminant fournit une application Spec(R,) — Def(¥|g,) vers
I'anneau de déformations de 1. Notons

v
R, =R, ®ﬁDef<1va) A

Soit A, le sous-groupe de p-Sylow de k(v)* et d, : I, = O[A,]* le caractere
obtenu par la théorie du corps de classe local. Définissons maintenant une
application formellement lisse Spec R, — Spec O[A,]. Soit A € ARp. Toute
déformation de p & A est équivalente &

oy 0
0 By

ol au, et B, sont des caractéres modérément ramifiés relevant @, et f,. Le
caractere |7, définit un A-point de Spec O[A,] et nous obtenons bien une
application Spec R, — Spec O[A,]. Par extension des scalaires, on obtient
également une application A[A,] — RY.

4.3. Représentations spéciales. — Rappelons que x, désigne le caractere
cyclotomique p-adique. Notons comme d’habitude V(1) le twist d’une repré-
sentation V' par x;. Soit v € ¥ une place de F'. Par hypothese, pla,, et Xplay,
sont triviaux. Notons DY le foncteur de AR dans ENS qui parameétre les
déformations cadrées de p|g,, de déterminant non ramifié. Il est représentable
par un schéma DE = Spec RE. Rappelons des résultats de Kisin [K1, sec.2.6]
sur la structure de cet anneau de déformations. Notons comme précédemment
Def(1) I'espace de déformations non ramifiées du caractere trivial. Il existe
une application déterminant DY — Def(1).

Le schéma DE‘ a deux composantes irréductibles notées D;’ = Spec R;’
et Dy = Spec R)". Elles sont plates sur O et sont formellement lisses
sur Def(1)[1/p] de dimension relative 3. Pour toute extension finie E’ de E,
la composante D,F(E’) parametre les déformations cadrées extensions de n
par 77(1) ol 7 est un caractére non ramifié de G, — O de réduction triviale.
Pour toute extension finie E’ de F, la composante DY (E’) correspond aux
déformations cadrées non ramifiées.

Notons R - R} ®@pef(1) A et R}fr’q} = Ry" ®per(1) A- Notons aussi Dg’ =
DPY UDE™Y = Spec RY qui est un sous-schéma fermé de DY Xpef(1) W. Nous
noterons enfin

RPY =GR,

R;r’q’ = ®v\2R3T et R% = ®v\2R3’ ol tous les produits tensoriels sont pris
au-dessus de A.
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Soit s un relevement de I’élément de Frobenius. On vérifie aisément que
R = Ry (U] /(U7 = Tr(p"(s))Us + W(s))

est irréductible. D’un autre coté, anneau RePY[1/p][U,] /(U2 =Tr(p" (s))Uy+
U(s)) a clairement deux composantes connexes, l'une donnée par 1’équation
U2W(s)~t = N(v) et l'autre par U2¥(s)"! = N(v)~!. Nous appellerons
RPY.Uv Padhérence schématique dans

RP U]/ (U5 = Ta(p" (5))Us + (s))

de la composante en fibre générique d’équation U2W¥(s)~! = N(v). Notons
W, Uy ‘ ’
Spec R, " le sous-schéma fermé de

Spec Ry [U,]/(UF = Te(p™ (s5))Uy + ¥(s))
égal a Spec R*PY:Uv U Spec R*¥:U», Notons enfin
REHY = Gy R

v 5 5 v N . .
Ry U= ®U‘ER3T’\I/’U” et R%’U = Quuhy Uv o1t tous les produits tensoriels

sont pris au-dessus de A.

5. Anneaux de déformations globales

5.1. Notations et définitions. — Notons D le foncteur de AR dans EN S
qui parametre les déformations de p non ramifiées hors de 3, et de déterminant
non ramifié hors des places divisant p. Comme p est irréductible, ce foncteur
est pro-représentable par un schéma D = Spec R. Notons également Def (1;) =
Spec Ag 'anneau de déformations de ) non ramifiées hors de p.

Soit D™ le foncteur de AR dans ENS qui envoie un objet A de AR dans
les classes d’isomorphismes de familles (p, M, v|X,) ou p est une déformation
de p non ramifiée hors de ¥, de déterminant non ramifié hors de p, et ou M,
est un cadrage pour tout v dans ¥,. Ce foncteur est représentable par P =

Spec RP. Le morphisme DY — D est un torseur sous
— D —
GLQ‘ pl /G
ot |X,| est le cardinal de ¥,. De plus, il existe un morphisme canonique D° —
O
Hv\p Dv :
Soit Q I'ensemble des places v de O vérifiant Np/g(v) = 1 mod p. On
note Dg le foncteur des déformations de p qui sont non ramifiées hors de 9%,
et de déterminant non ramifié hors de p. Ce foncteur est pro-représentable

par Do = Spec Rg. La restriction aux places de Q fait de Rg une algebre sur
[[,co OlAL] = O[Ag]. On a alors

Ro ®0jao) O ~ R.
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De maniere similaire, soit ID)B le foncteur des déformations de p qui sont non
ramifiées hors de Q¥, de déterminant non ramifié hors de p, munies d'un
cadrage en les places v|X,. Ce foncteur est pro-représentable par

DS = Spec RS .
Remarquons que R" et RB sont des Ag-algebres. On dispose d’une application

naturelle Ag — A donnée par ¥. Notons RV et RS’\I’ les produits tensoriels

de R et de RB avec A au-dessus de Ag. Il existe également un morphisme
naturel A — O donné par ¥. Notons

RD>’¢)

et Rg’w les produits tensoriels de R7 et de RS avec O au-dessus de Ag. Re-
marquons que RV et RS’\P sont des algebres sur

v O 2 0,0 0o
RM& Q) R =R,
®v\p v | v loc

ou tous les produits tensoriels sont pris au-dessus de A. Notons RIAO’C\I] = R% ®

A AU U pUU AU ) AT O AT
Rpiloc et R, =Ry™ ® Rp—loc' Notons enfin Ry =R, ®RE;C\1, R, et
AU pO AU
R? — R‘? ®RD,\I’ RZOC

loc

pour ? remplacant les symboles () ou Q. Toutes ces algebres sont des A-algebres.
Par convention, lorsqu’on les tensorisera par O au-dessus de A, ce qui corres-
pond a les spécialiser en 0 grace a 1, nous changerons 'exposant W et 9.

5.2. Calculs d’espaces tangents. — Pour tout ensemble fini de places S,
notons Grg le groupe de Galois de 'extension maximale de F' non ramifiée
hors de S. Soit

H' = Ker(H'(Gry,, Ad°p) = @ys, H(Gy, Ad"p)).

Posons h! = dimp H!. On a alors le résultat classique suivant (voir [K1], lem.
3.2.2).

Proposition 5.2.1. — L’algébre R™Y est engendrée sur RIDO’;/} par b1+ |,] —
1 éléments et 'algebre RPY est engendrée sur leogp par h1 4|5, —1 éléments.
Pour tout ensemble Q de places de Taylor-Wiles, notons

Hg = Ker(H'(Gryx,0, Ad%) — @5, H'(Gy, Ad"p)).

Posons AL, = dimp ng

Proposition 5.2.2. — L’algébre RS’\II est engendrée sur Rﬁfj par h1Q+|Ep|f
1 éléments.
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Soit H} = HY(Gpy,, Ad°p(1)) et pour tout ensemble Q de places de Taylor-
Wiles, notons
H} o = Ker (H'(Grox,, Ad’5(1)) = @yoH! (Go, Ad°5(1))) -

Posons h1l = dimgp Hﬁ_ et hﬁ_ 0= dimp H1L o Par la formule de Poitou-Tate, il
vient

ho—hl o = h*(Gr, Ad°p)—h"(Gr, Ad°p(1))+>  h* (G, Ad°p)—=>  1°(Gy, Ad%p).
v|Q v|oo

Ici,

b hO(GF7 Adoﬁ) =0,

o 1%(Gr,Ad"p(1)) =0,

e hW0(G,,Ad"p) = 1 si v|oo.

e h2(G,,Ad%) =1 siv|Q.

On en déduit que hg — hlL,Q =—[F: Q]+ 9.

Proposition 5.2.3 ([K1],3.2.3). — Sous les hypothéses précédentes sur p,

il eiste une suite d’ensembles {Qp}nen de places de Taylor-Wiles de F telle
que

1. £Q, = ht,
2. b} o =0,
8. Npjg(v) =1 mod p" pour tout v € Q.

Corollaire 5.2.4. — Rg’fj est engendré par |S,| —1—[F : Q]+ h! éléments
sur R%’C\P.

6. Variétés de Hilbert

6.1. Variétés abéliennes de Hilbert polarisées. — Par définition, une
variété abélienne de Hilbert-Blumenthal A sur un schéma S est une variété
abélienne de genre [F' : Q] sur S munie d’'un morphisme O — End(A). Pour
tout variété abélienne de Hilbert-Blumenthal A sur S, on note P(A) le faisceau
étale sur S des morphismes symétriques Op-linéaires de A dans sa duale A’
On note P(A)™ le cone des polarisations dans P(A). Ainsi P(A) est un faisceau
en Op-modules projectifs de rang un muni d’une notion de positivité définie

par P(A)".

Soit n un idéal premier de O au-dessus d’un nombre premier ¢ > 3 différent
de p. Faisons les hypotheses suivantes :

1. n n’est pas dans ¥,
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2. ¢ décompose totalement dans Op,
3. £#1 mod p,
4. p(Froby) a des valeurs propres any, (3, telles que oy # £, mod p.

Remarque 6.1.1. — L’existence d’un tel idéal n résulte de [DT], lemma 3.

Soit ¢ un idéal fractionnaire de Of et ¢t le cone de ses élements totalement
positifs. Soit X (¢) — Spec O la variété modulaire de Hilbert pour des c-
polarisations strictes qui parametre les classes d’isomorphismes de données :

1. une variété abélienne A de Hilbert-Blumenthal,
2. une structure de niveau i : 61, < A[n] o1 J est la différente de F,

3. pour tout M € X, un sous-groupe fini étale Hoyy — A[IN] qui est locale-
ment pour la topologie étale isomorphe a Op /N,

4. une c-polarisation ® : (¢,c) ~ (P(A), P(A)") telle que 'application
induite A ® ¢ — A? soit un isomorphisme.

La condition intervenant dans la derniere de ces données est nommée condi-
tion de Deligne-Pappas (voir [DP], condition 2.1.3). La troisieme donnée est
celle d’une structure de niveau Iwahori en 3. On la notera parfois Iw.

D’aprés un lemme de Serre (voir [Mu], p. 191 par exemple), les données
précédentes n’ont pas d’automorphisme non trivial. On en déduit que X (c)
est représentable par un schéma. Notons (A,i,Iw, ®) les objets universels.
Soit {c1, ..., ¢s} un systeme de représentants premiers & p de CI™, le groupe de
classe strict de Op. On pose X =[], X (¢;).

Soit X la complétion formelle de X le long de sa fibre spéciale et X7 le
sous-schéma formel ouvert formé du lieu ordinaire.

6.2. Le faisceau des formes modulaires. — Si A — S est une variété
abélienne de section neutre e, on note wy le faisceau conormal

e*Qz/X

le long de cette section neutre. On note W,14 son déterminant. Soit k € Z. Le
faisceau des formes modulaires de Hilbert de poids k sur W est la puissance
k-ieme wff‘ pour A — X le schéma abélien universel. On le notera plus simple-
ment w®. Soit M un O-module. Le module des formes modulaires de Hilbert de
poids k & coefficients dans M est HY(X,w* ®o M). Une forme modulaire f de
poids k est donc une regle fonctorielle définie sur les familles (A, i, Iw, ®,w) ou
(A,i,Tw, ®) € X et w € w} telle que f(A,i,Iw, &, \w) = A\Ff(A,i,Tw, P, w)
pour tout A € G,,.
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6.3. Action du centre. — Soient ¢ et ¢ deux idéaux fractionnaires
et A € F>T un élément totalement positif induisant un isomorphisme positif
A: ¢ — ¢. On a un morphisme X\ : X(¢) — X(¢') qui envoie (A,i,Iw, ®)
sur (A,i,Tw, ® o A~1). Cela induit en particulier une action de O sur X(c).
Cette action s’étend sur HO(X,w") de la maniere suivante.
Sie e (’);’Jr et f € HO(X,wk), on pose (e-f)(A,i,Iw, ®,w) = f(A,i,Iw,ed,w).

Soit (’);n le sous-groupe de O formé des unités congrues & 1 modulo n. Pour
tout quadruplet (A,i,Iw, ®) € X et

X
€€ OE“,

le morphisme ¢ : A — A induit un isomorphisme entre (A,7,Iw,®)
et (A,i,Iw,e2®). Sa différentielle e* : wl — w} est la multiplication
par N F/Q(e) donc est triviale. Cela implique que 1’élément ¢ identifie les
quadruplets (A, i, Iw, ®,w) et (A,i,Iw, 2P, w).

Notons A = 057"/ (O;}n)Q, ol (O;',n)Q désigne le sous-groupe des carrés de
(9;37“. L’action définie précédemment de O;’Jr sur H(X, w") se factorise par A.
Nous utiliserons plus tard le lemme suivant.

Lemme 6.3.1. — Le groupe A est d’ordre premier a p.

Preuve. Le groupe (’);"Jr/((’);)2 est un 2-groupe. L’ordre du groupe
((9;)2/((9;“ N ((9;)2) divise £ — 1. Le groupe (Olﬁ’n N ((9;)2)/((91:7“)2
est un 2-groupe. O

Soit M un O-module. Notons H(X,w* ®0n M) le sous-module de
H(X,w* ®o M) des invariants sous A. Une forme modulaire f de
poids k dans HO(X,w* ® M)? est bien sir une regle fonctorielle dé-
finie sur les familles (A,i,Iw,®,w) ou (A,i,Iw,®) € X et w € w}
telle que f(A,i,Iw,®, \w) = A Ff(Ai,Iw,®,w) pour tout A € G,
et f(A,i,Iw,e®,w) = f(A,i,Iw, ®,w) pour tout € € (’);’f

Remarque 6.3.2. — Le module H(X,w* ®p M) est relié aux formes au-
tomorphes pour le sous-groupe de Resp/gGL2 des matrices de déterminant
réduit dans G,,,. Prendre les invariants par A permet d’isoler le sous-module
qui est reli¢ aux formes automorphes pour Resp;oGLa.

Notons I(n) le groupe des idéaux fractionnaires premiers a n. Soit FOt
le sous-groupe de F** formé des éléments congrus & 1 modulo n. Le quo-
tient I(n)/Fy"" n’est autre que CIT(n), le groupe de classe strict de rayon n.
Ce groupe est extension

0= (Op/mOp)* JOT — ClT(n) — CIT — 0.
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Notons I(nX) le sous-groupe des idéaux fractionnaires premiers a nX. No-
tons Fég le sous-groupe de F*T formé des éléments congrus & 1 modulo n
et premiers a toutes les places de ¥. L’inclusion naturelle I(nX) < I(n) induit
un isomorphisme

I(n%)/F,5" ~ Cl* (n).

Soit m € I(nX) un idéal entier et ¢ un idéal fractionnaire. On définit un mor-
phisme

[m] : X(¢) = X(m2¢)

de la maniére suivante. Soit (A, i, Iw, ¢) un point de X (¢). Il existe une isogénie
Ym : m® A — A obtenue en tensorisant 'inclusion m < Op par A au-dessus
de Op. Notons [m](A, 4, Iw, ®) la donnée (m ®p, A,i,Iw’, ") ot ¢/, Iw’ sont
obtenus par image inverse de 4, Iw par l'isogénie ¢, et ot ® est la m~2c-
polarisation de m ®p, A déduite de ®.

Définissons & présent une action de m sur HO(X,w)?. Soit ¢; un des re-
présentants du groupe de classe strict. Soit \; : m?¢; — ¢j un isomorphisme
positif ou j désigne un indice bien choisi.

Supposons d’abord que m est premier & p. Pour tout f € HO(X (¢;),w")?,
on définit [m] - f € HO(X(cj),wk)® par [m] - f(A,i,Iw,®,w) = f(m R0,
A7 Iw' , \id', N F/Q(m)*lz/zr’{lw). Cette définition est indépendante du choix
de \; et a un sens puisque NF/@(m)_ldJ;lw est un générateur de wi@A.

Soit maintenant (z) € I(nX) un idéal peut-étre non premier a p. On va
vérifier que la définition précédente a également un sens pour (z). Comme X
est plat sur O, il suffit pour cela de vérifier le lemme suivant.

k)A

Lemme 6.3.3. — Soit R une O-algébre plate et A — Spec R une variété
abélienne de Hilbert-Blumenthal munie d’une polarisation qui vérifie la condi-
tion de Deligne-Pappas. Notons v € Of et P @ (v) @ A — A l'isogénie
canonique obtenue en tensorisant linclusion () — Op par A. Alors appli-
cation N;;Q((x)) -1[)(*96) cwh[1/p] = w(lx)@)A[l/p] induit un isomorphisme de w
dans wz)pA-

Preuve. Notons z : A — () ® A l'isomorphisme induit par x : Op — (z).
D’apres [Vol, thm. 1, Papplication 1/12;) oz* : wl — wl est la multiplication
par Np/g(z). Cela implique que I'application
-1 L1 1
Npg((@)) - ¥y 1 wa — Wipga

est un isomorphisme. O

Comme les idéaux entiers premiers a nX, et les idéaux entiers principaux
premiers a nY engendrent I(nX), on a finalement bien défini une action du
groupe I(nX) sur l'espace des formes modulaires.
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Si I'on suppose que x € FHX;, on peut identifier A et () ® A par 'isomor-
phisme z : Op — (z). Soit

feHY (X, WA,
Sous l'identification précédente,

[(l')]f(Aa 7;3 IWa q)a OJ) = f(A7 i? va (I)v NF/Q(x)NF/Q((m))_Iw) .
Comme x est totalement positif, Np/g(z) = Np/g((x)). Ainsi I'action de I(nX)
se factorise par CI ™ (n). Soit x : Cl*(n) — O un caractere et M un O-module.
Notons
HO(X, Wk @ M)Ax
le sous-module de HO(X,w)® des formes y-équivariantes sous l’action
de Clt(n).

Lemme 6.3.4. — Pour tout O-module M et tout caractére x : ClT(n) —
O, le module HO(X,wk @ M)2X est un facteur direct de HO(X,w* @ M).

Preuve. Remarquons d’abord que H(X,w* @ M)? est un facteur direct
de HO(X,wk ® M) car A est d’ordre premier & p. Notons CI7[2] la 2-torsion
de ClT et CI*[2](n) 'image inverse de Cl*[2] dans CI™(n). Ce dernier groupe
est d’ordre premier & p. On fait agit C1* sur lui-méme par m.c = m?.c. Cette
action se factorise par CI™/CIT[2]. Soient {c},...;¢}} C {e1,...;¢s} des idéaux
fractionnaires représentants les diverses orbites pour cette action. Le module

HO(X, Wk @ M)Ax
est isomorphe au module
& _ H(X(c}),w" @ M)AMort e,

Dans ces formules, 'exposant X|Cl+[2] (n) Signifie qu’on se restreint aux formes x-
équivariantes pour laction de CI™[2](n). Comme ce groupe est d’ordre premier
ap,

HO(X (¢;), 0F @ M)A1X|C1+[2](n)
est un facteur direct de HO(X(¢;),w® @ M)A, O

Remarque 6.3.5. — Ce lemme est peut-étre faux si p = 2 et c’est pourquoi
nous avons fait 'hypothése p # 2 dans le théoreme 1.2.

Les sous-modules des formes cuspidales dans H(X Jwhk @ M ), HO(X, wk @
M)? et HO(X,wk @ M)AX seront notés HY (X, wt @ M), HY, (X, w*® M)A
et ngsp(X ,wF ® M)2X. Le lemme précédent reste valable pour les formes
cuspidales.

Dans la suite, nous étudierons également les formes modulaires p-adiques de

poids k. Par définition, une forme modulaire p-adique de poids k a coefficients
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dans M est un élément du module HO(X°"¢, w* @ M). Comme on I'a fait pour
les formes classiques, on peut définir un sous-module ngsp(%‘”d, Wk @ M)AX.
Il existe enfin un projecteur d’ordinarité noté e qui est défini sur les formes
modulaires p-adiques. L’espace des formes p-adiques cuspidales ordinaires de

poids k£ que nous étudierons est e - ngsp(fo’”d, Wk @ M)AX,

6.4. Ajout de niveau en les places de Taylor-Wiles. — Soit g une place
de F' qui ne divise pas p. Notons Xy(g) — X le schéma qui parametre les sous-
groupes H C Alg| localement pour la topologie étale isomorphes & Op/qOF.
Soit X11(q) = Xo(q) le torseur sous (Or/qOr)* & (Or/qOFr)* qui parametre
les générateurs de H et de Alq]/H. Notons h : (Op/qOFr)* — A, la projection
vers le p-sous-groupe de Sylow et K le noyau de du morphisme

(Or/qOF)* @ (Or/q0F)" — A
(a,b) — h(ab™h)

Posons X, = Xji1(¢)/K. L’application X; — Xo(gq) est finie étale de
groupe A,. Notons X((¢) la complétion formelle de Xy(q) le long de sa
fibre spéciale et Xo(q)°"¢ le sous-schéma formel ouvert égal au lieu ordinaire.
Notons X, la complétion formelle de X, le long de sa fibre spéciale et .’{Z’"d le
sous-schéma formel ouvert ordinaire.

Dans le paragraphe suivant, nous utiliserons des compactifications de varié-
tés de Hilbert. Soit X(q) une compactification toroidale de X¢(q) sur Spec(O)
construite par Rapoport dans [Ra].

Lemme 6.4.1. — Il existe une compactification X11(q) — X11(q) et un mor-
phisme fini étale X11(q) — Xo(q) prolongeant le morphisme X11(q) — Xo(q).

Preuve. Notons H le sous-groupe universel sur Xo(g) et H” son dual de
Cartier. Nous affirmons que les groupes H et HP s’étendent en des schémas
en groupes finis étales sur X(q). Sur les pointes non ramifiées en ¢, le groupe H
s’étend clairement et par conséquent son dual aussi. Sur les pointes ramifiées
en ¢, le groupe HP s’étend et donc aussi son dual H. On défini alors X 11(q)
comme le torseur des isomorphismes HGHP ~ Op/qOr®OFr/qOF sur Xo(q).
O

On pose alors X, = X11(¢)/K. Le morphisme f : X, — Xo(g) est fini étale
de groupe A,. Pour tout caractere n: A, — O, le faisceau

Oxoq)(M) = f+Ox,[n]

est un faisceau inversible. Si .% est un faisceau cohérent sur Xo(q), on notera
désormais .7 (1)) son produit tensoriel par O, (1)

Remarque 6.4.2. — 1l est possible de montrer que X'q est en fait une com-
pactification de X, construite par Rapoport.
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Si 'on remplace la place ¢ par un ensemble fini de places Q, on peut défi-
nir Xg, Xo(Q) et ainsi de suite d’une manieére évidente, en remplagant juste la
structure de niveau en ¢ par un produit de structures de niveau en toutes les
places de Q. L’analogue du lemme 6.4.1 est toujours vrai dans ce cadre plus
général.

6.5. Algebres de Hecke. — Dans ce paragraphe, Q sera un ensemble de
places de Taylor-Wiles comme dans la proposition 5.2.3. Notons Ty, I’algebre
de Hecke abstraite a coefficient dans . C’est donc ’algebre engendrée par les
opérateurs de Hecke en les places premieres a n¥,, 'opérateur Uy, habituel et les
opérateurs diamants en n. Notons Ty, o I'algebre de Hecke abstraite engendrée
par les opérateurs de Hecke en les places premieres a n},Q, 'opérateur Uy, et les
opérateurs diamants en n, ainsi que les opérateurs U, pour v|Q et les opérateurs
diamants dans Ag. Posons T = Ty, [U,,v € ¥p] et Tg = Ty, o[Us,v € X,)].

Ces algebres de Hecke agissent sur les modules engsp(f{ord,wk)A’¢ et

engsp(%g’"d,wk)A’¢ ou ¢ est le déterminant de p vu par la théorie du corps

de classe. Par hypothese, p = py ol f est une forme propre dans

GHO (%ordek)A,w

cusp

ou, plus précisément, f est une n-stabilisation d’une forme de niveau premier
a n. Notons m; I'idéal maximal correspondant a f dans T. On définit de méme
un idéal maximal toujours noté m; de Tg en considérant les Q-stabilisations
de f correspondants aux racines &, de p(Frob,) pour v|Q.

6.6. Théorie de Hida. — Considérons le sous-groupe NF/Q(’);p = H

de G = Z, et notons O[[H]| son algebre de groupe complétée. Cette algebre
est isomorphe & O[[T]][H¢| ou Hy est le sous-groupe fini maximal de H, qui est
également un sous-groupe de F,\. Posons A = O[[T]] que Ion voit comme une
sous-algebre de O[[H]].Tout entier k € Z défini un caractere de G et un mor-
phisme k : O[[H]] — O. Notons Z' le sous-groupe de Z formé des caracteres
triviaux sur H;.

Rappelons a présent quelques résultats familiers de la théorie de Hida
(voir [Hi], sect. 4). Bien que des résultats similaires existent dans le cas des
poids quelconques, nous nous contenterons du cas des poids paralleles.

Théoréme 6.6.1. — Il existe un A ®p T-module M™% qui est libre de rang
fini comme A-module et tel que pour tout k € 7!, il existe des isomorphismes
de T-modules,

Mord DAk O ~ Hom(eHo (xord7 wk:-i-l)A,zp7 O)

cusp

De plus, pour tout entier k > 3, on a un isomorphisme de controle
eH (%Ord,wk)A’¢ ~eH’ (X, wk)A’¢.

cusp cusp
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Remarque 6.6.2. — Dans 'énoncé précédent, nous utilisons la normalisa-
tion galoisienne des poids. Par exemple la spécialisation en poids 0 au-dessus
de A permet d’obtenir des formes de poids un.

Notons T et T"E?;)d les images de A®o T et de A®o Ty, dans Endy (M"?).
Il existe un isomorphisme de A-modules

Tord ~ Mm'd

induit par le premier coefficient C(1,-) du g-développement et ’algebre de
Hecke T est libre de rang fini sur A. Il existe une autre description de T,
En effet, T ~ lim,, T ot1 T9"? est I'image de T dans
n
0 E\A,
@ eHysp (X, w") v
k=2, keZ/

Il est clair sur cette description que T est réduite, étant une limite projective
d’algebres réduites puisque semi-simples apres inversion de p d’apres le produit
scalaire de Petersson.

6.7. Les modules. — Définissons diverses localisations de l’espace des
formes p-adiques ordinaires.
6.7.1. Le module M. — Posons M = M‘?I;d ou m; est défini dans le para-

graphe 6.5. C’est un module libre de rang fini sur A en tant que facteur direct
de MO,

6.7.2. Les modules Mg.— Soit Q un ensemble de places v de F' telles
que Npg(v) = 1 mod p. Une variante du théoreme 6.6.1 est également
valable sur Xo. Posons

M&rd
I’espace correspondant des familles de formes p-adiques ordinaires; c’est un
module sur A[Ag]. La proposition suivante sera essentielle pour appliquer la
méthode de Taylor-Wiles.

ord

Proposition 6.7.3. — Le module MZ® est libre de rang fini sur A[Ag].

Preuve. Remarquons qu’il suffit de prouver que pour tout k € Z' + 1,
Hom(eH?,, (X449, W*)2%, 0)

cusp

est un O[AgJ-module libre. D’aprés une variante du lemme 6.3.4, il suffit de
prouver que N = Hom(engsp(%(ci)gd,wk),(9) est libre sur O[Ag]-module
pour tout 1.

Nous affirmons d’abord que pour tout caractere n : Ag — O, I'application
de réduction

eHeyep(X(1)§7(Q), " () ®0 F — eHY,qp (X(:)5(Q), " (n) ®o F)
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est un isomorphisme. Pour prouver cela, choisissons X(¢;)o(g) une com-
pactification toroidale de X(c;)o(g) sur Spec(O) et notons D son bord.
Notons X(¢;)g"4(Q) le lieu ordinaire de la complétion formelle de X (¢;)o(q) le
long de sa fibre spéciale. Par le principe de Koecher,

Houop(X(e)§7(Q), w* () = HY(X(:)§™(Q), w* (n) (—D)).

Notons X*(¢;)o(Q) la compactification minimale de X (¢;)o(Q) et X*(c;)§4(Q)
le lieu ordinaire de la complétion formelle de X*(¢;)o(Q) le long de sa
fibre spéciale. Il est bien connu que ce lieu ordinaire de la compactifi-
cation minimale est un schéma formel affine. Notons g : X(¢;)34(Q) —
X*(¢;)§"4(Q) la projection de la compactification toroidale vers la minimale.
D’apres [AIP], on sait que R'g,w®(n)(—D) = 0 pour i > 1. On en déduit que
HY(X(¢;)3(Q),wk(n)(—=D)) = 0 pour i > 1 d’ott 'assertion par suite exacte
longue de cohomologie.
Il résulte de tout cela que

Ny = N ®o[agln © = Hom(eHy, ., (X(¢:)5™(Q), w* (1), O)

et que
N’? ®o F= Hom(engsp(:{(ci>8Td(Q)7wk(n) Ko F)7F)

Comme w*(n)®@oF = w*®eF, on obtient que N,,®oF ~ N1 ®@oF. Cela permet
de conclure la démonstration de la proposition. Soit en effet eq,..,e, € N le
relevement d’une base de Ny sur O. L’application G : O[Ag]” “3™" N est
surjective par le lemme de Nakayama. De plus, pour tout caractere n: Ag —
0>, le morphisme G, : O™ — N,, est surjectif entre O-modules libres de méme
rang, donc est un isomorphisme. On en déduit que Ker(G) est trivial et que G

est un isomorphisme. O

Remarque 6.7.4. — Nous avons utilisé 'existence de compactifications to-
roidales et minimales de variétés de Hilbert sur Spec(Z,) lorsque p est ramifié
dans le corps totalement réel. Ces compactifications ont en effet été construites
par Rapoport et Chai. Les variétés de Hilbert sont en fait les seules variétés
de Shimura dont on sache construire des modeles entiers de compactifications
dans le cas ramifié.

On définit & présent le module Mg = (M, 3‘1)% oll m; est I'idéal maximal

défini précédemment. En tant que facteur direct de M, gd, c’est un module
libre sur A[Ag].

Proposition 6.7.5. — Il existe un isomorphisme Mg @pjaq) A =~ M com-
patible a 'action des opérateurs de Hecke de niveau premier a Q.

Preuve. Cela résulte de [Di], prop. 5.8. O
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6.7.6. Multiplicité un. — Notons T et T%’”pd les images de AQoT et AQo Ty,
dans Endx(M). Notons TZ? et T%’:{Q les images de A ®p Tg et A ®o Ty, o

dans Enda(Mg). La proposition suivante (voir [Hi] section 4) sera utile pour
améliorer les théoremes de modularité.

Proposition 6.7.7. — Il existe des isomorphismes équivariants sous l’action
des opérateurs de Hecke

T~ M and ng ~ Mo.

induits par le premier coefficient C(1,-) du q-développement.

7. La méthode de Taylor-Wiles-Kisin

7.1. Représentations galoisiennes. — Les techniques usuelles per-
mettent de construire les représentations galoisiennes modulaires universelles
a partir des résultats de [Wi].

Proposition 7.1.1. — Les assertions suivantes sont vérifiées.

1. 1l existe des représentations galoisiennes canoniques p™°? : Gp —
GLQ(T%":) et pg"d : Gp — GLQ(T%TP%Q) non ramifiées hors de 3, et
de ¥,Q telles que Trp™°4(Fob,) = T, et Trp’éwd(Fobv) = T, pour tout
viY, etvfX,Q.

2. Le déterminant de ces représentations est Yx“".

3. Pour tout v|Q, on a pg"d\[v ~ 6, ®6;

Preuve. L’utilisation de pseudo-représentations permet de construire p™?
et pg"d. Ces représentations vérifient toutes les propriétés voulues aux points
classiques de Spec T%rpd et de Spec T%Tpdg (voir [Di], lem. 4.7 et [Di], lem. 5.7).

Cela suffit pour conclure puisque ces schémas sont réduits. O

On obtient ainsi des surjections R — Ty, et Rg — Ty, o, la derniere de ces
applications étant O[Ag]-linéaire. L’exposant [] ajouté aux diverses algebres
de Hecke signifiera désormais que ces algébres sont tensorisées par R“ au-
dessus de R ou par RS au-dessus de Rg. On rajoute ainsi aux représentations
galoisiennes des cadrages en les places divisant ¥,. On obtient des surjections

O ord,[d
R — sz
et

0 ord,[J
Ry — TEP,Q .
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On ajoute finalement I'exposant ¥ aux algebres de Hecke pour signifier qu’on
les tensorise par A au-dessus de A via I'application ¢; donnée T' — pT' (voir
sect. 3). Notons également

M\II = M ®A:¢l A
et M@ = Mg ®n 4, A. Ce sont des modules libres sur To%Y et ng’\p.

Proposition 7.1.2. — Les surjections RFY — Tgpd’m’\l’ et RS’\P — Tgpd’gm’\l’

. AT ord,A,V A ord,A,V
se factorisent par R~ — sz et Ry~ — TEP,Q .

Preuve. Cela résulte encore une fois des propriétés connues aux points clas-
siques. ]

Proposition 7.1.3. — Il existe une surjection R>Y'U — Tozrd’A’\Ij définie en
envoyant U, € R&YU sur lopérateur de Hecke U, € ng’A’\IJ pour tout v € Y.

. o o \ d,n, U
De méme, il existe une surjection Rg U T%TQ’A’ .

Preuve. I suffit de voir que la surjection R&Y[U,, v € X,] — TA®Y se

factorise par R2Y:U. Cela résulte des propriétés connues aux points classiques.
O

7.2. Un théoréme de reléevement modulaire. — Nous suivons la mé-
thode de Taylor-Wiles et Kisin.

7.2.1. Version faible. — Définissons les nombres
h=hl, =451, g=h+j-3[S,-[F:Q]

Pour tout anneau local (A, m) et tout entier s, notons m(®) I'idéal engendré
par les éléments de m qui sont des puissances s-iemes. Soit {Q,}nen une
suite d’ensembles de Taylor-Wiles comme dans la proposition 5.2.3. Fixons
des surjections A[[y1, ..., yn]] = A[Ag, ] définies en envoyant y; + 1,...,y, + 1
sur des générateurs de Ag, . Fixons aussi des isomorphismes

RY = Rllynt1, s ynj]]
et
Rg, ~ R, [[Ynt1, - Ynt4]] -

Posons M = MY[[yni1, ., yntjl] et M, = M‘Igjn[[yh+1,...,yh+j]]. Notons
que M est un module libre sur A{[yp41, ..., yn+;]] dont on note r le rang.

Pour tout entier n, le module M, est un A[[yi, ..., yn+;]]-module et son
annihilateur est un idéal I, C ((y1 + 1)P" — 1,...., (yn + 1)" — 1). De plus,
M, /1, est libre sur Af[yi,...,yn+;]]/In de rang r et My/(y1,...,yn) ~ M. 1l
existe donc des morphismes naturels

A[[yla "7yh+j]] — Ré}f’,U
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et
7\II7U
RA’\I}’U = Rgn /(yl, vy yh) .

L’anneau R>Y'V agit sur M et Ré’fj’U agit sur M,. Ces actions sont compa-

tibles aux structures de A[[y1, ..., yn+;]]-module définies au-dessus. Finalement,
pour tout entier n il existe une surjection de A-algebres
AU £WU
R [, s xg]] — Rg ™.
Pour simplifier les notations, on posera dans cette partie RZAO’C\I/’U =B, RA’:LI}’U =
R, et R®Y'Y = Ry . Recollons & présent ces données comme dans [K1], 3.3.
Notons
Cn = (mg\n)’ (yl + 1)p -1, (yh + 1)p -1, y£+1a 7y£+])
et r, = rnp"(h + j). Pour tout n > m, considérons la donnée de recolle-
ment Patch(n,m) de niveau m qui consiste en

1. le Al[y1, .-s Yn+jl]/¢m module M, /¢, libre de rang r,

2. la Af[y1, ..., Yn+j]]/cm-algebre Rn/(cm,mg:)) agissant sur M, /cp,

3. la surjection Rn/(cm,mg;”)) — Ro/(cm,mg?)),

4. la surjection B[[z1, ..., 24]] = Rn/(cm,mg;”)),

5. la surjection My /¢, — M /¢y, entre B[z, ..., z4]]-modules .

Comme il n’existe qu'un nombre fini de classes d’isomorphismes de données
de recollement de niveau m, a réindexation des indices pres on peut supposer
que Patch(m,m) se réduit sur Patch(n,n) pour tout n < m.

Posons My, = lim M, /¢,,. C’est un A[[y1, ..., yn4]]-module libre de rang r.
De plus, Mo/ (Y1, .-, yn) =~ M.

Posons Ry = lim Rn/(cm,mg:“)). C’est une A[[y1, ..., yn+|]-algebre qui agit

non trivialement sur My. Il existe de plus des surjections B[[z1, ..., 4] —
Roo — R().

Soit R, I'image de Ry dans End(Ms,). C'est une A[[y1, ..., yn;]]-algebre
finie sans torsion. Elle est donc équidimensionnelle de dimension 2 + A + j.
Il existe une suite de surjections B[[z1,...,24]] & Re — R., et, comme
Spec B[[z1, ..., x4]] est une union de composantes irréductibles de dimension
g+3E,+[F:Q +2=h+j+2, on déduit que I'image de Spec R,
dans Spec B[z1, ..., 2g]] est une union de composantes irréductibles. Considé-
rons a présent la composante irréductible

WU & WU
SpecRY ®Rﬁfloc (1, ... 24]]

de Spec Bl[z1, ..., z4]] qui correspond aux représentations spéciales en 3. Par
hypothese, le point modulaire f € Spec R s’envoie sur cette composante et
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UU 2 o, U
sur aucune autre. Cela prouve que SpecRsY ’U®R$LZO’CUH$1, ..oy Tg]] est modu-

laire isomorphe & R/ /I pour un idéal minimal I de R/ .
On en déduit que My /I est un module fidele de type fini sur

WU & po,v,U
R;p ®Rp7loc [[:[;17 ceeey .%'g]] :
Soit E’ une extension finie de E et x € Spec Ryo(E’) une déformation spéciale
en les places divisant . Alors My ® k(z) = M ® k(z) n’est pas nul donc x
est modulaire.

7.2.2. Multiplicité un et version forte. — Notre démarche differe maintenant
de [K1]. Supposons que

RUNUS WU
RsEp ®R£floc [1/]7]

soit formellement lisse. On déduirait alors du lemme 3.3.4 de [K1] que M /I[1/p]
est projectif et fidele sur R._/I. Cela impliquerait que M/I[1/p] est fidele sur

RA’W’U X Lo, U

sp,¥,U
po BPO

by

Malheureusement,

WU & RN
RsZp ®R;§floc [1/}7]

n’est probablement pas formellement lisse dans notre cas, et tout spécialement
en les points ou l'inertie agit trivialement et les valeurs propres du Frobenius
sont les mémes (voir la remarque 4.1.7). Mais c’est précisément en ces points
que la fidélité de M/I[1/p] nous serait utile pour démontrer le théoreme 1.2.

Au lieu d’utiliser la formelle lissité, nous allons argumenter de la maniére
suivante. L’énoncé de multiplicité un rappelé dans la proposition 6.7.7 montre
que si R}, est 'image de R,, dans End(M,,) alors M,, est projectif sur R), de
rang un. Ainsi, M, est projectif sur R, de rang un donc M, /I est projectif
sur R._/I de rang un et M/I est un module fidele et projectif de rang un sur
RA,‘I/,U ®R;I:”U RSEP’\I}’U.

7.2.83. Application. — Prenons p comme dans ’énoncé du théoreme 1.2.
Elle fournit une application R — F. Fixons des cadrages de p en toutes
les places v|¥,. On obtient alors une application R9Y — E et comme la
restriction de p en toutes les places v|X est spéciale et sa restriction en toutes
les places v|p est conjuguée a des représentations triangulaires supérieures,
cette application se factorise en un morphisme

RA’\II ®R% RSEp7\Ij — E
qui s’étend uniquement en

AT sp, W, U
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On souhaite étendre ce dernier morphisme a ’anneau

AU sp,¥,U
R ®Rg,U RE .

Cela revient a fixer les différentes valeurs possibles de U, pour tout v|p. Le
choix universel est représentable par la F-algebre finie

(RA,\I/,U ® ng R;p,\I/,U) Q E.

sp, ¥, U
R (R‘I”U®R\p,UREp )

P

Pour tout v|p, notons P,[X,] € E[X,] le polynoéme caractéristique p(Frob,).
Il suit de la définition que

(R @ pow RPMY) @ E =~ E[X,, Yolp]/(Ps(Xy), Yvlp)

sp,¥,U
(R 0 B )

ol 'isomorphisme est obtenu en envoyant U, sur X,,.

Soit eHO(%O’"d,wl)g’d’ [p] le sous-E-espace vectoriel de eH°(X°", wl)g’w
consistant en les formes propres pour l'action de Ty, dont le systeme de va-
leurs propres correspond a p. Le théoreme de promodularité que les résultats
précédents permettent de démontrer est le suivant.

Théoréme 7.2.4. — Le E-espace vectoriel
EHO(%OTd, wl)é/‘/) [IO}

est un module libre de rang un sur E[X,, Yv|p]/(Py(Xy), Yv|p) ot X, agit
via Uy. De plus, le premier coefficient de Fourier du q-développement fournit
un isomorphisme canonique

E[Xy,v[p]/(Po(X0), Yolp) — eHO(x, w5 [o]"
T — [f—C(1,T-f)]

Remarque 7.2.5. — Nous démontrerons dans la partie suivante de I’article
que 'espace

eHO(%OT’d’ wl)éﬂb[p}
consiste en des formes classiques qui sont les p-stabilisations de la forme de
niveau premier a p que nous associerons a p.

Preuve. Soit N = eHO(X7% w!)2" et NV son dual. Notons que NV est un
quotient de M/I @ E ou l'on a employé les notations du paragraphe 7.2.2.
On en déduit que NV est un R*Y'Y-module. Il résulte du paragraphe 7.2.2
que VV := NV Qpswuv E[Xy,,v|p|]/(Py,v|p) est un module libre de rang
un sur E[X,,v|p]/(Py,v|p). Notons V l'unique sous-module de N tel que
Ion ait NV/V+ = VV sous l'accouplement N x NV — E. C’est un sous
E[X,,v|p]/(Py,v|p)-module libre de N qui est égal a eHO(%‘”d,wl)é’d’[p]. La
derniere assertion du théoreme résulte de la proposition 6.7.7. 0
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Ce théoreme nous permet de construire des vecteurs privilégiés dans
eHO(xOTd7w1)§ﬂj’[p] )

Soit S I'ensemble des places v|p telles que p(F'rob,) a des valeurs propres
distinctes et Sy son complémentaire dans I’ensemble des places divisant p.
Soit 81 lensemble des familles ¢ = (a,,v € S1) ol a, est une valeur propre
de p(Frob,). Pour tout v € So, notons a, la valeur propre de p(Frob,). Soit
Sy = {0,1}%2. Si g = (g,) € Sz et vg € So, notons wye € Sy I'élément

tel que &, = &, pour v # vy et &, = 1 — &y,. Considérons la base {f.}
de eHO(%Ord’,wl)é’w [p] définie par
b O(lvf&é) =1,

® Uyfae = ayfae pour v € S,
o Uyfae = ayfae + vfawee POUr v € So.

Construisons a présent des combinaisons linéaires adéquates de ces vecteurs
de base.

Proposition 7.2.6. — Il existe deux vecteurs H et G de eHO(%O’"d,wl)é’w[p]
qui vérifient

e C(1,H) =1,

o C(mp~', H) = C(m,G) pour tout idéal fractionnaire m de Op.

Remarque 7.2.7. — Dans le reste de I'article, nous démontrerons que H est
une forme modulaire classique de niveau premier a p. Pour avoir une meilleure
intuition sur la démonstration qui suit, le lecteur est invité a supposer ’exis-
tence de H classique de niveau premier a p, et a construire les p-stabilisations
fae en partant de H.

Preuve. Soit S; = {v1,..,vx} et So = {vgi1,...,Vk+t}. Notons S =
{v1,...,v.} pour 1 < r < k + t. Soit S I'ensemble des r-uplets (b1, ..., b,)
ou b; € {aw,, By, } pour i < ket b; € {0,1} pour i > k + 1.

Construisons par récurrence des formes Hy , et Gy, pour 0 <r < k+tet b €
S). Posons Hy gyt = Gypst = fae 0t a = (b1,...,bp) et € = (g1, oes bprt)-
Sir > k, posons

HQ,T = avT+1H(b,1),r+1 + (1 - avr+1)H(Q,0),T+1
et
Gor = Gp1)rr1 — Go,0),r41-
Sir <k-—1, posons
w1 Hpa, )1 = Bongn Hp, g, )41

av_ﬁv

Hbr:

p2)
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et

G(bﬂaUTJrl )77'+1 - G(bvﬁ’vr+1 )7T+1

ay — By
On vérifie aisément que Gy = G et Hy o = H conviennent, en utilisant les
formules reliant valeur propre de Hecke et g-développement (voir [P2], coro.

Gbr:

L4}

2.4.1 par exemple). O
PARTIE II1
CLASSICITE DE FORMES MODULAIRES
SURCONVERGENTES

Cette partie forme le coeur technique de I'article. Nous y prouvons que les
formes modulaires p-adiques dont I'image par Frobenius est surconvergente de
pente finie sont classiques.

8. Enoncé du critére de classicité

Notons p - Op = [[;_, 7i* la décomposition du nombre premier p comme
produit d’idéaux premiers distincts de Op. Appelons f; le degré résiduel de ;
et définissons I'idéal p = []._, m; de Op.

Remarque 8.1. — Le cas ol p = 2 ne pose pas de probleme particulier dans
cette partie.

Rappelons que X — Spec O est une union disjointe de variétés modulaires
de Hilbert de niveau premier a p, et plus spécifiquement de niveau supporté
en les places divisant n- Y. Ces variétés de Hilbert sont indexées par leur idéal
de polarisation ¢; pour 1 <14 < s. Notons A le schéma abélien universel.

Notons Xo(p) — X l'espace de modules des structures iwahoriques de ni-
veau ['o(p) en p. Il parametre donc les groupes finis et plats H < A[p] stables
sous O et qui se décomposent comme produit H = [[, H[m;] ot H[m;] est un
schéma en groupes de Raynaud pour tout 1 < ¢ < r. Il existe sur Xo(p) une
isogénie universelle ¢ : A — A’ de noyau le sous-groupe universel H = Ker.
Il existe une premiere projection évidente p; : Xo(p) — X qui envoie (A, H)
sur A et si ’on choisit des isomorphismes positifs ¢;p ~ ¢;, pour tout 1 <i <s
ou 1 < j; < s dépend de 7, on obtient une seconde projection p2 : Xo(p) = X
qui envoie (A, H) sur A/H.

Rappelons que w! désigne le déterminant du faisceau conormal

C*QlA/X
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et que w¥ est sa puissance tensorielle k-ieme pour tout k € Z. Rappelons aussi
que HO(X, w") est le module des formes de Hilbert classiques de poids .

Soient X4 (resp. Xo(p)rig) 'espace rigide associé a X (resp. & Xo(p)) et Xo
(resp. Xo(p)o) la fibre spéciale de X (resp. de Xo(p)). Notons X,.q le tube
ordinaire dans X4 ; il est égal a la fibre générique rigide de X°'?. Une forme
modulaire p-adique de poids k entier est un élément de H(X,,.q,w"). Elle
est surconvergente si elle s’étend en une section de w¥ sur un voisinage strict
de X,rq dans X;;4. Notons M, ,I I’espace des formes surconvergentes de poids k.

Notons Xorq,muir le lieu ordinaire multiplicatif de Xo(p)yig. D’apres la théo-
rie du sous-groupe canonique, p1 : Xordmuit — Xord €st un isomorphisme et
cet isomorphisme s’étend sur des voisinages stricts. Cela implique qu’il y a une
action de I'opérateur U, sur HO (and,wk) ou M ,I L’opérateur U, agissant sur
M,I est complétement continu. Notons M,Ip 7 le sous-module de M,I constitué
des formes de pente finie pour U,. Rappelons qu'une forme G' € M ,I est de
pente finie si il existe un polynoéme P vérifiant P(0) # 0 et P(U,)(G) =0

On dispose en outre d'un opérateur ¢ de « Frobenius » sur H(X,,q4, wk) ou
M ,I En effet le composé

-1
-1 Py p
p20op; - Xord — Xordfmult i Xord

induit ¢ : HY(X,pq, w*) = HY(Xypq, w*). De plus, comme le sous-groupe cano-
nique surconverge, cette définition s’étend aux formes surconvergentes.
On dispose bien stir d’'une suite d’inclusions

HO(X, ") < MPT — M < HO(X,ppg, ")
et le théoreme qui suit caractérise le sous-espace HO(X, w”) dans HO(X,,.q, w").
Théoréme 8.2. — Une forme modulaire p-adique H € H°(X,,q,w*) pro-

vient du module HO(X,w*) si est seulement si ¢.H est une forme modulaire
surconvergente de pente finie.

Preuve. [Dans le sens facile] Soit H € HY(X,w"). Alors ¢.H € HY(Xypq, w")
est la restriction de p5H € H%(Xq(p),w"*) au lieu ordinaire multiplicatif. Elle
est donc bien surconvergente, de pente finie. O

La démonstration de 'autre implication fait I’objet de la suite de I'article.

Remarque 8.3. — Si p est non ramifié dans F'; G est une forme surconver-
gente de pente finie annulée par un polynéme P et si la valuation de P(0) est
petite par rapport a k, on déduit de [PS2] que G est classique sans qu'il soit
nécessaire de supposer l'existence d’une forme H telle que ¢.H = G.

Corollaire 8.4. — Les formes G et H construites dans la proposition 7.2.6
sont classiques.
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Preuve. Ces formes sont ordinaires donc surconvergentes. D’autre part ¢. H =
G d’apres le lemme 4.1.2 de [P2]. O

9. Préliminaires sur les schémas en groupes

9.1. Groupes de Hilbert-Blumenthal Barsotti-Tate. — Soit L une ex-

tension finie de Q, de degré g, d’indice de ramification e et de degré résiduel f.

Notons Op, 'anneau des entiers, ky, son corps résiduel et ¢ 'automorphisme de

Frobenius de kj,. Choisissons w une uniformisante de Q. Soit E le polynome

minimal de w sur W(kL)[%] C’est donc un polynome d’Eisenstein. Posons
E(T) =T+ ae 1T ' 4 ...+ ap.

Définition 9.1.1. Soit S un schéma. Un groupe de Hilbert-Blumenthal
Barsotti-Tate (abrégé en BTHB) G sur S est un groupe de Barsotti-Tate G —
S de hauteur 2g et de dimension g muni d’une action de Op, tel qu’il existe
un isomorphisme Op-linéaire G ~ GgP.

Définition 9.1.2. — Soit S un schéma. Un groupe de Lubin-Tate H sur S
est un groupe de Barsotti-Tate sur S de hauteur g et de dimension 1 muni
d’une action de Of,.

Si H — S est un groupe de Lubin-Tate, son caractere est par définition
I'application O, — H°(S, 0s) donnant I'action de Op, sur l'algebre de Lie
Lie(H).

9.2. Généralités sur les BTHB en caractéristique p. — Soit £ un
corps algébriquement clos de caractéristique p. Notons I'g = {0 : ki — k}.
Pour tout o € Ty, posons Oy = Of, @ (i,),0 W(k) = W(k)[T]/E°(T). Cest
une extension totalement ramifiée de W (k). Appelons v la valuation p-adique
sur O, normalisée par v(p) = 1. Par abus de notation, nous noterons encore w
une uniformisante de O,. L’anneau O ®z W (k) se décompose comme somme

directe
&P o..

De méme, tout module D sur O ®z W (k) admet une décomposition similaire
@yD,. Le Frobenius de W (k) induit un morphisme de Frobenius relatif

¢: Oy X7z, W(k‘) — O ®g W(k)

qui se décompose en applications ¢ : Oy — Oyop pour tout o € I'y.

Lorsque G — Spec k est un schéma en groupes fini et plat, on note D(G) son
module de Dieudonné contravariant. Rappelons que Ker(F') C D s’identifie au
faisceau conormal we et que Ker(V) s’identifie & w/p = Lie GP o GP est
le dual de Cartier de G.
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De méme, lorsque G — Spec k est un groupe de Barsotti-Tate, on note D(QG)
son module de Dieudonné contravariant qui un W (k)-module libre de rang fini.
Dans ce cas, Ker(F) : D/pD — D/pD s’identifie au faisceau conormal wg.
Notons G le groupe de Barsotti-Tate dual de G.

9.2.1. Sur les groupes de Barsotti-Tate de hauteur g. — Soit H — Spec k un
groupe de Barsotti-Tate de hauteur ¢ muni d’une action de Op. Notons D son
module de Dieudonné contravariant, qui est libre de rang un sur O, @ W (k).
Il existe une décomposition D = ®,D, ou D, est un O,-module libre de
rang un. On obtient une application ¢-linéaire F': D — D et une application
¢~ !-linéaire V : D — D qui vérifient FV = VF = p. Elles se décomposent
en applications Fy : Dy — Doy €t Vo 1 Dy — Dyoy-1. Si I'on choisit une
base de tous les D,, on peut représenter Fy, par un élément de Ogop. No-
tons v(F,) sa valuation qui est indépendante du choix de la base. Par la pro-
position 4.8 de [AG1], la classe d’isomorphisme de D est déterminée par les
éléments {v(Fy)}sex. Cela permet de montrer la proposition suivante.

Proposition 9.2.2. — Il existe une bijection entre les classes d’isomor-
phisme de groupes de Barsotti-Tate de hauteur g sur Spec k munis d’une
action de Oy, et les familles de g éléments (vo)ger, € (LZ N [0,1])9.

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 9.2.3. — Le foncteur H — Lie H de la catégorie des groupes de
Lubin-Tate sur k vers la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension un
munis d’une action de kr, est une équivalence de catégorie. Il existe donc une
bijection entre les classes d’isomorphismes de groupes de Lubin-Tate sur k et
lensemble T’y

Preuve. Soit D le module de Dieudonné d’un groupe de Lubin-Tate H sur k.
La dimension de H est e)  v(F,). Si H est de dimension un, il existe un
unique o9 € Iy tel que v(Fy,) = é et que F, soit invertible lorsque o # oyg.
L’élément op détermine donc la classe d’isomorphisme de H. Enfin wy =
Ker(F : D/pD — D/pD) ot wy = Gewy, ol wy,e =0 et wy o, k. O

9.2.4. Polygones de Newton. — Commengons par une généralisation facile
du paragraphe 5.2 de [GO]. Soit G/k un BTHB et D(G) son module de Dieu-
donné, qui est libre sur O, ®z W (k). D’apres la théorie de Dieudonné-Manin,
D(G)[1/p] admet une décomposition en pentes. Etant fonctorielle, cette dé-
composition est stable sous I'action de Op. Ainsi on obtient soit deux pentes
de méme multiplicité (r/g, (g — r)/g) pour r € ZN[0, §[ soit I'unique pente 1/2.
Indiquons a présent comment calculer les pentes de l'isocristal associé a G.

Lemme 9.2.5. — Les pentes du ¢-isocristal D(G)[1/p] sont f~1 multiplié¢ par
les pentes du ¢ -isocristal D(G),[1/p] pour tout o € Ty.
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Preuve. Les pentes du ¢/-isocristal D(G)[1/p] sont égales a f multipliée par
les pentes du ¢-isocristal D(G)[1/p]. Mais le ¢f-isocristal D(G)[1/p] est la
somme directe de f isocristaux avec ¢/ tous isomorphes & D(G),[1/p] pour
n’importe quel o € T'y. O

Le lemme suivant généralise [GO], lem. 5.3.1 et [AG1], thm. 9.2.
Lemme 9.2.6. — Supposons que le ¢/ -cristal D(G), sur O, a un Frobenius

de matrice
mip ma
ms3 M4

Alors la premiére pente de D(G) est
¢! (m3)

)} = f{, fv<m1+¢f<m4> )

1nf{ 57 (ma)

27 (¢f(m1) +my

avec la convention 0/0 = 1.

Preuve. Par symétrie et grace au lemme précédent il suffit de montrer que
la premiére pente du ¢f-cristal est A\ = inf{ v(¢f (my) + my &ms) al m3 )}. Dans
le cas ou mg = 0, la formule claire. Supposons donc que ms3 # 0 Soit eq, eo
une base de D(G),. Pour calculer les pentes on peut remplacer D(G), par le
sous-cristal engendré par e; et I'-eq. Le Frobenius de ce sous-cristal est donné
dans la base e, Fe; par

0 ¢/ (m 3)(m1m4 — mams)
1 ¢f(m1) + my 22 ¢f(m3) '

Ce sous-cristal est donc isomorphe a

¢f(m3))Ff ¢ (ma)

OL[FT/F? — (¢F (my1) + my e o~

(mymg — mams).

A la maniere de [AG1], lem. 9.1, lorsque A\e € Z on construit une factorisation

¢l (m3)\ .y ¢! (m3)
ms

F2 — (¢! (my)+my o~

)F (m1m4—m2m3) = (bOFf+b1)(Ff_w€)\>u

avec by, b1, u € O, et v une unité. Cela fournit une application non nulle

¢f(m3))Ff_¢f(m3)

m3 m3

OL[FI) ) F¥ — (¢! (m1)+my (mima—mams) — OL[FI]/(F/ —o®).

Le cas ou A\ = % et g est impair est similaire, et nous renvoyons le lecteur
a [AG1], lem. 9.1 et thm. 9.2. O
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9.2.7. Groupes de Barsotti-Tate de pentes (1/g,(g —1)/g). — Soit G un
BTHB sur Spec(k) dont le polygone de Newton a pour pentes (1/g, (g —1)/g).
Dans cette section, nous supposons que g > 3. L’hypothese g > 3 garantit que
les deux pentes sont distinctes.

Proposition 9.2.8. — Le BTHB G posséde un unique sous-groupe de Lubin-
Tate H et un unique quotient de Lubin-Tate H'.

Preuve. Soit D le module de Dieudonné de G. D’apres la classification de
Dieudonné-Manin,

D[1/p] ~ D[1/p]1,4 ® D[1/pl(g-1)/g

ou D[1/pl1/4 et D[1/p]4—1)/4 sont les isocristaux simples de pentes é et 95%1.
Cette décomposition est stable sous l'action de Op. Notons Dy, le quotient
de D qui est I'image de D dans D[1/p]; 4. Il correspond a I'unique sous-groupe
de Lubin-Tate H de G. Notons D’1 /g le sous-module de D intersection de D

et de D[1/ply /4. Il correspond & 'unique Lubin-Tate H' quotient de G. On en
déduit que G se dévisse en deux suites exactes courtes équivariantes sous Oy,

0H—-GoHP 50 and 0=HP S =SH >0
O

9.2.9. Extension d’un groupe de Lubin-Tate par son dual. — Dans cette sec-
tion nous supposons g > 2 et étudions le groupe des extensions comme Op-
module d'un groupe de Lubin-Tate H par son dual.

Lemme 9.2.10. — Soit H — Spec k un groupe de Lubin-Tate . 1l existe un
isomorphisme naturel Ext'(HP,H) ~ k. Une extension scinde si et seulement
st elle scinde sur la w-torsion.

Preuve. Soit D le module de Dieudonné de G € Ext'(H”,H). Il se dévisse en
0— D(H”) = D — D(H) =0

Comme précédemment, on a D = @, D, . Choisissons une base D, =< e, f, >
ol e, est une base de D(HP), et f, releve une base de D(H),. Il existe un

unique og tel que
e—1
Foy = <w xao)
0 w

et si 0 # 0g on a
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Quitte a remplacer fyo4 par Fy(f,) pour o # og, on peut supposer que z, = 0
pour ¢ # og. Posons z,, = z. On peut voir F f comme un endomorphisme

de Dgsy0p de matrice
wlel g
0 w)’

En utilisant la proposition 4.8 de [AG1], on voit que x mod w détermine la
classe de 'extension. En particulier, si v(z) > 0 on peut choisir fy0e de telle

maniere a avoir
F f_ wfel 0
- 0 w/’

On peut alors remplacer f, par F“l(fgooqg) pour 0 = oggo¢ et 1 <r < f.
Dans cette nouvelle base, F,; est diagonal pour tout o € 3. Ainsi, D = D(H)®
D(HP) et 'extension scinde. O

Remarque 9.2.11. — Le cas g = 1 est trivial car le groupe de Lubin-Tate est
alors le groupe multiplicatif, son dual est étale et toute extension est scindée.

Lemme 9.2.12. — 1. Un eatension G € Ext'(HP,H) est scindée
si est seulement si dimpHom(cy,,G) = 2. Si elle ne scinde pas,
dimzHom(ey,, G) = 1.

2. Supposons e > 2. Si G € Ext!(HP,H) alors wg est libre de rang un
sur Op ® k si et seulement si l’extension est non triviale. On dit dans ce
cas que G vérifie la condition de Rapoport.

Preuve. C’est évident sur la description du module de Dieudonnée. ]

9.2.13. Sous-groupes remarquables. — Dans cette section nous supposons que
g > 3. Soit ‘H — Spec k un groupe de Lubin-Tate.

Disons qu'un sous-groupe fini et plat Hy de la w!-torsion de G €
Ext!(HP,H) est libre de rang un sur O, /w™N Oy, si les suites courtes

0— Hy[o"] - Hy[e™ D Hy[ow™™] — 0
sont exactes pour tout N >m >n >0 avec N > 1.

Lemme 9.2.14. — Supposons N > 2. Soit Hy un sous-groupe de G libre de
rang un sur Or/w¥ Or. Le sous-groupe Hy[w™N 2] est égal a H/D[waz] ou
a H[wV 2.

Preuve. Soit D le module de Dieudonné de G. On a D = @&, D, . Si 'extension
définissant G scinde, on peut munir D, d’une base < e,, f, > telle qu’il existe

un unique oqg tel que
w0
=0 2)
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w® 0
(% 9).

Si Iextension est non triviale, on peut munir D, d’une base < e, f, > telle
qu’il existe un unique og vérifiant

w¢ !
o= (%0 2)

avec v(z) = 0 et pour tout o # op

w® 0
fe(30)

Un calcul facile montre que la matrice de F7/ sur Dgyyogr dans la base
< €ggogrs fUOO(bT > pour 1 <r < fest

(wfe—l we(r—l)d)r—l (IE))

0 w

et pour tout o # oy,

ou x est une unité dans le cas non scindé et ou x = 0 dans le cas scindé.
Notons Dy la réduction de D modulo w?. Soit L le sous-module de Dy
correspondant au sous groupe de G libre de rang un sur Or/w¥Or. La o-
partie L, est libre de rang un sur O, /w” pour tout o € I'y.

Soit Ar€gpogr + frfogogr un générateur de Lyjogr pour 1 < r < fL 11
est nécessairement vecteur propre de FY et 'on obtient la relation suivante
dans (’)UOO¢/wN

wfe_lﬂr¢f(/\r) + we(r_1)¢r_l(x)¢f(ﬂr)ﬂr - W)\T¢f(:ur) =0

Pour tout o € I'y, on peut définir la valuation tronquée d’un élément x €
O, /w" en posant v(z) = inf{v(&), X} ot & € O, releve z.

Cherchons une solution de I’équation précédente avec A\, = 1. Cela force a
avoir soit v(p,) > % soit r = 1 puis z est une unité et u, = wu avec v une

unité. L’équation sur u s’écrit alors
wlu + 2w (u)u — w?¢ (u) = 0.

Cette équation admet une unique solution mod w2 d’aprés un argument
d’approximation standard.

Cherchons maintenant une solution avec p, = 1. On voit que r = 1, ce
qui force z = 0 et v(\;) > % Pour r» > 2 il existe une unique solution
modulo @™ ~! notée \). Cette solution a valuation r — 1 — % + v(z) et est

I'unique racine de ’équation
@2l (A)) + D (z) — A = 0.

Résumons la situation
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eSir=1cetax #0, onasoit (\,u) = (1,0) mod @2 ou (A, y,) =
(1,7ou) mod w¥ =2 avec u une unité.
e Sir>2eta#0onasoit (A, i) = (1,0) mod @V =2ou (A, i) = (A1)

mod w2 avec v(AY) =7 —1— 1.

e Sil<r<fetx=0,onasoit (A, ) = (1,0) mod @2 ou (A, i) =
(0,1) mod w™~2.

Comme F,(L,) C Ly, on en déduit que les seules solutions possibles mo-

dulo @™ =2 sont bien

1. Ly =< e, > mod w2 pour tout o,
2. Ly =< fy > mod w2 pour tout o si z =0,
3. Logos =< €ogop + @Ufogop > €t Logosr =< Aleggogr + fogopr > pour
2<r<fsixz#0.
Dans la liste précédente, le cas 1 correspond au sous-groupe H[w¥ 2] et les
cas 2 et 3 a H'P[wN 2. O

9.2.15. Familles de sous-groupes remarquables. — Dans cette section, nous
maintenons ’hypothese g > 3.

Soit S un schéma de type fini réduit sur Spec F, et G — S un BTHB
sur S. Supposons qu’il existe o € 'y tel que pour tout point géométrique 7 :
Spec k(z) — S, le BTHB Gz soit isomorphe & la somme directe Hz © HEY
ot Hz — Spec k(Z) est le groupe de Lubin-Tate de caractere o. Soit N € Z>o.
Pour tout € S, le sous-groupe Hz[p'¥] est remarquable parmi les sous-groupes
de Gz. Il est naturel de se demander s’il existe un sous-groupe fini et plat
H[pN] < G sur S qui interpole les divers sous-groupes Hz[p"]. Des questions
similaires ont été étudiées dans [OZ] pour tous crans quelconques de la stra-
tification de Newton. La preuve de la proposition suivante est directement
inspirée par cet article.

Proposition 9.2.16. — 1l existe un morphisme fini surjectif S — S et un
schéma en groupes fini et plat H[p"] — Gg stable sous l'action de O tel
que H[pN)z soit le sous-groupe Hz[p™] pour tout point géométrique T de S'.

Preuve. Notons ¢" : S — S la puissance r-ieme du Frobenius absolu, qui
est un morphisme fini surjectif. Soit Gg®") 1e changement de base de G selon
ce morphisme. Soit V' : G®) — G la puissance r-ieme du morphisme de
Verschiebung. Un calcul point par point sur le module de Dieudonné montre
que G [w] c Ker(VY). Ainsi la quasi-isogénie
vt g ¢

w

est une isogénie. Un calcul élémentaire sur le module de Dieudonné montre
que pour tout Z € S, la fibre en Z du noyau de cette isogénie est Hz[pfw2].
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Il suffit alors de prendre r = fN,

fr
g =555
et HpN] = (Ker I [pN]. O
9.2.17. Familles de Moret-Bailly. — Dans cette section, nous maintenons

I'hypothese g > 3. Considérons G = H @ HP sur Spec(k) ot H est un groupe
de Lubin-Tate correspondant a oy € I'g et étudions le schéma propre GR qui
parametre les sous-groupes de Raynaud de G tués par le Frobenius.

Lemme 9.2.18. — Supposons f > 2. On a GR(k) ~ P'(k). De plus, GR(k)
posséde deux points distingués, un correspondant o HP [ww] et lautre a un
sous-groupe noté Hy. Pour tout sous-groupe H € GR(k) distinct de Hy, on
awyp , =0 si0 #0g el wyp ,, #0. On aWyb o =0si0# 09 ouopod
€l WD 50y WHD gg0p 7 0- Supposons f = 1. On a GR(k) ~ PY(k) qui a deux
points distingués sur GR(k) correspondants a H[w] et HP[w].

Preuve. Notons D le module de Dieudonné de G. Si f > 2, la famille de
sous-modules de Dieudonné correspondant a la famille universelle de sous-
groupes sur GR(k) est donnée par L(u,\), =< wey, fo > si 0 # ogo ¢
et L(tt, N)ogos =< HEogos T Afogod, Weoyodp Wagop > OU ({1, A) € PL(k). Le
groupe HP[w] correspond & (0,1) et Hop & (1,0). Si f =1 on a g = {oo} et
la famille de sous-modules de Dieudonné est donnée par L(u, A)y, =< p€s, +
Moo Weay, @ fog > avec (u, A) € PY(k). Le groupe HP[w] correspond & (0, 1)
et H[w] a (1,0). O

A chaque point (G,H) de GR(k) on peut associer (G/H,G[w]/H) =
w(G, H). L’automorphisme w ainsi obtenu est appelé « involution de Weil ».

Lemme 9.2.19. — Supposons f > 2. Soit H' le groupe de Lubin-Tate cor-
respondant & oo o ¢ € I'g. Sous l'isomorphisme précédent GR(k) ~ P(k),
Vinvolution w identifie kX < PY(k) avec l’ensemble des extensions non tri-
viales de Ext'(HP,H). Pour ces extensions non triviales, G[w]/H = Ker(V :
(G/H)[w] — (G/H)[w]). Dans les autres cas w(G, HP[w]) ~ (G, H[w]) et
w(G, Hy) ~ (H'®(H)P, H}) on H)) est le seul sous-groupe de Raynaud de (H'®
(H)P)[w] tué par V tel que WHY oo 7 0

Preuve. Indiquons simplement les calculs a réaliser lorsque H = Hy. Soit L =
@ L, le sous-module de Dieudonné de D tel que le quotient D /L soit le module
de Dieudonné de Hy. Donc L est le module de Dieudonné de G/Hy. On vérifie
aisément que Fy, : L, — Lo est donné dans la base naturelle par la matrice

(1)
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@t 0
(% 2)
si 0 = ¢ 0 ¢. Le module de Dieudonné de G[w]/Hy s’identifie & L/wD. 1l est

facile de voir que V =0 dans L/wD et que Fy : (L/wD)s = (L/wD)g04 est
nul si et seulement si 0 = og ou 0 = ¢ °© ¢. ]

si 0 # 0 o ¢ et par la matrice

Lemme 9.2.20. — Supposons f = 1. Sous l’isomorphisme précédent GR(k) ~
PY(k), linvolution w identifie k* < PYk) avec l’ensemble des exten-
sions non triviales de Ext!((H)P,H). Pour ces estensions non triviales,
Glw|/H = Ker(V : (G/H)lw] — (G/H)[w]). Dans les autres cas,
w(G, HP[w]) = (G, H[w]) et w(G, H[w]) ~ (G, H"[=]).

9.3. Déformations de BTHB. — Le but de ce paragraphe est de démon-
trer quelques résultats sur les déformations de groupes de Barsotti-Tate de
polygone de Newton ou de a-nombre prescrits. Des résultats similaires figurent
déja dans [GO] et [AG1] et nous empruntons les méthodes de ces articles.

9.5.1. Déformations en a-nombre un. — Soit G/k un groupe de Barsotti-
Tate. Son a-nombre est par définition dimy Hom(ay,, G). Si D est le module
de Dieudonné de G on a a(G) = dimy, D/(FD + V D). La proposition suivante
généralise [GO], thm. 5.3.3.

Proposition 9.3.2. — Soit G/k de a-nombre un. Il existe une k-algébre lo-
cale intégre S de corps résiduel k, de corps des fractions K et un BTHB G —
Spec S tel que G| ~ G et G| ait un polygone de Newton de pentes (%, gg%l).
Preuve. Déterminons d’abord une base convenable du module de Dieu-
donné D de G. Par hypothese, il existe un unique oy tel que D,, #
FDgiop—1 + VDggop. On peut comme dans la démonstration du théoreme
5.3.3 de [GO] trouver un élément x € D, tel que pour tout 0 <i<g—1,la
famille { F'x, V9~ 'z} soit une base de Diopi €t FIz = ax —VIz avec a € Oy
et v(a) > 0. Notons que la premiére pente du polygone de Newton de G
est inf{v(a)/f,1/2} Dans la base précédente, la matrice du morphisme
F, : D; — Dgog est donnée par
10
(0 P)

(5 %)

sio#ogo¢! et par
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si o = 0g9o¢ . Notons R = k[[coo, . Ce-1,0,0 € X]]. D’apres la section
5.4 de [AG2], le schéma formel Spf R est l'espace de déformation équi-
caractéristique de G. D’apres le théoreme 5.6.1 de [AG2] le display universel
sur R est une famille (P,Q,F,V 1, <,>) o P = ©,P, est un module libre
de rang deux sur W(R) ®z Op, et F': P — P est une application ¢-linéaire.
Apres tensorisation par le morphisme R — k, le module P se spécialise
sur D et il existe une base ef,ed relevant la base précédente de D telle
que Fy, : P, — Pyo4 est donné par la matrice

)

si o # 0go¢! et par la matrice
< a b= a¢(ca'oo¢)—l)>
-1 _qb(CO'QO(b*l)
autrement, ott C, = [co o] + [c16]T + ... + [ce—15]T¢L € W(R) ® O, et []
désigne le relevement de Teichmiiller. Posons
-2
C= Z Caoodﬂ'le .

i=—1

L’endomorphisme de P, donné par F7 a pour matrice

a —aC+pf
-1 C

Posons S = R/cy yy0p-1- La spécialisation de P sur une cloture algébrique
du point générique de S est bien le module de Dieudonné d’un groupe de

Barsotti-Tate de pentes (é, gg%l) d’apres le lemme 9.2.6. O
9.8.8. Déformation du a-nombre. — Soit S un schéma de caractéristique p

et G — S un BTHB. Supposons que wg est libre de rang un sur O ® Og,
autrement dit qu’il vérifie la condition de Rapoport. Le Verschiebung G®) — G
a une différentielle
Viwg = wge
qui se décompose en morphismes
Vo i1 WG o = WG gogp—1-
Pour tout o € 'y et tout 1 <7 < e notons

Vit Wglwi],e = WG[wi],cop—1-

L’application V; , est souvent appelée invariant de Hasse partiel (voir [AG3],
déf. 7.12). Si S = Spec k, le a-nombre de G est juste ) dimy Ker(V). Intro-
duisons le a-nombre raffiné de G qui est la fonction A(G) : I'g — [0, e] définie
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par
A(G)(0) = sgp{vi,g = 0}.

Remarquons que a(G) = > A(G)(0).

Soit G/k un BTHB tel que wg soit libre sur O, ®k. Notons Defg o I'espace de
déformations équicaractéristiques de G. Il est spectre formel d’une algebre A
et nous définirons sa dimension comme celle de Spec(A). L’espace Defg ( est
formellement lisse de dimension g.

Remarque 9.3.4. — Le groupe de Barsotti-Tate universel sur Defg o s’algé-
brise canoniquement en un groupe de Barsotti-Tate sur Spec(.A), puisque c’est
le cas des groupes finis et plats. Cela nous permettra de définir des stratifica-
tions de Spec(A), par exemple par le a-nombre. On dira par abus de notation
qu’on a alors défini une stratification sur Defg o, qui n’est pourtant topologi-
quement qu’'un point. On définira de la méme maniere la dimension des strates
et leur adhérence en remplagant systématiquement Defg o par Spec(.A). Nous
adopterons ce point de vue des que nous considererons des espaces de défor-
mations.

Pour tout A : Ty — [0, €] notons Defé’o le sous-schéma formel localement
fermé ou le a-nombre raffiné est A. La proposition suivante améliore le corol-

laire 8.18 de [AG3].

Proposition 9.3.5. — La stratification {DeféO}A est pure donc

e les strates sont formellement lisses,

e ['adhérence d’une strate est union de strates,

e si A,B: Ty — [0,€] alors Deféo C Adh(Deng) si et seulement si B(o) <
A(o) pour tout o € T'y.

Preuve. Soit D le module de Dieudonné de G et Dy sa réduction modulo p.
Il existe une suite exacte

0 — wg — Dy — wy — 0.

Notons R = k[0, ...y Te—1,0:0 € L0]/ (20,0 ey Te—1,0, 0 € T0)?. Soit Defg (1) ~
Spec R le voisinage infinitésimal au second ordre du point fermé de Defg .
Notons G le BTHB universel sur Defgo(1). Par évaluation du cristal D
sur Defg o(1), on obtient une suite exacte

O—>wg~—>D0®kR—>ng—>0.

Soit og € T'y. Supposons A(G)(og) = i. Le morphisme
Voo 1 W00 = K[T]/T = wg gy0p-1 ~= k[T]/T



48 Vincent Pilloni et Benoit Stroh

est donné par la multiplication par T%. Il existe donc des bases ey, es de Dy o,
et fi, fo de Dy 5041 dans lesquelles V, soit donné par la matrice

10

0 0
et par wg o, =< T'ei + e3 >. Sous des isomorphismes convenables, W 5, €st
donné par < T'e; + e +Zo,00€1 + ...xe_lpoTe_lel > ou l'on rappelle que Wé o0
est la déformation universelle de wg 4, dans Dy 4, ). Soit j < i. L’équation du
lieu ot A(og) > j dans Defg g est donnée par Vj ,, = 0. Cette équation devient
20,00 = --- = Zjo, = 0 apres projection dans l’espace tangent. On en déduit
que 'union de strates données par 1'équation A(ogy) > j est formellement lisse

d’équations données par une suite réguliere. On en déduit également la formule
annoncée pour ’adhérence d’une strate, ce qui démontre la proposition. [

9.4. Théorie du modele local. — Dans ce paragraphe nous ferons I’hypo-
these que g > 3. Nous étudions les espaces de déformations de BTHB qui sont
extension d’un Lubin-Tate par leur dual et qui sont munis de structures de
niveau iwahoriques. Rappelons d’abord un invariant fondamental des schémas
en groupes finis et plats sur un trait de caractéristique mixte, leur fonction
degré.

Soit S un schéma et G — S un schéma en groupes fini et plat de section
neutre e : S — G. Notons

wag = e*Qé /s

le faisceau conormal de G le long de sa section unité. Supposons que S =
Spec Ok est le spectre d'un anneau de valuation discrete de caractéristique
mixte (0,p), de valuation v associée normalisée par v(p) = 1. Alors wg =~
®!_ 0k /20K et le degré de G est par définition deg(G) = > v(z;).

Supposons que G soit muni d’une action de kp, ce qui est par exemple le cas
si G est un schéma en groupes de Raynaud. Alors wg est un kr, ® Ok /pOk-
module. Supposons que O soit une W (k)-algebre. Rappelons que par no-
tation I'g = {0 : k — k}. Ainsi wg = Bowa,e OU wg,e est le facteur di-
rect de wg sur lequel ky agit par le plongement o : k;, — Ok /pOg. On
a alors wg, ~ ®f_, 0k /2;0k et I'on pose deg,(G) = Y v(z;). Clairement
deg(G) = > deg,(G). Lorsque G est un schéma en groupes de Raynaud,
la donnée de la famille (deg,(G))ser, détermine la classe d’isomorphisme
de G|, ott Of désigne 'anneau d’entiers d’une cloture algébrique de O [1/p].

Soit G — Spec k un BTHB extension de H” par H avec H un groupe
de Lubin-Tate. Soit H C G[w] un sous-groupe de Raynaud de G tué par le
Frobenius. Notons ¢ : G — G/H l'isogénie canonique. Soit Defg ,, — Spf W (k)
lespace de déformation du couple (G, ) et

719
Defg
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sa fibre générique rigide dans le sens de la géométrie de Berkovich. Notons
] g
H— Defg’ W
le sous-groupe de Raynaud universel, qui est le noyau de 'isogénie universelle.
Soit '
deg : Defg’fb — [0, f]

I’application fournie par le degré de H. La proposition suivante est le résultat
principal de ce paragraphe.

Proposition 9.4.1. — Pour tout d €]0,1[, le sous-espace
Defg;%,(d) = {x € Defy¥,, deg(z) > f — d}

est connexe et lapplication d€g|Def§ifu(d) envoie surjectivement Defgfi(d)

sur [f — d, f[NQ.
Preuve. Traitons d’abord le cas ot G = HeHP. Grace a involution de Weil,
rig
De fgﬂ/)
s’identifie avec ’espace de déformations de 1/1D : G/H — G. Les différents
sous-groupes H possibles sont classifiés dans le lemme 9.2.18. D’apres les
lemmes 9.2.19 et 9.2.20, la proposition résulte alors des propositions 9.4.6

et 9.4.8. Dans le cas ou G est une extension non scindée et vérifie donc la
condition de Rapoport, la proposition résulte de la proposition 9.4.10. ]

9.4.2. Modele local sans niveau. — Soit H un groupe de Lubin-Tate sur &
correspondant & un élément oy € . Posons G = H ® HP et notons i : H — G
I'immersion canonique du premier facteur. Soit Defg — Spf W (k) lespace
de déformations de G. Nous allons donner une description explicite de cet
espace de déformation grace a la théorie du modele local. Remarquons que
cette description n’est pas utile pour prouver la proposition 9.4.1, mais ser-
vira d’exemple pour les calculs plus compliqués effectués dans les paragraphes
suivants.

Proposition 9.4.3. — Le schéma formel Defg a dimension relative g et il
existe un morphisme formellement lisse

Defg — Spf W (k)[[a, B, z]]/E°°(a) + .

Preuve. Soit M un module libre de rang deux sur Op ® W (k) muni d’une
base e1, eo et de ’accouplement alterné non dégénéré standard M QM — O ®
W (k). Ona M = @&M,. Notons €7 et e la O,-base induite sur M,. Notons w,
le sous-module libre sur Oy @y (x) k de My Qyy 1) k de base ef pour tout o # oy.
Notons wy, le sous-module sur Oy, @y (1) k de My, Q1) k engendré par Te®
et Te_lego. Notons w = @ews C M Q) k. Soit M. le schéma formel
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paramétrant les déformations de w en un facteur direct local isotrope de M
qui soit stable sous I’action de Oy,. Notons G¥** le BTHB universel sur Defg
et B((GU)P) = E(G""") son extension vectorielle universelle. Passant aux
algebres de Lie, on obtient une suite exacte

O — U.)guni'u — LZE(E(gunw)) — wguniu — 0

Fixons un isomorphisme o : M ® Oy ~ Lie(E(G“"™)), ce qui fournit
une application Defg — Mj,. qui est un isomorphisme d’apres la théo-
rie de modele local. Posons R, = W(k)[[z],...,27]] si 0 # 00 et Ry, =

W (k)[[e, By T1y ooy Te; 1, )]/ E° () + Bz1. On voit alors que My =~ ®o R, et
que le sous-module universel est donné par

; 1
wi™ = Oy.(e] +x7e§ + x5Te + .22 T " €e3)
si o # og et

4 g 4 —2 o
Wod "' = Ogo(—ae] +T.e1 +x165° + 22T€5° + ... + e 1T "€3°)

+O0g,(Be] + 115" +1y2Te3’ + ...+ ye_lTe_QegO + Te—leg())

univ

Les conditions d’isotropie de w, menent aux équations suivantes.

o0
0 = zi18+ap+ay
y1 = w2B+ai+aye
Ye—1 = Qe—1t+Q

Prenons «, 8, x1, x2, ..., Te—1 comme systeme de parametres. On obtient alors
une unique relation donnée par

Bz + axg + ... + a“ 2xe_1) + E%%a) =0.
Posons enfin = 21 + azy + ... + a® 2x._;. O

9.4.4. Modele local en niveau itwahorique. — Soit H un groupe de Lubin-
Tate sur k correspondant & un élément og € X. Posons G = H & HP. Dans
ce paragraphe, on considere l'isogénie ¥ : G — G/H[w]| et son espace de
déformation universel Defg .

Proposition 9.4.5. — Le schéma formel Defg ., a dimension relative g et
est formellement lisse sur

Spf W (k)[[a, B,t, x]] /(B (a) — Btz — Bt(E(a) — ag)a™t + Bax) .

Preuve. Soient M’ et M deux modules libres de rang deux sur O, @z W (k)
de base f1, f2 et eq, ea. Notons ¥ : M’ — M D’application de matrice

b 7)
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Notons w C M ®yy(x) k le sous-module défini dans la preuve de la propo-
sition 9.4.3 et W' C M’ @y () k le sous-module de M’ défini de la méme
maniere, en remplacant e; et es par fi et fo. Soit Ny, 'espace de déforma-
tions des sous-modules w’ et w de M’ et M en des sous-Op, @ W (k)-modules
isotropes localement facteurs directs tels que ¥(w') C w. Pour tout o # oy,
posons R, = W (k)[[z9, ..., 27]]. Posons également

Roy = W(K)[[ev, B, t, x, 23, ..., xe1]] /(B () — B2tz —Bt(E7 () —ap)a~ +Pax).
Nous affirmons que Nj,. = @5 R,. En effet, si o # oy,

/ ; -1
WM = Op.(e] + x7e§ +x5TeS + ... +xlT " e9)

, oo '
et wi™ = U(w ). Au contraire,

unLv o log lof e—2 o
W' = Oy (—ae] +T.er +x165° + 22Te€5° + ... + 2 1T "e3°)

+ Opy(Be] +y1€5° + y2Tes® + ... + ye_lTe_QegO + Te_lego)
et

Wi = Oy (—ye] + T.e1 + t1e50 + toTeS0 + ... + te 1T 2e3°)

g0

+ Op(0e] + z1€5° + 22Te5° + ... + ze_lTe_QegO + Te_lego)

Les équations données par la condition d’isotropie sont

0 = x1B+ap+ ay1
y1 = w2B+ar+aye
Ye—1 = Ge—1t+a et
0 = t1(5 + ao + YZ1
21 = t2d +a + 22

Ze—1 = Qe—1+7
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La relation ¥(w ‘(‘)”“’) C wgy™ donne les équations suivantes

-y = —a+te1f

0 = I + te—lyl

1 = To+te1y2

te—2 = Te—1+te—1Ye—1 and
—ap = YU
21— a1 = Y2
22— a2 = Y3
Ze—2 — Ae—2 = YYe—2

Prenons «, 5,te_1,x2, ..., Te—1 comme systéme de parametres et posons t =
te_1 et © = 29 + axg + ... + a*3z._1. On obtient I'unique relation

E () — BPte_1x — Bt(E™(a) — ag)a™t + Baz = 0.

O

Notons Defgzb la fibre générique rigide de Defg 4, qui est un espace rigide

lisse de dimension g. Il exister un sous-groupe de Raynaud universel H =

Ker 1 sur Defg . Le faisceau conormal wy se décompose selon l'action de ky,

en Gowh . Chaque wy, est monogene, isomorphe a Opef, w/ (f-) avec f, €

ﬁDefg‘ v Notons A la couronne ouverte & une variable dont la coordonnée z
vérifie v(z) €]0, 1[. La fonction f, induit une application

F, : Defg9 — A.

Notons deg, : Defgf/) —1]0,1[ la composée de cette application avec la valua-
tion v. Cette fonction deg, est indépendante du choix de f,-.

Proposition 9.4.6. — On a deg, = 0 si 0 # oo et deg,, = v(a — tf).
L’application Def”ib — A induite par (o, 8,t) — a—tf est lisse hors du sous-
espace fermé pour la topologie de Zariski d’équation B = 0, surjective et de
fibres connezes. L ouvert de Def deﬁm par deg, < d pour tout d €]0, 1] est

conneze et s’envoie sur]ectwement sur la sous-couronne définie par v(z) < d
de A.

Preuve. D’aprés la théorie du modele local, wp, o~ wi /T (w )
ce dont on déduit la premiere assertion de la proposition. Posons R =
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W(k)[[e, B, t, 2]] /(B (o) — B*tx — Bt(E° (o) — ag)a ! + Bax) et considérons
le morphisme

Spf R —  SpfW (k)[[ev, 8,7, 2]]/ (a0 + v(Bz + (E”° (@) — ag)a™"))
(o, B,t,2) — (o,B,a— ft,x)

qui est un isomorphisme lorsque 8 # 0. Soit Z la fibre générique rigide de

Spf W (k)([cv, B, 7, 2]}/ (a0 — ¥(Bz + (E°(a) — ag)a™)) .

Notons D le disque ouvert de rayon un et de coordonnée « et D* le disque
ouvert épointé de rayon un de coordonnée 3. Soit A la sous-couronne ouverte
de rayon intérieur |p| et de rayon extérieur 1 de coordonnée z. Posons P(a) =
(E°9(a) —ag)a™t). Soit W I'ouvert de A x D x D* donné par I'inéquation |3| >
|P(a) + z|.. Le morphisme W — A x D est une fibration en couronnes ouvertes
de rayon intérieur |P(a) — A| et de rayon externe 1. Le morphisme W — Z
qui envoie (z,a, B) sur (a, 8, —agz" ', (z — P(a))B~!) induit un isomorphisme
de W sur l'ouvert de Z ou B # 0. Cela démontre la seconde assertion de la
proposition. On en déduit le reste car les composantes connexes d’un espace
rigide lisse sont inchangées apres retrait d’un fermé Zariski de codimension un.
O

9.4.7. Modele local en niveau iwahorique, bis. — Soit Hy I'unique sous-groupe
de G[w| tué par V et vérifiant wy, 501 7# 0 €t why o, # 0. Dans ce para-
graphe, nous considérons l'isogénie ¢ : G — G/H).

Au niveau des modules de Dieudonné, on a D(Hy) = D(G)/D(G/Hy)
ou D(G/Hy) est le sous-module de D(G) donné par D(G/Hy), =< e1,wey >
sio # og et D(G/Hy)s, =< ey, ey >. On voit aisément que G/Hy = H' &H'"
ol H' est un groupe de Lubin-Tate correspondant & oy o ¢~ . Notons Defg
I'espace de déformations de ¢ : G — G/ H.

Proposition 9.4.8. — Le schéma formel Defg ., a dimension relative g et
est formellement lisse sur

Spf W ()W, X, Y, Z])/(WX — p,YZ — p).
Si HY désigne le noyau de l’isogénie universelle, on a
ngsliv ~ ﬁDefg’w/X

et CL)Huniv ~ ﬁDefg ’ll’/Y .
Uoo¢_1 ’

Preuve. Soient M’ et M deux modules libres de rang deux sur O, ®z W (k)
de bases f1, f2 et e, e5. Notons ¥ = @V, : M’ — M D'application linéaire de

matrice
1 0
v=(o 1)
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T 0
o= ()

Soit w C M ®yy(x) k le sous-module défini dans la démonstration de la propo-
sition 9.4.3. Notons w’ C M’ @y () k le sous-module défini par w, =< fi >
sio#ogop ! et Wopog—1 =< wfi,we s >. Soit Ny le schéma formel
paramétrant les déformations de w et de w’ en des sous-Op-modules isotropes
localement facteurs directs tels que ¥(w') C w. Soit Nige» le schéma formel
paramétrant les déformations de w, et de w, en des sous-Or-modules isotropes
localement facteurs directs tels que ¥, (w),) C wy. Ainsi Njoe = [ [, Nioe,o- On
vérifie aisément que N, , est formellement lisse si o # g, 09 © oL

Nous affirmons que Njoe s, = Spf W (k)[[ao + Bzo]] et que les sous-modules
universels sont donnés par

si o #£ o( et par

U

w agw =< fl*+xof3® + ...+ IL"eflTe_lng >
et

univ __
(JJUO =

< Te+x0e30+...c4xe1 T 130, Be]+(a1+B821)eg +...t(ae—1+BTe1)T¢ %e30+T eg" >
On a Wpmiv = ngw/w/ﬁgw. Notons By = Te]® + 20e5° + ... + xe_1T¢ 1e3°
et By = Be7° + (a1 + Bx1)es® + ... + (@e—1 + Bre—1)T¢ 1e3’. De la rela-
tion —agFE = 2T E5 on obtient la relation

Te_lEl + ... + aTFE1 + a1 E1 = xoF>
qui est minimale parmi celles exprimant F, sur le sous-module engen-
dré par Ej. On en déduit que w Hyniv ™ Ey/xgFE>. Le calcul est dual
pour N 51001 €6 nous le laissons au soin du lecteur. O
9.4.9. Modele local dans le cas non scindé. — Supposons a présent que G soit
extension non scindée de H” par H ot H est un groupe de Lubin-Tate corres-
pondant a gg € Y. Dans ce cas G vérifie la condition de Rapoport d’apres le
lemme 9.2.12, ce qui simplifie la théorie des déformations. En particulier Defg
est formellement lisse de dimension g sur Spf W (k).

Soit ¢ : G — G/H[w| et Defg les espaces de déformations universels
de (G, ). Notons comme précédemment

deg,, : Defg"fb —]0,1]
le morphisme donné par le parametre de Raynaud de Ker .

Proposition 9.4.10 ([P2]|, Appendix B). — L’espace Defg, est de di-
mension g et il existe un morphisme formellement lisse

Defg, — Spf W (k)[[IX. Y]I/(XY — p)



Surconvergence, ramification et modularité 55
tel que deg,, = v(X).

9.5. Rigidité de certains BTHB non simples. — Soit O un anneau
de valuation complet de caractéristique mixte (0,p). Notons K son corps des
fractions et C la complétion d’une cloture algébrique de K. Supposons que tous
les plongements L — C se factorisent par K et posons I' = Hom(L, K). Le but
de cette section est d’étudier des BTHB G — Spec Ok qui deviennent non
simples comme Op-module sur Spec O¢. Nous verrons que dans beaucoup
de cas, G est déja non simple comme Op-module sur Spec Og. Nous nous
restreindrons ensuite a la strate de Newton de pentes (%, %) et étudierons
les différentes sous-objets possibles de G. Nous étudierons le comportement
par isogénie de BTHB non simples paramétrés par cette strate et définirons
des sous-groupes spéciaux dans la w-torsion de ces groupes de Barsotti-Tate.

9.5.1. Rationalité. — Dans ce paragraphe, nous montrons que dans le cas
non ordinaire si un BTHB G — Spec Ok devient extension de groupes de
Barsotti-Tate sur O¢, 'extension est déja définie sur Ok. Rappelons d’abord
le résultat classique suivant.

Théoréme 9.5.2. — Notons p—div—0 la catégorie des groupes de Barsotti-
Tate connexes sur Spec Oc¢. Le foncteur

Liec :p—div—0— C —Vect

qui associe a un groupe de Barsotti-Tate connexe son algebre de Lie tensorisée
avec C est fidéle.

Preuve. Soient G,G’ deux groupes de Barsotti-Tate et ¢ : G — G’ un mor-
phisme de différentielle d¢ : Lie(G) — Lie(G’). Il suffit de montrer que si d¢ est
nul, il en est de méme de ¢. Soit G4 le groupe de Barsotti-Tate fibre générique
rigide de G. Rappelons que p—div—0 est équivalente a la catégorie des groupes
de Lie formels sur Spec Oc¢. Si d est la dimension de G alors G est donné par
des séries formelles en d variables : I'addition + € Oc|[[T;,T},1 < 4,5 < dJ]
et linverse i € Oc|[[T;,1 < i < d]]. Ainsi G,y est un polydisque ouvert de
dimension d et de rayon 1 d’addition donnée par + et d’inverse par 7. Il existe
un logarithme log : G,;g — Lie(G) ou Lie(G) est isomorphe a (Ga)fig. Ce loga-
rithme est un isomorphisme dans un voisinage de l'identité donc si d¢ est nul,
il en est de méme de ¢ dans un voisinage de I'identité. Mais des séries formelles
nulles dans un voisinage de I'identité sont identiquement nulles donc ¢ est nul
partout. ]

La conséquence suivante de ce théoreme nous sera cruciale.
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Proposition 9.5.3. — Soit G un BTHB connexe sur Spec Ok et i : H —
Glo. un sous-groupe de Barsotti-Tate stable par Or. Alors H et i sont dé-
finis sur Spec Ok . De plus, H est uniquement déterminé par l’action de L
sur Lie(H) k.

Preuve. Soit 0 € Gal(K/K) = Gk. Notons i : H° < G le sous-groupe
de Barsotti-Tate obtenu par torsion par o. Il suffit de vérifier que le mor-
phisme H? — G/H est nul car cela forcera i? a se factoriser par H et 'applica-
tion factorisée sera un isomorphisme par égalité des hauteurs. Soit I' I’ensemble
des plongements L. — C et 'y le sous-ensemble des plongements intervenant
dans la décomposition du module Lie(H), et de méme pour I'yo et Tg .
Notre hypothese sur K assure que I'yo = I'yy. D'un autre c6té, I'g /gy = '\ I'y;.
Donc T'ye NTg/p = 0 et cela impose Homo, (H?,G/H) = 0 par le théoreme
précédent. O

9.5.4. Des BTHB non simples de pentes (é, 95%1). — Supposons que g > 2
dans cette section.

Soit v € I' = Hom(L, K). Notons L7 () le groupe de Lubin-Tate sur Ok
de multiplication par w donnée par le polynome ~(w)T + TP Laction de L
sur l'algebre de Lie de LT () se réalise par le caractere . Notons K™ la
complétion de ’extension non ramifiée maximale de K. Sur Ognr tout groupe
de Lubin-Tate est isomorphe & LT (7)|0,n- OU v est le caractere de 1'algebre
de Lie [Ne, exer.V.4.6].

Définition 9.5.5. — Soit G un BTHB. Notons I'(G) C T' le sous-ensemble
des v tel qu’il existe un groupe de Lubin-Tate H de caractere v et une immer-
sion fermée H — G.

D’apres la proposition 9.5.3, le sous-groupe H est uniquement déterminé
par v et nous le noterons H(7).
Disons dans ce cas que H(y)[w] = Hspe(7y) est un sous-groupe spécial de G

de type 7.

Lemme 9.5.6. — On a deg(Hgpe(7)) = L.

Preuve. Nous utilisons les résultats de la section 3 de [Fa]. D’une part on a
degH(7)[p] = 1 car H(y) est de dimension 1. D’autre part, H(vy)[p| est filtré

par les noyaux de la multiplication par @’ pour 0 < i < e et chacun des
gradués est isomorphe & Hgpe (7). O

Proposition 9.5.7. — Supposons que la valuation de K soit discréte et que
g > 3. Soit G un BTHB. L’ensemble I'(G) est de cardinal au plus un.

Preuve. Supposons qu'il existe deux éléments distincts v,v" € T'(G). On ob-
tient une application H(y) & H(7') — G qui est un isomorphisme sur les
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modules de Tate rationnels. Comme la dimension de H(vy) & H(7') est deux,
cela contredit le théoreme de comparaison de Tate [Ta]. O

Remarque 9.5.8. — 1l parait possible que I'(G) soit de cardinal supérieur a
un dans le cas de valuation non discrete lorsque g > 3.

9.5.9. Comportement par isogénies. — Nous supposons toujours que g > 2.
Etudions le comportement de I'(G) par certaines isogénies.

Lemme 9.5.10. — Soit G — Spec Ok un BTHB et H C Glw] un sous-
groupe de Raynaud de degré < 1. Le sous-ensemble I'(G/H) C T'(G) consiste
en les v € I'(G) tels que H = Hgpe(7y).

Preuve. Posons ' = G/H et ¢ : G — G’ I'isogénie canonique. Soit v € T'(G’)
et désignons par H'(y) — G’ le sous-groupe de Lubin-Tate correspondant.
Remarquons que deg G[w]/H > f — 1. Comme deg H'(7)[w] = 2, on a une
décomposition H'(v)[w] & Glw]/H = G'[w] en facteurs directs sur Spec Ok
et degGlw]|/H = f— % Cela implique que sous l'isogénie duale ¢” : G’ — G de
noyau G[w|/H, le sous-groupe H'(~y) s’envoie isomorphiquement sur son image
dans G. Cela prouve que v € I'(G). On obtient alors un digramme commutatif

ot ¢” 0 ¢ = w. Comme ¢ l24/() est un isomorphisme sur H (), on en déduit
que Ker ¢ = H(v)[w]. Inversement, pour tout v € I'(G) tel que Hype(y) = H
l'isogénie ¢ induit un isomorphisme de H(7) vers son image dans G’ donc vy €

(G- O

Lemme 9.5.11. — Soit n € Zxo et H un sous-groupe de G[w"] tel
que H(K) ~ Op/w" et deg Hlw] < 1. Alors T(G/H) est l'ensemble
des v dans T'(G) tels que H = H(~)[="].

Preuve. Le cas ou n = 1 résulte du lemme précédent. Traitons le cas général
par récurrence sur n. Il existe une suite exacte

0 Hw" ' = H— H/Hw" '] -0

de schémas en groupes sur Spec Ok . Notons que la multiplication par " !

induit un isomorphisme générique H/H[w" '] — H[w] ce qui implique
deg H/H[w" '] < 1 et permet de conclure. O
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Soit Ny un entier tel que les groupes {LT (v)[w™¥°],v € T} soient tous
distincts comme schémas en groupes sur Ognr avec action de Op,.

Remarque 9.5.12. — 1l suffit de prendre Ny tel que les éléments {y(w),y €

N,
I'} soient tous distincts modulo pTO dans Ognr.

Lemme 9.5.13. — Soit H un sous-groupe de Glw™] tel qu’il existe un iso-
morphisme H(K) ~ O, /w0 et tel que deg H[w] < 1. Alors T'(G/H) est vide
ou consiste en un unique élément v € I'(G) avec H = H(7)[w™0].

Preuve. D’apres le lemme précédent, I'(G/H) consiste en tous les v € I'(G)
tels que H = H(y)[@¥] et il existe au plus un tel v d’apres notre choix de Nj.
O

9.5.14. Groupes de Lubin-Tate tronqués. — Nous aurons besoin d’une va-
riante de la théorie précédente dans le cas tronqué.

Définition 9.5.15. — Soit S un schéma. Un groupe de Lubin-Tate tronqué
d’échelon N est un groupe de Barsotti-Tate Hy — S tronqué d’échelon N, de
hauteur g et de dimension 1 muni d’une action de Oy, tel que le foncteur Hy
prenne ses valeurs dans la catégorie des Or,/p™N Or-modules plats.

A tout groupe de Lubin-Tate tronqué d’échelon N est associé le mor-
phisme O — H°(S,0g/p"0s) donnant l'action de Op sur l'algebre de
Lie.

Proposition 9.5.16. — Soit Ok un anneau de valuation complet de carac-
téristique mizte (0,p) et Hy — Spec Ok un groupe de Lubin-Tate tronqué.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. 1l existe un groupe de Lubin-Tate H — Spec O tel que Hy = H[p"],

2. Il existe v € T tel que le caractére Op — Ok /p"Ok donnant l'action
de Oy, sur lalgébre de Lie de Hy soit v mod p".

Preuve. Le premier point implique clairement le second. Si on suppose la
seconde condition vérifiée, Hy est un Op-module strict dans le sens de [F].
Les résultats de cet article montrent qu’il n’y a pas d’obstruction a le relever en
un groupe de Barsotti-Tate tronqué dans la catégorie des Op-modules stricts.
O

Le lemme suivant est évident, et le corollaire est une conséquence du résultat
précédent.

Lemme 9.5.17. — Soit \ : O — OK/pNOK un morphisme d’anneaux. Il

exviste v € T tel que A = v mod p[%]. Supposons n > v(E'(w)). Tous les
caractéres v € I' sont distincts modulo p™.
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Corollaire 9.5.18. — Soit Hy — Spec O un groupe de Lubin-Tate tronqué

d’échelon N. Le sous-groupe ’HN[p[%]] se reléve en un groupe de Lubin-Tate
sur Of.

Soit Hy — Spec O un groupe de Lubin-Tate tronqué. Lorsque N >
ev(E'(w)) il existe un unique v € T tel que le caractere de Oy, sur Lie Hy

coincide avec v modulo p[%}. On dit alors que Hy est de type 7.

Lemme 9.5.19. — Pour tout entier ¢ > 0 et tout v € T', il existe un en-
tier N(c) > ¢ tel que pour tout N > N(c), tout morphisme Op-linéaire
¢ : LT[V loe = LT ()P "o vérifie LT (v)[plo. € Kerg.

Preuve. Comme I' est un ensemble fini, il suffit de prouver I'assertion pour
~v € I fixé. Pour tout entier n, notons

Iy = {¢: LTMP]loe — LT P"]loc
tq O, — lineaire et Ker¢ C LT (7)[p° |o.}-

On obtient une application Iy — Iny_1 en restreignant un élément ¢ € Iy
a LT () [PV ]|oe- La limite projective limy Iy est vide car sinon 'on pourrait
construire une application non nulle O-linéaire L7 (7)|o. — LT (7)P]og, ce
qui contredirait le théoreme 9.5.2. Cela implique que I est vide pour N assez
grand, d’ou le lemme. O

Proposition 9.5.20. — Soit G un BTHB sur Ok et ¢ € Z~g et N > e -
inf{N(c),v(E'(w))} des entiers. Soiti: Hy — G|o. un groupe de Lubin-Tate
tronqué de type . Le sous-groupe H[w®| est défini sur Ok et est uniquement
déterminé dans le sens ot si i : 7—[’N > g\oc est un autre groupe de Lubin-Tate
tronqué de type vy, on a Hy[@w] = Hy[@e].

Preuve. Soit 0 € Gal(K/K). Notons i : H% < G|o. linclusion tordue
par 0. D’apres le lemme précédent, HS;[p°] est le noyau du morphisme H§, —
GpN)/Hn ~ HE donc HE[p] = Hn[p°]. La démonstration de la seconde
assertion est similaire. O

On dit dans la situation de la proposition que Hy[w]| = Hgpe(y) est le
sous-groupe spécial de type ~. Il est de degré % Il nous parait remarquable
que Hgpe(7y) ne soit pas distingué parmi les autres sous-groupes de G[w] sim-
plement par son degré, mais ne devienne réellement distingué que lorsqu’on
considere tout le groupe de Barsotti-Tate. Cela peut s’illustrer de la maniere
suivante dans le cas ol e = g et 'on est donc dans le cas totalement rami-
fi6. Considérons G = LT (v) ® LT (7)? pour v € T'. 1l est facile de voir qu’il
existe deux classes d’isomorphisme de sous-groupes d’ordre p dans G, classes
représentées par LT (7)[w] et LT (7)P[w]. Il y a p sous-groupes dans la pre-
miere classe d’isomorphisme et LT (7)P[w] est seul dans la seconde, donc est
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déja distingué parmi les sous-groupes de w-torsion. Mais si I'on considere le
groupe de Barsotti-Tate total, il existe un unique plongement L7 (y) < G et
le sous-groupe LT (7)[w] = Hgpe(y) devient distingué.

9.5.21. Familles de sous-groupes spéciauz. — Soit & un schéma formel topo-
logiquement de type fini de fibre générique rigide S dans le sens de Berkovich.
Soit & — & un BTHB. Notons G — S le groupe de Barsotti-Tate associé
sur S.

Proposition 9.5.22. — Soitvy € I'. L’ensemble des points x € S tels que v €
['(x) est un sous-ensemble compact Sepe(y) qui est intersection décroissante
de sous-domaines spéciauz. Il existe de plus un sous-domaine spécial V conte-
nant Sspe(7y) tel qu’il existe un sous-groupe spécial universel de type v sur V.

Preuve. Pour tout N > ev(E'(w)), notons &Ry — S la grassmanienne des
sous-groupes de G de rang p9? stables sous @y,. Notons GRy — S 'application
rigide-analytique associée. Soit GRy la composante de GRy ot le sous-groupe
universel H}{,”i” est localement libre de rang un sur Oy, /p". L’application fy :
GRy — S est fini étale. Le lieu ot HY est un groupe de Barsotti-Tate
tronqué (plus précisément le lieu des x € S d’anneau de valuation Ok, ol
le groupe H}\‘,”"”]OK(I) soit un Barsotti-Tate tronqué), est un sous-domaine
spécial. Il est en effet donné par les égalités

deg HY"[p*] = deg HY™[p'] + deg HY™[p* "], 0<r<s< N

et le degré est localement la valuation d’une fonction analytique sur S.

Le lieu ou H}(,m'” est un groupe de Lubin-Tate tronqué est donné par la
condition supplémentaire deg H}\‘[m” [p] = 1. Finalement, le lieu ou H}{,m” est
un groupe de Lubin-Tate tronqué est stratifié par le caractere de ’algebre de
Lie et donc par I'ensemble I' puisque N > ev(F'(w)).

Notons Vi le sous-domaine spécial de GRy ou Hpy est un groupe de
Lubin-Tate tronqué de type ~. Alors Sge(y) = Nnfn(Va) est bien inter-
section de sous-domaines spéciaux. De plus, d’apres la proposition 9.5.20,
le groupe Hy[w]|y, descend au sous-domaine spécial fy(Vy) de S pour
tout N > eN(1). O

La remarque qui suit sera utilisé dans la preuve de la proposition 10.5.12.

Remarque 9.5.23. — Notons f : Gr — S la grassmanienne des sous-
groupes finis stables sous Op de G[w]|, qui sont localement libres de rang 1
comme Of/w-modules. Le morphisme f est fini étale et le groupe spécial
fournit donc une section s du morphisme f sur V. Il existe un voisinage strict
V' de V et une section s’ : V! — Gr étendant s’ (c’est 1a un fait général sur
les sections d’un morphisme étale, voir [PS2], prop. 2.2.4 par exemple). Par
conséquent, le sous-groupe spécial surconverge sur V',
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On peut voir ces sous-groupes spéciaux comme des généralisations du sous-
groupe canonique. Une grande différence est que 'analogue du lieu Sgpe(7)
dans la théorie du sous-groupe canonique est le lieu ordinaire, qui est un sous-
domaine spécial. La structure de Sgpe(y) nous parait assez mystérieuse. Nous
ne savons pas s’il admet une structure analytique et c’est pourquoi nous le
voyons simplement comme un sous-espace topologique compact. L’utilisation
de la théorie de Berkovich paralt indispensable car il n’est pas certain que
les points classiques soient denses dans Sgpe(y). Néanmoins, puisque Sgpe(7)
est intersection de sous-domaines spéciaux sur lesquels le sous-groupe spécial
existe, il devrait étre possible d’éviter le recours a la géométrie de Berkovich en
considérant systématiquement la suite des sous-domaines spéciaux {fn(Vn)}
au lieu de Sspe(7).

10. Classicité

10.1. Une stratification. — On a posé p- Op =[], 7rf" ou les m; sont des
idéaux premiers, et p = [[, m;. On a noté f; le degré résiduel de ;.

Pour tout 1 < i < r, nous dirons qu’un premier 7; est peu ramifié sie; < p—1
ou ¢; = p et f; = 1. Nous dirons qu’il est trés ramifié dans le cas contraire.
Notons que si 7; est tres ramifié, e; f; > 3.

Rappelons que Xy — Spec F désigne la fibre spéciale de la variété modulaire
de Hilbert de niveau premier a p.

La restriction & Spec F du schéma abélien universel est 49 — Xy et 'on
a une décomposition Ag[p™] = &]_; Ao[n°]. Notons X orq le sous-schéma
ouvert de Xy sur lequel A[p™>] est ordinaire.

Pour 1 <@ < r et e f; > 2, notons Xp; le sous-schéma localement fermé
de X sur lequel A[x>] a un polygone de Newton de pentes (-7, 1 — %fz)

ei-fi’
et A[m3°] est ordinaire pour tout j # i. Pour 1 <i <ret ¢;f; = 1, notons X,

le sous-schéma localement fermé de Xy sur lequel A[wf°] a un polygone de
Newton de pentes 3 et A[r3°] est ordinaire pour tout j # i.

Le sous-schéma Yy = X orq Ui Xo,; est ouvert dans Xy d’apres le théoreme
de Grothendieck de spécialisation des groupes de Barsotti-Tate (voir [De], p.
91).

Le lieu de Rapoport de X, noté X[, est le lieu ot le faisceau conormal w4,
de Ap est localement libre de rang un sur Ox, ®z Op. Le complémentaire
de X' dans X est de codimension deux d’apres [DP].

Pour tout 1 < ¢ < r, notons Up; ng 'ouvert de Xg; ou la condition de
Rapoport est vérifiée et le a-nombre vaut 1. Notons Up ; s le complémentaire
de UO,i,NS dans X[)}Z‘.

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p. Supposons le pre-
mier 7; tres ramifié. Un point géométrique x : Spec k — Xo; se factorise
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par Up; ns si et seulement si A[7f°], est extension non scindée stable par Op
de deux groupes de Barsotti-Tate de pentes % et 1 — ifﬁ alors qu’il se fac-

torise par Up; s si et seulement si A[r{°], est une extension scindée (voir le
lemme 9.2.12).

Proposition 10.1.1. — Le complémentaire de Xo orq U; Uy ns dans Xo est
de codimension au moins deux.

Preuve. On sait que le complémentaire du lieu Rapoport est de codimen-
sion deux d’apres [DP]. On sait également que U; Xo; est de codimension un
dans Xj. Il suffit donc de prouver que tout point non ordinaire du lieu de
Rapoport est dans 'adhérence Zariski de U; X ;. On sait quun tel point est
dans ’adhérence de la strate ot le a-nombre est un d’apres la proposition 9.3.5
et il suffit alors d’appliquer la proposition 9.3.2. 0

Notons X,;;, l'espace rigide associé a X dans le sens de Berkovich
et Y7 XOT’da Ui,Sa Ui,NSa XZ les tubes de }/07 XO,OTda UO,i,Sa UO,i,NS? XO,i dans XT'ig-

Corollaire 10.1.2. — On a pour tout k € Z ’égalité
H(Xp,w") = HO(Y,w*) = H° (1 X0,0ra Ui Uo,i s, "),

Preuve. On montre d’abord que H%(X,;,w*) = HY(Y,w*) = H°(]X¢ ora U;
Uoinsl,w¥) grice au lemme 7.1.1 de [P1] et au corollaire précédent.
Soit X" — Spec O une compactification toroidale de X. D’apres le principe
de Koecher, on a HO(X}f;’gT,wk) = H%(X,;,w"). Par le principe GAGA, on
a HO(X[, ) = H)(Xp,w"). O

Ainsi, si 'on veut construire une forme modulaire sur Xpg, il suffit de la
construire sur Y ou sur | X orqg Ui Up i vs[- Remarquons que Y est stable sous
I’action des opérateurs de Hecke puisque les isogénies conservent le polygone de

Newton. Pour ces deux raisons, on se restreindra a Y pour prouver la classicité.

10.2. Dynamique des opérateurs de Hecke. —

10.2.1. L’application degré. — Le groupe fini et plat universel sur Xo(p)rig
est H = [[, H[m;] ou H|[m;] est un schéma en groupes de Raynaud pour tout 4.
Il existe donc une application donnée par les valuations des parametres de
Raynaud (voir [Ray], coro. 1.5.2) :

T
DEG : Xo(p)rig — [ 10,1
i=1
Notons DEG); la projection de DEG sur le i-eme facteur [0,1)% et deg; la

somme des degrés de DFEG,;. Notons que deg; est simplement le degré de
H|[m;] au sens de [Fa].
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10.2.2. Dynamique de U,. — Pour tout 1 < ¢ < r, définissons C(m;) —
Spec E comme 'espace de modules paramétrant les quintuplets (A, ¢, Iw, ®, H) €
Xo(p) et un sous-groupe L C A[m;] localement isomorphe a Op/m; pour la
topologie étale et tel que H N L = {0}. Il existe une projection évidente
p1 : C(m;)) — Xo(p) obtenue en oubliant le groupe L. Choisissons pour
tout 1 < k < s un isomorphisme positif 7;cx = ¢(3) ot I(k) dépend de k. Cela
permet de définir une seconde projection ps : C(m;) — Xo(p) en envoyant
(A,i,Iw,®, H, L) sur (A/L,i,Iw',® H') ou ',Iw’ et H' sont les images
de i,Iw et H dans A/L et ou si ® est une cg-polarisation sur A, alors ® est
la m;¢cp-polarisation induite sur A/L, vue comme ¢)-polarisation grace a nos
choix. Notons Uy, 'opérateur de Hecke associé a cette correspondance (p1, p2).
Nous considererons l'action ensembliste de Uy, sur les points de Xo(p)rig ob-
tenue en envoyant © € Xo(p)ig sur I'ensemble fini pop; *(x) := Up,(2). Nous
considererons également l’action habituelle de Uy, sur les formes modulaires :
si U est un sous-domaine spécial de Xo(p)rig, il existe pour tout k£ € Z un
morphisme

Ur, : H(pap; ' (U), ") — HO(U, ¥).
Remarquons enfin que la correspondance Uy, respecte la stratification de New-
ton. Si I'on note Yy(p) I'image inverse de Y dans Xo(p)rig, la correspon-
dance Uy, agit donc sur Yy(p).

On a UrUr; = Ur;Ur, & un automorphisme pres (qui dépend du choix

des identifications micy =~ ¢;3)) pour tout i,j. Notons U, = [L; Ur,. Pour
tout N € Zx>( notons U_n l'itération N-iéme de Uy,. Le résultat suivant résume
quelques propriétés dynéxmiques de ces opérateurs.
Proposition 10.2.3. — Soit x = (A, H) € Yy(m) tel que = soit défini sur
une extension valuée compléte K de E de cléture algébrique K. Pour tout y €
Ur;(z), on a deg;(r) = deg;(y) pour j # i et deg;(y) > deg;(z). Suppo-
sons qu’il existe y € U ne;(z) ou N > 3 tel que deg;(y) = deg;(z). Une des
conditions suivantes est alors vérifiée :

1. A[n®] est ordinaire,

2. x € Uyg, on a DEG;(z) = (07"'707é707"'70) et il existe un groupe de
Barsotti-Tate tronqué Hy d’échelon N, dimension e; f; — 1, hauteur e; f;,

plat comme Op,, /pN -module tel que sur Spec(Of),
Hy — A[r°] et Hy D H.

3. x€Ugs, ona DEG;(z) = (1,...,1,1 — e%-’ 1,...,1) et il existe un groupe
de Lubin-Tate tronqué Hy d’échelon N tel que sur Spec(Of),

Hy — Alm®] et Hy O H.
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Preuve. Pour la premiere partie de la proposition, on renvoie a la proposition
4.2.2 de [P2]. Supposons qu’il existe y € U_ne; (z) ot N > 3 tel que deg;(y) =
deg;(x). D’apres la méme référence, il existe Hy, un groupe de Barsotti-Tate
d’échelon N tel que

HN‘—>A[7T;;)O] et HNS H

et il nous suffit de déterminer la dimension de ce groupe. En effet, si Hy est de
dimension 1, nécéssairement, DEG(H n[w]) = (0, ..., 0, e%,(), ., 0), si il est de
dimension e; f; — 1, alors, DEG(Hy[w]) = (1,...,1,1— e%_, 1,...,1). En outre, la
polarisation entraine Hy[w]” ~ H. Supposons pour commencer e;f; > 3 On
peut aussi supposer que nous ne sommes pas dans le cas ordinaire. D’apres le
lemme 9.2.14 on sait alors que la fibre spéciale de Hy [} iN=2) coincide avec
la Trie"N_2—t0rsi0n d’un groupe de Lubin-Tate ou de son dual. Ceci détermine
la dimension de Hy. Si e; = f; = 1 on est forcément dans le cas ordinaire.
Sie; =2,f; =1oue =1, f; =2, et que nous ne sommes pas dans le cas
ordinaire, alors forcément Hy est de hauteur 2 et de dimension 1. Enfin, il est
clair que dans les cas 2. et 3., le a-nombre vaut au moins 2.

[
On obtient la proposition suivante en passant a la limite sur V.
Proposition 10.2.4. — Supposons que pour tout N > 1, il existe y € Uﬂfv(z)
tel que deg;(y) = deg;(x). Une des conditions suivantes est alors vérifiée :
1. A[r$°] est ordinaire,

2. x € Uyg, on a DEG;(z) = (0,...,0,1,0,...,0) et il existe un groupe de

€
Barsotti-Tate H de dimension e; f; — 1, hauteur e;f;, plat comme OF"%‘_

module, tel que sur Spec(Of),
H— Alr®] et HOH.

3.z €Ug, ona DEG;(z) = (1,...,1,1 — e%_, 1,...,1) et il existe un groupe
de Lubin-Tate H tel que sur Spec(Og),

H s Alr®] et HeH.

De plus, si x = (A, H) est défini sur Spec(K), dans les situations 2 et 3,
Vextension est également définie sur Spec(K).

Preuve. Le dernier point résulte de la proposition 9.5.3. ]

Soit 1 <i <retodel0,f;]. Posons Yo(p)is = {x € Yo(p),deg; > 0}.

Proposition 10.2.5. — Les assertions suivantes sont vérifiées.
1. Soit fi— L <e << fi. ll existe N € N tel que UY (Yo(p)ie) C Yo(p)is-



Surconvergence, ramification et modularité 65

2. Supposons que m; est trés ramifié. Soit e% < 0. Il existe N € N tel
que U (Yo(9)i) € Yo(p), 1

Preuve. Le premier point est classique (voir [P1], prop. 3.9). Prouvons le
second. Soit Xo(p,ﬂfei) — Spec O l'espace de modules qui parametre les
familles (A,i,Iw,¢,H) € Xo(p) et un sous-groupe L de A qui est stable
sous Op de rang jjOF/ﬂfei. Notons Xo(p,ﬂ?ei)o — Spec F sa fibre spéciale
et }/()(p,ﬂ'?ei)o — Spec F louvert ot A € Y.

Soit S C Yo(p,w?ei)o le sous-schéma fermé réduit dont les points géomé-
triques correspondent a (A,4,Iw, ¢, H, L), avec A dans U;os et L[r{] =
Hmi'] si H — A[n°] désigne le sous-Lubin-Tate de A[n°]. Vérifions d’abord
que S est bien un sous-schéma fermé.

Notons GR — Up,; s la grassmanienne qui paramétrise les sous-groupes
finis et plats G C A[r;'] de rang §Op /7", stables sous l'action de Op. No-
tons G le sous-groupe universel. Nous devons montrer que l’ensemble X
des z € GR tels que G“m”|,;(x) = Hz[r;’] est fermé, on Hz — A[r]|5
est I'unique sous-Lubin-Tate de A[Wg’o]],;(x). D’apres la proposition 9.2.16, il
existe un morphisme fini surjectif i : T' — Up; s et un schéma en groupes fini
et plat H[p] — A[r;']|r qui interpole les différentes Hz[p] pour z € T. On
obtient un diagramme commutatif

T—f>GR

N
Uoi,s

ou le morphisme f est donné par le sous-groupe H/[p]. L’image de T' dans GR
est fermée puisque h est fini, et coincide avec X.
Notons Yp(p, 7o) le tube de Yo(p,7:%)o dans lespace rigide associé

i

a Xo(p, 7). Soit Yp(p, 7>%") I'union des composantes connexes de Yo (p, 75%)
ou

— LN H={0},

— L est localement libre comme Op/ W?ei-module.

Ainsi Yp(p, W?ei) est Pespace de modules donnant naissance a opérateur de

Hecke U se; sur Yp(p).

Soit 7" le sous-espace rigide compact de ffo(p,ﬁ?ei) intersection du com-
plémentaire du tube de S et du lieu ot deg;H € [6, f; — Z]. Il existe une
application Yp(p, 72%) — Yo(p) définie par (A, H, L) — (A/L, A[r]/L). Nous
affirmons que sur 77, on a deg; A[n]/L > deg; H. Dans le cas contraire, L serait
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un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon deux et (A, H, L) se spéciali-
serait sur S d’apres la proposition 10.2.3 et le lemme 9.2.14. Par compacité,
il existe ¢ > 0 tel que deg;A[r|/L > deg;H + £ uniformément sur 7. D’un
autre c6té, soit (A, H, L) € Yp(p, 7.%) dans le tube de S. Comme L[] se spé-
cialise sur un Barsotti-Tate tronqué d’échelon un, on sait d’apres un résultat
de Fargues ([PS1], prop. 4.3.2.5) que L[n}’] est déja un groupe de Barsotti-
Tate tronqué d’échelon un. Comme L[] est de dimension un, cela implique

que L[m;] a degré e% Mais alors deg; A[r]/L[m;] = fi — 6% ce qui conclut la
preuve de la proposition puisque deg; A[r|/L > deg; A[r]/L[m;]. O
10.3. Premiere étape du prolongement. — Soit G une forme surcon-

vergente vérifiant les hypotheses du théoréeme 8.2. Il existe donc un polynéme
P=X"+b, 1 X" 1 +...4+ b de terme constant non nul tel que P(U,)(G) = 0.

Proposition 10.3.1. — Pour tout € > 0, la forme G peut étre prolongée sur
le lieu {z € Yp(p), Vi deg;(x) > fi — e% +€}.

Preuve. On prolonge analytiquement G grace a son équation fonctionnelle
G = —by' S0, bi(Up)*G et aux résultats de la section 10.2.2 O

Pour tout 1 < i < r, notons Yy(p,7) 'image inverse de X,.qU X; dans Yy(p).
Ainsi, Yp(p) = U;Yo(p, ).

Lemme 10.3.2. — Le recouvrement Yo(p) = U;Yy(p, 1) est admissible.

Preuve. Remarquons que X orq U Xo; est ouvert dans Yy et que U;(Xg opq U
Xo,i) est un recouvrement ouvert de Yp. Son tube est donc un recouvrement
admissible de Y et son image inverse dans Yy(p) est admissible. O

Pour tout 1 € R>¢, notons alors Yy(p, i), = {z € Yo(p,),deg;(x) > n}. Par
définition

1
{IE € Yo(p),Vz degz(‘r) 2 fl - ; + 6} = Uiyb(pvi)fi—é—i-e

et le recouvrement est admissible.

Si 7; est peu ramifié, le domaine de prolongement sur Yy(p,7) est suffisam-
ment gros pour qu’on puisse terminer 'argument de classicité (voir [P2]). Si
m; est trés ramifié, il nous faut en revanche travailler un peu plus.

10.4. Le mauvais lieu. — Soit m; un premier tres ramifié. Notons I'; =
Hom(F,, K). Pour tout point x € X,.4 U X; correspondant & un schéma
abélien A sur un anneau de valuation O, notons I'(z) le sous-ensemble de IT';
formé des v tel qu’il existe un sous-groupe de Lubin-Tate H(y) < A[r]
de caractere . Ce groupe H(y) est uniquement déterminé par v d’apres la
proposition 9.5.3 .
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Nous appelons H(+)[m;] un sous-groupe spécial de A[m;], ou plus précisément
le sous-groupe spécial de type v, et nous le noterons Hgpe (7).

Comme nous l’avons vu dans la section 9.5.14, on peut définir les sous-
groupes spéciaux si I'on suppose juste que A[r7°] contient un sous-groupe de
Lubin-Tate tronqué d’échelon N assez grand. Il existe plus précisément une
constante Ny ne dépendant que de Fy, telle que si z € X,,qU X, correspond a
un schéma abélien A sur un anneau de valuation O et s’il existe un groupe
de Lubin-Tate tronqué ‘Hy — Spec O d’échelon N > Ny et une immersion
fermée Hy — Alo,, alors Hy[w] est un sous-groupe de A défini sur O,
toujours appelé sous-groupe spécial.

D’apres la proposition 9.5.22, on sait que ’ensemble des = € X, U X; tels
que v € I'(x) forme un sous-ensemble compact Y, intersection dénombrable
décroissante de sous-domaines spéciaux. Il existe de plus un sous-domaine
spécial contenant Y, et une famille de sous-groupes spéciaux Hype(7y) sur ce
sous-domaine spécial.

Soit Zn (p, 1) le sous-domaine spécial de Yp(p, i) consistant en les points (A, H)
vérifiant la situation 3 de la proposition 10.2.3 et tels que H[m;] soit multi-
plicatif pour tout j # i. Notons Z(p,i) = Ny Zn(p,7) que 'on voit comme
sous-espace topologique de ’espace de Berkovich.

La premiere projection Yo(p, i) — Xopg U X; envoie Zoo(p, 1) sur Uyer, Ys.

On peut commencer par raffiner un peu la proposition 10.3.1.

Proposition 10.4.1. — Pour tout N > 0, la forme G peut étre prolongée
sur le liew Yo(p, i), 1 \ Zn(p, ).

Preuve. Cela résulte & nouveau de la section 10.2.2 O]

10.5. Prolongement sur Z(p,i). — La proposition suivante est cruciale
et sa démonstration fait 'objet de cette section.

Proposition 10.5.1. — La forme G s’étend sur le lieu Yo(p, i)fi,i-

€

Fixons d’abord quelques points de terminologie. Soit S ’espace analytique
de Berkovich associé a un espace rigide quasi-compact dans le sens de Tate.
Si T < S est un sous-domaine spécial (ouvert quasi-compact dans la termi-
nologie de Tate), on dit qu'un sous-domaine spécial U est un voisinage strict
de T si U contient un voisinage de tout point z € T. Dans la terminologie de
Tate, cela signifie que U contient T" et que le recouvrement {U, S\ T} de S est
admissible. Soit T" = NyTn un sous-ensemble compact de S intersection dé-
nombrable décroissante de sous-domaines spéciaux {Tn }n de S. Une fonction
sur S\ T sera par convention une suite de fonctions sur S \ T pour tout N,
compatibles aux restrictions induites par les inclusions S \ Tn — S\ T
pour N’ > N. Un voisinage strict de T est par définition un sous-domaine
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spécial U qui contient un voisinage de tout point de 7T. Notons que U sera
également un voisinage strict de Ty pour N assez grand.

Si S est un espace analytique associé a un espace rigide de Tate, on dit que
S est connexe si il n’y pas de fonction idempotente non-triviale sur S ([Be],
def. 0.1.12). En fait, S est connexe si et seulement si I'espace topologique
de Berkovich sous-jacent est connexe ([Bk], thm. 3.2.1). Par conséquent, les
composantes connexes au sens topologique sont aussi les composantes connexes
au sens analytique.

Si S est un espace topologique, on note I1y(S) ’ensemble de ses composantes
connexes.

Lemme 10.5.2. — Soit S un espace analytique associé o un espace rigide
quasi-compact de Tate. Soit p1,p2 : R = S une correspondance finie étale.

1. Pour tout sous-domaine spécial T C S, pgpl_l(T) est un sous-domaine
spécial.

2. 8iT' C T C S sont des sous-domaines spéciauz et o(T") — (T est
surjective, alors Iy (pgpl_l(T’)) — Iy (pgpl_l(T)) est surjective.

Preuve. Le premier point résulte de [Bo|, coro. 2, p. 182. Vérifions le second
point. Commengons par voir que Iy (pfl(T’)) — Il (pfl(T)) est surjectif.
Soit C une composante connexe de pl_l(T). Le morphisme p1 : C — T est
fini étale, donc son image est une composante connexe de T qui, par hypo-
these, intersecte non trivialement 7’. Donc C N p; *(T) # @. Soit C4, ..., Cy
les composantes connexes de p; *(T'). Alors pap; H(T) = U;pa(C;) est un recou-
vrement admissible par des sous-domaines spéciaux connexes et pour tout ¢,
p2(Ci) Npapy (1) # 2. O

Choisissons un entier ny tel que tous les plongements Op, < Ok sont
distincts modulo p™. Posons Ag(p,i) = Up*"™ (Yo(p’i)fi—i)’ Ao(p,i) =

Uy (Zoo(p,1)) N Zoo(p,i) = Ao(p,i) N Zoo(p, ), la derniere égalité résultant
du lemme 9.5.13. Notons A; = pQ(Ao(p, Z)), A= pQ(Ao(p,i)).

Corollaire 10.5.3. — Les espaces Ao(p,i) et A; sont des sous-domaines
spéciauxr qui contiennent respectivement Xord—muit €t Xord. Les sous-espaces
Ao(p,i) C Aog(p,i) et Ay C A; sont des compacts, intersection dénom-
brable décroissante des sous-domaines spéciaux. De plus, les application
o (Xord—muit) — Ho(Ao(p, 7)) et To(Xora) — o(A;) sont surjectives.

Preuve. La premiere partie du lemme est une application du 1 du lemme
10.5.2. Toutes les composantes connexes de Yy(p, i), 1 rencontrent le lieu

ordinaire multiplicatif X,.q—mu de Yo(p,7) par la propoéition 9.4.1. On peut
appliquer le 2 du lemme 10.5.2. 0
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Lemme 10.5.4. — Si G s’étend sur Ag(p,i), elle s’étend également
sur Yo(p.i)y, s -

Preuve. Supposons que G s’étende sur Ag(p, ). Nous affirmons que P(U,)(G) =
0 sur Ag(p). D’apreés le lemme précédent, toutes les composantes connexes
de Ay(p,i) rencontrent le lieu ordinaire multiplicatif de Yj(p,i). Puisque la
relation P(U,)(G) = 0 est vérifiée sur le lieu ordinaire multiplicatif, elle 'est
donc partout sur Ag(p, ). Ainsi, G s’étend, par la méthode de prolongemenent
de la proposition 10.3.1, de Ag(p,) & Yo(p, 1), 1. O

Lemme 10.5.5. — Soit x € Ag(p,i). Alors I'(z) est de cardinal au plus 1.
Preuve. Cela résulte du lemme 9.5.13 et de notre choix de ny. ]

Remarque 10.5.6. — Le lemme précédent est la raison pour laquelle nous
avons remplacé Yy(p, 1) fi—L par Ay(p,i). Cela simplifie la géométrie du pro-

bleme.

Considérons le diagramme de descente par ps

. 3 q1,92 N
Ao(p72) XA AO(paZ) = Ao(p,l) i Az .

Décrivons la stratégie pour étendre G a Ay(p,4). Pour l'instant, G est définie
sur Ag(p,7) \ Ao(p,7) et nous allons prouver qu’elle descend a pa(Aog(p, i) \
Ao(p,i)). Nous montrerons que pa(Ao(p, i) \ Ao(p, 7)) = A;. Nous obtiendrons
alors par image inverse un prolongement de G sur Ag(p, 7).

Décrivons plus précisément le diagramme de descente précédent. Il est com-
mode d’utiliser I'involution de Weil w : Yy(p, i) — Yo(p, ¢) induite par (A, H) —
(A/H, Alp)/H).

Soit (A, H) € Yo(p,i) et (A/L, Alp]/L) un point de Ag(p,i), ou L est un
sous-module de A[p®™0] localement libre de rang un sur O, /p€"™ et HNL =
{0}. On a pa(A/L, Alp]/L) = A/L[pem0-].

La fibre de Ag(p,4) en A/L[p¢"™ 1] est en bijection avec les sous-modules L’
de A[p®™] localement libres de rang un sur Op/p%™ tels que L'[p¢™0~1] =
L[peino—l}.

Ces sous-groupes sont en bijection avec les sous-groupes L” de (A/L[p™~1])[p]
qui sont localement libres sur Op/p tels que L"[m;] # A[m]/L[p&™~1.
Nous dirons dans ce cas que A[m;]/L[p®™~1] est le sous-groupe canonique
de (A/L[p¢™~1])[r;] et le noterons Heqn ;. Cette définition est motivée par le
fait que degHcan,i > fi— e% alors que le degré de tout supplémentaire de Hq,

dans (A/L[p™~1)[m;] est inférieur & L.
Remarquons de plus que d’apres le lemme 9.5.13 et notre choix de ng, ’en-
semble T'(A/L[p¢"0~1]) est vide ou réduit & un unique élément v € I';. Dans

ce cas, L[n¢" 71 = 2 (y)[x%™ 1] ot H(7) est le sous-groupe de Lubin-Tate

(2 3
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de A de caractere . Un élément (A/L', Alp]/L’) dans la fibre de A/L[p¢"0~!]
est dans Ag(p) si et seulement si L'[7;"] = H(y)[m; "]

Résumons. Soit A — A; le schéma abélien universel. L'image wAq(p,7)
de Ag(p,i) par involution de Weil est la grassmanienne des sous-groupes L
de A[p] qui sont localement libres de rang un sur Op/p tels que L[m;] #
Heanj pour tout 1 < j < r (bien str, si j # i, Heqn,; désigne le sous-groupe
canonique usuel). Le morphisme po : Ag(p,7) — A; est en particulier fini étale
de degré J[j_, pli.

Pour tout x € A;, 'ensemble I'(z) est soit vide si x ¢ A;, soit de cardinal
un si x € A;.

Si x € A; correspond a un schéma abélien A et si I'(x) = {v}, la fibre de pa
en = dans wAg(p,?) consiste en les sous-groupes L C Alp] tels que Lm;] #
Heanj pour tout j et L[m;] = Hgpe(y). Comme il n’y a pas d’ambiguité, on
notera Hgpe au lieu de Hgpe(7y). En particulier, le morphisme Ag(p,i) — A; est
fini étale de degré H#i pli.

En comparant les degrés des morphismes Ag(p,i) — A; et Ag(p, i) — A,
on trouve le lemme suivant.

Lemme 10.5.7. — On a l’égalité
pQ(AO(pv Z) \AO(pa Z)) = Ay

Remarque 10.5.8. — Cette égalité est démontré pour les points de Ber-
kovich et pas seulement pour les points rigides de Tate. Comme on peut
écrire Ag(p,i) comme intersection décroissante de sous-domaines spé-
ciaux {Ao(p,i)n}, on en déduit grace a la compacité de A; que pour N
assez grand on a encore p2(Ag(p,i) \ Ao(p,i)n) = Aj.

Nous allons a présent énumérer les composantes connexes de A; selon leur
“proximité” au lieu ordinaire.

Lemme 10.5.9. — Il existe une unique partition finie A; = [[)-, AF o AF
est une union de composantes connexes de A\; et la propriété suivante est vé-
rifice : Une composante connexe C' C U}C’}“:kAk/ appartient & AF si et seule-
ment si tout voisinage strict V. de C' rencontre une composantes connexes de
A\ (UP_ A qui contient un point ordinaire.

Preuve. La construction de la partition se fait par récurrence sur l'entier
k. Supposons Al,---, A*~1 construits. La propriété demandée détermine uni-
quement A* et il suffit de vérifier que A* n’est pas vide car A; n’a qu'un
nombre fini de composantes connexes. Supposons donc que A* est vide. Po-
sons T'= A; \ (UZT:llAk/) pour alléger les notations. Il existe alors, pour toute
composante connexe C' C T', un voisinage strict Vo de C' tel que Vo ne ren-
contre aucune composantes connexes de A; \ 7' qui rencontre le lieu ordinaire.
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Soit V' = UVg. On a un recouvrement A, = (A; \ T) U V. Posons aussi
ANT = (A N\T)"U (A N\T)™ ou (A; \ T)°" est la réunion de composantes
connexes qui rencontrent le lieu ordinaire et (A; \ 7)™ est son complémen-
taire. On a donc un recouvrement : A; = VU (A; \ T)" U (A; \ T)"™" et
VU (A; \ T)™" est une réunion de composantes connexes qui ne rencontrent
pas le lieu ordinaire. C’est absurde d’apres le corollaire 10.5.3. ]

Jusqu’a la fin de cette section, nous noterons simplement ps pour le mor-
phisme p2|a,(p.i)  Do(p,7) — A;. Notons Ag(p, i)* la réunion des composantes
connexes de Ag(p,) qui s’envoient sur A*. Supposons par récurrence que nous
avons prolongé G a Ag(p, ) \ (U_.Ao(p, z)k/)) et démontrons qu’on peut pro-
longer G a Ag(p, )\ (U_p 1 Ao(p, z)k/)) Notons A; , = Ai\(UZ}:kAk/) et A7}
la réunion des composantes connexes de A; ;. qui rencontrent le lieu ordinaire,
Azz” son complémentaire. Rappelons que U} _ kAk/ est une intersection décrois-
sante dénombrable de sous-domaines spéciaux T. Posons A; , v = A; \ Ty et
notons Af’,’c ~ la réunion des composantes connexes de A; ;, xy qui rencontrent
le lieu ordinaire.

Lemme 10.5.10. — On a AY, = UNA%,N-

1y
Preuve. Il est clair que UyA?}.  C A, Inversement, soit x € A Il existe
un point 2’ dans le lieu ordinaire et une application continue ¢ : [0, 1] — A tel

que 6(0) = x et §(1) = 2’ ([BK], thm. 3.2.1). Par compacité, cette application
se factorise par A; ;v pour N suffisamment grand. O

Lemme 10.5.11. — Pour tout voisinage strict U de AF suffisamment petit,
il existe N(U) € Zxq tel que pour tout N > N(U), UUA; N et UUA?
or

sont des espaces analytiques et les recouvrements {U, A; . N} et {U, A%k,N}
sont admissibles.

Preuve. Posons Ty = T UTY}, ot T}, est la réunion des composantes connexes
de T, qui rencontrent AF et T}, est le complémentaire. Choisissons un voisinage
strict U de AF tel que UNAF = & pour k' > k+1. Alors, pour N suffisamment
grand, U NTY, = & et U est un voisinage strict de Ty. Par conséquent,
UUA,; N =A;\ Ty est un ouvert admissible et le recouvrement {U, A; ; v}
est admissible. Choisissons un recouvrement admissible A; . ny = UpA; g N
par des sous-domaines spéciaux (ouverts quasi-compact dans le sens de Tate).
Posons A%,N,n = A;”;c N N A Nn. Clest encore un sous-domaine spécial.
Nous affirmons que U UA%’;“ N est un espace analytique et quun recouvrement
admissible par des sous-domaines spéciaux est donné par U U (UpAf} v ). En
effet, soit S le spectre d’un affinoide et soit ¢ : S — U U Afz n Uun morphisme.
Alors ce morphisme se factorise par A; 1 v, UU pour n assez grand et donc
par A%,N,n uU. O
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Proposition 10.5.12. — Il existe un voisinage strict U de A tel que G
s’étend a py (U U A% n) pour tout N.

Preuve. Choisissons un voisinage strict U de A* assez petit et un entier N (U)
assez grand pour que :

— le lemme 10.5.11 soit valable pour U et N > N(U),

— le sous-groupe spécial Hp, surconverge sur U (voir la remarque 9.5.23),

— Le morphisme IIg(A¥) — Ig(U) est une bijection,

— Le morphisme I1(X,.q) — Io(U U AﬁN) est surjectif.

Notons T'= U U Ay, n. Soit C I'union des composantes connexes de pgl(U)
telles que w - C' consiste en les sous-groupes L C A[p] avec L{r;] # Hean j pour
tout j et LN Hgpe # @. En d’autres termes, C' est 'ensemble des composantes
connexes qui rencontrent Ag(p,i). Posons T = p,*(T) \ C. Considérons le
diagramme de descente

T xp T = T BT,
On a
o wpy'T)={A€T,LCAr], Y jLr;]# Heanj}-
e wl"={A€T,LCA[r], Vj L[rj] # Heanjet LN Hgpe = {0} si A€ U'}.

Il existe donc un diagramme

Py (N C ——=T ~——p; (T\U)

I T

U T T\U

Le morphisme po : pgl(T \U) — T\ U est fini et plat de degré Hj pli. Le
morphisme py : py1(U) \ C — U est fini et plat de degré H#ipfj. On en
déduit I’énoncé de surjectivité po(1T”) = T.

La fonction G est bien définie sur Ag(p, )\ (Uf_, Ao(p,)*")) par hypothese
de récurrence et donc sur 7”. Il nous reste a vérifier qu’elle descend. Par hypo-
these, il existe une section H sur X,,.q telle que p5s H = G sur Xopqmue- Ainsi
sUr Xord,mult X X,pq Xord,mult O & la relation ¢iG = ¢3G et nous allons montrer
que cette relation s’étend.

Le morphisme

1_[0 (Xord,mult XXord Xord,mult) — HO (p;lAng XAZ’:N pglA%TN)
est surjectif. En effet, ’application pglAﬂN XAgry pglAz”"N — A?:N est finie
étale et les composantes connexes de p, IAZ’:N XAgry Dy IA?;N s’envoient donc
surjectivement sur les composantes connexes de A?",. On en déduit que toutes

—1 Aor —1 Aor : :
les composantes connexes de p, kN XAgr, Py Apy contiennent des points
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ordinaires. La donnée de descente s’étend bien sur p, IA?’"N XA Py 1Azf’N.
Posons U' = U N Ay et U" = (py'U")\ C. Ainsi, U" est la fibre de U’ dans
T'. Par définition, U” xg U” est un ouvert de p, 1 W X AgTy Py 1AZ7:N et on
possede donc la donnée de descente sur U” x» U”. 1l nous reste & voir que
o (U xy U") — To((py 'U \ C) xp (py 'U \ C)) est surjectif. Ceci résulte
du caractere fini étale du morphisme (p, 'U \ C) x (p; 'U \ C) — U et du fait
que Mo(U') — To(U) est surjectif, car To(AF) — To(U) est une bijection et
o(Xora) = Io(U U AfY ) est surjectif. On a donc vérifié que la donnée de
descente s’étend également sur pz_lU \ C x p2_1U \ C. O

Lemme 10.5.13. — On a la stabilité sutvante :

Up(py (A" UATL)) Cpy (AP UATL) et Up(py' A7) € py ' A%

Preuve. Supposons par récurrence que la propriété est vraie pour AF U A
pour tout k' < k. Soit C' une composante connexe de p, ' (A%,). Alors U, (C)
est une union de composantes connexes contenant toutes des points ordi-
naires. De plus, si y € Ao(p,7) \ Ao(p,i) = py ' (Ai1) (ou ce qui revient au
méme, I'(y) = @) alors Up(y) C Ao(p,i) \ Ao(p,7) d’apres le lemme 9.5.10.
Au contraire, si y € py '(A¥), alors Uy (y) € py ' (AF U A?%,) par hypothese de
récurrence. Il en résulte que Uy (C') C Ay et donc Up(C) C A

Soit Z une composante connexe de A¥. On peut écrire Z = NyZy comme
intersection de voisinages stricts. Pour tout NV, on a Z NOAZ’}C # @. Soit C' une
composante connexe de py 1(Z) et Cx la composante connexes de Dy Y zy)
qui contient C. On a NyCy = C et Cy est un voisinage strict de C
qui rencontre py IA%. On en déduit que toutes les composantes connexes
de U, (Cy) intersectent Uy (py 1(Alm;g)) et que toutes les composantes connexes
de p2(Uy(Cn)) intersectent A?. Cela prouve bien que poUp(C) C A} U AF.
O

Corollaire 10.5.14. — Pour un voisinage strict adéquat V. C U de A*, on
a Ug(pz_l(VUAZ’}C)) C pgl(UUAg’ﬁc) pour 0 < r < n. De plus, on peut choisir V
tel qu’on ait P(Uy)(G) =0 sur p2_1V UAY.

Preuve. Soit {Vy} un systéme de voisinages stricts décroissant de A*. On a
NnUp(Viv) C U U A?) et par compacité, il existe N tel que Up(Vy) C U. On
pose V' = V. Pour montrer la seconde partie, comparons la section P(U,)(G)
et la section nulle sur p; l(VUAZZ). Elles coincident sur le lieu ordinaire multi-
plicatif. On conclut puisqu’on peut choisir V' tel que le morphisme HO(AZZ) —
I (V U AfY}) soit surjectif. O
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Corollaire 10.5.15. — La fonction G sur py " (V U A7) se prolonge a
Ao(p,i) \ (Ui Ao (p,0)).

Preuve. On recommence les opérations de prolongement analytique des sec-

tions 10.3 et 10.4 en démarrant avec p, ' (V U A%) au lieu d'un voisinage du

lieu ordinaire. Noter que py (v u A ) contient un voisinage du lieu ordi-
naire. Pour éviter tout probleme d’admissibilité, on peut remplacer A7 par
un sous-domaine spécial T' C Afz qui contient un voisinage strict de A pour
tout ¥ < k — 1 et un voisinage strict du lieu ordinaire dans Yy(p,4). No-
tons alors So = T U V. Définissons par récurrence sur n des sous-domaines
spéciaux S, = U, " (Sp—1) N---N Up_l(Sn_l). Alors on peut utiliser ’équa-
tion fonctionnelle pour prolonger G a U;:OSn pour tout [. Il est clair que
Ao(p, i) \ (Upi_pAo(p, ) C UpZo Sy O
10.6. Fin de la preuve. — Pour terminer ’argument nous allons procé-
der comme dans la section 4.6 de [P2]. On peut commencer par améliorer
sensiblement la proposition 10.5.1.

Proposition 10.6.1. — Pour tout 1 < ¢ < r tel que m; est trés ramifié, la
forme G se prolonge a Yo(p,i) L5 pour tout § > 0.

Preuve. C’est une conséquence des propositions 10.5.1 et 10.2.5. ]

pfi—1
(p—1)(pli+1)’

1 . N,

— fi—a; > fi — 2 si m est peu ramifié,

Pour tout 1 <14 < r, fixons a; €] 1] tel que :

— fi—a; > e% si m; est trés ramifié.
On note S, = U;Yo(p,4) f,—a,-
Lemme 10.6.2. — La forme G se prolonge d S,.

Preuve. Le recouvrement U;Yy(p,i)s—q, est admissible d’apres le lemme
10.3.2 et l'intersection de deux ouverts distincts vaut le lieu ordinaire mul-
tiplicatif. La forme G est définie sur chacun des ouverts par la proposition
précédente dans le cas tres ramifié et la proposition 10.3.1 dans le cas peu
ramifié. La restriction de G au lieu ordinaire multiplicatif ne dépend pas de
I'ouvert choisi. O

On note S, lintersection de S, avec pgl(]Xm,d Ui Uoi,ns])-

Lemme 10.6.3. — Le morphisme pa : Sq =] Xorq Ui Ug i ns| est surjectif.
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Preuve. Les calculs de [P2], sect. 3 (en particulier la proposition 3.2.6)
montrent que si G est un BTHB pour OFm- qui vérifie la condition de Ra-
poport et qui est de a-nombre 1, alors G[m;] possede un sous-groupe de degré

P , N fi—1
inférieur ou égal & — P2 — . O
8 & o)1)

On considere alors le diagramme de descente
1,92
Sq X pa(Sa) Sa = Sq — p2(Sa)
Lemme 10.6.4. — On a la condition de descente ¢7G = ¢53G.

Preuve. Par la proposition 4.5.1 de [P2], toutes les composantes connexes
de Sg x S, rencontrent Xord muit X py(S,) Xordmuit- La relation ¢fG = ¢3G est
vérifiée sur Xordmuit X py(S,) Xordmult car G = ¢.H par hypothese. On conclut
par le principe de prolongement analytique des identités. O

Par descente étale il existe donc une section H sur p2(S,) telle que psH = G.
Comme po(S,) =]Xora Ui Upins[, d’apres le corollaire 10.1.2, la section H
s’étend en une forme classique sur Xp.
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