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Ces Notes sont issues d’un enseignement donné a Paris 7 pendant les deux années 2003
et 2004, dans le cadre du magistere de Cachan. Leur contenu provient en partie d'un
polycopié de titre voisin Analyse Fonctionnelle et Théorie Spectrale, que j’avais rédigé
pour un cours de maitrise a Paris 7 ; on peut trouver ce poly a I'adresse

http://www.math. jussieu.fr/~maurey/ts012/poly/index.html

Comparées a ce poly de maitrise, ces Notes adoptent un rythme plus soutenu, et se
placent & un niveau un peu plus ambitieux, entre maitrise et début de troisieme cycle.
Elles contiennent aussi un certain nombre d’éléments qui n’ont jamais été réellement
enseignés devant les étudiants, mais que je ne me suis pas résolu a supprimer.

Le lecteur se rendra compte facilement que j’ai forcément étudié le livre de Rudin,
Functional Analysis, qui constitue une lecture tres recommandable. Le contenu de ces
Notes doit aussi beaucoup a un autre poly de maitrise de Paris 7, que m’avait légué
Georges Skandalis, et sur lequel j’avais construit le poly mentionné ci-dessus ; on peut
encore trouver dans le document qui suit des morceaux qui ont été tapés par Skandalis !
L’esprit de ce poly de Skandalis provenait en partie du livre de Reed et Simon, Methods
of modern mathematical physics, volume 1, une autre excellente lecture. Les quelques
passages plus spécifiquement liés a la théorie des espaces de Banach ont été inspirés par
le livre de Lindenstrauss et Tzafriri, Classical Banach Spaces, volume 1. J’ai consulté le
livre de G. Pedersen, C*-algebras and their automorphism groups, pour plusieurs points
concernant les C*-algebres, et absorbé inconsciemment un grand nombre d’informations
et de fagons de procéder, qui me viennent de cours anciens que j’ai pu suivre ou de
conversations avec des collegues.

La numérotation des énoncés et des formules est assez primitive : en général, seuls
les éléments qui servent de référence ailleurs dans le texte sont numérotés. Les fins de
démonstration sont indiquées par le signe «///» placé comme ci-dessous.
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1. Opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert

1.1. Généralités

Quelques notations

Si X est un ensemble, on note Idx I’application identité de X, c’est-a-dire ’application
de X dans X telle que Idx(xz) = « pour tout x € X. Si A est un sous-ensemble de X,
on notera A¢ le complémentaire de A. On notera 1, la fonction indicatrice de A, qui
est égale a 1 en tout point de A et a 0 en tout point de A°. On notera parfois Ox le
vecteur nul d’un espace vectoriel X, quand il semblera que cette notation lourde leve
toute ambiguité.

Opérateurs linéaires

Si X est un espace normé sur K = R ou C, on notera Bx sa boule unité fermée,
Bx={zeX:|z| <1}

Si Y est un autre espace normé, on note L£(X,Y) l'espace vectoriel des applications
linéaires continues de X dans Y (on dit aussi opérateurs linéaires bornés). Si T € L(X,Y),
on définit sa norme (norme d’opérateur) par

1Tl 2ex,vy = sup{[[T(2)[ : 2 € Bx};

la définition de la norme de T est en général utilisée pour pouvoir écrire la majoration
T (x)|| < ||T|| |lz|| pour tout vecteur x ; de fait, || T|| est la plus petite constante C telle
qu’on puisse écrire ||T(z)| < C||z|| pour tout z € X. Pour alléger la notation, on écrira
Tz pour I'image T(z) d’un vecteur z € X par T € L(X,Y). Lorsque Y est de plus
complet (espace de Banach), ’espace L(X,Y) est complet pour la norme précédente. On
notera L£(X) I'espace des endomorphismes continus de X.

Une forme du théoréme de Hahn-Banach

Soit X un espace normé, réel ou complexe ; pour tout vecteur x € X, il existe une
forme linéaire continue & sur X telle que

() = l=ll5 [Igll < 1.

En particulier, pour tout vecteur z # 0 dans X, il existe une forme linéaire continue &
sur X telle que £(z) # 0.



Séries de vecteurs

Dans un espace normé X, une suite (z,) de vecteurs converge vers un vecteur z € X
si ||z, — z|| tend vers 0 ; une série de vecteurs > u, de X est convergente (dans X) s’il
existe un vecteur s € X tel que la suite s,, = ug + - - - + u,, converge vers s. Dans ce cas

on note
400
s = Z U, € X,
n=0

et on dit que s est la somme de la série de vecteurs. La convergence de la série des
normes » , ||u,|| implique que la suite (s, ) des sommes partielles est de Cauchy dans X ;
par conséquent, lorsque X est complet, la convergence de la série des normes »_ ||u,||
implique que la série de vecteurs converge dans X. Si T est une application linéaire
continue, elle transformera par linéarité les sommes partielles de la série > u,, en sommes
partielles de la série > Tu,, et donnera la convergence des images par continuité. On
aura par conséquent

“+o0
Ts = Z Tu,.
n=0
Ce principe simple est utilisé tres souvent.

Opérateurs compacts

L’argument diagonal est utilisé souvent dans les questions de compacité : il permet
d’affirmer la chose suivante : si on a une famille indexée par m € N formée de suites
numériques bornées, chacune d’entre elles (z,,,,) étant indexée par n € N et telle que
sup,, |%m n| < 400, on peut trouver une sous-suite d’indices ny, telle que

hlgn Tm,ng

existe, pour tout indice m. Cette affirmation revient & dire que [0, 1] est compact pour
la topologie produit ; elle se généralise au cas ou chaque suite (Z, ,)n est contenue dans
un espace métrique compact X,,,, m € N. On verra un exemple d’argument de sous-suite
diagonale un peu plus loin.

Définition. Soient X et Y deux espaces de Banach ; on dit que T € L(X,Y) est compact
si 'adhérence T(Bx) dans Y de I'image par T de la boule unité de X est compacte dans
I’espace Y.

Si X est un sous-espace vectoriel fermé de X et si T € £(X,Y) est compact, sa
restriction T|x, est un opérateur compact de Xy dans Y, puisque I'image de la boule unité
de X est contenue dans I'image de la boule de I’espace entier. Si T est un endomorphisme
compact de X et si Y C X est stable par T, la restriction T}y, vue comme application
de Y dans Y, est un endomorphisme compact de Y.

Dire que T € L(X,Y) est compact revient exactement a dire ceci : pour toute suite
bornée (x,) dans X, la suite image (Tx,,) admet des sous-suites convergentes dans Y.
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Si T1, Ty € £(X,Y) sont compacts, il est clair que a1 Ty 4+ a3Ty est compact pour
tous scalaires aj, as : on peut en effet trouver une premieére sous-suite d’indices (ny) telle
que (T12,,) soit convergente, puis une sous-sous-suite (ny,) telle que TQ.Canj converge ;
alors, la sous-suite (a1 Ty + ang)(:cnkj) converge dans Y. Ainsi, les opérateurs compacts

de X dans Y forment un sous-espace vectoriel de L(X,Y). Cet espace des opérateurs
compacts sera noté K(X,Y). On a de plus le résultat important qui suit.

Théoréme 1.1.1. Le sous-espace vectoriel K(X,Y) est fermé dans L(X,Y).

Preuve. — Commencons par une remarque simple :

si (K,d) est un espace métrique compact, r > 0 et ¢ : I — K une application quel-
conque définie sur un ensemble 1 infini, il existe un point x € K tel que I'image inverse
¢ ' (B(z,r)) C I soit infinie.

En effet, le compact K peut étre couvert par un nombre fini de boules ouvertes B(x, ),
donc 'ensemble infini I est couvert par un nombre fini d’ensembles gpfl(B(a:,r)) et il
faut bien que I'un d’entre eux soit infini.

Supposons que T € L(X,Y) soit adhérent au sous-ensemble IC(X,Y) des opérateurs
compacts ; pour tout entier 7 > 0, on peut trouver un opérateur compact T; de X dans
Y, tel que ||T — T,|| < 277. Considérons par ailleurs une suite quelconque (z,,) C Bx
et montrons que la suite image (Tx,) admet des sous-suites convergentes dans Y. Ceci
prouvera que T est compact de X dans Y.

On peut définir une suite décroissante de sous-ensembles infinis M; C N tels que
pour tout 57 >0 :

(1) (m,n € M) = | Tj xm — Tj x| <277;

supposons que M;_; C N soit défini (pour j = 0, convenons que M_; = N). L’application
de la remarque préliminaire a la correspondance m € M;_; — T z,,, € T;(Bx) fournit
un point y; € Y et un ensemble infini M; C M;_; tels que | T; z,,, — y;|| < 27771 pour
tout m € M;, ce qui implique ||T; x,, — T; z,|| < 277 quand m,n € M;. On obtient ainsi
la condition (1) par récurrence.

On définit ensuite une sous-suite diagonale ainsi : désignons par n; le plus petit
élément n de M; tel que n > n;_;. Alors la sous-suite (Tz,,,) est de Cauchy dans Y,
donc convergente : en effet, pour tout entier £ > j, on a n, € M, C M, par conséquent
IT; &y, —T;j an,|| <277, ce qui donne | Ta,, —Tay,|| < 3.277 par I'inégalité triangulaire,
puisque HTwn —Tj | <|T- Tl flznl < [T =Tl <277 W

Remarque. Les opérateurs de rang fini sont évidemment compacts (par application de
Bolzano-Weierstrass dans K™). Toute limite en norme d’opérateur d’une suite d’opéra-
teurs de rang fini est donc un opérateur compact (2).

Les opérateurs compacts ont une propriété d’idéal : si S et T sont composables et si
I'un des deux est compact, la composition T oS est compacte ; en effet, si (z,) est bornée
dans 'espace de départ, on trouvera une sous-suite d’indices (ny) telle que, ou bien S x,,,
converge, si c’est S qui est compact, ou bien telle que T(S x,, ) converge, si c’est T qui
est compact (en appliquant la propriété de définition a la suite bornée (Sx,,)) ; dans les
deux cas on aura trouvé une sous-suite telle que T(S z,,, ) converge.
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Exemple. L’espace C(]0,1]) des fonctions scalaires continues sur [0, 1] est un espace de
Banach pour la norme uniforme, définie par

[flloo = max {[f(¢)| : ¢ € [0,1]}.

L’espace C1([0,1]) des fonctions scalaires f continiment dérivables sur [0, 1] (en enten-
dant par f'(0) la dérivée a droite en 0 et par f/(1) la dérivée a gauche en 1) est un espace
de Banach pour la norme

I ller = 11 oo + 11/ lloo-

On peut considérer I'application linéaire d’injection j : C1([0,1]) — C([0,1]); elle est
compacte d’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli : 'image A C C([0,1]) de la boule unité
de C([0, 1]) est formée de fonctions uniformément équicontinues, puisque

VfeA, Vs,tel0,1], |f(t)— f(s)]<|t—s]

par le théoréme des accroissements finis (on a || f/||oc < 1), et ces fonctions dans A sont
uniformément bornées puisque ||f|lcc < 1 pour toute f € A. L’ensemble A est donc
relativement compact dans C([0, 1]). Il est facile de voir que cet ensemble image A n’est
pas fermé en norme uniforme : en effet, son adhérence en norme uniforme contient des
fonctions non dérivables, telles que la fonction ¢t — |t — 1/2| par exemple. On a ici un
exemple qui justifie la présence de I'adhérence de I'image dans la définition des opérateurs
compacts.

Espaces de Hilbert : rappels

Si E est un espace vectoriel sur C, une forme sesquilinéaire ¢ sur E est une application
de E x E dans K = C telle que

e(@1 + A2, y) = p(21,y) + Ap(z2,9)
et _

90('1:7y1 + )\92) = 90('1:7y1) + )‘90('1:7y2)
pour tous vecteurs x,x1, T2, y,y1,y2 dans E et tout A € C. Pour ne pas étre obligé de
faire une distinction entre espaces réels et espaces complexes, on peut considérer qu’'une
forme bilinéaire réelle sur un espace vectoriel réel est une forme sesquilinéaire. On dit
que la forme sesquilinéaire ¢ est hermitienne si

Vr,y € B, go(y,:v) = Qo(wvy)a

ce qui implique que ¢(x,x) est réel pour tout vecteur x € E; on dit qu'une forme
sesquilinéaire ¢ hermitienne est positive si ¢(z,x) > 0 pour tout x € E; on a alors
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Vo,y € E, oz, y)| < oz, 2)Y? oy, y)'/2

Pour prouver cette inégalité, il suffit d’écrire p(Ax — py, \x — py) > 0, en choisissant
A= p(y,y) % et p=e'? p(x,2)'/2, ol 6 réel est choisi de fagon que le nombre p(z, e'? y)
soit réel > 0.

Un espace de Hilbert H sur K = R ou C est muni d’un produit scalaire
(z,y) = (z,y) €K
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qui est une forme sesquilinéaire hermitienne positive sur H. L’application x — (z,y) € K
est donc linéaire pour tout y € H, on a aussi

(y,z) = (z,9),

et (x,z) > 0 pour tout vecteur x € H; on suppose de plus que (x,z) > 0 pour tout
x # O ; la fonction 2 — (x,2)'/2 est alors une norme || - || sur H, pour laquelle H est
supposé complet. L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

Vo,y e H, |(z,y)| < (z,2)"2 (y,y)"/?

ou bien [(z,y)| < [z [[y[lu-

On dit que x est orthogonal a y, ce qui se note x L y, lorsque (x,y) = 0; on dit que
x est orthogonal & une partie A de H si = est orthogonal & tous les vecteurs de A. Pour
toute partie A C H, on définit I"orthogonal

At ={zcH:z LA}

de cette partie. L’orthogonal A1 est toujours un sous-espace vectoriel fermé de H.

Soit Y un sous-espace vectoriel fermé de ’espace de Hilbert H; pour tout z € H,
il existe un unique vecteur Pvz qui vérifie les deux propriétés suivantes : Pyx € Y et
x—Pyx LY. L’application x — Py est linéaire ; on ’appelle la projection orthogonale
de Hsur Y. On a ||Py|| < 1. On voit que

H=YaY" .

Si Z est un sous-espace vectoriel (non nécessairement fermé) de H, on voit que Z est
dense dans H si (et seulement si) Oy est le seul vecteur de H orthogonal a Z.

Grace a ces considérations, on montre que toute forme linéaire continue sur un
espace de Hilbert H provient du produit scalaire avec un vecteur de H : on peut définir
pour tout vecteur x € H la forme linéaire continue iy x sur H par

vy € H7 (ZH x)(y) = <y,x)

On voit facilement que |ligz| < ||z| par Cauchy-Schwarz, et on voit que ||igz| = ||z||
en appliquant igx a x lui-méme.

Proposition. Toute forme linéaire continue ¢ sur I’espace de Hilbert H est de la forme
¢ = igx pour un certain x € H.

Si la forme linéaire continue ¢ n’est pas nulle, on trouve facilement (?) le vecteur z tel

que ¢ = igx en considérant le noyau (de dimension 1) de la projection orthogonale sur

I’hyperplan fermé ker ¢. L’application iy : * — igx est donc une bijection antilinéaire

isométrique de H sur son dual topologique H* (on dit qu’une application v est antilinéaire

quand elle vérifie u(x + A\y) = uz + Auy pour tous les vecteurs z,y et tout scalaire \).
Lorsque des vecteurs x1,...,x, € H sont deux a deux orthogonaux, on a

14+ an|® = [z ||? 4+ lza]®;
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lorsque (z,,)nen est une suite de vecteurs deux a deux orthogonaux, il en résulte que la
série de vecteurs > z,, converge dans H si et seulement si la série numérique Y ||z, |?
converge.

Une famille de vecteurs (e;);e1 est une base hilbertienne de H si ces vecteurs sont
de norme 1, deux a deux orthogonaux, et si le sous-espace vectoriel Vect(e;,i € I) qu’ils
engendrent est dense dans H. Il en résulte que tout vecteur x admet une représentation
unique de la forme

Tr = Z C;€;.

i€l

Cette notation signifie que pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble fini Jg C I tel que
pour tout sous-ensemble fini J D Jg de I, on ait

2 =) ¢jej]| <e;

jed

on dit que Ziel cie; est la somme de la famille sommable (c;e;);c1. Les coefficients sont
donnés par ¢; = (x,e;) pour tout i € I. Tout espace de Hilbert admet une base hil-
bertienne. Lorsque H est de dimension infinie et séparable, toutes ses bases hilbertiennes
sont dénombrables. Dans ce cas on peut se passer de la notion de famille sommable et
écrire simplement des séries convergentes : pour toute énumération (e, )nen d'une base
hilbertienne de H, on a pour tout vecteur x € H

“+oo n
T = Z (x,en)en = limz (x,er) ek.
n=0 " k=0

L’espace La(0,1) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

1
(o = [ s030at
De méme Ly (R) ou Ly (R?) sont des espaces de Hilbert.

Questions de densité

Pour pouvoir travailler avec Lo (Rd), ou plus généralement avec les espaces de la forme
L, (Rd), il est important de connaitre la densité de fonctions plus simples : les fonctions
en escalier (de la théorie de l'intégrale de Riemann) sont denses dans L,(R) pour tout
p € [1,400]; les fonctions continues & support compact, ou bien 1’espace D des fonctions
C* a support compact, sont denses dans L,(R) ou Lp(Rd) pour tout p € [1, 400].

La densité des fonctions continues provient de la définition de la tribu borélienne, en-
gendrée par les ensembles ouverts ; on peut procéder en montrant que les sous-ensembles
A de [0,1] (par exemple) dont la fonction indicatrice 1o est limite dans L;(0,1) d’une
suite de fonctions continues (g,,) telles que 0 < ¢,, < 1, forment une tribu de parties
de [0, 1] qui contient les intervalles. La densité des fonctions de classe C*> se montre en
général par la technique de régularisation par convolution.
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1.2. Opérateurs sur un espace de Hilbert

Si H,K sont deux espaces de Hilbert et si T € L(H,K), on définit I"adjoint hilbertien
T* € L(K, H) de 'opérateur T par la propriété

Vee H, Vy e K, (T*y,z) = (y, Tx).
On voit que T*y = (i) ! (zK 1y o T). On vérifie facilement les propriétés suivantes :
Id)* =1d, (A\T)* =AT*, (T1+ To)* =T + T3, (T*)* =T, (ST)* = T*S™.

De plus, on a ||T*|| = ||T| ; 'application T — T* est une bijection isométrique antilinéaire
de L(H,K) sur L(K, H).

Exemples.

1. Considérons I'espace de Hilbert Lo (0, 1). La multiplication par une fonction mesurable
bornée ¢ € L([0,1]) définit un opérateur M, borné sur L,(0, 1),

vt e (0,1), (Muf)(t) = p(t)f(t);

I'adjoint de My, est la multiplication par la fonction complexe conjuguée p.

2. Le shift a droite S sur 'espace H = /5(N) est défini en posant pour tout vecteur
T = (xn)nzo cH

(Sz)p =xp—1 st n>0, (Sz)p=0;

le vecteur Sx est obtenu en décalant toutes les coordonnées d’un cran vers la droite, et
en introduisant 0 a la place ouverte a la coordonnée 0,

S(I’o,xl,xg, .. ) = (0, Lo, L1, T2y . - ) 5
I’opérateur S est une isométrie ; son adjoint S* est le shift a gauche,
Yn>0, (S*z),=Tpi1-

On a S*S = Idy, relation qui traduit le caractere isométrique de S.

On peut aussi envisager le shift a droite bilatéral Sz sur I'espace H = (5(7Z), qui est
défini en posant pour tout vecteur x = (z,,)necz € H et tout n € Z

(Sz2)n = Tp-1;
il s’agit d’'un opérateur unitaire, vérifiant S;S7 = SzS;, = Idy, bijection isométrique de

l5(Z) sur lui-méme. Evidemment, I'inverse de Sz, qui est égal a S7, est le shift a gauche
dans (5(Z).



Définition. Un endomorphisme continu T d’un espace de Hilbert réel ou complexe H
est dit hermitien si T* = T, ce qui revient tres exactement a dire que

(T, y) = (x, Ty)

pour tous les vecteurs z,y € H.

Si un sous-espace fermé Y C H est stable par T hermitien, la restriction T}y € £(Y)
est clairement hermitienne. De plus, ’'orthogonal Y+ de Y est lui aussi stable par T. En
effet, si z L Y on aura pour tout y € Y

(Tz,y) = (2, Ty) =0

puisque Ty € Y ; ceci montre que Tz L Y, donc Y+ est stable par T. Quand T est
hermitien, le scalaire
(Tz,z) = (x, Tz) = (Tx, x)

est réel pour tout € H. Il en résulte immédiatement que les valeurs propres (éventuelles)
d’un opérateur hermitien sont réelles.

On dit que A € L(H) hermitien est positif lorsque
Ve e H, (Az,z)>0.

Exemples. Les opérateurs T 4+ T*, i(T —T*) (si K = C) sont hermitiens, ce qui permet
(dans le cas complexe) d’écrire tout opérateur T € L£L(H) sous la forme T = A+ iB, A et
B hermitiens. Tout projecteur orthogonal Q est hermitien. On voit que T*T et T T* sont
hermitiens positifs pour tout T € L(H). Les projecteurs orthogonaux sont donc positifs,
puisque Q = Q% = Q*Q. Plus généralement, le carré d’un hermitien est hermitien positif.

Définition. On dit que T € L(H) est un opérateur normal si T commute avec son
adjoint, T*T = T T*.

Exemples. Les opérateurs unitaires (U* = U™!) sont évidemment normaux. La multi-

plication M, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opérateur normal sur Ly (0, 1),
car

(Mw)* M, = Mg M, = Mg, = M, (Mw)*-
L’opérateur M, est hermitien quand la fonction ¢ est réelle.
Remarque. Si T est normal on a ker T* = ker T'; en effet, pour tout x € H
|ITz|* = (T*Ta,z) = (TT*z, ) = | T*z|*.

Si Tz = Az, il en résulte que T*z = Az : en appliquant ce qui précede a 'opérateur
normal S =T — AIdy, et en notant que ’adjoint de A Idy est A Idyg, on obtient

| Tz — Az||? = | T*z — Az



Opérateurs compacts sur H
Lemme 1.2.1. Si A € L(H) est hermitien positif, on a pour tout vecteur x € H

1Az]| < [IA[12 (A, 2)!/2.

Preuve.— Si Az = 0 c’est évident ; sinon, soit y = ||Az|[ ™' Az; on a ||y|| = 1 et par

Cauchy-Schwarz appliqué a la forme hermitienne positive (u,v) — (Au,v)
[Az|? = [(Az,y)[* < (Ay,y) (Az,z) < [|A]|[ly]]* (Az,2) = |A] (Az, z).
/1
Lemme 1.2.2. Si T est hermitien compact sur un espace de Hilbert H # {0}, et si le
nombre
p=sup{(Tz,z) :x € H, [z] =1}

est non nul, 'opérateur T admet p pour valeur propre.

Preuve.— On peut trouver une suite de vecteurs (x,,) C H telle que ||z,|| = 1 pour
tout n et u = lim (T, z,) ; puisque T est compact on peut supposer, quitte a passer a
une sous-suite, que Tx,, converge vers un vecteur y € H; considérons 'opérateur

A=pld-T,;
puisque g est réel et T hermitien, A est hermitien et pour tout x de norme un on a
(Az,z) = p(x,z) — (Tz,x2) = p— (Tz,z) > 0;

il en résulte que (Ax,z) > 0 pour tout x par homogénéité, donc A est hermitien positif;
de plus,

(Axp, xpn) = p— (Tzy, z,) — 0.
Par le lemme 1.2.1, il en résulte que Ax,, = px,, —Tx, tend vers 0 ; puisque Tz,, tend vers
y on déduit que la suite (uz,,) tend aussi vers y. Enfin, la condition p # 0 nous permet

de conclure que la suite (x,,) elle-méme tend vers le vecteur x = u~1y. Par continuité,
|z|]| = 1, donc = # 0 et Ax = 0, c’est-a-dire

Tz = pz.
/1
Lemme 1.2.3. Si T € L(H) est compact, le sous-espace propre E) = ker(T — A1d) est
de dimension finie pour tout A # 0.

Preuve.— 1l s’agit en fait d’un résultat valable pour tout Banach, mais c’est plus
facile pour un Hilbert. Si E) est de dimension infinie, on peut trouver dans E) une suite
orthonormée infinie (e,,),>0 ; les vecteurs image vérifient pour m # n

| Ten, — Teml|l? = [[Aen — Aeml]? = 2|A%.

Si A # 0, la suite (Te,,) ne peut pas avoir de sous-suite de Cauchy, donc pas de sous-suite
convergente et T ne peut étre compact. )



Lemme 1.2.4. Si T est un opérateur compact sur un espace de Hilbert H # {0}, et si

—ou bien : K =R ou C, et T hermitien,
—ou bien : K =C, et T normal,

lopérateur T admet une valeur propre de module égal a ||'T|.

Preuve.— Si T = 0, tous les vecteurs non nuls conviennent comme vecteurs propres
de la valeur propre 0 = ||T||. Sinon, on pose r = ||T|| > 0 et on introduit 'opérateur
compact hermitien positif A = T*T ; considérons

p=sup{(Az,z) : x € H, [lzf| =1}

= sup (T*Tz,z) = sup (Tz,Tz) =r? > 0.
lzll=1 lzll=1

D’apres le lemme 1.2.2, 'espace propre F = ker(A — r21d) est non-nul. Pour continuer,
on note dans le cas hermitien que A = T? et que pour z¢ € F non nul,

0= (T? —r?Id)zo = (T — r1d)(T 4+ r1d) zo ;

si 1 = (T 4 r1Id) xp n’est pas nul, il est vecteur propre de T pour la valeur propre r ; si
x1 = 0, alors zg est vecteur propre de T pour la valeur propre —r.

Dans le cas ou T est normal, on note que T commute avec A, donc le sous-espace
propre F de A est stable par T, et F est de dimension finie par le lemme 1.2.3. La
restriction de T a F définit un endomorphisme en dimension finie complexe, qui admet
une valeur propre A € C d’apres le théoréme de d’Alembert ; on sait si Tx = Az que
T*x = Az (d’apres la remarque qui suit la définition des opérateurs normaux) donc
Ax = |M?z et il en résulte que [\ = r.

/1

Remarque. Dans le cas réel, la diagonalisation des opérateurs normaux n’est pas tou-
jours possible : dans R? déja, 'opérateur de rotation d’angle 7/2 est normal mais n’a
pas de vecteur propre.

Diagonalisation de T compact hermitien ou normal

Théoréme. Soient H un espace de Hilbert non nul, et T € L(H) un opérateur compact ;
on suppose que

—ou bien : K =R ou C, et T hermitien,

—ou bien : K =C, et T normal.

11 existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres de 'opérateur T ; pour
tout € > 0, il n’existe qu’un nombre fini de vecteurs de cette base pour lesquels la valeur
propre correspondante est de module > ¢ (les valeurs propres sont réelles dans le cas
hermitien).

Preuve. — Pour gagner de la place on écrira le cas hermitien comme cas particulier du
cas normal. Considérons I’ensemble U de toutes les parties U C H qui vérifient les trois
propriétés suivantes :

~sizel, |z =1;
—siz,yeUetx#y,alorsz L y;
—six e U, Tx € Kz.
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On ordonne U par l'inclusion des parties de H; muni de cet ordre, ’ensemble U est
inductif : pour toute famille (U;);c1 d’éléments de U qui est totalement ordonnée par
inclusion, on peut trouver dans U un majorant pour cette famille, a savoir le sous-
ensemble
U=|JUicH,
i€l

pour lequel on montre facilement que U € U. D’apres le lemme de Zorn, ’ensemble U
admet des éléments maximaux; soit Uy un tel élément maximal; les deux premieres
propriétés montrent que les éléments de Uy constituent un systeme orthonormé ; on va
de plus montrer que Uy engendre un espace dense dans H, c’est-a-dire que Uy est une
base hilbertienne de H. Enfin, la troisieme propriété dit que les vecteurs de cette base
sont vecteurs propres de T.

Considérons le sous-espace vectoriel Hy = Vect(Up) ; puisque tous les vecteurs z de
Uy vérifient Te = Az € Hy et T*z = Ax € Hy pour un certain A € K, il est clair que Hy
est stable par T et T* ; il en résulte que le sous-espace fermé H; = Hy est stable par T*
et T; en effet, si y L Hy on a pour tout hg € Hy

(T*y, ho) = (y, Thg) =0

parce que Thy € Hy, donc T*y L Hy et de méme on a Ty L Hy. Considérons 'opérateur
T, défini sur I'espace de Hilbert H; en posant

Vhy € Hl, T1hy = Thy € Hy.

On voit facilement que Ty € L£(H;) est normal et compact. D’apres le lemme 1.2.4, on
peut trouver si Hy # {0} un vecteur v; € Hy de norme un tel que Tv; € Kvy. Mais alors
U = UgU{v1} est un élément de U qui contredit la maximalité de Ug. On en déduit que
H; = {0}, ce qui implique que Hy est dense, et que Uy fournit une base hilbertienne de
H formée de vecteurs propres de T.

Réécrivons cette base de vecteurs propres sous la forme «indexée) plus habituelle
(e;)ie1 (en prenant par exemple I = Uy et e; = ¢ pour tout i !), écrivons Te; = \;e; pour
tout 7 € I et considérons pour € > 0 I’ensemble

[ ={iel:|\N|>¢}
Sii,jel.eti#jona

ITe; — Tej||* = [[Xiei = Aje; 12 = Xl + [A;1% > 2¢;
la famille (Te;)jer. est contenue dans le compact T(By), et formée de points dont les
distances mutuelles sont > v/2¢ : une telle famille est nécessairement finie.

Si on n’aime pas le lemme de Zorn on peut procéder comme suit. On supposera
dim H = +o00 pour ne pas avoir a distinguer plusieurs cas. On construit par récurrence
une suite croissante (E,) de sous-espaces de dimension finie et une suite décroissante (X,,)
de sous-espaces fermés de dimension infinie, stables par T et T*. On amorce 'induction
avec Eg = {0}.
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Sin > 0 et si E, = Vect(ey,...,e,) est donné, engendré par des vecteurs propres
de T, on raisonne ainsi : on a E,, # H puisque dim H = +o0, donc X,, .1 = E+ n’est pas
réduit & {0}. Puisque E,, est stable par T et T*, on a vu que X,, 11 est stable par T* et T,
et la restriction Ty, 41 = Tix,,,, € L(X,,41) est normale et compacte ; elle admet donc par

le lemme 1.2.4 une valeur propre A, telle que [A,+1| = || Thy1]], et il existe un vecteur
ent1 € Xp41, qu'on peut choisir de norme 1, tel que Te,11 = Thi1€nt1 = Apri1€nt1-
On pose E,, 11 = Vect(ey, ..., en, ent1) et la boucle est bouclée.

Cette construction par récurrence produit une suite (en)nzl de vecteurs propres de
Iopérateur T ; de plus ces vecteurs sont de norme 1, deux a deux orthogonaux puisque
en+1 est orthogonal a ey, ..., e, par construction.

On a Te, = A\,e, avec |\, | = || T,|| pour tout n > 1. La suite (||T,,||) est décroissante
(car la suite (X,,) est décroissante), donc converge vers un nombre d > 0. Par la compacité
on doit avoir d = 0 (ceci résulte de la finitude de I. démontrée plus haut). L’espace fermé
Eo engendré par cette suite de vecteurs propres (e,,) est stable par T et T*, ainsi que son
orthogonal X, ; on voit que la restriction T, de T & X est nulle, car ||To|| < || T,
pour tout n, ce qui entraine ||T|| = 0. On a diagonalisé T : il suffit de compléter la
suite orthonormée (e,,) par une base hilbertienne (f;);jc; de X, ott 'ensemble J peut
étre vide, dans le cas ot Xoo = {0} ; on aura T'f; = 0 pour tout indice j € J.

/!

Remarque. Si A\, # 0 pour tout n, l'espace X, ci-dessus est égal au noyau de T ; on
aura au contraire \,, = 0 a partir d’un certain rang quand T est de rang fini.

Exercice 1.2.5. Si P désigne l'opérateur de primitive sur Ly (0, 1), défini par

VI e La(0,1), (PF)(t) = / £(s)ds,

diagonaliser I'opérateur hermitien compact P*P.

1.3. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

On dit qu'un sous-ensemble B d’un espace de Hilbert H forme une base hilbertienne de
cet espace H si les éléments de B sont de norme 1, deux a deux orthogonaux et si I'espace
vectoriel engendré par B est dense dans H. Ce langage permet d’indexer les quantités
liées au vecteurs de la base par les vecteurs b € B eux-mémes.

Lemme. Soient H et K deux espaces de Hilbert, B une base hilbertienne de H et C une
base hilbertienne de K ; pour tout T € L(H,K) on a :

Do ITol? =) 1T |

beB ceC

(valeur finie > 0 ou bien +00). Cette quantité ne dépend pas des bases B et C choisies.
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Preuve.— Pour x € Het y € Kon a

2] = [ 0 llyl® =) Key)l,

beB ceC

et on en déduit que

DoIToIP =Y HeTo)P= D [Tred)* = |IT

beB beB, ceC beB, ceC ceC

Il est clair que >, | T ne dépend pas de la base C et que ) | T*c||? ne dépend

pas de B, d’ou la deuxieme assertion.

ceC ‘

/7

Pour T € £(H,K) on pose

1/2
ITllns = (3 IT5)2)

beB

o B est une base hilbertienne quelconque de H. Un opérateur T € L(H,K) tel que
| T||as < +oo est dit de Hilbert-Schmidt.

Remarques.

1. D’apres ce qui précede, on voit que T est Hilbert-Schmidt si et seulement si
I'adjoint T* est Hilbert-Schmidt, et [|T*||us = || T us.

2. Si x est un vecteur de norme 1 quelconque dans H, on peut trouver une base

hilbertienne B de H qui contient z. Il en résulte que ||Tz| < ||T|lus, donc

1T < [Tl

3. Si S ou T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, il en va de méme pour TS lorsque
la composition est définie. De plus

|TS|las < |T| |Sllas,  [ITS|las < || T]las|IS|]-

Soit en effet B une base hilbertienne de H; pour tout b € B on a ||TSb|| < ||T ||Sb]|
donc

ITSIfs = D ITSBI* < 1T Y [IS0l* = [T [IS|s-

beB beB
La deuxieme inégalité en résulte en remplacant S et T par leurs adjoints.

4. Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont compacts.
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11 suffit de montrer que si T € L(H, K) est de Hilbert-Schmidt, il est adhérent a I’ensemble
des opérateurs de rang fini : pour tout € > 0, il existe S de rang fini tel que || T —SJ| < e.
11 suffit de trouver S tel que || T — S||us < &, puisque |T —S|| < [|T — S||us.

Soit (e;)ie1 une base hilbertienne de H, et posons r = ||T||us ; on peut trouver un
ensemble fini J C I tel que

Z | Te;||* > r? — &2, donc Z [ Te; || < €2
j€J i¢J

Considérons I’espace de dimension finie F; = Vect(e; : j € J) et son orthogonal Fy = F{-,
qui admet (e;);¢5 pour base hilbertienne. Soient P; et Py les projections orthogonales
sur F1 et Fo; on a P; + Py = Idg. Posons S = TPy ; c’est un opérateur de rang fini, et
T — S = TP,. Puisque Py annule tous les vecteurs e;, j € J, et que Pae; = e; quand
i ¢ J, on obtient

IT =S|l = D ITPoesl = > [ Tes* < £,
i€l i¢J
Exemples 1.3.1.

1. Prenons d’abord H = K = C". Un opérateur T € L(C") est représenté par une
matrice (a; ;) dans la base canonique; si (e;)7_; désigne la base canonique de C", on a

| Te;||* = > |ai ;% donc la norme Hilbert-Schmidt de T est égale a

ITlas = (D lai;

i,j=1

2)1/2‘

Si H = K = /3(N), un opérateur T peut se représenter par une matrice infinie (a; ;), et
on voit de méme que la norme Hilbert-Schmidt est égale a

“+o00
ITlas = (D lai;

4,7=0

2)1/2.

2. L’exemple le plus important est celui de certains opérateurs définis par un noyau
k(s,t) de carré intégrable sur un espace produit S x T. Cet exemple est développé dans
les paragraphes qui suivent.

Compléments sur les espaces mesurés produits

On suppose que (S, .A) et (T, B) sont deux espaces mesurables ; on définit la tribu A® B
de parties de S x T engendrée par les pavés mesurables A x B, A € Aet B € B. On
supposera que (S,.A4, ) et (T, B,v) sont deux espaces mesurés o-finis, c’est-a-dire que
S =, Sn, avec S, € A et u(S,,) < +00 pour tout n, et la méme chose pour v. On sait
alors définir une mesure p ® v sur cette tribu A ® B. L’outil fondamental pour travailler
avec cette mesure produit tensoriel est le théoreme de Fubini, qui permet de calculer
I'intégrale de toute fonction A ® B-mesurable positive f définie sur S x T, par la formule

Faen) = [ ([ fean)due.

SxT
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(ou bien la formule symétrique obtenue en échangeant 1’ordre des intégrations), formule
ou les valeurs infinies sont admises.

Si f est une fonction sur S et g une fonction sur T, on définit une fonction f ® g sur
le produit S x T en posant

V(s,t) € ST, (f®g)(s,t)=[f(s)g(t).

Avec Fubini on voit que || f ® g|r,sx1) = | fllLa(s) 9]ls(T), et plus généralement,

(f1 ® 91, f2 ® g2)LysxT) = (f1, f2)La(8) (915 92) Lo (T)-

On notera 1, la fonction indicatrice d’un sous-ensemble A, égale a 1 sur I’ensemble A
et a 0 en dehors de A.

Lemme 1.3.2. Toute fonction 1¢, C € A® B de mesure finie, peut étre approchée dans
Lo(S x T, p®v) par des combinaisons linéaires de fonctions 15 ® 1, avec des ensembles
A € A, B € B de mesure finie.

Esquisse de preuve. — Comme les mesures sont o-finies il suffit de traiter le cas ol u et
v sont finies. Désignons par F ’espace vectoriel des combinaisons linéaires de fonctions
1, ® 1, A € A, B € B. Désignons par C la classe des C € A ® B tels que la fonction
indicatrice 1¢ soit limite dans Lo(u ® v) d’une suite (¢,,) C F, telle que 0 < ¢,, < 1.
Cette classe de parties C est une tribu contenant tous les pavés A x B, donc elle est égale

a la tribu A ® B.
///

Opérateurs de Hilbert-Schmidt définis par un noyau k(s,t)

Soient (S,u) et (T,v) deux espaces mesurés o-finis et k(s,t) une fonction de carré
intégrable sur S x T; on désignera par ||k||2 la norme de k dans Ly(S X T, ® v);
on va montrer pour commencer que pour toute fonction f € Lo(T,v),

L] s 011£0100) an(s) < +oc.

ce qui montrera que lintégrale [ k(s,t)f(t) dv(t) est absolument convergente pour u-
presque toute valeur de s € S. On définira un opérateur Ty, de noyau k, en posant pour
f € Lo(T, v) et pour u-presque tout s € S

(Tef)(s) = / K(s,t) £ (1) du(t).

T

Montrons comme annoncé que Ty est bien défini, et agit continiment de Lo(T,v)
dans Lo (S, p) : avec Cauchy-Schwarz, on a

( /T (s, D] 1 £(8)] dw(t)? < ( /T k(s, D) du(1)) ( /T (O du ()
15



ce qui donne en réintégrant

/S</T |k(s,7)] |f(t)|dV(t))2du(s) < (/SXT\ (s5,8)|>dpu(s) / £ ()2 du(t

qui est une quantité finie. Reprenant le calcul, en commengant par majorer |(Tyf)(s)]
par 'intégrale de la valeur absolue, on trouve

Liman@Paue < (ks nPduan) ([ 17oFan) = 1mgm0e

On a trouvé que l'intégrale qui définit T est absolument convergente pour u-presque
tout s, et on voit de plus que || T|| < ||k]|2.

Proposition. L’application h : k — T}, est linéaire et continue de Ly(S X T, u ® v) dans
£(Lo(T, 1), Lo(S, 1)) ; de plus, on a || < 1.

Utilisation de bases hilbertiennes

Supposons pour fixer les idées que les deux espaces La(S, i) et Lo(T,v) soient de di-
mension infinie et séparables (c’est de tres loin le cas le plus important). On peut alors
trouver deux bases hilbertiennes infinies dénombrables, que 1’on peut indexer par N.

Soit k(s,t) € La(S x T, up ® v) et soit (¢,)n>0 une base hilbertienne de Lo(T,v);
I’étude précédente de I'opérateur de noyau k indique que la formule

(2 b(s) = [ ks, 1) DD (e
T
définit une fonction k,, € Lo(S, ) pour tout entier n, et

[Enlle < [[Ell2 [nll2 = lIK]]2-

Les applications linéaires k£ — k,, sont donc toutes continues, et il en résulte que

N
kHQNk:an(gl/}n

n=0

est un endomorphisme continu de Lo(S x T, ® v); on voit facilement que Qy est
le projecteur orthogonal sur I'image im(Qn) : si f € La(S) et n < N, on vérifie que
QN (f®RYy) = fRy, ; 'image de Qn est donc 'espace de toutes les sommes erj:o fn®@n,
ou les (f,) sont quelconques dans Lo(S). Ensuite, on voit sans peine que Qnk — k est
orthogonale & tous les générateurs f ® 1,, n < N, de im(Qy). Puisque Qn est un
projecteur orthogonal, on a

Qx| < 1.

La famille d’opérateurs (Qn) est équicontinue, et elle converge vers 'identité sur le sous-
espace vectoriel Ly (S)®La(T) engendré par les fonctions de la forme f®g ; ce sous-espace
est dense dans Lo (S x T) car il contient les fonctions 15 ® 1, A, B de mesure finie, qui
engendrent déja un sous-espace dense d’apres le lemme 1.3.2; cette convergence sur un
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sous-espace vectoriel dense implique la convergence sur I’espace entier, puisque la famille
(Qn) est équicontinue. Montrons la convergence annoncée : il suffit de le faire pour les
générateurs de Lo (S) ® Lao(T), les fonctions décomposées f ® g ; lorsque k = f ® g, on a

Fin(s) = /T F(5)g(8) BuD) A () = £(5) (g 1),

donc
N

QN(f ®g)(87t) = f(S) Z <97¢n> wn(t)7

n=0

c’est-a-dire
Qn(f®g) = f ®Png,

ou Png = ZEZO (g, ¥n) ¥, tend vers g dans Lo(T, v), puisque (¢),,) est une base hilber-
tienne de Ly(T) ; il en résulte que

[feg—Qn(f@9l=1f®(g—Pxg)llz=lfl2]lg — Pngll2 — 0;

on en déduit que k = limy Qnk pour toute k € Lo(S x T), ou bien

+oo
k= kn®tn;
n=0

comme les termes de la série sont deux a deux orthogonaux, on a aussi ’égalité

+00
K13 =D lknll3.
n=0

On a ainsi démontré le résultat qui suit.
Proposition 1.3.3. Si (1,)nen est une base hilbertienne de Ly(T,v), toute fonction

k € Lao(S x T, p® v) peut s’exprimer sous forme de la somme d’une série convergente de
vecteurs deux a deux orthogonaux

+oo
k=Y kn®tn.
n=0

Les fonctions (ky) C La(S, 1) sont uniques, définies par la formule (2).
Corollaire 1.3.4. Si (¢,,)nen est une base hilbertienne de Lo (S, 1) et (1, )nen une base
hilbertienne de Lo(T,v), la famille (@m @ ¥n)m nyen2 €st une base hilbertienne pour

Pespace La(S x T, p @ v).
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Preuve. — 1l est facile de vérifier que la famille (¢, ® ¥n)(m n)ene est orthonormée
dans Ly(S x T, u ® v). 1l suffit ensuite de montrer que 1’espace vectoriel engendré par
cette famille est dense. On a vu ci-dessus que tout élément k € Lo(S x T) peut étre
approché arbitrairement par une somme finie de la forme s; = Zgzo k., ® ¥y,. Puisque
la suite (;,)men est une base hilbertienne de Lo(S, p), on peut trouver pour chaque
indice n = 0, ..., N une combinaison linéaire h,, des vecteurs (¢,,) pour laquelle on aura
llkn, — hnll2 < €/(N +1). La somme finie sy = Z,lj:o hyn, @ 1y, est alors une combinaison
linéaire des fonctions (0 @ ¥n)(m,nyenz, €t [[s1 — s2ll2 < &, donc ||k — s2|l2 < 2¢. Ceci
montre que la famille orthonormée (¢, ® V) (m,n)enz engendre un sous-espace vectoriel
dense, donc c’est une base hilbertienne de La(S X T, p ® v).

/!

Hilbert-Schmidt, suite

Appliquons la proposition 1.3.3 au noyau k et a la base hilbertienne (v,,); avec les
notations précédentes, on a pour tout n > 0

Fin(s) = /T B(s,£) Pn(D) dv(t) = Tiipm,

et en notant que la famille (¢,,) est aussi une base hilbertienne de Ly (T, ), on voit que

+oo
1El15 = I Tktbnll* = | Tllfrs-
n=0

On a donc montré que Ty est de Hilbert-Schmidt, et que la norme Hilbert-Schmidt de
T} est égale a la norme Ly du noyau k dans Pespace Lo (S x T, u ® v). En particulier,
I’application k — Tj est injective : si 'opérateur Ty est 'opérateur nul, le noyau k est
nul 4 ® v-presque partout sur S x T.

Reprenons les choses un peu différemment, avec le corollaire 1.3.4. Si k = ¢ ® 1), on
voit que T 7 f = (f, 1) p, donc Popérateur est de rang un (son image est contenue dans

la droite engendrée par ). Si (¢y,)n>0 est une base hilbertienne de La(S, 11) et (¥,)n>0

une base hilbertienne de Ly(T,v), on a vu que les fonctions (s,t) — @m(s) ¥n(t) (ol
m,n prennent toutes les valeurs entieres > 0) donnent une base hilbertienne de 1’espace
Lo (Sx T, u®v). Supposons donné un noyau k € Lo(Sx T, p®v) ; on peut le décomposer
sur la base hilbertienne précédente,

400 o
(3) k= Z Cm,n Pm X ¢n~
m,n=0
On sait que
“+oo
> Jemml® = K] < +o0,
m,n=0

et la série (3) converge dans 'espace de Hilbert Lo(u ® v), quel que soit l'ordre dans
lequel on énumere les termes. Par image linéaire continue, on en déduit que

+o0
Tk - Z Cm’” T@m@@n,

m,n=0
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ou la série converge en norme d’opérateur, quel que soit 'ordre dans lequel on énumere
les termes. On retrouve bien sur le fait que I'opérateur T est de Hilbert-Schmidt : on
déduit de la convergence de la série ci-dessus que

+o0 +o0
(M) ka - Z Cm,n T¢m®an f - Z Cm,n <f7 Ibn) ©m-
m,n=0 m,n=0

Il en résulte que Tithp =Y., Cmp Pm, donc |[Tehp|> = >, lem.pl?, et ensuite

“+o00

+oo
D ITedpl?= D lemy
p=0

m,p=0

2= ||k||3 < +oo.

On notera la correspondance entre I'opérateur T}, et les coefficients ¢, , du développe-
ment de k,

(4) Cm,n = <Tk¢na @m)-

On voit que les coefficients (¢, ) et la formule (M) s’interpretent tres facilement comme
un calcul matriciel utilisant des matrices infinies, tel qu’on I’a évoqué dans le point 1 des
exemples 1.3.1, & propos des opérateurs sur ¢o(N).

Exercice. Montrer que la composition de deux opérateurs T}, et Ty, de la forme précé-
dente est un opérateur T, avec

ks, ) = /kl(s,u)kg(u,t) du.

Opérateurs hermitiens a noyau

On vérifie facilement avec Fubini que l'adjoint (Tj)* de Ty est l'opérateur de noyau
k*(t,s) = k(s,t). Supposons que S =T, u = v et que k soit un noyau hermitien, c’est-a-
dire que

k(t,s) = k(s,t)

pour tous (s,t) € S?; dans ce cas I'opérateur T}, est compact et hermitien ; il existe donc
une base orthonormée (p,) de La(S, ) formée de vecteurs propres de l'opérateur Ty,
c’est-a-dire telle que Trp, = A\, pour tout n > 0. Si on exprime le noyau k dans la
base orthonormée de l’espace LQ(S2, p @ p) formée des fonctions hy, n, = @m ® @, on
obtient un développement k = van Cm.nPm @ Pn, €t on a vu que

Cm,n = <Tk90n7 90m> =A\n <§0n7 §0m> = A\n (Sm,m

ce qui montre que ¢, , = Ap, et que les autres coefficients ¢, ,, pour m # p sont nuls.
On voit donc que tout noyau hermitien k sur S? se représente sous la forme

400
k(37t) = Z An Pn ® Pn

n=0

ou les \,, sont réels, et (¢, ) une base orthonormée. La série converge au sens de Ls.
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Remarque. Dans certains cas, le noyau k est continu, disons par exemple sur [0, 1]2,
les fonctions propres précédentes sont continues sur [0, 1], et la série qui représente k est
aussi normalement convergente sur [0,1]%; si de plus tout ouvert non vide de S x S est
de mesure > 0 (ce qui est le cas pour la mesure de Lebesgue), on en déduira que 1’égalité
ci-dessus est vraie pour toutes les valeurs s, t,

+oo
k(s,t) = Z )\nSOn(‘S)m

Le théoreme de Mercer donne un cas particulier intéressant : si k(s,t) est continue sur
[0,1]2 et si (T f, f) est > 0 pour toute f € Lo, les fonctions propres de T}, correspondant
aux valeurs propres non nulles sont continues, et la série ci-dessus converge uniformément.

Exercice. Traiter le cas k(s,t) = max(s,t), 0 <s,t < 1.

Notes du chapitre 1

(2) Laréciproque de cette propriété est vraie dans les espaces de Hilbert : si T est un en-

domorphisme compact d’un espace de Hilbert H, il est limite en norme d’opérateur d’une
suite d’opérateurs de rang fini ; en effet, si H est séparable, muni d’une base hilbertienne
(en)n>0 €t si P, désigne la projection orthogonale sur Vect(ey, ..., ey), les opérateurs de
rang fini P,,oT ou bien ToP,, tendent vers T en norme d’opérateur quand T est compact.
On peut aussi vérifier cette réciproque pour tous les espaces de Banach «classiques». La
question de savoir si cette réciproque est vraie pour tout espace de Banach a été con-
sidérée des le livre de Banach Théorie des opérations linéaires paru en 1932, mais elle
n’a été résolue (par la négative) qu’en 1972 par le mathématicien suédois Per Enflo.

(P) Si la forme lindaire ¢ n’est pas nulle, on peut trouver un vecteur zo non nul dans
le noyau de la projection orthogonale P sur I’hyperplan ker ¢ (ce vecteur z( est donc
orthogonal au noyau). Posons

(z0, T0)

_ MU=zo)

Tout vecteur v € H peut s’écrire v = z + Az avec z € kerf et A € K ; on voit que
(v,2) = (z 4+ Azg, ) = Nxo, ) = M(x0) = (2 + A29) = £(V),

ce qui montre que la forme linéaire ¢ est représentée par le produit scalaire avec x.
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2. Algebres de Banach

2.1. Algebres et C*-algebres

Une algebre sur K, avec K = R ou C, est un K-espace vectoriel A, muni d’une multi-
plication associative (a,b) € A x A — ab € A, telle que les applications z € A — ax et
r — za soit des endomorphismes de ’espace vectoriel A, pour tout a € A.

Une algébre de Banach unitaire est un espace de Banach A, muni d’une multiplica-
tion d’algebre possédant une unité 15 et vérifiant

(1) Va,be A, labl| < lall[lbl; [[1all = 1.

Remarque. Si une algebre A ne possede pas d’unité, on peut lui en adjoindre une en
remplacant A par A; = A @ K1, muni du produit

(a+ A1)(b+ pl) = ab+ pa + \b + Aul.

Si 'opération de produit d’'une algebre de Banach avec unité est continue de A x A dans
A, on peut munir A d’une norme équivalente pour laquelle les axiomes (1) sont satisfaits,
en posant

|a| = sup{||abl| : [|b]] < 1}.

Exemples 2.1.1.

1. L’algebre des matrices M,,(K), munie de la norme subordonnée & une norme
donnée sur K", est une algebre de Banach (de dimension finie) ; 'exemple le plus impor-
tant est celui ou 'espace K" est muni de la norme euclidienne.

2. I’algebre des endomorphismes £(X), si X est un espace de Banach # {0}.

3. Les espaces C(K), K compact non vide, ou I'espace L, (0, 1), munis du produit
ponctuel des fonctions, sont des exemples d’algebres de Banach commutatives.

4. L’espace L1 (R), muni de la convolution comme produit, est un exemple d’algebre
sans unité ; pour ajouter une unité, on peut agrandir I’algebre en considérant 1’ensemble
de toutes les mesures complexes du(x) = f(z)dx + Addp(z), avec f € Li(R), X scalaire
et g la mesure de Dirac en 0.

5. L’algébre de Calkin est le quotient de L£(H) par I'idéal des opérateurs compacts
sur un espace de Hilbert H de dimension infinie. Elle joue un role intéressant dans la
théorie des opérateurs de Fredholm.

C*-algebres

Une C*-algebre unitaire est une algebre de Banach unitaire complexe A, munie d’une
application continue a € A — a* € A antilinéaire, telle que (ab)* = b*a*, (a*)* = a
(involution) et surtout

Va € A, |a*a| = |al?

11 en résulte que ||a*|| = ||a||. L’exemple fondamental de C*-algebre est I’espace L(H) des
endomorphismes d’un espace de Hilbert complexe H, ou on prend pour opération étoile
lapplication T — T* qui associe a chaque T € L(H) l'opérateur adjoint hilbertien.
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Inversement, on sait montrer que toute C*-algebre unitaire est isomorphe a une sous-
algebre fermée d'un L(H), pour un certain espace de Hilbert H, sous-algebre invariante
par T — T* et contenant ’application identique de H (théoreme 7.4).

Un autre exemple est fourni par 'algebre C(K) des fonctions complexes continues
sur un compact K non vide, munie de ’étoile

fr=1

Cet exemple est commutatif. Le théoreme précédent de représentation des C*-algebres se
complete par le suivant : toute C*-algebre unitaire commutative est isomorphe a I’algebre
C(K) des fonctions complexes continues sur un certain compact K (théoreme 7.7). Ce
théoreme s’applique en particulier a la C*-algebre commutative Lo, (0, 1) des classes de
fonctions mesurables bornées.

On ne parlera pas de C*-algebres sur R ; on se limitera aussi au cas unitaire, bien
que certains exemples non unitaires soient importants, par exemple la C*-algebre K(H)
des endomorphismes compacts d'un espace de Hilbert H de dimension infinie. On peut
d’ailleurs facilement la plonger dans une algebre avec unité : il suffit de considérer
I’algebre avec unité de tous les opérateurs de la forme A\ Idyg +T, T compact et A € C.

Définition. Eléments hermitiens, normaux dans une C*-algebre : on dit que a € A est
hermitien si a* = a. Si b € A, I’élément a = b*b est hermitien. On dit que a est normal si
a*a = aa*. On dit que u € A est unitaire si u*u = uu* = 1. Ces définitions généralisent

le cas de 'algebre L£(H).

FEléments inversibles

Soit A une algebre de Banach unitaire ; on dit que a € A est inversible dans A s’il existe

un élément u € A tel que au = ua = 1. Dans ce cas on note a~! = u.

On va montrer que les éléments proches de 15 sont inversibles; la démonstration
présente I'inverse au moyen d’une série vectorielle. Dans une algebre de Banach, la conti-
nuité du produit (dans I’exemple ci-dessous : opération de multiplication a droite par b)

permet de voir que
“+o0 “+o0

(Z an)b = Z (and).

n=0 n=0

On fait la convention a’ = 1, ; on remarque que ||a”|| < |la||™ pour tout entier n > 0.

Proposition 2.1.2. Soient A une algebre de Banach unitaire et a € A ; la série
Ia+at+a®+--+a"+---

converge dans A si et seulement si inf,, ||a™|| < 1, et dans ce cas sa somme est 'inverse
de 15 — a. En particulier

(Jla]| < 1) = (1a — a inversible dans A).
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Preuve. — Si la série ci-dessus converge, son terme général a™ doit tendre vers 05, donc
inf,, [[a"]] = 0 < 1; inversement, si on a ||a™|| < 1 pour un certain m, on en déduit que
Y lla™|| < 400 de la fagon suivante : si ™ = 0, on a a” = 0 pour tout n > m et la
convergence de la série est évidente ; sinon, on note que m > 0 (car ||a®|| = ||1A]| = 1),
on pose 7 = ||a™||'/™; on a 0 < 7 < 1, et on écrit alors pour n entier quelconque la
division euclidienne n = mq + r, avec 0 < r < m ; on obtient

la™ | < fla™ ] a"| < 7™ [lal|” = 777 [la]|” < M 7"

avec M = (||a /T)m (noter que 7 < ||al|), donc la série >  a™ converge normalement
puisque la norme de son terme général est majorée par un multiple du terme général de
la série géométrique convergente » 7.

Si la série Z:i% a™ converge dans A, désignons par s sa somme ; alors as est égal a

a(lA+a+a2+...+a”+...):a+a2+...+a”+1+...:5_1A,
donc as = s — 14, c’est-a-~dire (1o —a)s = 15 ; de méme s(1y —a) = 14. ///
Exercice. Montrer que lim,, [|a™||'/" existe.

Inverse de u — a

Si u est inversible et si a est assez petit pour que la série ci-dessous converge dans A,
I’élément

1 1

r=uv'+ulav ' +utautau 4
vérifie
1

uleA—kau*l—I—au* au 4

de sorte que ux — ax = 15, et de méme zu — xa = 1. On en déduit que x est I'inverse
de u — a. Pour que la série ci-dessus converge, il suffit que son terme général, qu’on
peut écrire sous la forme v~ (au~1)", soit majoré en norme par une série géométrique
convergente ; c’est le cas dés que ||au™t|| < 1, ce qui est garanti par la condition classique
et simple

lall < flu=") 7"

On vient de montrer que les voisins d’un inversible restent inversibles.

Proposition. L’ensemble des éléments inversibles de I’algébre unitaire A forme un sous-
groupe multiplicatif G(A), ouvert dans I’espace normé A.

Preuve. — Sous-groupe est bien connu, ouvert résulte de ce qui précede.

i

Cas de L(X,Y)

Si T est un isomorphisme de X sur Y, si V désigne l'inverse de T et si S est un «petit»
opérateur, on aura encore

(T-S) ' =V+VSV+VSVSV +--

ce qui prouve la stabilité des isomorphismes par perturbation. La méme formule permet
de traiter aussi le cas de 'inversibilité a droite ou a gauche : si on a seulement VT = Idx,
la somme W de la série précédente vérifie W(T — S) = Idx ; si T est inversible a gauche
(ou a droite), les voisins de T le sont aussi.
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2.2. Spectre d’un élément a d’une algebre de Banach

On suppose que A est une algebre de Banach unitaire complexe. Si a est un élément de
A on désigne par p(a) 'ensemble des A € C tels que a — A1 soit inversible dans A. Par
la stabilité des inversibles, on voit que p(a) est un ouvert. On dit que p(a) est I'ensemble
résolvant de a. La résolvante de a est Papplication définie sur l'ouvert p(a), a valeurs
dans A,

VA € p(a), Ri(a)=(Alp —a)* €A.

Si |A| > |la||, on a |la/A]] < 1 et 1o — a/)\ est inversible par la proposition 2.1.2, donc
a — Al aussi et par conséquent A € p(a); on voit ainsi que I'ensemble p(a) contient le
complémentaire du disque fermé de rayon ||al|.

Le spectre o(a) est le complémentaire dans C de p(a). Il est donc fermé et borné par
|a||. Désignons par rs(a) le sup des modules des éléments du spectre, le rayon spectral
de a. On va montrer plus loin que le spectre est non vide, et que

rs(a) = lim ||a™|*/"

(formule du rayon spectral).

Exemples 2.2.1.

1. Si A = M,,(C) est l'algebre des matrices carrées complexes de taille n x n, le spectre
d’une matrice a € A est I’ensemble des valeurs propres de la matrice ; mais dans le cas
plus général ou A = L(X) est I'algebre des endomorphismes d’un espace de Banach X de
dimension infinie, il est important de savoir tout de suite que o(T), pour T € £L(X), est
en général plus grand que 'ensemble des valeurs propres (qui peut(?) étre vide, alors
que le spectre n’est jamais vide).

2. Considérons l'algebre A = C(K) des fonctions complexes continues sur un espace
topologique compact K non vide. Il est clair qu'une fonction f est inversible dans A si
et seulement si f ne s’annule pas sur K. On en déduit facilement que

o(f) = f(K) ={f{t):t K}

3. Si A est une C*-algebre unitaire, il est clair que b est inversible dans A si et seulement
si b* est inversible, et (b*)™' = (b™!)*. En appliquant cette observation & b = a — A1,
on voit que

o(a*)={\:Ae€o(a)}.

Si on considere le shift a droite S dans ¢5(N), on voit que pour tout A tel que |A| < 1,
le vecteur zy = (A"),>0 est un vecteur de /2(N) tel que S*zyx = Az). Le spectre de S*
contient donc le disque unité ouvert. Comme ||S|| = 1, le spectre est contenu dans le
disque unité fermé, donc

o(S) ={A: Al < 1}.

Remarque. Changement d’algebre : supposons que l’algebre de Banach A soit sous-
algebre d’une algebre de Banach B ; 'ensemble résolvant augmente quand on augmente
lalgebre (il y a plus de candidats dans B pour étre inverse d’un élément de A), donc le
spectre d’un élément a € A diminue quand on augmente 'algebre. Mais on verra que le
bord du spectre initial reste dans le spectre apres augmentation de 1’algebre.
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Exemple 2.2.2. Fonctions de A(D) plongées dans C(T) : notons T le cercle unité du
plan complexe ; I'algébre du disque A(D) est formée des fonctions continues f sur T qui
se prolongent en une fonction f, continue dans le disque unité fermé et holomorphe dans
le disque unité ouvert ; c’est une sous-algebre unitaire de C(T). L’élément z — z n’est
pas inversible (P) dans la petite algebre A(D), mais le devient dans la grosse C(T).

Fonctions holomorphes vectorielles

Définition. Si f est une fonction définie sur un ouvert 2 du plan complexe, a valeurs
dans un espace de Banach X, on dit que f est analytique dans €2 si pour tout z € € il
existe 0, > 0 et des vecteurs ( n(2)) C X tels que

(heC, |h <6.)= f(z+h) = Zh”xn

Si f est analytique dans 2, il en résulte que f est continue de €2 dans X : si z € (Q,
posons 6 = 6, > 0, et z, = z,(2) € X; la série > h"x, converge pour h = 4, donc la
suite (8" ||z,||) est bornée, disons par M. Alors

et 5 < X el <0 3 ()" <

tend vers 0 avec h, donc f est continue au point z.

Si f est analytique dans le disque ouvert D(0,R) et si p est un nombre < R, la
fonction § — | f(pe'?)|| est continue sur le compact [0,27], ce qui permet de considérer

M, (f) = max{[|f(pe'”)] : 0 € [0,2x]}.

Lemme 2.2.3. Si f est une fonction analytique dans le disque ouvert 2 = D(0,R) du
plan complexe, oti 0 < R < +00, a valeurs dans un espace de Banach X, et si

(2) > 2,

n=0

est son développement au voisinage de 0, valable pour |z| assez petit, on a pour tout
p <R

sup p" [lzn || < My(f).

n>0

Il en résulte que le développement en 0 donné par (2) converge dans tout le disque 2,
et que sa somme représente la fonction f en tout point du disque §2.

Preuve. — Pour toute forme linéaire { continue sur X, la fonction scalaire fe = o f
est holomorphe dans le disque 2. Fixons p < R ; la fonction z — || f(2)|| est bornée par
le nombre M, = M,(f) sur le cercle de rayon p. Sur ce méme cercle, la fonction f¢ est
bornée par M, ||£]|, donc par les inégalités de Cauchy on a pour les dérivées en 0 de fe,
pour tout entier n > 0

£
‘ ( ) < M, [[€]]
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Le développement de Taylor de f¢ au voisinage de 0 est donné par

o0 +o0
fe(h) = 5(2 h" :cn) =Y h"E(zn)
n=0 n=0

donc n!&(zy) = fé”)(()) pour tout n > 0, et on a

P 1€ ()] < M, €]l

Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire &, telle que ||&,|| < 1 et
En(n) = [|znl| ; on en déduit

(3) P |znl| < M,.
Ces majorations impliquent que la série (2) converge dans tout le disque ouvert D(0,R) ;
posons F(z) = Zii% 2"z, ; pour toute forme linéaire continue ¢ sur X, la fonction

scalaire Fe(2) = £(F(2)) = 3272 2¢(w,) est holomorphe dans D(0, R), et elle coincide
avec fe dans un voisinage de 0; ces deux fonctions sont donc égales en tout point de
D(0,R) (principe des zéros isolés, par exemple). On a donc pour tout z € D(0,R)

§(F(z) — f(2)) =0
pour toute forme linéaire continue £, donc F(z) = f(z) par le théoréeme de Hahn-Banach.

/7

Corollaire 2.2.4 (théoreme de Liouville vectoriel). Si f : C — X est analytique et
bornée sur C, alors f est constante; si f : C — X est analytique et tend vers 0 a ’'infini,
alors f est identiquement nulle.

Preuve.— On sait d’apres le lemme précédent, appliqué avec R = +o0, que f est
représentée sur C tout entier par sa série entiere a ’origine Z:i% 2"x,. Si f reste bornée
sur C, il existe un nombre M qui majore tous les M,(f), donc pour tout n > 0 et tout
p > 0 on obtient par (3) que

lznll < =

ce qui montre, en faisant tendre p vers I'infini, que z,, = 0 pour tout n > 0, donc f = zq
est constante. Si f tend vers 0 a l'infini, elle est d’abord bornée donc constante, et la
constante xg € X doit étre nulle.

/!

Formule du rayon spectral

Théoreme. Soit a un élément d’une algebre de Banach unitaire complexe A ; le spectre
de a est non vide, et on a

rs(a) = lim ||a™||*/™.
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Preuve. — Posons
r. = liminf ||a™ /™.
n

Si z € C est tel que |z| > r,, c’est-a-dire que

1> |z|7 7, = liminf ||z~ "a™|| Y™,
n

il existe certainement des entiers m tels que ||[z7™a™|| < 1; par conséquent, la série
3" z7"a™ converge dans A et sa somme est I'inverse de 15 — z~ta, d’apres la propo-
sition 2.1.2. On voit donc que z1x — a est inversible quand |z| > 7, : le spectre o(a)
est contenu dans le disque fermé centré en 0 et de rayon r,. Considérons maintenant la
fonction résolvante

f(2) = (21a —a)™

qui est définie pour tout z de l’ensemble ouvert p(a) C C. Si z € p(a), cherchons a
calculer f(z — h) pour h € C assez petit ; posons u = z1 — a, et considérons l'inverse
v = f(z) de u; en écrivant (z — h)la —a =u — hla = u(la — hv), on voit que

f(z—=h)=(0a—hv)v=v+hv?>+h%v3+ ..
pour |h| < |lv]|7t, clest-a-dire que f(z — h) est représenté par une série de la forme
> h"b,(2), avec (b,(2)) C A, pour tout z — h dans un voisinage de z. Il en résulte que
la fonction f est analytique dans p(a).

Montrons d’abord que le spectre est non vide. Dans le cas contraire, p(a) = C et f
est analytique sur C tout entier ; de plus pour |z| assez grand on a

“+o00
a™

fe) =2 — ) =Y

n=0

d’ou résulte que

S~ Jlal” !
PN 2 o = F=Tal
n=0

et
lim f(z)=0.

|z| =00

Si f était analytique sur C, le théoreme de Liouville 2.2.4 donnerait f = 0 partout : or
ceci est impossible car les valeurs de f sont des inverses, donc des éléments non nuls.

Posons R = rs(a)™! (peut-étre égal & +00) ; on a vu que R > 1/r,. Pour tout z non
nul tel que |z| < R, on est siir que z7% € p(a), ce qui permet de considérer

g(2) = (1p —za) ™' = z_lf(z_l).

La premiere expression permet de prolonger la définition de g par g(0) = 15. Puisque
f est holomorphe dans p(a), il est clair que g est holomorphe dans le disque ouvert de
rayon R privé de 0 ; de plus, au voisinage de 0 on voit que

g(z)=1a+za+22a®>+ - +2"a" + - --
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qui est holomorphe dans ce voisinage, donc g est holomorphe dans D(0,R). D’apres le
lemme 2.2.3, on a

sup p"[la”|| < oo
n

pour tout p < R, donc en posant

r* = limsup ||a"||/™
mn

on obtient pr* < 1, ce qui donne Rr* <1 quand p — R. On a donc en regroupant nos
informations

1/r. <R <1/r.

Comme il est clair que 7, < r*, on obtient I'égalité r, = r* = lim,, ||[a”|*/™ = 1/R. Ceci
donne la formule du rayon spectral,

rs(a) = lim [|a™||*/™.

/!

Exemples.

1. Commencons par une application classique de la non vacuité du spectre : si dans
une algebre de Banach unitaire complexe A tout élément non nul est inversible, alors
A = Cl1, (I'ensemble des multiples scalaires de 'unité ; voir le théoreme 7.5); si B est
une algebre de Banach unitaire complexe et I un idéal maximal, il résulte que le quotient
A = B/I vérifie la conclusion précédente, ce qui signifie que I est un hyperplan de B.

2. Pour une isométrie U € £(X), on a |[|[U"|| = 1 pour tout n, donc rs(U) = 1. On a de
facon générale, si u est inversible dans une algebre de Banach

olu™) ={1/A: xe€o(u)}.

Si U € £(X) est une isométrie surjective, donc inversible, on aura aussi rs(U™!) = 1, ce
qui entraine que le spectre de U est contenu dans le cercle unité.

3. Si b est un élément hermitien d’'une C*-algebre, on a [[b?|| = ||b*b|| = ||b||?>. Ensuite b?
est hermitien et on continue, ||b*| = ||b]|, etc... pour montrer que ||b%"|| = ||b]|>" pour
tout n, et conclure que rs(b) = [|b||. Si a est normal, on introduit b = a*a hermitien, et

on écrit ||a?||? = |la*a*aal| = |la*aa*a| = ||a*al|® = ||a||*, etc... On a ainsi obtenu le

résultat important qui suit.
Proposition 2.2.5. Sia est un élément normal d’'une C*-algébre, on a rs(a) = ||a|.

Exercice. Estimer les normes des puissances P™ de I'opérateur de primitive (sur Ly (0, 1))
de l'exercice 1.2.5 et en déduire que o(P) = {0}. Retrouver le méme résultat en calculant
explicitement R (P) pour tout nombre complexe \ # 0.
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Intégrale de Riemann vectorielle

Soit X un espace de Banach ; on dit qu'une fonction g : [a,b] — X est en escalier s’il
existe une subdivision 7 : tg = a < t; < ... < t, = b de l'intervalle telle que g soit
constante sur chaque intervalle ouvert (t;—1,¢;), pour i = 1,...,n. Si x; € X désigne la
valeur (vectorielle) constante de g sur U'intervalle (¢;—1,¢;), on pose

b n
/ o)t =3" (0~ ti-1)gles) € X,

On vérifie comme dans le cas scalaire que cette somme ne dépend que de la fonction g,
et pas de la subdivision choisie. On a la majoration facile

‘/abg(t)dtH S/ab||g(t)||dt.

Si f est continue de [a,b] dans X, on vérifie que les sommes de Riemann

Do (ti—ti)f(&) €X,

=1

ou les &; sont des points quelconques de [t;_1, t;], convergent vers un vecteur I € X lorsque
le pas 0(7) = max{|t; —t;—1]| : 4 = 1,...,n} de la subdivision 7 tend vers 0. Le vecteur
limite I s’appelle 'intégrale de f,

b n
[ foa=1= tim 3"t -t € X

d(1)—0 =1

On obtient, en passant a la limite a partir des fonctions en escalier, la majoration simple

mais importante
b b
|[ swa] < [C1sw)a

A partir de cette majoration on montre facilement le résultat qui suit.

Proposition. Si une suite ( f,,) de fonctions continues de [a, b] dans un espace de Banach
X converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f, on a

/ab £(#)dt = lim /ab Fu(t) dt.

Si une série Y u, de fonctions continues de [a,b] dans X converge uniformément sur

[a,b], on a
/b(io un (1)) dt = io /abun(t) dt.

n=0
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2.3. Premiers rudiments de calcul fonctionnel holomorphe

Dans tout le paragraphe qui suit, a désigne un élément d’une algebre de Banach unitaire
complexe A, U = D(0,R) C C est un disque ouvert centré en 0 et de rayon R qui contient
le spectre de a, c’est-a-dire que rs(a) < R. Supposons que ¢ soit une fonction complexe,
holomorphe dans U. On sait que ¢ est représentée dans le disque ouvert de rayon R par
sa série de Taylor, qui est absolument convergente en tout point de D(0, R),

+o00
Vz e D(0,R), ¢(2)= Z cn 2"

n=0

ou les (¢,) sont des nombres complexes. Choisissons p tel que rs(a) < p < R. On sait
que Y |ep|p™ < +oo. Considérons la série vectorielle

+oo
(4) Z cpa”.
n=0

Puisque rs(a) = lim [|a”||'/™ < p, on aura ||a™|| < p™ pour n assez grand, ce qui montre

que la série (4) est normalement convergente, donc convergente dans ’espace complet A.
Il est raisonnable de poser

+oo
o(a) = Z cpa” € A.
n=0

On a choisi d’écrire ¢(a) plutét que p(a), pour éviter des confusions lors du premier
contact avec cette notion. Par la suite on écrira simplement ¢(a) (et on définira ainsi e®
pour tout élément a € A, sans utiliser de tilde de précaution, qu’on ne saurait pas ou
mettre de toute fagon). On a aussi la formule de Cauchy, écrite de fagon incorrecte mais

suggestive,
~ 1
ola) = —/ 2 (2) dz
2m1 ), z—a
P

ou v, désigne le cercle de rayon p, centré en 0 et parcouru une fois dans le sens direct,
ou de fagon correcte comme

Bla) = —— / o()(Aa —a)dz = - [ (z)Ru(a) d=.

27i 2ri J,,
En effet, lorsque |z| = p, a — 214 est inversible et on peut écrire
+oo
(z1p —a) ' =2711a —2z7ta) 7t = Z 2 g,
n=0
ou la série est normalement convergente sur le cercle v,. On a donc
1 X1 =
— 2)(z1p —a) tdz = <— 2" (2 dz)a” = cna”.

Yo n=0 n=0
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Si on paramétrise le cercle par 0 € [0, 27| — pel? on obtient 'expression

~ o i0 i0 1 ie 40
¢(a) =/ p(pe'”)(pe'”1a —a)” pe'” —

0 2T
qui permet d’obtenir la majoration

[e(a)|l < pMp(p) max{[[Ra(a)]l : |A] = p},
ou on a posé comme précédemment pour une fonction g continue dans le disque U
M, (g) = max{lg(pe'®)| : 0 € R}.

Corollaire. Soit U un disque ouvert de rayon R centré en 0, contenant le spectre de a ;
si une suite (¢,,) de fonctions holomorphes dans U tend uniformément vers ¢ sur tout
compact de U, alors

B(a) = lim 5, (a).

Preuve. — Soit p tel que rs(a) < p < R; la fonction vectorielle z — (214 —a)™' € A
est continue sur le cercle de rayon p, donc bornée en norme sur ce cercle par un certain
nombre C. On peut majorer la norme de la différence des deux intégrales représentant
on(a) et p(a), c’est-a-dire

onla) —o(a) = /O ﬂ(son(peie) - sO(pe“’)) (pel?1x —a)tpet? %,

par CpM,(¢ — ¢y,), qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. ///

Corollaire. Si ¢ et ¢ sont holomorphes dans un disque ouvert U = D(0,R) contenant
le spectre de a, on a

(¢¥) (a) = pla) P(a).

Preuve.— On peut trouver deux suites de polynémes (P,) et (Q,) qui tendent res-
pectivement vers ¢ et 1, uniformément sur tout compact de U (il suffit de prendre les
sommes partielles des séries de Taylor). Pour des polynomes il est facile de voir que
(P,Qn) (a) = Pp(a)Qn(a). On obtient le résultat en passant a la limite, grace a la
continuité du produit dans A. )

Exemples. Désormais on laisse tomber les tildes.
1. Pour tout entier k > 0, (©*) (a) = (p(a))*, et donc pour tout polynéme P on a

(P(p)) (a) = P(p(a)).

2. On a e**el® = elstha . en particulier, e® est inversible, d’inverse e~%. On note
que si ab = ba, on a e b* = bF e pour tout k, donc e®t? = e%eb, mais ceci ne reste pas
vrai en général, sans hypothese de commutation.

Dans le cas C*-algebre, pour tout a on voit (sur la série) que e* = (e%)*; si a est
hermitien, e!® est donc unitaire.
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Corollaire. Si ¢ est holomorphe dans un disque ouvert U = D(0, R) contenant le spectre
de a, on a l’égalité
(%) (a) = eP(a)

Preuve.— On trouve une suite de polynéomes (P,,) qui tend vers la fonction exponen-
tielle, uniformément sur tout compact de C. Pour un polynéme P,,, il résulte du corollaire
précédent (et de 'exemple 1 ci-dessus) que

La suite (P,,(¢)) tend uniformément vers e¥ sur tout compact de U, donc (P, (¢))(a)
tend vers (e¥)(a); de I'autre coté, P, (p(a)) tend vers (@),

/7

Remarque. La fonction exponentielle ne joue pas un role tres particulier dans ce qui
précede. Le méme résultat vaudrait pour toute fonction entiere 1 (une fonction ) holo-
morphe sur C), donnant

(¥(#)) (a) = P(p(a)).

Proposition. Tout élément b € A tel que ||b — 1A|| < 1 peut s’écrire e pour un certain
ceA.

Preuve.— On applique ce qui précede avec U = D(0,1), ¢(z) = In(1 — z). Posons
a=1a —b;si|ja]| < 1, on aura rs(a) < 1, ce qui nous met dans le cadre voulu. On
obtient

e?@ = (e¥)(a) = 1o —a = b.
/1

Notes du chapitre 2

(2) L’endomorphisme continu M de X = C(]0, 1]) défini par (Mf)(t) =t f(t) pour toute
f € X (opération de multiplication par la fonction identité ¢ — t) n’a pas de valeur
propre : si (M — Aldx)f =0,on a (t —\)f(t) = 0 pour tout ¢, donc f(t) = 0 pour tout
t # A\, donc f = 0 par continuité.

(P) Sig € A(D) était I'inverse de z — z dans I’algebre A(D) et g I’extension holomorphe
de g dans le disque unité ouvert D, la fonction z € D — 1—2zg(z) serait holomorphe dans
le disque unité ouvert, continue sur le disque fermé et nulle sur le cercle unité. D’apres le
principe du maximum, elle devrait étre nulle dans le disque entier, ce qui est impossible
puisqu’elle vaut 1 a l'origine.
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3. Calcul fonctionnel continu

L’objectif principal du chapitre est de construire un homomorphisme isométrique ¢ de
’algebre des fonctions continues C(o(T)) vers l'algebre £(H), lorsque T est un opérateur
normal (borné) sur un espace de Hilbert complexe H; cet homomorphisme prolongera
la correspondance P — P(T) définie sur les polynomes P € C[X]. En réalité, le travail
pourra étre effectué dans une C*-algebre unitaire A. Le gain de généralité est un peu
illusoire, mais les notations sont plus légeres dans ce cadre abstrait.

Un homomorphisme d’algébres ¢ : A — B doit préserver les opérations des algebres ;
c’est donc une application linéaire, et telle que p(ab) = p(a)p(b) pour tous a,b € A. Si
on ajoute le mot unitaire, on demandera aussi que ¢(15) = 1. Si on a des algebres de
Banach, on ajoutera la condition que ¢ soit continu.

3.1. Diviseurs de zéro topologiques

Lemme. Soient A une algébre de Banach unitaire complexe, a € A un élément non
inversible et v € A un élément inversible ; on a

= < la =]l

il en résulte, en désignant par u I’élément de norme 1 donné par u = ||v=|| "L v, que
laul] < 2[ja =l Jual <2la =]
Preuve. — L’élément v—'a ne peut pas étre inversible, sinon a le serait aussi; il en
résulte que |14 — v~ tal| > 1 par la proposition 2.1.2, donc
1< [[ta —v 7] = o™ (v = a)ll < v~ v = al,
ce qui donne le premier résultat. Ensuite, en posant ¢t = |[v™!|| ™! < ||a — v||, on a pour

w =ty !
luall = tlv " al = t|1a —1a + v al <t 4+t ]1a — v al]
<t+tlo [ flv—all =t+]v—al <2[a—ul.

Pour ||au|| changer de coté : rééerire tout avec av!.

/!

Remarque. Lorsque a est non inversible, on a obtenu la formule

dist(a, G(A)) > % inf{||az| : ||z| = 1}.

Si S est un sous-ensemble d’un espace topologique X, le bord ou frontiére de S est
I’ensemble o
0S =8 N Se.

Si X est un espace métrique et si s € 05, il existe une suite (x,) C S et une suite
(yn) C S telles que lim,, z,, = s, lim,, y,, = s : le point s peut étre approché a la fois de
I'intérieur et de 'extérieur.
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Proposition. Sia appartient au bord 0 G(A) (dans I’espace topologique A ) de I'ensemble
G(A), il existe une suite (u,) C A d’éléments inversibles de norme 1 telle que

au, — 0, u,a—0.

Preuve. — Puisque a est au bord de 'ouvert G(A), il n’est pas dedans : I’élément a est
non inversible, mais il existe une suite (v,) d’inversibles telle que ||a — v,| — 0. Pour
chaque indice n, I'élément wu,, = ||v, t||~tv, ! est inversible, de norme un et par le lemme
précédent,

n

laun|| < 2la = vnll =0,

et aussi |lunal — 0.

/!

Corollaire 3.1.1. Si A est une algebre de Banach unitaire complexe, si a € A et si
A € 0o(a), il existe une suite (u,) C A d’éléments de norme 1 telle que

a, — A\u, — 0.

Preuve.— Si X est au bord du spectre, il est clair que a — A1 est au bord de G(A) et

il suffit d’appliquer ce qui précede. )

Définition. On dira que a est un diviseur de zéro topologique dans A (en abrégé : dzt)
sl existe une suite (u,) C A d’éléments de norme 1 telle que au,, tende vers 0.

On a privilégié un co6té; on aurait pu utiliser ’autre coté, ou bien une définition
bilatere, mais la précédente conviendra a nos besoins.

Remarque. Tout dzt a € A est non inversible dans A.

Si a~! existe et si au,, tend vers 0, alors a=!(au,) = u, tend vers 0, ce qui est contra-
dictoire avec ’hypothese ||u,| = 1 pour tout n.

Remarque 3.1.2. L’image d’un dzt a € A par un homomorphisme d’algebres de Banach
unitaires isométrique ¢ : A — B reste un dzt dans B.

En effet p(au,) = p(a)p(uy,) tend vers 0, et ||¢o(uy,)|| = 1 pour tout n.

On a le résultat simple qui suit :

pour tout homomorphisme ¢ : A — B d’algébres de Banach unitaires, I'image de G(A)
est contenue dans G(B) ; si A est complexe et si a € A, on a donc

o(p(a)) C o(a),

qui se complete par le suivant.
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Corollaire. Pour tout homomorphisme ¢ : A — B d’algébres de Banach unitaires
isométrique, les éléments de 0 G(A) ont une image non inversible, et o(0G(A)) C 0G(B).
Si A est complexe et si a € A, le bord du spectre de a reste dans le spectre de I'image,

do(a) C0o(p(a)).

Preuve. — 11 suffit de montrer la premiere affirmation ; ’autre en découle car on voit
que @(a — Alp) = p(a) — Alg. Sia € 9G(A), on a vu que a est un dzt, et on a dit
que 'image d’un dzt par un homomorphisme isométrique reste un dzt, donc cette image
©(a) reste non inversible dans B. Comme a est au bord de G(A), on peut trouver une
suite (v, ) d’inversibles qui tendent vers a ; leurs images ¢(v,,) sont inversibles dans B et

tendent vers ¢(a), qui est donc au bord de G(B). ///

Exemple. Désignons par A 'espace des fonctions continues dans le disque unité fermé
D du plan complexe, et holomorphes dans le disque ouvert. Munissons cet espace de la
norme uniforme et du produit ponctuel des fonctions; on obtient ainsi une algebre de
Banach complexe, qui est clairement (2) isomorphe (et méme isométrique) a I’algébre du
disque de 'exemple 2.2.2. Il est clair que la fonction z — z définit un élément a € A
dont le spectre est égal au disque unité fermé (pour tout A € D, la fonction z — A ne peut
pas avoir d’inverse dans A puisqu’elle s’annule au point A € _D). Considérons un compact
K contenant le cercle unité T et contenu dans D, et ’homomorphisme ¢ de restriction
de A dans l'algebre B = C(K). Cet homomorphisme est isométrique par le principe du
maximum (puisque T C K), et I'image b = ¢(a) a pour spectre dans C(K) I’ensemble
des valeurs de la fonction sur K (exemples 2.2.1), donc o(b) = K. On voit bien que le
bord T du spectre de a reste dans le (bord du) spectre de b, mais le bord du spectre de
b peut étre plus grand que do(a).

Exercice. Si ¢ est un homomorphisme isométrique de A dans B, si a € A et b = ¢(a),
montrer que toute composante connexe V de I’ensemble résolvant p(b) qui rencontre p(a)
est contenue dans p(a) (cependant on a p(b) D p(a)). Ainsi, le spectre o(a) dans la petite
algeébre est la réunion de o(p(a)) (dans la grosse algébre) et de certaines composantes
connexes de p(p(a)). Montrer en particulier que la composante connexe de 'infini dans
p(a) est préservée dans p(b). Par conséquent, la partie du (bord du) spectre de a qui
«touche» la composante de l'infini de p(a) est préservée par .

Corollaire. Si A est complexe et si le spectre de a € A est d’intérieur vide dans C,

le spectre de a est préservé par tout homomorphisme isométrique de A dans une autre
algébre de Banach unitaire B.

Preuve.— On a ici o(a) = do(a), donc par le corollaire précédent

o(a) = da(a) Cdo(p(a)) C alp(a)),

et on a toujours 'inclusion inverse o(a) D o(p(a)).

/!
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Cas ot A = L(X)

Si T est un dzt dans £(X), il existe une suite (U, ) C £(X) d’opérateurs de norme 1 telle
que TU,, tende vers 0 en norme d’opérateur. Puisque ||U,|| = 1, on peut trouver y,, € X
tel que ||lyn| < 2 et ||Uyyn| = 1. La suite z,, = U,y,, est alors une suite de vecteurs de
norme 1 telle que Tz, — 0. On peut dire que 0 est une valeur propre approchée pour
I'opérateur T.

Réciproquement, supposons qu’il existe une suite (z,) C X de vecteurs de norme
1 telle que lim Tz,, = 0; soit &, une forme linéaire de norme 1 telle que &, (x,) = 1.
L’opérateur V,, défini par V,y = &,(y)x, est de norme un et TV,, tend vers 0.

Corollaire 3.1.3. Pour tout endomorphisme T € L(X) d’un espace de Banach complexe
X # {0}, il existe A € C et une suite (x,,) C X de vecteurs de norme un telle que

Tz, — Ax,, — 0.

Preuve.— On a montré que o(T) est un compact non vide ; on peut donc trouver un
point A au bord de o(T) (par exemple un point de module maximal), et on applique ce
qui précede.

/7

Exercice. Spectre des opérateurs de multiplication par a € A : si A est une algebre de
Banach unitaire, montrer que le spectre de a dans A est égal au spectre de 'opérateur
M, € L£(A) de multiplication par a, défini par M, (b) = ab pour tout b € A.

Exemple. Le nombre complexe 1 est valeur propre approchée pour le shift S sur ¢5(N),
car le vecteur

n—1
1
(n) — _—_ .
X = e GEQ(N)
NG JZ:O 7

vérifie |2 = 1 et ||Sz(™ — 2(™||2 = 2/n, qui tend vers 0. En modifiant cet exemple,
on vérifie que tout complexe de module un est valeur propre approchée pour le shift S.

Spectre des éléments hermitiens d’une C*-algébre

Si a est un élément hermitien d’une C*-algebre A, considérons un point frontiere A du
spectre de a; il existe des éléments u € A de norme 1 tels que ||(a — Ala)ul|| < €/2; en
multipliant par «* on obtient ||u*(a — Ala)ul| < £/2; comme |[v*|| = ||v|| pour tout v,
on a aussi ||[u*(a — A1p)u|| < €/2 en prenant ’adjoint, puis par différence on voit que

A=Al = A=Al lu*ul <e,

ce qui prouve que \ est réel.

Le bord du spectre étant contenu dans la droite réelle, il en résulte que tout le spectre
est réel. En effet, il existe A\g = g+ 179 € o(a) tel que | Im A\g| = |7p| soit maximal parmi
tous les éléments A du spectre. Alors o¢ + i(1 + €)79 ne peut pas étre dans o(a) pour
€ > 0, donc g est dans le bord du spectre, donc réel, donc 7y = 0; ceci montre que tout
le spectre est réel.
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Proposition. Soit A une C*-algébre unitaire; si a € A est hermitien on a

o(a) C R.

Lemme 3.1.4. Soit A une C*-algébre; si a € A est normal on a

laz]] = fla”z]
pour tout x € A ; en conséquence, ||ax — \z|| = ||a*z — \z| pour tout A € C.
Preuve.— Quand a est normal,
laz||* = |2*a*az|| = [lz"aa"z]| = [la*z*;

de plus, (@ — A1p)* =a* — A4 et @ — M4 est normal. )

Proposition 3.1.5. Soit A une C*-algeébre; si a € A est normal et A € o(a), il existe
une suite (u,) C A d’éléments de norme 1 telle que

au, — \u, — 0, a*u, — Au, — 0.

Preuve. — L’élément b = (a — Ala) est normal et non inversible, donc ¢ = b*b est
non inversible (parce que b*b = bb* et que b est non inversible : on montre —exercice
facile (P)— que si zy = yz est inversible, x est inversible). On a donc 0 € o(c) ; puisque
c est hermitien, son spectre est contenu dans R, tous les points du spectre de ¢ sont au
bord (pour la topologie de C) et d’apres le corollaire 3.1.1, il existe une suite (u,) C A
d’éléments de norme un telle que cu,, — 0 ; par conséquent,

lim HbunH2 = lim |Ju)b*buy,|| = lim ||u) cu, || = 0,
n n n

donc au,, — Au,, — 0, et 'autre propriété est automatique par le lemme 3.1.4.

/7

Vecteurs propres approchés communs a deux endomorphismes qui commutent
Lemme 3.1.6. On suppose que S, T € L(X), avec X espace de Banach complexe, que
TS = ST, et qu’il existe une suite (xy) C X de vecteurs de norme 1 telle que Sz — 0 ;

on peut trouver A € C et une suite (y;) C X de vecteurs de norme 1 tels que

Sy — 05 Tyr — Ayx — 0.
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Preuve.— Quand on a un vecteur x # 0 tel que Sz = 0, on peut raisonner sur le
sous-espace non nul Y = ker S, qui est stable par T, et utiliser le corollaire 3.1.3 appliqué
a la restriction de T a ce sous-espace. L’idée ici est de considérer I'objet global (zy)
comme un vecteur £ d’un espace normé Y a construire, vecteur qui vérifie « moralement »
S ¢ = 0; mais il faudra aussi introduire les images morales par T de ce vecteur, a savoir
T¢, T2¢, ete. .. et plus généralement tous les P(T)¢ pour tous les polynomes P € C[X].
On va en fait assimiler ces «vecteurs moraux» P(T)¢ aux polynomes P eux-mémes, et
définir un espace Y qui sera le complété de ’espace des polyndomes pour une norme qui
reflétera le comportement des suites (P(T) z). Par un argument d’extraction de suite
diagonale, on peut supposer que la suite (x) de I’énoncé du lemme est telle que la limite

lim [[P(T) 2

existe pour tout P appartenant a I’ensemble dénombrable des polynomes a coefficients
cj = aj + ibj avec aj, b; rationnels. Par prolongement par continuité, la limite existera
pour tous les polynomes P € C[X]. On définit une semi-norme sur lespace Y := C[X]
des polynomes a coefficients complexes en posant

vP e C[X], [|P[| = lim |[P(T) x|

On notera e; le monoéme X7, pour tout j > 0. Ainsi ||eg|| = limy, || Tz || = 1. On définit
ensuite une application linéaire 7 sur Y, qui doit étre le reflet de T, en posant 7(P) = XP
(le produit de P par le monéme X) pour tout P € Yy. On voit que 7 agit comme un
opérateur de décalage sur la base (e;),>0 de l'espace des polynémes. On a

I Pl = IXP|[ = lim [[TP(T) 2| < Tl Lm |[P(T) 2| = [T [[P]],

done ||| < [T}

Supposons d’abord que la semi-norme sur Y soit une norme. Désignons par Y le
complété de 'espace normé Yy ; I'opérateur 7 se prolonge par continuité en un endomor-
phisme de Y. Il existe par conséquent par le corollaire 3.1.3 une valeur propre approchée
A pour 7, donc pour tout n il existe un vecteur y,, € Y de norme 1, que I'on peut choisir
de la forme y,, = P, € Yy a cause de la densité de Yy, tel que |7 P, — AP,|| < 277,
c’est-a-dire que pour k assez grand

TP, (T) zr — AP, (T) x| <2775

posons Uk, = Py (T) 2k ; on alimy, [|ug,, || = [|Pn] = 1. On voit que Suy , = SP,,(T) 21 =
P,,(T)S zj, tend vers 0 quand k — +o00. Pour chaque n > 0, posons y,, = |[ug,n| "tk n, o
k est choisi assez grand pour que ||Sug || < 277, | T ugn—Auk | <277 et ||urn| > 1/2,
de sorte que [[Sy,| < 27" et [Ty, — A\yn|| < 2771, Ceci termine la preuve de ce
premier cas.

Si la semi-norme n’est pas une norme, soit P un polynéme non nul de degré minimal
d tel que ||P|| = 0; on ne peut pas avoir d = 0 car ||eg]| = 1. Puisque d > 1, on peut
factoriser P sous la forme P = (X — \)Q, A € C, et on aura

0 = [P = [|(X ~ \)Q| = lim | (T ~ AT)Q(T) 2|

et limy, ||Q(T) zx|| # 0 par la minimalité de d; la suite yg = [|Q(T) 21 || 1 Q(T) xy vérifie
les conclusions voulues.
1/
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3.2. Calcul fonctionnel continu pour les éléments normaux

On considere une C*-algebre unitaire A. On notera C l’espace vectoriel de toutes les
familles ¢ = (¢ n)m.n>0 de nombres complexes, dont un nombre fini seulement est non
nul. Si a € A est normal, on pose

Fe(a) = Z Cmpna™ (@) €A

m,n

Si b commute avec a et avec a*, il est clair que ba™(a*)" = a™(a*)™b pour tous m,n > 0,
par conséquent en passant aux combinaisons linéaires on obtient que

bFc(a) =Fe(a)b;

en particulier, comme b = a*(a*)’ commute avec a et avec a* pour tous les entiers
k,¢ >0, on a
a"(a*)! Fe(a) = Fe(a) a*(a")",

et il en résulte en passant aux combinaisons linéaires que F.(a) commute avec tous les
autres éléments de la forme Fq(a), d € C. Comme 'adjoint de F¢(a) est égal a Fe«(a),
ou ¢* = (¢,,m), on voit que tous les éléments de la forme Fc(a) sont normaux.

A chaque ¢ € C on associera la fonction f. définie sur C par

fe(2) = Z cmn? 2" € C.

Le résultat essentiel pour la suite est le suivant.
Lemme 3.2.1. Si A est une C*-algébre unitaire et si a € A est normal, on a
o(Fe(a)) = {fe(\) : A€ o(a)}.
Il en résulte que
[Fe(a)|l = max{[fe(M)] : A € o(a)} = lfellc(o(ay

pour tout ¢ € C.

Preuve.— Soit K = o(a) et posons b = Fc(a); si A € K, on peut trouver d’apres la
proposition 3.1.5 une suite d’éléments (u,,) C A de norme un telle que

Aty — Ay — 0, a* Uy, — Auy, — 0.
Il en résulte par récurrence sur k,¢ > 0 que
(1) a®(a*)uy, — NN u,, — 0;

montrons par exemple comment passer de £ a £ + 1 : on suppose la ligne précédente
vérifiée ; par continuité du produit avec a* et commutation, on obtient a partir de
I’hypothese de récurrence

a* (a"(a*)u, — NXuy,) = a¥ (a*) " u, — A" A a*u, — 0
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et par la propriété de départ
MA@ uy, — Aup) = AN a*u, — AP T, — 0

d’ou le résultat voulu en k,¢ 4+ 1, en additionnant les deux lignes; par conséquent, en
combinant un nombre fini des résultats obtenus par la propriété (1), on voit que

Fe(a)uy, — fe(N) u, = Z e (a¥(a®)fun, — N A\ uy,) — 0.
W)

On en déduit que Fc(a) — fe(A)1a est un dzt, donc est non inversible et on a montré que
{fc(N) : A€ K} Co(Fe(a)).

La preuve de l'inclusion inverse s’appuie sur le lemme 3.1.6. Posons b = F.(a); si on
suppose que p € o(b), il existe puisque b est normal une suite (u,) de norme un telle que
bu,, — pu, — 0, d’apres la proposition 3.1.5 ; 'opérateur S € £(A) défini par Sx = bz — ux
pour tout x € A vérifie Su,, — 0, et opérateur T € L(A) de multiplication par a, défini
par Tz = ax, commute avec S; on peut donc trouver A et une suite (v,,) de norme un
telle que

Sv, = bv, — pv, — 0, Tv, — v, = av, — \v, — 0,

ce qui entraine a*v, — Av,, — 0. On obtient comme précédemment
Fe(a)vn — fe(A) vn — 0,

et il en résulte que p = fc(N).

On a ainsi identifié le spectre de b = F¢(a) ; comme b est normal, on sait d’apres la
proposition 2.2.5 que

1b]] = rs(b) = max{[u]| : p € o(b)} = max{|fe(A)]: A € 7(a)}.

/!

Remarque. Le résultat précédent est & peu pres évident lorsque T € L(H) est normal
et compact. Dans ce cas, il existe une base hilbertienne (e;);c1 de H telle que Te; = \;e;
pour tout ¢, et de plus pour tout £ > 0 il n’existe qu'un nombre fini d’indices i € 1
tels que |A;| > e. L'opérateur S = F¢(T) est 'opérateur diagonal dont les coefficients
diagonaux sont les fe(A;), la norme de S est donc le sup des |fc(\;)], qui est majoré par
le sup de |f.| sur le spectre K de T puisque chaque \; est dans le spectre. Inversement,
si A est dans le spectre de T, ou bien A est valeur propre de T, et A\ est I'un des \;, donc
IF<(T)|| > |IS(ei)|| = |fe(Ni)| = |fe(N)|, ou bien A = 0 est limite d’une suite de A;, ce
qui conduit au méme résultat puisque f. définit une fonction continue sur K. On a donc
bien [[Fe(T)]| = |ellco-
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Faisons quelques pas de plus ; si deux éléments ¢, d € C définissent la méme fonction
f sur K = o(a), c’est-a-dire si

Vze K, [fe(2) = f(2) = fa(2),
on aura fe_q = fe — fa = 0 sur K et d’apres le lemme 3.2.1 on aura
[Fe(a) —Fa(a)lla = [[Fe-a(a)lla = [ fe-allcx) =0,

ce qui montre que F.(a) = Fq(a). Ceci prouve qu'il est possible d’associer a toute fonction
f € C(K) de la forme

(2) VzeK, f(z)= Z Cmn 22"

un élément ¥ (f) € A qui ne dépend que de la fonction f,

() =) cmma™(@)" €A.

De plus on a vu que

[Pl = [l fllea)-

Désignons par P le sous-ensemble de C(K) formé de toutes les fonctions de la forme
(2), c’est-a-dire de la forme z € K — f.(z) pour un ¢ € C; il est clair que P est une
sous-algebre de C(K), stable par conjugaison complexe. Il est facile de vérifier que 1) est
linéaire sur P ; si f est de la forme (2), alors la fonction conjuguée f, qui a la forme

Vz € K, (2) = Z Cn 2 2™

m,n

a pour image

(f) = Z Cmon (@)™ = (f)"
Pour tous k, ¢ > 0, la fonction z € K — 2Fz¢ f(z), représentée par

§ :Cm,n zm—l—kz,n—i—é
m,n

a pour image

m,n

ce qui montre, en passant aux combinaisons linéaires, que ¥ (gf) = ¥(g)¥(f) quand g
est une autre fonction de P, de la forme

g(z) = Z dy.o 272"
k.l

Lemme. Soient K un compact non vide; les éléments non inversibles de C(K) sont
exactement les dzt.
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Preuve. — On pourrait se contenter de dire : la C*-algebre C(K) est commutative, donc
tous ses éléments sont normaux et le résultat provient de la proposition 3.1.5, appliquée
a I’élément 0 du spectre. Il est cependant intéressant de décrypter ce résultat dans le
cas particulier présent. Supposons f non inversible dans C(K) ; on sait alors qu’il existe
so € K tel que f(sg) = 0; pour tout £ > 0 petit, la fonction inversible complexe

9e(s) = [f(s)| + ie

est proche de ’élément hermitien non inversible |f|, et le minimum du module de g. est
e, atteint en sq ; la fonction

€
he =
9e(s)
est de norme un, et (5
IC
PO =206

est plus petite en module que € partout. En prenant successivement € = 27" on construira
une suite (h,,) de fonctions de norme 1 telle que fh,, — 0.

/!

Corollaire 3.2.2. Pour tout homomorphisme isométrique ¢ de C(K) (complexe) dans
une algébre de Banach unitaire complexe B, on a

pour toute f € C(K).

Preuve.— On a vu que o(f) = f(K) dans les exemples 2.2.1; d’apres le lemme
précédent, tout élément de o(f) est un dzt, donc son image est non inversible d’apres la
remarque 3.1.2. On a donc o(f) C o(p(f)), ce qui entraine ’égalité.

/7

Passons au théoreme sur le calcul fonctionnel continu. Si K est un compact de C,
on notera (x la fonction z € K — z € C. Un *-homomorphisme entre deux C*-algebres
est un homomorphisme d’algebres ¢ qui vérifie de plus

pour tout z dans la C*-algebre de départ.

Théoreme 3.2.3. Soient A une C*-algébre unitaire, a un élément normal dans A, et
posons K = o(a); il existe un et un seul *-homomorphisme de C*-algébres unitaires
a1 C(K) — A tel que pq(Ck) = a.

L’homomorphisme ¢, est isométrique; pour toute fonction f continue sur K, on
note

f(a) :SOa(f);

on a f(a)* = f(a) et f(a) est normal; en fait, f(a) commute avec tout élément b € A
qui commute avec a et avec a*. On a de plus

o(f(a)) = o(f) = f(o(a)).
Si f est continue sur K et g continue sur f(K), on a (go f)(a) = g(f(a)).

42



Preuve.— Si ¢ est un tel homomorphisme, on a ¢(1) = 1 (unitaire), ¢({) = a
(imposé), ¢({) = a* (*-homomorphisme), donc go(CkEZ) = a¥(a*)*. Pour toute fonction
f sur K de la forme

=N
F=> cmn¢m(,
m,n
on voit que I'image ne peut étre que

Z Cmn @™ (@) =Fc(a).

Les fonctions telles que f forment 1’algebre P introduite précédemment ; cette algebre
P contient les constantes, est stable par conjugaison complexe et sépare les points de
K (la seule fonction ¢ suffit a séparer les points de K). D’apres le théoreme de Stone-
Weierstrass, cette algebre P est dense dans C(K). Si ¢1 et @2 sont deux solutions du
probléme, on a dit qu’on doit avoir ¢ —¢@o = 0 sur P, donc partout sur C(K) par densité
et continuité.

Inversement, on a défini avant 1’énoncé du théoreme un homomorphisme 1 de P
dans A, qui associe a toute fonction f € C(K) de la forme f. 1’élément bien défini
¥(f) = Fec(a), et on a vu que

1Y (Hlla = 1 Fllex)-
On peut donc trouver un prolongement unique ¢, de 1 en application linéaire continue
de C(K) dans A. Posons f(a) = ¢.(f) pour toute f € C(K). Pour toute suite (f,) de
fonctions de P qui converge uniformément sur K vers la fonction f, la suite (¢(f,)) tend
en norme dans A vers f(a), puisque @, est continu. Il en résulte par continuité de la
norme que

1F ()l = lim [ (fo)l| = Yim || fullcw) = [1f o),

ce qui montre que I'application ¢, : f € C(K) — f(a) € A est isométrique.

Par construction on a ¢,(¢) = a. Il reste a voir que ¢, est un homomorphisme. Si
(fn) converge uniformément vers f sur K et (g,) converge uniformément vers g sur K,
alors f(a)g(a) = lim, ¥ (fngn) = (fg)(a) (utiliser la continuité du produit par rapport
au couple de variables) ; on aura aussi f(a) = lim, ¥(f,) = lim, f.(a)* = f(a)*; donc
Y4 est un x-homomorphisme de C*-algebres de Banach unitaires complexes, isométrique.
Il en résulte que o(f(a)) = f(K), d’apres un principe général sur C(K) (corollaire 3.2.2).

Les éléments f(a) sont normaux puisque

fla)*f(a) = wa(ff) = valff) = fla)f(a)".
Plus généralement, si b commute avec a et avec a*, on en déduit que bf,(a) = fn(a)b
pour tout n, donc bf(a) = f(a)b par continuité du produit par b, a droite et a gauche.
Ainsi f(a) commute avec tout élément b qui commute avec a et avec a*.

Supposons que f soit une fonction continue sur K = o(a). Alors f(a) est normal,
ce qui permet d’appliquer a f(a) le calcul fonctionnel défini précédemment. L’ensemble
L = f(K) C R est compact, et c’est le spectre de f(a). On voit alors que 'application
g € C(L) — gof € C(K) est un *-homomorphisme y de C*-algebres de C(L) dans C(K),
et ¢, 0 X est un *-homomorphisme qui transforme (r, en f(a) et (1 en f(a)*; d’apres
l'unicité, la composition ¢, o x est égale a 'homomorphisme @ (,) associ¢ a I'opérateur
hermitien f(a). On a donc (g o f)(a) = g(f(a)) pour toute fonction continue g sur L.

/!
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Exemples évidents.

1. Supposons que T soit diagonal dans une base orthonormée, avec coefficients dia-
gonaux (A,); l'opérateur T est alors normal. Pour toute fonction continue f définie
sur R, opérateur f(T) est 'opérateur diagonal de coefficients (f()\,)) ; démonstration :
passer a la limite a partir du cas f = f..

2. Supposons que T soit l'opérateur M, : L2(0,1) — L2(0,1) de multiplication par
une fonction ¢ réelle continue. On voit que pour tout ¢ € C l'opérateur Fo(M,,) est
'opérateur de multiplication par la fonction s € [0, 1] — fc(¢(t)), donc a la limite f(M,,)
est l'opérateur de multiplication par s — f(¢(s)), c’est-a-dire que f(My) = M¢o,. On
peut aussi raisonner en disant que f — My, est bien 'unique homomorphisme décrit
dans le théoreme 3.2.3.

Corollaire. Soient A une C*-algebre, a € A un élément normal et f une fonction
complexe continue sur o(a); alors, si f(o(a)) C R, f(a) est hermitien; si f(o(a)) est
contenu dans le cercle unité T du plan complexe, alors f(a) est unitaire.

Preuve. — Si la fonction f est réelle sur K = o(a), on a f = f sur K et on peut écrire
f(a)* = f(a) = f(a), qui est donc hermitien. Supposons que |f| = 1 sur K et posons
u = f(a); on a u*u = f(a)f(a) = (ff)(a) = va(1) = 14, et le méme calcul donne
uu® = 1, donc u est unitaire.

1/

Remarque. Les réciproques sont vraies par le théoreme spectral : si f(a) est hermitien,
son spectre, égal a f(o(a)), est réel, c’est-a-dire que f est réelle sur o(a), etc. ..

Exemples.

1. Supposons que u soit un élément unitaire de A, et supposons que —1 ¢ o(u); la
fonction f(z) = i(z2—1)/(z+1) est alors définie et continue sur o(u), et a valeurs réelles.
Il en résulte que f(u) est hermitien. L’élément f(u) est égal & i(u — 14)(u+ 1)t
Inversement, si a est hermitien, on peut considérer la fonction g(t) = (i +1¢)/(i —t)
qui envoie R dans le cercle unité de C. L’élément g(a) = (i + a)(i — a)™! est unitaire.

2. Pour tout s € R considérons la fonction f, définie sur R par f(t) = e'st. Si T € L(H)
est hermitien, on peut considérer pour tout s 'opérateur Uy = f,(T) = e!*T. C’est un
opérateur unitaire puisque fs est a valeurs dans T. De plus fs, fs, = fs,+s, poOur tous
s1, 82, donc Uy, Uy, = Uy, 44,. On dit qu’on a un groupe d’opérateurs unitaires.

On peut montrer (théoréme de Stone) une réciproque de ce fait, mais elle demande
de considérer des opérateurs autoadjoints non bornés.

3. Soient T un opérateur normal sur H et F un sous-espace fermé de H, stable par T
et par T*; alors la projection orthogonale Pr commute avec T et T*, donc avec tout
opérateur f(T). Si S désigne la restriction de T a F, alors S est un opérateur normal sur
F, et 0(S) C o(T); pour toute fonction continue f sur le spectre de T l'opérateur f(S)
est la restriction de f(T) a F.

4. Soit T un opérateur normal sur H ; supposons que le spectre de T puisse étre découpé
en deux compacts de C disjoints, disons o(T) = K; UKs. Dans ce cas, la fonction f; qui
est égale a 1 sur K et a 0 sur Ky est une fonction réelle continue sur o(T). Il en résulte
que P; = f1(T) est hermitien, et P? = Py puisque fZ = fi, donc P est un projecteur
orthogonal, qui commute avec T et avec T*. On peut décomposer H en somme directe
orthogonale H; @ Ho, ot H; = Py (H) ; la restriction de T; & H; est un opérateur normal
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T sur H; dont le spectre est égal & K : si A ¢ Ky, la fonction g définie par g(z) = z — A
en tout point z € Kj et g(z) = 1 pour tout z € Ky est une fonction de C(o(T)), inversible
dans cette algebre, donc son image est un opérateur inversible dans £(H). L’image est
lopérateur égal a Ty — AIdy, sur Hy et a Idy, sur Hs. Il en résulte que T; — A1dy, est
inversible pour tout A ¢ K;. On a donc ¢(T;) C K; et de la méme fagon o(T2) C K.
Inversement si A € K;, on sait que Ty — AIdy, est inversible ; alors T — AIdy, ne peut
pas étre inversible, sinon T — A Idy le serait aussi.

3.3. Application aux hermitiens positifs. La racine carrée

Lemme 3.3.1. Soient A une C*-algébre unitaire et a € A un élément hermitien ; si
le spectre de a est contenu dans [0, +00|, I’élément a peut s’écrire comme le carré d’un
élément hermitien b a spectre positif

a="b* b*=0b, o(b)C]0,+ool

Réciproquement, si a = b? avec b hermitien, alors a est hermitien et o(a) C [0, +00l.

Preuve.— Supposons que a soit hermitien et que son spectre K = o(a) soit contenu
dans [0, +o0[; notons f € C(K) lapplication t — +/t; par le théoréme 3.2.3, on sait
que b = f(a) = f(a)*, donc b est hermitien; de plus f? = (x, donc b*> = f(a)? = a.
Inversement, on voit que b? est hermitien quand b est hermitien, et b2 a un spectre positif
(par calcul fonctionnel, ou calcul polynomial, qui se réduit ici & observer que

b2 4 5%1a = (b—isla)(b+isla)

est inversible quand s est réel).

/7

Un élément hermitien de A dont le spectre est contenu dans [0, +oo| est appelé
positif. Dans le cas particulier de la C*-algebre £(H) des opérateurs sur un espace de
Hilbert complexe H, la notion d’élément hermitien positif peut se décrire de plusieurs
autres facons, dont une seule fait appel aux vecteurs de H, I’équivalence des trois autres
étant valable dans toute C*-algeébre. Cependant, le passage du point (ii) ci-dessous aux
autres points n’est pas évident dans le cas abstrait, et il est repoussé en appendice
(lemme 7.1); c’est en fait le point clé pour pouvoir ramener le cas abstrait au cas de
L(H) traité ici!

Théoréme. Soient H un espace de Hilbert complexe et T € L(H) ; les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) lopérateur T est hermitien et (Tx,xz) est réel > 0 pour tout = € H ;
(7i) il existe S € L(H) tel que T = S*S;

(iii) il existe S € L(H) tel que S =S* et T =S?;

(tv) lopérateur T est hermitien et o(T) C [0, +oo].
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Preuve.— On a vu au lemme 3.3.1 que 'équivalence de (7i7) et (iv) est un fait général.
L’implication (iii) = (ii) est évidente. Supposons (ii) vérifiée ; 'opérateur T = S*S est
hermitien et on a

(S*Sz, x) = (Sx,Sz) >0

pour tout x € H, donc (i7) = (7). Enfin, on voit que (i) implique que o(T) C [0, 00| :
tout élément A du spectre de T est dans le bord de ce spectre, donc il existe une suite
(z,) C H de vecteurs de norme 1 telle que Tz,, — Az, — 0, ce qui donne par produit
scalaire

(Txy, xy) — Map, xp) = (Txy, x,) — A — 0,

donc A = lim, (Txz,, x,) est > 0.
/1

On note L£(H)4 'ensemble des éléments positifs de L(H). Pour T € L(H) et a > 0,
on pose T = f(T), ou f € C(o(T)) est 'application ¢ — t*. Pour «,5 > 0 on a
To+8 = ToT# et, par la derniere partie du théoreme 3.2.3, on a (T)? = T4, Le cas
le plus important de cette construction est le cas o = 1/2, mais 'unicité démontrée
ci-dessous pour la racine carrée se généralise.

Proposition. Pour a € A hermitien et positif, il existe un et un seul b € A hermitien et
positif tel que b> = a.

Preuve.— On a déja vu au lemme 3.3.1 'existence d’une racine hermitienne positive,
passons maintenant a la démonstration de 'unicité. Soit b un élément hermitien positif
tel que b?> = a; considérons le spectre K = o(b) C [0, +oo[, et considérons sur K la
fonction f : s — s2, puis sur L = f(K) C [0, 4+oc[ la fonction g définie par g(t) = /2.
On notera que L = o(f(b)) = o(a) par le théoreme spectral. Du fait que K C [0, +oo],
on vérifie que g(f(s)) = V's2 = s pour tout s € K, donc le résultat de composition nous
donne, puisque go f = (k

b= (g0 f)(b) = g(f(b)) = g(b*) = g(a) = Va.
/7

Bien entendu il n’y a pas unicité si on ne demande pas que la racine soit positive : il
suffit de considérer —y/a pour avoir une autre racine hermitienne.

Exemple. Reprenons 'opérateur P de primitive sur [0, 1] (exercice 1.2.5). L’opérateur
P*P est hermitien positif, et il associe a toute fonction f une fonction g = P*Pf telle
que ¢"" = —g; 'action de P*P est donc une double intégration (au signe pres). Il existe
un opérateur T sur Lo(0,1) qui est la racine carrée de P*P ; on peut imaginer que son
action ressemble a une intégration, mais ce n’est en tout cas pas ’action de primitive
ordinaire. De plus cet opérateur n’est pas évident a expliciter, par exemple sous la forme
d’un opérateur a noyau; on sait pourtant que vP*P est de Hilbert-Schmidt, car ses
valeurs propres, racines de celles de P*P, sont de carré sommable (mais pas sommables,
elles décroissent en 1/n).

Certains exemples se décrivent avec la transformation de Fourier ; sur R, 'opérateur
qui associe a une fonction ¢ de classe C* et a support compact la fonction Ty = —¢"" +¢
se décrit du coté Fourier par

(To)(t) = (1+ [t*) §(1).

46



Cet opérateur n’est pas défini sur Lo(R), mais il est facile de concevoir un inverse borné
S pour T, agissant par

—

(SHE) = A+ [t f(t)

de Lo(R) dans Lo (R). 11 est facile de voir que S est hermitien positif, et sa racine agit
sur Lo(R) par

(VS P)(E) = (1+ 1122 7).

Décomposition polaire

Soient H et K deux espaces de Hilbert et T € L(H,K); on appelle module de T et on
note |T| I'unique S € L(H). tel que S? = T*T, c’est-a-dire que |T| = +/T*T.

Proposition. Soient H et K deux espaces de Hilbert et T € L(H, K) ; il existe un et un
seul v € L(H,K), nul sur ker T tel que T = u|T|.

Preuve. — Pour tout vecteur £ € H on a
" 2
| Tz||> = (T*Ta, ) = (|T)z,z) = || |T|z|";

en particulier, ker T = ker |T|; 'adhérence G de 'image de |T| est I'orthogonal de ker T,
et on a H= G @ ker T, somme directe orthogonale. On va expliquer la construction de
ug, restriction de u au morceau G. Tout d’abord, si y = |T|z € im(|T|), nous devons
nécessairement poser ugy = Tz pour réaliser la factorisation voulue. Notons que si
y = |T|2’ est une autre représentation de y, on aura ' — z € ker|T| = ker T, donc
Tz’ = Txz. Cela montre que l’on peut légitimement poser ugy = Tz, pour tout y dans
I'image de |T|, ou x est n’importe quel vecteur tel que |T|z = y.

On remarque ensuite que |lupy|| = ||Tz| = || |T|z || = ||y||, c’est-a-dire que ug est
une isométrie de im(|T|) dans H. Puisque H est complet, cette isométrie se prolonge en
isométrie ug de ’adhérence G, a valeurs dans H. Posons pour finir, si z = y + 2, avec
yeGet z€kerT

UT = Uy

c’est-a-dire u = ug o Pg. On vérifie pour finir que u o |[T| = T, que u est nulle sur ker T

et que [Jul| < 1.
"/

Soient H et K deux espaces de Hilbert et T € L(H, K); on appelle phase de T I'unique
u € L(H,K) nul sur ker T tel que T = u|T|. La décomposition T = u|T| s’appelle
décomposition polaire de T.

Remarque. Si T est injectif, u est isométrique. Si T est injectif a image dense, u est
unitaire.

En effet, G est égal a H lorsque ker |T| = ker T = {0}, donc u = wuy dans ce cas. De
plus, I'image de u contient 'image de T d’apres la factorisation ; si T est injectif a image
dense, u est une isométrie a image dense, donc surjective, donc unitaire.
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Proposition. Soient H et K deux espaces de Hilbert et soit T € L(H,K); notons
T = u|T| sa décomposition polaire.

(i) On au*T = |T|; de plus, u*u et uu* sont les projecteurs orthogonaux sur
l'orthogonal du noyau de T et sur I’adhérence de I'image de T respectivement.

(7i) Le module de T* est u|T|u* = uT* = T u*; sa phase est u*.

Preuve. — Puisque u est nul sur ker T, on en déduit que im(u*) est orthogonale & ker T,
c’est-a-dire im(u*) C G, ou G est 'adhérence de im(|T|) (qui est égale & (ker T)*). On
a vu que u est isométrique sur G ; il en résulte que (u*uy,y) = ||uy||* = (y,y) pour tout
y € G ; par polarisation, on obtient (u*uy1,y2) = (y1, y2) pour tous y1,y2 € G, et comme
u*uy; € G on en déduit que u*u;g = Idg ; puisque u*u est nul sur 'orthogonal de G, on
en déduit que u*u = 7.

On a en particulier v*u |T| = |T|, donc ©*T = |T| et

TT* = u|T||T|u* = (u|T|u)(u|T| u*).

L’opérateur u|T|u* est hermitien positif et son carré est TT* : il est donc égal a |T*|.
De plus, la relation u*|T*| = v*u |T| u* = |T| u* = T* montre que u* est la phase de T*.
En appliquant & T* ce qu’on a vu pour T, on voit que uu* est la projection orthogonale
sur 'orthogonal du noyau de T*, c’est-a-dire la projection orthogonale sur ’adhérence

de I'image de T.
1/

Remarque. On déduit aisément des calculs ci-dessus les identités suivantes :
T=ul|T|=|T"u=uT"u, |T|=u"T=Tu=u"|T"u,
T =" T = |T|u" = «*"Tu*, |T*|=u|T|u* =Tu* =uT".

En particulier T* et |T| ont méme image et u est un isomorphisme de I'image de T* sur
celle de T.

3.4. Hermitiens en scalaires réels

La plupart des résultats de calcul fonctionnel restent vrais pour un opérateur hermitien
T défini sur un espace de Hilbert réel H. Une premiere approche est de reprendre, dans
le cas réel, I'extension de I’homomorphisme défini sur les fonctions polynomiales. Bien
que la théorie du spectre demande normalement des scalaires complexes, il est possible
de travailler avec I’ensemble K = og(T) C R formé des réels A tels que T — AIdy ne soit
pas inversible. Comme K est contenu dans R, le théoreme de Weierstrass nous indique
que les fonctions polynomiales & coefficients réels sont denses dans l’espace Cr(K) des
fonctions réelles continues sur K. On obtient le résultat qui suit.

Théoréme. Soient H un espace de Hilbert réel, T € L(H) un opérateur hermitien, et
posons K = or(T) ; il existe un et un seul homomorphisme d’algebres unitaires réelles
ot : Cr(K) — L(H) tel que p(Ck) =T.

L’homomorphisme pr est isométrique. Si on note f(T) = @1(f) pour toute fonction
f réelle continue sur K, on a que f(T) est hermitien ; en fait, f('T) commute avec tout
opérateur S € L(H) qui commute avec T. On a de plus

or(f(T)) = f(or(T)).
Si f est réelle continue sur K et g réelle continue sur f(K), on a (go f)(T) = g(f(T)).
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Une deuxieme approche (qu’on doit aussi utiliser en partie avec la premiere méthode)
est de complexifier la situation : on introduit un espace de Hilbert complexe H¢ et une
extension hermitienne T¢ de T a He. On voit que pour tout réel A, 'opérateur Tc—A Idgy,.
est inversible dans L£(Hc) si et seulement si T — AIdy est inversible, ce qui ramene le
bizarre spectre or(T) au spectre complexe usuel o(T¢).

On peut décrire He comme ’ensemble des sommes formelles x + iy, z,y € H et on
peut identifier H au R-sous-espace vectoriel de He formé des x = x + i0g. L’extension
complexe T¢ est définie naturellement en posant pour tout = + iy € He

Te(x + iy) = Tz + iTy.

On montre alors que pour toute fonction continue réelle f sur le spectre, le R-sous-espace
H est invariant par f(Tc), ce qui permet de considérer que f(T) est la restriction de
f(T¢) au R-sous-espace H.

Notes du chapitre 3

(2) Dans le second point de vue, on considere des fonctions définies sur le disque unité,
alors que dans l'exemple 2.2.2 on a des fonctions sur le cercle unité : I’isomorphisme de
la seconde algebre vers la premiere est simplement "application r de restriction au cercle
unité. Elle est isométrique par le principe du maximum : si f € A, on a puisque f est
holomorphe dans le disque ouvert et continue sur le disque fermé

1£lla = max{|f(2)| : z € D} = max{|f(2)| : |2 = 1} = [ f]|a).

(P) Supposons zy = yz, et zy inversible : il existe u tel que u(zy) = (xy)u = 14 ; alors
(uy)xr = u(xy) = 14 et
yu = (uy)z(yu) = uy

est U'inverse de z.
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4. Opérateurs de Fredholm

4.1. Sous-espaces de dimension et de codimension finie

Lemme 4.1.1. Projection sur un sous-espace de dimension finie. Si E est un sous-espace
vectoriel de dimension finie d’un espace normé X, il existe un projecteur P continu sur
X tel que P(X) = E.

Preuve.— On choisit une base ey, ..., e, de E, et on désigne par €}, j = 1,...,n les
formes linéaires coordonnées sur E ; par le théoreme de Hahn-Banach on peut prolonger
ces formes linéaires sur E en formes linéaires continues z7, ...,z sur X. On pose

n

Ve e X, Px= Z xi(x)e;.

J
j=1

Il est clair que P est continue, et il est facile de vérifier que P est une projection de X

sur E.

/7

Corollaire 4.1.2. Si E est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace
normé X, il existe un sous-espace vectoriel fermé Y C X tel que X =E® Y.

Preuve. — 11 suffit de prendre pour Y le noyau de la projection P de X sur E donnée
par le lemme précédent.

1/

On pourrait envisager la définition qui suit dans un cadre purement algébrique, mais
nous ne l'utiliserons que pour un sous-espace vectoriel fermé. Nous avons donc ajouté ce
mot «fermé» dans la définition.

Définition. Un sous-espace vectoriel fermé Y C X est de codimension finie dans X si
le quotient X/Y est de dimension finie. La codimension de Y dans X est la dimension
de 'espace vectoriel quotient X/Y. On la notera codimx Y ou simplement codim Y si
aucune confusion n’est a craindre.

Si X/Y est de dimension finie n et si on releve une base ( fi, ., fn) du quotient en
des vecteurs (fi,..., fn) de X, on obtient un systéme libre qui engendre un sous-espace
vectoriel F de X, de dimension finie égale a n = codimY, tel que X =Y @ F. Il est
clair qu’affirmer que X =Y @ F, avec F de dimension finie d, équivaut a dire que Y est
de codimension finie égale a d. Notons 7y la projection canonique de X sur X/Y, qui
associe a chaque vecteur x € X sa classe my (z) modulo Y, c’est-a-dire

my(z)={z+y:ye Y}
On rappelle que la norme de 'espace quotient X/Y est définie par
Ve e X, |my(z)| =inf{|lz+yl:y e Y},

ce qui signifie que la norme de la classe est I'inf des normes des éléments de la classe. Si
on écrit la norme quotient sous la forme équivalente

[y (2)[| = inf{{|lz —yl| -y € Y},
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on voit que ||y (z)|| est aussi la distance de x au sous-espace Y :si x ¢ Y, cette distance
est > 0 puisque Y est fermé, c’est-a-dire que |7y (z)|| > 0 quand la classe n’est pas
la classe nulle; il s’agit donc bien d’une norme sur le quotient. On va faire quelques
remarques simples mais utiles.

1. Si X = Y + F avec F de dimension finie, alors Y est de codimension finie et
codimY < dimF. La codimension de Y est < k si et seulement s’il existe F de dimension
<k tel que X=Y +F.

Si X =Y+ F, alors X/Y = 7y (F), qui est donc un espace de dimension finie < dim F.

2. Si YNF = {0} avec F de dimension finie, alors codimY > dim F. La codimension
de Y est > k si et seulement s’il existe F de dimension k tel que Y N F = {0}.

Si Y NF = {0}, la projection 7y est injective sur F, donc l'image 7y (F) a la méme
dimension que F et par conséquent dim X/Y > dimF. Si dim X/Y > k, on peut trouver

k vecteurs indépendants fl, ceey fk dans X/Y ; si on releve ces vecteurs en f1, ..., fr € X,
I'espace F' = Vect(f1,..., fr) est de dimension k et Y NF = {0}.

3. Codim dans codim : si Z est de codimension k dans Y et Y de codimension ¢
dans X, alors Z est de codimension k + ¢ dans X.

On peut écrire X =Y P E et Y =ZdF, avec E et F de dimensions finies égales aux
codimensions respectives ; alors la relation X = Z @ (E @ F) montre que

codimx Z = codimy Z + codimx Y.

4. L’intersection d’un sous-espace fermé 7 avec un sous-espace de codimension finie
Y est de codimension finie dans 7.

L’image my(Z) est de dimension finie, donc admet une base ( fi, oo, fd), qu’on peut
relever en (f1,...,fq) dans Z; on pose F = Vect(f1,... fq4), et on constate alors que

Z = (ZNY)+F. En effet, si z € Z on écrit my (z) = Z;l:l ¢; f;, et on voit que z—Z;lzl c;if;
est dans ZN'Y.

5. L’intersection ZN'Y d’un sous-espace fermé de dimension infinie 7 C X avec un
sous-espace Y de codimension finie dans X est de dimension infinie.

On a vu que 'espace ZN'Y est de codimension finie dans Z, donc Z = (ZNY) & F, avec
dim F < 400 ; il n’est pas possible que ZNY soit de dimension finie, puisque dim Z = +o00.

Projection de Z + F sur F

On suppose que Z est un sous-espace fermé d’un espace normé X, et F un sous-espace
de dimension finie tel que ZNF = {0}. On a

d = min{dist(f,Z): f € Sp} >0
car la sphere unité Sy de F est compacte et disjointe du fermé Z. On en déduit par
homogénéité

lz+ £l = 11
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pour tous f € F, z € Z. La projection naturelle P de Z+F sur F, définie par P(z+ f) = f,
est donc de norme < 871, et la projection Q = Id —P de Z + F sur Z est alors de norme
< 14671, clest-a-dire que

Iz + fIl > 6(1+6) 7" |||

pour tous f € F, z € Z. Si 7 désigne la projection de X sur X/F, on a donc pour tout
z el

(Q) e (2)llx/r = 6(1+8) 7 2]l-

Lemme 4.1.3. Si Z est un sous-espace fermé d’un espace normé X et F un sous-espace
de dimension finie, la somme Z + F est fermée dans X.

Preuve.— Supposons d’abord que Z N F = {0} ; supposons qu’une suite de vecteurs
(zn + fn) C Z+ F tende vers un vecteur z € X. Soit P la projection (continue) de Z + F
sur F discutée ci-dessus ; la suite (2, + f,,) est bornée puisque convergente vers x, donc
son image (f,) par P est bornée dans F. Par Bolzano, on trouve une sous-suite (f,, )
qui tend vers un f € F, et par différence z,, converge aussi, vers un z € Z puisque Z est
fermé. Finalement, z =2+ f € Z+ F.

Dans le cas général, on écrit F = (FNZ) & Fy (donc F; C F est de dimension finie)
et on constate que Z + F = Z + F; avec ZNF; = {0}, qui est fermé d’apres la premiere
partie de la preuve.

/7

4.2. Plongements d’un espace de Banach dans un autre

A partir de maintenant il est important de supposer que les espaces considérés sont
complets. On suppose que X et Y sont deux espaces de Banach, tous les deux réels ou
tous les deux complexes.

Définition. On dira que T € L(X,Y) est un plongement de X dans Y s’il existe une
constante ¢ > 0 telle que

(P) VeeX, [Tzl = clz].

Il est clair que les opérateurs proches de T vérifient encore la propriété, mais pour un
¢’ < ¢ voisin de ¢ : par I'inégalité triangulaire, on aura pour tout z € X

(T +S)z|| = [[Ta]| =[Szl = (¢ = [IS]}) [|]

ce qui montre que T =T + S est encore un plongement si ||S|| < c.

L’image par un plongement T de tout sous-espace fermé de X est fermée dans Y ;
cette propriété sera montrée plus loin dans le cas plus général des presque-plongements,
mais montrons tout de suite que I'image T(X) est fermée : si une suite (Tz,,) converge
vers un point y € Y, elle est de Cauchy ; comme ||z, — z,|| < ¢7||Tx,, — T2y, ||, on voit
que la suite (x,,) est de Cauchy dans X, donc converge vers un x € X et y = Tx.
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On peut remarquer que T est un plongement si et seulement s’il n’existe pas de suite
(x,) C X de vecteurs de norme 1 telle que Tz, — 0 : si T n’est pas un plongement,
il n’existe aucune constante ¢ > 0 vérifiant la définition de plongement, par exemple
¢ = 27" ne convient pas, c’est-a-dire que pour tout n il existe un vecteur z, € X tel
que || Tz, || < 27™||zy| ; en multipliant z,, par un scalaire > 0, on peut se ramener a
une suite (z,) C X de vecteurs de norme 1, telle que Tx,, — 0. L’implication inverse est
évidente.

En particulier, un endomorphisme T € £(X) est un plongement si et seulement si 0
n’est pas valeur propre approchée de T.

Par ailleurs, il est clair que T est un plongement de X dans Y si et seulement si
T induit un isomorphisme T; de X sur 'image T(X) : opérateur Ty est ’élément de
L(X, T(X)) défini par T1z = Tz pour tout x € X. Si T est un plongement, T est injectif
et Ty est bijectif, donc on peut définir l'inverse algébrique U de Ty, opérant de T(X)
vers X ; l'inégalité (P) de la définition des plongements montre que ||U|| < 1/¢, donc
U e L(T(X),X) et Ty est bien un isomorphisme d’espaces de Banach entre X et T(X).

Stabilité de la codimension de I'image

Lemme 4.2.1. Si T est un plongement de X dans Y et si la codimension de T(X) dans
Y (finie ou infinie) est > k, il en est de méme pour les opérateurs T’ voisins de T.

Si T est un plongement et si la codimension de T(X) dans Y est finie égale a k, il
en est de méme pour les opérateurs T’ voisins de T.

Si T est un plongement et si la codimension de T(X) dans Y est infinie, il en est de
méme pour les opérateurs T’ voisins de T.

Preuve.— Si la codimension de T(X) dans Y est > k, on peut trouver un sous-espace
F C Y de dimension k tel que T(X) N F = {0} ; alors la projection mp de Y sur Y/F
induit un plongement de Z = T(X) dans Y /F d’apres I'inégalité (Q), et mp o T est aussi
un plongement par composition évidente,

Vo € X, [mp(To)lly/e > 6(1+6) 7 | T2l > 6(1+6)~" ¢zl ;

il en est de méme pour les voisins T” de T (car alors mp o T/ est voisin de mp o T) ; en
particulier 7p o T' est injectif quand T’ est voisin de T, donc F N T'(X) = {0} et par
conséquent codimy T'(X) > k.

Si la codimension de T(X) dans Y est égale a k, on a Y = T(X) @ F pour un
certain F de dimension k ; 'application 7g o T reste un plongement comme avant, mais
de plus 7p(T(X)) = Y/F, donc 7g o T est surjective de X sur Y/F, et mp o T est un
isomorphisme de X sur Y/F; ceci passe aux voisins T’ (stabilité des isomorphismes :
résulte de la proposition 2.1.2) et donne le résultat voulu.

Soit T un plongement tel que codimy T(X) = 400, et soit B une boule ouverte
dans L£(X,Y), centrée en T et de rayon assez petit pour que tous ses éléments soient
des plongements ; pour chaque entier k, '’ensemble Wy des opérateurs S € B vérifiant
I'inégalité codimy S(X) > k est ouvert dans £(X,Y) d’apres ce qui précede, ainsi que
I'ensemble Vy, des S tel que codimy S(X) = k. Il en résulte que Vj est aussi fermé dans
B (son complémentaire est formé de 'ouvert Wy4q et des ouverts V;, j < k). Par la
connexité de la boule B, chacun de ces ensembles V, est vide ou égal a B. Si codimy T(X)
est infinie, aucun de ces ensembles n’est égal a B : ils sont donc tous vides, et la boule B
est entierement formée d’opérateurs S avec codimy S(X) = +o0. W
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Faute de mieux, on adoptera ici la terminologie suivante (qui m’est tout a fait
personnelle).

Définition 4.2.2. On dira que T € £(X,Y) est un presque-plongement de X dans Y
s’il existe un sous-espace (fermé) de codimension finie X; C X et une constante ¢ > 0
tels que

(PP) Vo e Xy, ||Tz||> ezl

Il est clair que les opérateurs proches de T vérifient encore la propriété, avec le méme
sous-espace X mais pour un ¢’ < ¢ voisin de ¢. Si S est de rang fini, son noyau ker S est
de codimension finie, donc X, = X; NkerS est encore de codimension finie, et sur Xo
lopérateur T + S vérifie I’équation (PP), donc T + S est un presque-plongement.

Si T est un presque-plongement, on voit que le noyau de T est de dimension finie,
puisqu’il ne peut pas rencontrer le sous-espace X; de codimension finie, sur lequel T est
injectif, ailleurs qu’en 0 : on a donc dimker T < codimyx X; < +o0; de plus, 'image
par T de tout sous-espace fermé de X est fermée dans Y : si Z est un sous-espace fermé
de l'espace X; de la définition, il est clair que T(Z) est complet, donc fermé ; en effet,
toute suite de Cauchy (y,,) dans T(Z) peut s’écrire y,, = Tx,, avec (z,) C Z C X;, donc
d’apres (PP)

|2m = @nl < ¢ Ty — Tay||

tend vers 0 avec m,n; la suite de Cauchy (z,) converge vers un x € Z puisque Z est
complet, et y,, = Tx,, converge vers Tz € T(Z). Si Z est un sous-espace fermé quelconque,
on écrit Z = (ZNX;1) @ F avec F de dimension finie, puis T(Z) = T(ZN X;) + T(F) est
fermé comme somme d’un sous-espace fermé et d’un sous-espace de dimension finie, par
le lemme 4.1.3.

On a déja montré la moitié du résultat qui suit.

Proposition 4.2.3. Un opérateur T € L(X,Y) est un presque-plongement si et seule-
ment si son noyau est de dimension finie et son image fermée. Dans ce cas, la restriction
Ty de T a tout supplémentaire X1 du noyau ker T est un plongement de X, dans Y.

Preuve. — Supposons ker T de dimension finie et T'(X) fermé. D’apres le corollaire 4.1.2,
on peut trouver X; fermé tel que X = X; @ ker T ; alors T(X;) = T(X) est un espace de
Banach, et Ty = Tx, € £(Xy, T(X)) est une bijection continue. D’apres le théoreme des
isomorphismes de Banach (corollaire 9.3), la bijection inverse est continue, donc T est
un isomorphisme de X; sur T(X;). Si U € £(T(X), X;) est I'inverse de T, on voit que

Ve e Xy, 2| = [[UTz| < [[U[}[|Tz]

ce qui donne la propriété de plongement pour Ty, avec ¢ = ||U[|~L.

/!
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4.3. Indice et opérateurs de Fredholm

Soient X,Y deux espaces de Banach et T € £(X,Y) un presque-plongement ; il existe un
sous-espace fermé X; C X, de codimension finie, tel que la restriction de T a X; soit un
isomorphisme de X; sur le sous-espace fermé Y; = T(X;). La quantité

codimy X; — codimy T(Xy),

qui est finie ou égale a —oo, ne dépend pas du choix de X; ; on I'appelle I'indice de T, qui
est noté ind(T). L’indice est —oo lorsque le sous-espace fermé T(X;) est de codimension
infinie dans Y.

L’indépendance de I'indice par rapport au choix de X; est facile a prouver si X5 est
un autre choix avec Xy C X7 ; dans ce cas on peut écrire X; = Xo @ E avec dimE < +o0;
comme T est injectif sur X; et que E est contenu dans X;, on a T(X;) = T(X3) & T(E)
et de plus dim T(E) = dim(E) ; alors

codimy X5 — codimy T(X3) = (codimx X; + dimE) — (codimy T(X;) + dim T(E)).

Dans le cas général, pour comparer les valeurs obtenues pour deux choix X; et X5, on
passera par 'intermédiaire de ’espace X3 = X7 N Xs, qui est de codimension finie.

Lemme. L’indice est localement constant : si T € L(X,Y) est un presque-plongement,
les voisins de T ont le méme indice que T.

Preuve.— 1l existe ¢ > 0 et X; de codimension finie tels que || Tz| > c||z| quand
z € Xj. On aura, pour tout S tel que ||S — T|| < ¢/2, linégalité ||Sz| > (¢/2) |||
quand z € X;. On peut donc utiliser X; pour calculer I'indice de S; mais on a vu que
codimy S(Xj) reste constant dans un voisinage de T, donc également

ind(S) = codimx X; — codimy S(X3).
"/

L’indice d’un presque-plongement T peut aussi se calculer par la formule
ind(T) = dim ker T — codimy T(X).

En effet, d’apres le corollaire 4.1.2, on peut trouver X; fermé tel que X = X; @ ker T et
on a vu a la proposition 4.2.3 que T induit un isomorphisme de X; sur T(X;) = T(X).
L’indice calculé avec ce choix de X; est égal a

codimy X; — codimy T(X;) = dimker T — codimy T(X).

Définition 4.3.1. Soient X,Y deux espaces de Banach; on dit que T € L£L(X,Y) est
un opérateur de Fredholm s’il existe un sous-espace fermé X; C X de codimension finie,
tel que la restriction de T & X; soit un isomorphisme de X; sur Y; = T(Xj), et que
codimy T(X;) < 400. Autrement dit : on a codimyx X; < 400, codimy T(X;) < +o0 et
il existe une constante ¢ > 0 telle que

Ve e Xy, || Tx|| > ¢z

L’indice ind(T) = codimyx X; — codimy T(X;) d’un opérateur de Fredholm est un
entier fini, élément de Z. Un opérateur de Fredholm est un presque-plongement dont
I’image est de codimension finie. Les opérateurs de Fredholm ont donc les propriétés des
presque-plongements : le noyau est de dimension finie, tout sous-espace fermé de X a une
image T(X) fermée dans Y.
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Proposition. Un opérateur T € L(X,Y) est de Fredholm si et seulement si son noyau
est de dimension finie et son image fermée de codimension finie. On a dans ce cas

ind(T) = dimker T — codimy T(X).

Preuve. — Supposons que T soit Fredholm au sens de la définition 4.3.1; puisque
T est un presque-plongement, on sait que dimker T est finie, et on sait que l'image
T(X) est fermée ; de plus, T(X) est de codimension finie dans Y puisque T(X;) est déja
de codimension finie. La formule pour l'indice a déja été vue dans le cas des presque-
plongements.

/7

Exemples.

1. Le shift S € L£(¢2(N)) est une isométrie dont I'image est '’hyperplan fermé de ¢2(N)
constitué des vecteurs x = (2, )nen tels que zg = 0. On voit que S est un opérateur de
Fredholm, et ind(S) =0—1= —1.

L’adjoint S* a un noyau de dimension 1, et il est surjectif ; son indice est 1 = —ind(S).
C’est un fait général : si T € L(H, K) est de Fredholm, son adjoint est de Fredholm et
ind(T*) = —ind(T).

2. L'opérateur T : f — f” est un opérateur de Fredholm de I'espace X = C2([0,1])
dans Y = C([0, 1]). Il est clairement surjectif et son noyau est de dimension 2 (fonctions
affines). On a donc ind(T) = 2.

Exercice 4.3.2. Si T et U sont Fredholm, U o T est Fredholm et
ind(Uo T) = ind(T) + ind(U).

Indication. Si T € L(X,Y) est un plongement sur X; C X et U € L(Y,Z) un plongement
sur Y1 C Y, considérer le sous-espace Yo = T(X7) NY; de Y, ainsi que le sous-espace
Xy = X1 NT7(Y3) de X ; compter les dimensions.

Les presque-plongements s’appellent plus habituellement des semi-Fredholm d’in-
dice généralisé égal a —oo. On a aussi des semi-Fredholm d’indice 400, dont l'image
est fermée de codimension finie, mais le noyau de dimension infinie. Leur étude peut se
ramener au cas de I'indice généralisé —oo en passant a I’application transposée (définie
du dual Y* dans le dual X*) ; cette approche par passage au dual est tres agréable dans
le cas réflexif, par exemple pour les espaces de Hilbert, mais plus délicate dans le cas
général. Nous allons plutot procéder directement.

Lemme 4.3.3. Si T € £(X,Y) a une image fermée de codimension finie dans Y et un
noyau de dimension infinie, il en est de méme pour T + S lorsque la norme ||S|| est assez
petite.
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Preuve.— On suppose que 'opérateur T € L(X,Y) a une image Y fermée de codi-
mension finie dans Y et un noyau de dimension infinie. Si on considere T comme une
surjection de X sur I’espace de Banach Y, on peut appliquer le théoreme de ’application
ouverte (théoreme 9.2), qui fournit un nombre K vérifiant : pour tout y € Yy, il existe
un vecteur x = p(y) dans X tel que Tz =y et ||p(y)|| < K|yl

Il n’est pas nécessaire de nommer 'application p de Yy dans X qui associe a chaque
y € Yq le vecteur z € X (tel que nous I’avons dit, nous utilisons ’axiome du choix), mais
cela permet de voir que nous sommes dans un schéma connu : supposons que Sp € £(X,Y)
est a valeurs dans Yy et vérifie ||Sp|| < 1/(2K) ; considérons la série d’applications (non
linéaires) de Yo dans X,

o=p+poSgop+poSgopoSgop+poSgopoSgopoSgop+---;

grace aux conditions de norme, il est facile de voir que la série oy converge dans X pour
tout y € Yo et que ||oy| < 2K ||y||; grace au fait que Tpy = y pour tout y, on voit que
Toy = y+Sooy, donc (T —Sp)(oy) = y. On a ainsi montré que Ty = T — Sy est surjectif
de X sur Yy. Comme le noyau N = ker Ty est de dimension infinie, on peut trouver une
suite (uy) de vecteurs de norme 1 dans N, telle que ||u, — uy| > 1/2 quand m # n
(corollaire 8.1). On a Tyu,, = —Souy, ; si ||So|| < 1/(16K), on aura ||o(Souy,)|| < 1/8. Les
vecteurs v, = uy,, + o(Spuy,) sont dans le noyau de T; = T — S, de norme < 2, et quand
m #mnon a

[om = vnll = [lum = unll = llo(Soum)|| = lo(Soun)l| = 1/2 = 2/8 = 1/4;

le noyau de T; ne peut pas étre de dimension finie puisque sa boule unité n’est pas
compacte : la suite (v,,/2) C BgerT, n’a pas de sous-suite de Cauchy.

Introduisons une projection P linéaire continue de Y sur Yy. Si S € L£(X,Y) est
assez petit et So = PS, on a vu que T —PS a pour image Yy, et a un noyau de dimension
infinie. Pour passer a T — S, il suffit d’ajouter l'opérateur de rang fini (P — Idy)S; ce
sera un bon exercice (?) pour le lecteur !

/!

Perturbations des opérateurs de Fredholm

Proposition 4.3.4. Sit € [0,1] — T, € L(X,Y) est un chemin continu de [0, 1] dans
Pespace normé L(X,Y), et si chaque T, est semi-Fredholm, alors I'indice est constant.

Preuve. — Par le lemme 4.3.3 et par les résultats précédents de ce chapitre, nous savons
que I'indice est localement constant. Le résultat est donc clair par la connexité de [0, 1] :
pour chaque valeur i € ZU{—oco}U{+oc}, 'ensemble E; des points ¢ de [0, 1] ou I'indice
de Ty vaut i est un ouvert, et ces ouverts couvrent [0, 1] puisque 'indice de T; est défini
pour tout ¢ € [0, 1] d’apres ’hypothese. Chacun des ouverts est donc aussi fermé (comme
complémentaire de la réunion des autres ouverts), donc chaque ensemble E; est vide ou
égal a [0, 1]. Si iy est I'indice de Ty, I'ensemble E; est non vide, donc égal a [0, 1], ce qui
signifie que l'indice est constant égal a 1.

/!
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Lemme. Pour tout opérateur compact T € L(X,Y) et pour tout € > 0, il existe un
sous-espace X1 de codimension finie tel que ||Tx, || <e.

Preuve.— Considérons le compact K = T(Bx). Pour chaque y € K, on trouve par
Hahn-Banach une forme linéaire continue &, € Y* telle que ||y|| = |£,(y)|; 'ensemble
des y' € K tels que ||y < e+ |&,(y’)| est un voisinage ouvert de y. Par compacité,
on peut recouvrir K par un nombre fini de tels ouverts. On peut sélectionner ainsi un
ensemble fini de formes linéaires yj,J=1,...,Ntel que

K < ().
Vy € K, HyH_6+1rSnJa§XN\yj(y)!

On choisit pour X; l'intersection finie des noyaux des formes linéaires y; o T. Pour tout
T € Bx,, on aura Tz € K et y;(Tx) = 0 pour j =1,...,N, donc

< * = e.
| Ta] < &+ max [y; (To)| = <
/1

Lemme 4.3.5. Si T € L(X,Y) est un presque-plongement et si S € L(X,Y) est compact,
la somme T + S est un presque-plongement.

Preuve. — On a un sous-espace X; de codimension finie sur lequel T est un plongement,
c’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vo e Xy, || Tz|| > ¢z,

et on peut trouver un sous-espace Xs de codimension finie sur lequel S est de norme
< ¢/2; par I'inégalité triangulaire, T+ S est un plongement de constante ¢/2 sur X; NXo,
qui est de codimension finie dans X.

/1

Théoréme. Si T € L(X,Y) est Fredholm et S € L(X,Y) compact, la somme T + S est
Fredholm, de méme indice que T.

Preuve.— On passe de T a T 4 S en suivant le chemin continu u — T 4+ uS, u € [0, 1].
Tous les éléments sont semi-Fredholm par le lemme précédent, et on conclut par la

proposition 4.3.4.
/1

Illustration.

1. Si ¢ est une fonction continue > 0 sur [0, 1], opérateur Vy : f — f” — @ f est surjectif
de I'espace X; formé des fonctions de classe C? sur [0, 1], nulles en 0 et en 1, sur I’espace
Y = C([0, 1]).

On voit que T : f — f” est un isomorphisme de X; sur Y, donc il est Fredholm
d’indice 0 ; on montre que 'injection de X; dans Y est compacte par le théoreme d’Ascoli
(les éléments de la boule unité de X; vérifient |f”| < 1et |f'| < 1sur [0,1]), et opérateur
de multiplication par ¢ est continu de Y dans Y, donc S; : f — ¢f est compact de X3
dans Y. L’opérateur V; = T{ — Sy proposé est donc Fredholm d’indice 0. Mais V; est
injectif car

A(Wﬁ@ﬂﬂﬁ=é(ﬂ®—w®ﬂMﬂw&=—/(W®F+wmﬂmﬂ&

_ 1
0
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ne peut étre nul que si f = 0. Il en résulte que V; est surjectif, donc un isomorphisme :
pour toute fonction continue g sur [0,1], il existe une unique fonction f de classe C?,
nulle aux deux bords, telle que

f"—ef=g

Si on définit V, sur I'espace Xy plus grand formé des fonctions f de classe C? sur
[0, 1] telles que f(0) = f(1), par la méme formule Vy : f € Xo — [/ —¢f € Y, il est
évident que Vo ne peut pas étre injectif puisque V; couvrait déja toute I'image Y. On
a ainsi montré par une méthode un peu bizarre qu’il existe toujours des fonctions non
nulles f telles que f” = pf.

Pour le point précédent, on pouvait aussi revenir a 'opérateur T, tel qu’il avait été
défini sur X = C2([0,1]) par T : f € X — f” € Y ; cet opérateur était Fredholm, d’indice
égal a 2. L'opérateur V: f € X — f” — ¢f € Y est aussi Fredholm d’indice 2 (pertur-
bation compacte de T), pour toute fonction continue ¢ ; on a dimker T > ind(T) = 2,
ce qui donne l'information bien raisonnable suivante : pour toute fonction continue ¢,
I’équation différentielle y”” = ¢y posséde au moins deux solutions indépendantes.

2. On va généraliser en deux dimensions. Considérons 'espace Hy des fonctions f de
deux variables de la forme

f(ﬂl',y)N Z Cmvneimweiny

m,neZ

pour lesquelles on suppose que

1A= D (14+m?+n)? [emnl® < +oo;
m,neZ

la fonction f — || f|| définit une norme d’espace de Hilbert sur cet espace Hy. L’opérateur
L :u — —Au+ u agit sur les polynémes trigonométriques par

Z Crmn€m & €y — Z (14 m? 4+ n?) Crmn€m @ €.

m,n m,n
D’apres la définition de la norme de Hs, il est clair que cet opérateur est borné de H
a valeurs dans Hy = L([0,27]?) ; en fait il est facile de vérifier qu’il se prolonge en un
isomorphisme T de Hs sur Hy, donc T est Fredholm d’indice 0.

Considérons une fonction continue périodique (z,y) telle que ¢(x,y) > 0 en tout
point, et posons
(Su)(@,y) = (p(z,y) — ulz,y).

Cet opérateur est compact de Hy dans Hy : on voit d’abord que 'injection u — wu est
compacte de Hy dans Hy (utiliser les coefficients dans la base hilbertienne (e, ®€y )m nez),
et on compose avec 'opérateur borné de Hy dans Hy donné par la multiplication par la
fonction bornée ¢ — 1. On sait alors que T + S est Fredholm d’indice 0; mais T + S est
injectif car

(T+S)u,u) = /

[ ]2(—Au+gou)ﬂdxdy:/ (IVul® + ¢|ul®) dzdy
0,27

[0,27]2

ne peut étre nul que si v est nulle. On en déduit que cet opérateur est surjectif : pour
toute fonction g € Hy, il existe u € Hy telle que

—Au+pu=yg.
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3. Considérons 'espace de Hilbert complexe H = Ly(0,27), ou [0,27] est muni de la
probabilité df/(2r). Posons e, () = ¢!, pour tout n € Z; la famille (e, ),cz est une
base hilbertienne de H. Désignons par Hy(T) le sous-espace fermé de H engendré par les
vecteurs (e, )n>0, €t désignons par P la projection orthogonale de H sur Ho(T) : on a
Pe, = e, sin > 0 et Pe, = 0 si n < 0. Pour chaque fonction complexe continue ¢ sur
0, 27], telle que p(0) = ¢(2), définissons I’endomorphisme T, de Ho(T) qui associe &
f € Ha(T) la projection sur Ho(T) du produit ¢f,

Vf € Hy(T), T,f =P(of) € Hy(T).

Si ¢ ne s’annule pas, 'opérateur T, est de Fredholm, et son indice se calcule a partir de
I'indice (autour de 0) du chemin fermé 6 € [0,27] — ¢(f) € C. Si par exemple

on voit que T, agit comme 'adjoint S* de I'opérateur de shift sur ¢5(N),
T,oeo0 =0, et Ty e,p1 =€, pour n > 0.

On ramene le cas général a ces exemples simples par déformation continue du chemin :
on commence par approcher ¢ uniformément par un polynome trigonométrique

N
Q(0) = Z Cn eine;

n=—N

si 'approximation est suffisamment bonne, la déformation continue ¢ — (1 — t)¢ + tQ,
pour t € [0, 1], est formée de fonctions qui ne s’annulent pas sur [0, 27]. On peut trouver
un polynéme (algébrique) P de degré 2N tel que Q(6) = e~ N P(e'?). On factorise P sous
la forme a [[;(X —A;), ol aucune racine n’est sur le cercle unité de C. Par une nouvelle
déformation portant uniquement sur le choix d’un multiple scalaire du polynéme, on
peut amener P a avoir la forme

P= [I &=x) [I 0=%X/A).

‘Aj‘<1 |)\j‘>1

Ensuite, on déplace vers 0 les ¢ racines de P intérieures au cercle, et les autres «vers
infini» pour arriver finalement & P; = X* et Q1() = e'¥Y, k = ¢ — N. L’opérateur
associé a la fonction Q1 est une puissance du shift S si £ > 0, ou une puissance du shift
inverse S* si kK < 0. L’indice de cet opérateur est égal a —k, et I'indice du chemin est
k ; par ailleurs 'indice de 'opérateur et I'indice du chemin associé sont restés constants
pendant la déformation. Ainsi,

si ¢ est une fonction complexe continue sur [0,2w] qui ne s’annule pas sur cet
intervalle et telle que p(0) = ¢(27), I'opérateur T, est de Fredholm, et son indice est
l'opposé de I'indice du chemin fermé v : 6 € [0,27] — v(6) = ¢(0) autour de 0,

. 1 dz
indT, = _ﬂ/7
Y
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Formulation classique de I’alternative de Fredholm

A 'époque de Particle de Fredholm (1903), il n’y avait pas plus d’espaces de Banach que
de théorie des opérateurs compacts. Fredholm s’intéressait a la résolution d’équations
intégrales de la forme suivante : étant donnés un noyau k(z,y) et une fonction continue
g sur [0, 1], peut-on trouver f continue sur [0, 1] qui vérifie '’équation intégrale

1
Vee0,1, flz)= / bz, 9)f(y) dy + g(x).

Si le noyau k est continu sur le carré, il résulte du théoreme d’Ascoli que I'opérateur
intégral T}, de noyau k est compact de C([0, 1]) dans lui-méme, et on est en train d’essayer
de résoudre une équation de la forme (Id —T})f = g. Fredholm découvre dans le langage
de I’époque que l'indice de Id —T} est nul, ce qui le conduit a formuler ce qui est resté
connu sous le nom d’alternative de Fredholm.

Quelques années apres, sous 'influence de F. Riesz, on est arrivé a peu de chose pres a
la formulation «classique» suivante : soit S un opérateur compact sur X ; on sait que la
transposée ‘S est compacte de X* dans X*. On a I’alternative suivante :

— ou bien les deux équations z — Sz = y, z* —'Sz* = y* admettent pour tous seconds
membres y € X, y* € X* une solution unique z € X, x* € X*,
— ou bien les équations homogenes x — Sz = 0, z* — !Sz* = 0 admettent un méme

nombre fini p > 0 de solutions indépendantes, x1,...,x, et x7,...,z;. Dans ce cas,
pour que l’équation z — Sz = y admette une solution z € X, il faut et il suffit que
zi(y) = z5(y) = -+ = x5(y) = 0, et pour que I'équation z* — *Sz* = y* admette une
solution z* € X*, il faut et il suffit que y*(z1) = y*(z2) = --- = y*(zp) = 0.

Pour ce point de vue classique, on pourra consulter le livre de F. Riesz, Lecons
d’Analyse Fonctionnelle.

4.4. Valeurs propres des opérateurs compacts

Lemme. Si T € £(X) est un presque-plongement, 'intersection Y des images T™(X) est
fermée et T(Y) =Y.

Preuve. — Sous I’hypothese de presque-plongement, on voit par récurrence que I'image
T (X)) = T(T™(X)) du sous-espace fermé T"(X) est fermée, donc

Y=)T"(X)

n>0

est un sous-espace vectoriel fermé ; il est clair que T(Y) C Y. De plus, le noyau N de T
est de dimension finie, donc la suite décroissante de sous-espaces vectoriels N N T"(X)
est stationnaire & partir d'un certain entier k¥ > 0, d’ott résulte que NN'Y = N N T#(X).
On en déduit que N NT*(X) C Y. Si y € Y, on pourra écrire y = TF+"+1z, pour tout
entier n > 0; posons z, = T¥*"z,, ; alors Tz, = y pour tout n > 0, et z, € TF"(X);
on a pour tout p > 0 que zg, z, € T*(X) et zg — zp € N, donc 29 — 2, € Y ; on en déduit
que zg € z, + Y C TF?(X) pour tout p, donc zp € Y et y = Tz € T(Y). ///
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Lemme. Soient X un espace de Banach complexe, X # {0} et T € L£(X) un opérateur
de Fredholm ; si 0 appartient au bord du spectre de T, les noyaux et les images de T"™
se stabilisent : il existe un entier p > 1 tel que ker TP = ker TP*!, TP(X) = TPT1(X) ; de
plus,

X = ker T? @ T?(X),

ces deux sous-espaces étant stables par T, et dimker TP < +oco. La valeur 0 est valeur
propre de T, et 0 est un point isolé dans le spectre de T. La restriction de T a TP(X)
est un isomorphisme de 'espace de Banach TP?(X).

Preuve. — Puisque 0 est dans le bord du spectre de T, I'opérateur T est limite d’opé-
rateurs inversibles, qui sont Fredholm d’indice nul, et T lui-méme est Fredholm, donc
ind(T) = 0. Le noyau N = ker T' de T n’est pas nul, sinon T serait un isomorphisme,
autrement dit 0 est valeur propre de T ; il en résulte en passant que I’entier p de I’énoncé
ne peut pas étre nul, donc il sera > 1. On sait que T est un presque-plongement ; par la
preuve du lemme précédent, on peut trouver un entier & tel que NNT*(X) = NNY, ou
Y =(),, T"(X). L’espace fermé Y est invariant par T'; considérons pour tout A € C

V) = T|Y —Ady € E(Y),

on voit d’abord que Vg est Fredholm, d’indice > 0 : en effet ker Vo = NNY C N est
de dimension finie, et Vg est surjectif par le lemme précédent ; pour A proche de 0,
I'opérateur V) est donc Fredholm de méme indice > 0 que Vj ; mais comme l’indice de
Vi est <0 quand A € p(T) (V) est alors injectif car T — A1Id est inversible), et 0 étant
adhérent & p(T) par hypothese, on déduit que Vy est d’indice nul ; il en résulte que Vg
est injectif, c’est-a-dire que NN'Y = NN T*(X) = {0}, et Vg est un isomorphisme de Y.
On en déduit que la suite des noyaux est stationnaire : si T*T1z = 0, TFx est & la fois
dans N et dans T*(X), donc T*2z = 0. Comme chaque T" est Fredholm d’indice 0 par le
résultat de I’exercice 4.3.2, les images se stabilisent au méme moment, donc Y = T*(X).

L’espace X se décompose en somme directe de Y = T*(X) et de I’espace de dimension
finie Nj, = ker T¥ : en effet, 'intersection Nj, N T*(X) est réduite & {0} et

dim Ny, = codim T*(X)

puisque ind(T*) = 0 ; vérifions I’affirmation sur I'intersection : si y = T*z est en méme
temps dans Ny, on a 0 = TFy = T?*2. Comme 2k > k, on sait que ker T?* = ker T,
donc z € ker T* et y = TFz = 0. Il est clair que Xg = ker T* et X; = T*(X) = Y sont
stables par T ; on a ainsi montré I’essentiel du lemme, avec p = k. Il reste a montrer que
0 est isolé dans le spectre : si T; € £(X;) désigne la restriction de T & X, pour j =0, 1,
on voit que Ty est un endomorphisme nilpotent en dimension finie (T§ = 0) donc 0 est
sa seule valeur propre et Ty — A Idx, est inversible pour tout A # 0; on a vu que T} = Vj
est un isomorphisme de X; sur Xj ; il existe donc €; > 0 tel que T; — AIdx, reste un
isomorphisme de X; quand |A| < 1. Il en résulte que T — AIdx est inversible quand
0 < |A\| < &1, ce qui montre que la valeur spectrale 0 est isolée dans o(T).

/7

Théoréme. Soient X un espace de Banach complexe et S € L(X) un opérateur compact ;
le spectre de S est fini, ou bien peut étre rangé dans une suite (\,,) tendant vers 0. Chaque
valeur spectrale A\ # 0 est une valeur propre de multiplicité finie, ce qui veut dire que
lPopérateur T = AIdx —S admet la décomposition du lemme précédent.
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Preuve. — Sio(S) = {0} il n’y a rien & démontrer. Sinon, soit A # 0 un point frontiere
du spectre de S; alors T = Aldx —S est Fredholm, et 0 € Jo(T). D’apres le lemme
précédent, \ est isolé dans le spectre de S. Puisque tous les points frontiere non nuls
sont isolés, il en résulte que tous les points non nuls du spectre de S sont isolés (voir
plus loin). Le spectre de S n’a donc qu'un nombre fini de points dans toute couronne
compacte {r < |z| < R} telle que r > 0, ce qui permet de les ranger s’il y a lieu dans
une suite qui tend vers 0. Les propriétés de chaque valeur spectrale sont données par le
lemme précédent, appliqué a T = AIdx —S.

Justifions D'affirmation topologique précédente : les points non isolés du spectre
forment un compact K C o(S); si K est vide, il n’y a rien & montrer, sinon soit p un
point de K de module maximal ; le point x ne peut pas étre intérieur au spectre, sinon tout
un voisinage de p dans C serait formé de points du spectre, donc des points non isolés,
et il existerait parmi eux des p; € K de module plus grand que |u|. Ainsi p € 90(S),
et donc = 0, sinon u serait isolé d’apres 'argument du paragraphe précédent. Puisque
1 = 0, on a bien montré que tous les A # 0 du spectre de S sont isolés dans le spectre.

/7

Remarque. Si T € £(X) est un opérateur de Fredholm, X complexe, on peut écrire
X =X;8E =T(X;)®F, ou E, F sont de dimension finie et ou T induit un isomorphisme
Ty € £(X1,T(X1)). Si P € £(X, T(X1)) est la projection de X sur T(X;) parallelement
aFetsiS=T'Pec L£(X), on constate que ST — Idx est nul sur X;, donc de rang fini,
donc compact, et de méme T'S — Idx est compact. Il en résulte que I'image T de T dans
'algebre quotient C = L(X)/K(X) est inversible, d’inverse S.

Inversement, si T est inversible modulo les compacts, c¢’est-a-dire si T est inversible,
il existe S; et So, dans la méme classe, tels que ST —Idx et T Sy —Idx soient compacts ;
alors S1T et TSy sont Fredholm comme perturbations compactes de l'identité. Il en
résulte que le noyau de T est de dimension finie, et que I'image de T contient un sous-
espace fermé de codimension finie, donc im(T) elle-méme est fermée de codimension finie
(petit exercice). Finalement T est Fredholm si et seulement si il est inversible modulo
les compacts.

Si X est de dimension infinie, cette algebre de Calkin C est une algebre de Banach
unitaire complexe : le spectre de T est donc non vide. Si \ € J(T), non seulement
T — AIdx n’est pas inversible, mais il ne peut pas étre Fredholm. Ce spectre U(T) est
une partie fermée non vide de o(T), appelée spectre essentiel. La description donnée au
théoreme précédent est en fait valable pour tout A € o(T) qui appartient a la composante
connexe de 'infini dans le complémentaire du spectre essentiel ; lorsque T est compact,
son spectre essentiel est réduit a {0}.

Notes du chapitre 4

(2) Soit S € L(X,Y) de rang un, et posons H = ker(S); c’est un hyperplan de X; le
noyau de T + S est de dimension infinie, puisqu’il contient le sous-espace de dimension
infinie ker(T) N H. Montrons ensuite que 'image de T + S est fermée.

Si ker(T) C H, I'application S se factorise par le quotient X = X/ ker(T) : il existe
un opérateur de rang un S tel que S = So 7, ou 7 est la surjection canonique de X sur
X et de méme T = T o 7. Mais T est un plongement de X dans Y, donc T +S est un
presque-plongement (remarque apres la définition 4.2.2, ou bien cas tres particulier du
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lemme 4.3.5), et il en résulte que I'image 1m(T + §) est fermée. Comme 7 est surjective,
on voit que im(T + S) = 1m(i1 + §) est fermée dans Y.

Si ker(T) n’est pas contenu dans H = ker(S), on peut trouver un vecteur =y ¢ H tel
que Tzg = 0. On a alors X = H® Kz, donc T(X) = T(H). L’'image (T +S)(X) est égale
a la somme de (T+S)(H) = T(H) = T(X) qui est fermé, et du sous-espace de dimension
finie (T 4 S)(Kzo) = KSz. Par le lemme 4.1.3, on conclut que (T + S)(X) est fermé.

Pour finir ce premier cas, on note que I'image de T+ S contient (T +S)(H) = T(H),
qu’il existe x tel que X = H @ Kz et F de dimension finie tel que Y = T(X) + F. Alors

(T +8)(X) + (KTz + F) > T(H) + KTz + F = T(X) + F = Y,

donc I'image de T 4+ S est de codimension finie. Si S € £L(X,Y) est de rang fini, on
procédera par récurrence en écrivant S comme une somme finie d’opérateurs de rang un.
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5. Opérateurs autoadjoints non bornés

5.1. Opérateurs non bornés

Soient X et Y deux espaces vectoriels sur K = R ou K = C; une application linéaire
partiellement définie T de X dans Y (un peu plus loin, on dira un opérateur) est définie
par la donnée d’'un sous-espace vectoriel dom(T) de X appelé domaine de T et d’une
application linéaire (usuelle) Lt de dom(T) dans Y. Autrement dit, la donnée T est celle
de (X,Y,dom(T), Lr). Dans la suite, pour tout vecteur € dom(T) on écrira simplement
Tax = Lypax. Si T est une application linéaire partiellement définie, le graphe de T est le
sous-espace vectoriel du produit X x Y égal a

Gr(T) = {(z, Tx) : z € dom(T)}.

La restriction a Gr(T) de la premiere projection est injective. Réciproquement, appelons
graphe partiel tout sous-espace vectoriel G de X X Y tel que la restriction de la premiere
projection a G soit injective : si (0,y) € G, alors y = 0. On voit facilement que tout
graphe partiel est le graphe d’une unique application linéaire partiellement définie T.
La correspondance qui a T associe son graphe est une correspondance bijective entre
applications linéaires partiellement définies et graphes partiels :

soit G C X X Y un graphe partiel. Notons p; : G — X et ps : G — Y les projections
et définissons un opérateur T en posant dom(T) = p1(G) et T(p1z) = p2z pour tout
z € G. Il est clair que Gr(T) = G. Comme le noyau de la premiere projection de X x Y
dans X est le sous-espace {0} xY de X x Y, la correspondance entre opérateur et graphe
partiel est bijective.

On appellera image de T le sous-espace vectoriel im(T) de Y formé de tous les vecteurs
Tz, pour x variant dans dom(T) ; c’est 'image du graphe Gr(T) par la seconde projection
du produit X x Y.

Désormais on dira opérateur au lieu d’application linéaire partiellement définie. On
appelle extension d'un opérateur T tout opérateur Ty tel que Gr(Ty) C Gr(T;). On
écrit alors Ty C T4 ; cela signifie que le domaine de T; est plus grand que celui de Tq et
que Ty prolonge Ty, en gardant les mémes valeurs sur dom(Ty).

Soient S et T deux opérateurs de X dans Y ; on définit 'opérateur S + T en posant
dom(S + T) = dom(S) Ndom(T) et en posant (S + T)(z) = Sz + Tz pour tout vecteur
x € dom(S + T). Si S est une application linéaire usuelle de X dans Y, elle définit un
opérateur de la facon la plus évidente : on pose dom(S) = X et Sz € Y aura le sens
habituel pour tout x € X ; dans ce cas, si T est un opérateur (non borné) de X dans Y, le
domaine de S+ T sera égal a celui de 'opérateur T. Cette remarque sera utilisée lorsque
X =Y et S = Aldx, pour introduire 'opérateur T — A Idx, de méme domaine que T.

Soient X, Y et Z des espaces vectoriels, T un opérateur de X dans Y et S un
opérateur de Y dans Z; on définit la composition ST de ces deux opérateurs en posant
d’abord dom(ST) = {z € dom(T) : Tz € dom(S)} et en posant (ST)z = STx pour tout
x € dom(ST).
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L’attitude habituelle quand on travaille avec les opérateurs bornés continus est
d’essayer de les prolonger le plus vite possible a I’espace complet convenable : penser a la
transformation de Fourier, qui est définie sur L;(R) par la formule intégrale usuelle ; on
appelle aussi transformation de Fourier son extension par continuité depuis L; (R)NLa(R)
jusqu’a l'espace complet Lo (R). Pour comprendre les définitions de ce paragraphe, il faut
se dire qu’on adopte 'attitude radicalement opposée : ici, on ne prend aucune initiative
de prolongement ; si T est défini sur Dy et Ty sur Do, la seule chose que nous sommes
obligés d’admettre est que les deux sont définis sur D; N Ds. On ne cherche surtout pas
a aller plus loin.

Définition. Soient X et Y deux espaces de Banach ; un opérateur T de X dans Y est dit
densément défini si son domaine dom(T) est dense dans X. Un opérateur de X dans Y
est dit fermé si son graphe est un sous-espace fermé de X x Y. Un opérateur de X dans
Y est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Soit S une extension fermée de 'opérateur T ; alors Gr(S) contient Gr(T), donc son
adhérence Gr(T). Il s’ensuit qu’un opérateur T est fermable si et seulement si Gr(T) est
le graphe d’un opérateur. On appellera fermeture de 'opérateur T I'opérateur T tel que
Gr(T) = Gr(T). En particulier, pour que I'opérateur T soit fermable il faut et il suffit
que 'on ait Gr(T) N ({0} xY) = {(0,0)}.

Exemples.

A. Onprend X =Y = Ly(R), et on définit un opérateur Dy (D comme «dérivation»)
de la fagon suivante : dom(Dy) est I’espace D(R) des fonctions C* & support compact et
on pose Dof = f' pour f € dom(Dy). Cet opérateur est densément défini puisque D(R)
est dense dans Ly(R) ; il est assez facile de voir qu'’il n’est pas fermé. En revanche il est
fermable, et on déterminera plus loin sa fermeture.

B. Considérons X =Y = L2(0 1) désignons par P 'opérateur borné de « primitive

nulle en 0», défini par (Pf)(t fo s)ds. On a vu que P est injectif, donc P définit une
bijection de X sur P(X) = 1m( ). On peut donc définir 'opérateur T = P~! de domaine
im(P) en posant pour tout g € im(P)

(Tg=f)= (Pf=g).

Cet opérateur T est donc injectif lui-aussi, de im(P) dans Ly (0, 1) (en fait il est bijectif de
m(P) sur Ly(0,1)). On voit facilement que im(P) est dense donc P! = T est densément
défini. Puisque P est continu, son graphe est fermé, donc P! est fermé puisque son graphe
s’obtient a partir de celui de P par 'homéomorphisme (z,y) — (y, x) de La(0, 1) xLy(0, 1)
sur lui-méme.

Intégration par parties et dérivées généralisées, distributions

Supposons que deux fonctions intégrables f, g soient données sur [a,b] et que 'on pose

ensuite . N
x) =« +/ f)de, G(z)= ﬁ+/ g(t)dt.

En utilisant le théoreme de Fubini, on montre que

b b
(IPP) / F(t)g(t) dt = [F(t)G(t)]:— / FOG() dt
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Pour simplifier la preuve, on commence par remarquer que si on ajoute une constante

c a F, les deux membres augmentent de cf; g(t)dt = ¢(G(b) — G(a)). On peut donc se
ramener au cas ou F(a) = 0, et de méme on peut se ramener & G(b) = 0. Sous ces deux
hypotheses, on écrit

/abF() dt_/ /f ds dt—/bf(s)</sbg(t)dt>ds:—/abf(s)(}(s)ds

On dira qu'une fonction f continue sur R admet une dérivée généralisée g si g est
une fonction mesurable, intégrable sur tout intervalle borné (on dit que f est localement
intégrable), et si

(DG) F() — f(s) = / g(u) du

pour tous réels s < t. La dérivée généralisée est unique (en tant que classe de fonctions
définies Lebesgue-presque-partout) : si g; et go étaient deux dérivées généralisées de f,
on aurait fst(gg —¢g1) = 0 pour tous s < t, ce qui entraine que d := g2 — g1 est orthogonale
a toutes les fonctions en escalier. Considérons un intervalle [a, b] quelconque ; puisque les
fonctions en escalier sont denses dans Lj(a,b), on peut trouver une fonction en escalier h

telle que f; |d — h| < e. Alors, puisque d est orthogonale a la fonction en escalier sign(h),

on a \ , ,
/]h\:/(h—d)sign(h)g/ |d—h| <e

donc f; |d| < 2e, pour tout € > 0, et d = 0 presque partout, sur tout intervalle donc
aussi sur R, comme on le voulait.

Si ¢ est une fonction de l'espace D(R) des fonctions C* a support compact, la
formule (IPP), appliquée a un intervalle [a, b] contenant le support de ¢, nous donne si
g est la dérivée généralisée de f

é fo' = /  flu)!(u) du = / " g(u)p(u) du = - / 90;

b
le terme [ f go] est nul car ¢ est nulle aux bornes de l'intervalle. Cette formule nous con-
[¢]

duira un peu plus loin a une autre définition, celle de la dérivée au sens des distributions.
Une distribution sur R est une forme linéaire sur D(R), possédant une certaine propriété
de continuité (2) que nous n’aurons pas a utiliser. Pour une fonction fixée f, localement
intégrable sur R, on peut considérer la forme linéaire Ty sur D(R) définie par

Ve € D(R), Tf(%o):/RfSO~

Cette forme linéaire T'; est la distribution associée a la fonction f.
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Lemme 5.1.1. La correspondance f — T est injective : si la forme linéaire Ty est
nulle sur D(R), la fonction f est nulle presque-partout sur R.

Preuve. — Supposons que Ty = 0, fixons une fonction § € D(R) ; la fonction f est
dans L; (R), donc il existe pour tout € > 0 une fonction ¢ € D(R) telle que

/Iso—ﬁf\<6;
R

pour tout o > 0 la fonction ¢, : © — (a? 4 p()?)"/2p(x) est dans D(R); puisque
Ty =0, on a donc

/ 02 :/ @2 T (0 ):/(¢—9f)L</’SO_9f‘<€
Vi | Jaig e VR et~ |

ce qui entraine [ || < e en faisant tendre v vers 0, puis [ |0f] < 2¢, pour tout € > 0. Il
en résulte que 0f = 0, pour toute 6, donc f = 0 (presque-partout). W

Pour une fonction fixée f, localement intégrable sur R, on peut considérer une autre
forme linéaire ¢ sur D(R), définie par

Vo € D(R), ((p)=— /R 1o

C’est la dérivée de f au sens des distributions (plus généralement, on peut associer a
toute distribution T une nouvelle distribution T’ définie par T'(¢) = —T(¢’) ; on vient
de le faire pour T = Ty).

Lemme 5.1.2. Sila dérivée distribution de f est représentée par une fonction localement
intégrable g, la fonction f «est)» continue et la fonction g est aussi la dérivée généralisée

de f au sens de (DG).

Preuve. — On a supposé qu’il existe une fonction g localement intégrable qui représente
la dérivée distribution de f, c’est-a-dire telle que

Vo € D(R), L(p) = —/Rfso’=/Rgs0-

Définissons la fonction G par G(t) = fot g(u) du. L’intégration par parties montre que

Vo € D(R), /ﬂgfw’z/RGsoﬁ

Autrement dit, la dérivée distribution de la fonction f — G est nulle. Si nous montrons
que f — G est constante égale a ¢ (presque partout), on aura bien que f admet un
représentant continu, a savoir G + ¢, et on écrira pour ce représentant



pour tous s < t, comme voulu.

Supposons donc que la dérivée distribution de h localement intégrable soit nulle,
c’est-a-dire que T}, soit nulle sur le sous-espace de D formé de toutes les ¢’. 1l est facile
de voir que ce sous-espace est égal a I’hyperplan de D formé des fonctions d’intégrale
nulle () ; si on fixe 6y € D(R), telle que [y = 1, on voit que ¢ — ( [ ¢) Op est la dérivée
d’une fonction ¢ € D(R), pour toute ¢ € D(R), donc

[ n(e= ([ #)t) =muw) =0,
Vo € D(R), Th(§0>:/Rh90: (/Rh%) /Rso-

On voit que T}, est représentée par la fonction constante égale a fR hby ; par le lemme
d’unicité 5.1.1, on en déduit que h est égale a cette constante.

c’est-a-dire que

/!

Remarque 5.1.3. Supposons que la forme linéaire ¢, dérivée distribution de f, soit
Lo-continue, c’est-a-dire continue quand on munit I'espace D(R) de la norme induite
par Ly(R) ; comme D(R) est dense dans La(RR), cette forme linéaire se prolonge alors en
forme linéaire continue sur Ly(R). Il existe donc une fonction g € Ly(R) qui représente
cette forme linéaire continue, c¢’est-a-dire telle que

Vo € D(R), K(v)z—/ﬂp’:/gw-
R R
D’apres le lemme précédent, f «est» continue et g vérifie la relation (DG).

Un exemple de fermeture

Exemple. On va étudier en détail la fermeture de 'opérateur Dy de I'exemple A, défini
sur Ly(R). On va montrer que Dy est fermable et identifier sa fermeture.

Supposons que ( f, g) soit dans ’adhérence de Gr(Dy) ; il existe une suite (f,,) C D(R)
telle que (f,, f]) — (f,g) dans Lg x La, c’est-a-dire que f,, — f dans Ls et f;, — g dans
L. Puisque la suite (f],) converge, elle est bornée dans Ly par une constante C, donc en
appliquant Cauchy-Schwarz, on obtient

Vhu€R, |fulu) = fult)] = ]/t fa(s) ds| < Ju—t12 | fallo < C lu—t]/2,

La suite des fonctions (f, — f,,(0)) est donc équicontinue, et uniformément bornée sur
tout compact de R ; par Ascoli, on peut supposer, quitte a passer a une sous-suite, que la
suite de fonctions (f,, — f,(0)) converge uniformément sur tout compact vers une fonction
F continue sur R. En intégrant sur (0,1) on déduit de la convergence uniforme que

[ suras—po ~ [ F(s)ds.
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mais on déduit de la convergence Ly que

/Olfn(s) ds — /Olf(s) ds

ce qui implique que lim f,,(0) = ¢ existe ; la suite (f,,) tend donc uniformément vers F + ¢
sur tout compact, et vers f dans Ly(R). Il en résulte que f = F + ¢ (comme élément de
I'espace La(R)). On peut donc choisir la fonction continue F 4 ¢ comme représentant de
f :on dira que f «est» continue. Par les convergences établies ci-dessus, on a

Vi,ue R,  f(u)— f(t) = liTILn/tu fl(s)ds= /tug(s) ds.

On voit donc que g est la dérivée généralisée de f, et g € Ly(R). On introduit I’ensemble

Gi1={(f,9) € Lo(R) x Lo(R) : V&t <, f(u) = f(t)+ /t“g(s) ds}

(pour étre vraiment correct, on devrait dire : 'ensemble des couples (f,g) tels que la
classe f admette un représentant f pour lequel, pour tous ¢ < u, on ait f (u) =...). On
vient de montrer que 'adhérence de Gr(Dg) est contenue dans G ; pour savoir que Dy
est fermable, il suffit de voir que G est un graphe : c’est clairement un espace vectoriel,
et si (0,9) € Gy, g est la dérivée généralisée de 0, donc g = 0 par 'unicité de la dérivée
généralisée.

On va montrer que I'adhérence du graphe de Dg est égale a Gy. Si (f,g) € Gy, la
fonction g est la dérivée généralisée de f et on a vu que pour toute ¢ € D(R)

(DG1) /Rfs0’= —/Rgso

Désignons par Gy ’ensemble des couples (f,g) € La(R) x La(R) tels que 'égalité ci-
dessus soit vraie pour toute fonction ¢ € D(R). On vient d’indiquer que G; C Go ; il est
clair que Gg est fermé dans Lo(R) x Lo (R), comme intersection de fermés. On va voir que
G2 est contenu dans l'adhérence de Gr(Dy), par la méthode usuelle de régularisation-
troncature. Soit (6,,) une suite de fonctions de D(R), positives et d’intégrale 1, dont les
supports tendent vers {0} ; on peut obtenir une telle suite en posant

VtER, 0,(t) = 2"05(2")

on sait, par la théorie de la convolution, que 60,, * f tend vers f dans Ly(R), pour toute
f € La(R); de plus 60, * f est C> et sa dérivée est égale a 0, * f. Si (f,g) € Go, on va
vérifier que 0, * g est aussi la dérivée de 0,, x f. Par intégration par parties et Fubini, on

voit que
_/R(gn*f)’goz/R(On*f)d: —/R(en*g)SD

pour toute ¢ € D(R). En effet,

//9 t—sds) //ft—s )e(s)ds

72



/ /f u+s)du>9 (s )ds:—é([@g(u)g@(u%—s)du)%(s)ds

et on termine en refaisant le méme chemin a ’envers. Par la densité de D(R) dans Lo (R),
il en résulte que (0, % f)" = 6,,%g. Le couple (0, * f, 0,,xg) tend vers (f, g) dans Ly x La. On
a donc pu trouver un couple de fonctions C*°, de la forme (f1, f{) avec f1 = 0, % f pour un
n grand, qui est proche de (f,g). Posons maintenant x,(x) = x(z/n), ou x € D(R) est
égale a 1 dans un voisinage de 0. La fonction h,, = x,,(z) f1(z) est C*> a support compact,
donc dans le domaine de Dy, et on va voir que le couple (h,,hl) tend vers (f1, fi) en
norme Lg. C’est facile pour h,, — f; (convergence dominée). Pour les dérivées, on a

= X (5)11@) + xala) o),

et ¢a marche car y,f] tend vers f{ dans Lo(R) pour la méme raison de convergence
dominée, tandis que

/)‘ f1 >\ dw<— X112 1 £ 113 — 0.

On a ainsi montré en deux temps (régularisation, troncature) que le couple (f,g) € Go
est dans I'adhérence du graphe de Dy ; finalement, on a établi que

GI‘(DO) C G1 C G2 C GI‘(D()),

donc les trois ensembles sont égaux.

On appelle H'(R) (espace de Sobolev) I'espace des fonctions f € La(R) qui admet-
tent une dérivée généralisée g € La(R) ; on a vu au lemme 5.1.2 qu’il revient au méme de
savoir que la dérivée distribution est représentée par une fonction de Lgo(R). Désormais
on notera simplement la dérivée généralisée de f par g = f’. La fermeture de 'opérateur
Dy de I'exemple A est donc I'opérateur D = Dy de Lo (R) dans lui-méme dont le domaine
est HY(R) et qui est défini par Df = f’ pour f € HY(R).

On définit aussi 'espace H*([0, 1]) des fonctions f € Lo([0,1]) (en fait f sera con-
tinue) pour lesquelles existe une fonction g € Ly([0, 1]) telle que

(DG2) ﬂﬂ=ﬂ®+Ag@N&

pour tout ¢ € [0, 1]. Si on se rappelle 'opérateur-exemple P de Ly ([0, 1]) dans lui-méme
qui associe a chaque g € L ([0, 1]) sa « primitive» nulle en zéro, on voit que H ([0, 1]) est
égal & im(P) + K1.

Si f est dans H'([0, 1]), la fonction g vérifiant (DG2) est unique (par la densité dans
Lo des fonctions en escalier). Il est commode de noter f’ cette unique fonction g, en
I’appelant dérivée généralisée de f, pour ne pas oublier que ce n’est pas une dérivée au
sens ordinaire.

Continuons sur la notion de dérivée généralisée. C’est la propriété (DG1) qui permet
d’étendre la définition de H' au cas de plusieurs dimensions. Par exemple, on dit que
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f e Hl(R2) si f € L2(R2> et s’il existe deux fonctions g1, gs € L2(R2) qui seront les
dérivées partielles faibles de f au sens des distributions, ce qui signifie que

f(x)g—ai(a:) dz = —/ gj(z)p(z) da

RQ

pour j = 1,2 et pour toute fonction ¢ € D(R?). Les fonctions de cet espace H'(R?) ne
sont plus nécessairement continues, ni méme bornées sur les compacts de R%. Si Q est
un ouvert de R?, on définit de la méme fagon un espace H! (), ou f et les g; sont dans
L2(€2) et ou les fonctions test ¢ sont maintenant limitées a l’espace D(£2) des fonctions
C*® a support compact dans ().

On est conduit naturellement a ces espaces de Sobolev si on généralise ’exemple Dy :
définissons un opérateur Vo de X = Ly(R?) dans I’espace de Hilbert Y = Lo (R?, d\, K?)
des fonctions définies sur R?, & valeurs dans Iespace vectoriel K> (en général R?, mais
ca peut étre C?) de la facon suivante. Le domaine de Vq est D(R?) (fonctions & valeurs
réelles ou complexes). Si ¢ € dom(Vy), on définit Vo € Y comme la fonction vectorielle

t e R? — (Vo)(t) € K2

Si on détermine la fermeture de Vo comme on I’a fait ci-dessus pour Dy, on trouve que le
domaine de la fermeture V = V est Hl(]R2), Iopérateur V associant a chaque fonction
feHnt (R2) son gradient généralisé, dont les deux composantes sont les dérivées partielles
généralisées. Si on effectue le méme travail sur un ouvert €2, on est conduit a I'espace
H}(Q), sous-espace de H(2) dont on reparlera plus loin.

5.2. Spectre des opérateurs fermés

Définition. Soient T un opérateur d’'un espace de Banach complexe X dans lui-méme
et A € C; on dit que A est une valeur réguliéere de T si T — AIdx est une application
linéaire bijective de dom(T) sur X et si 'application linéaire réciproque est continue de
X dans lui-méme. On appelle spectre de T le complémentaire o(T) dans C de I’ensemble
des valeurs régulieres de T.

Répétons pour enfoncer le clou : la valeur A\ est réguliere pour T s’il existe un
opérateur borné S € £(X) qui vérifie les deux propriétés suivantes :

— pour tout z € dom(T), on a z = S(Tz — Az);
—on a S(X) C dom(T), et pour tout y € X, on a y = (T — AIdx)Sy.

Soit T un opérateur sur un espace de Banach complexe X ; désignons par 2 I’ensemble
des A € C qui sont valeur réguliere de T ; pour A € Qp, on pose

RA(T) = A\ Idx —=T)7* € £(X)

et on appelle Ry (T) la résolvante de T.

Seuls les opérateurs fermés sont intéressants pour la théorie spectrale : en effet,
si T admet une valeur réguliere )\, I'opérateur (AIdx —T)™! est continu donc & graphe
fermé ; on en déduit que son inverse AIdx —T est fermé, et il en résulte facilement que
T lui-méme est fermé. Autrement dit : si T n’est pas fermé, T n’admet aucune valeur
réguliere, donc on a toujours o(T) = C.
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Soit T un opérateur fermé d’un espace de Banach X dans lui-méme ; remarquons
que pour tout A € C, 'opérateur AIdx —T est fermé. Si AIdx —T est bijectif de dom(T)
sur X, alors \ est une valeur réguliere car (AIdx —T)~! est fermé, défini sur un espace
de Banach, donc continu par le théoreme du graphe fermé 9.4.

Remarque 5.2.1. Dans le cas d’'un opérateur borné T € L£(X), on sait que T commute
avec Ry (T) pour tout A ¢ o(T); ici, la situation est un peu plus délicate, car Ry (T)T
est a priori un opérateur non borné dont le domaine est dom(T) alors que TR, (T) est
défini sur tout ’espace X. En fait le deuxieme opérateur est une extension du premier,

RA(T)T € TRA(T);

en effet, et en posant R = R (T) pour raccourcir, pour tout vecteur z € dom(T) on a
x = R(Ax—Tx) et pour tout y € X, on ay = (AIdx —T)Ry, donc pour z = y € dom(T),
ARz — RTz = x = ARz — TRx;
par conséquent, on a bien RTx = TRxz. De plus, comme y = ARy — TRy pour tout
y € X, on voit que 'opérateur TR)(T) = TR = AR, (T) — Idx est borné sur X (comme
on pouvait le suspecter & partir du moment ou cet opérateur TR (T) était défini sur

I'espace de Banach X tout entier).

Exemples.
1. Considérons 'opérateur M de multiplication par la fonction ¢ — ¢ sur Lo(R),
défini sur le domaine

dom(M):{fELg(]R):/R\t\Q\f(t)\th<+oo},

qui agit sur f € dom(M) par (Mf)(t) = tf(t); on a bien alors Mf € Ly(R). On peut
décrire 'appartenance de f au domaine dom(M) en une seule formule,

/R(1 FIR) [F(ORdE < +oo.

On montre assez facilement que M est fermé en utilisant les outils de la théorie de
I'intégration. Cherchons le spectre de M ; on suppose d’abord que A € R ; soit B = B(\, ¢),
e > 0; on peut considérer la fonction f = 1g, qui est dans dom(M), et qui est non nulle
dans Ly(R). On a
Af=Mf| = [A—t|1p < e 1p

car 1 est nulle la ou [t — A| > e. Ceci montre que ||Af — Mf|l2 < e f]l2; si 'inverse
Rx(M) de AId —M existait, il devrait vérifier |[Rx(M)|| > 1/e, pour tout € > 0, ce qui
est impossible. Il en résulte que A € o(M).

On suppose inversement que A ¢ R. Considérons la fonction continue g définie sur
R par g(t) = (A —t)7*; elle est bornée sur R par |Im A|~!. La multiplication M, est
bornée sur Ly (R) puisque g est bornée, et on va voir que My, = Rx(M). Si f € dom(M),
on voit que Mg(Af — Mf) = g(A —t)f est égale a f; on a bien My(Af — Mf) = f en
tant que classe. Inversement, si h € La(p), on vérifie que M, (h) € dom(M) ; en effet,

/ 2 | (M) (£) it = / 2 lg(6)h()] dt = / g (0)? [R(8) dt < +oc
R R R

parce que tg(t) est bornée sur R; ensuite on a bien (AId —M)(Mgy(h)) = h. On a ainsi
montré que M, = Ry (M).
En bref, le spectre de M est exactement I’ensemble des A € R : on a (M) = R.
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2. Nous allons montrer maintenant que le spectre de l'opérateur T = P! de
I'exemple B est vide : évidemment, 0 est valeur réguliere de T et Ro(T) = —P. Pour
A # 0, cherchons a résoudre ’équation Az — Tz = y, pour y € X donné (on cherche
z € dom(T) = im(P)). Puisque 'opérateur T est surjectif, on peut écrire y = Tz, avec
z = Py € dom(T). En appliquant P on trouve APz —z = z, soit \™lz — Pz = —X\71z. On
sait que A\7! n’est pas dans le spectre de P (qui est réduit & {0}) donc on peut résoudre,

= Ry1(P)(=X'2) = =X'Ry1 (P) (Py).

On vient donc d’identifier Ry(T) = —A"'R,-1(P) P. Finalement, on constate que tout
nombre complexe est valeur réguliere de T, donc le spectre de T = P! est vide.

3. Opérateur diagonal. Pour toute suite scalaire (p,)n>0, on définit un opérateur
(en général non borné) sur ¢5(N) dont le domaine est 1'espace vectoriel

E={zel: Z |inTn|* < 400}

et qui est défini pour z € E par (Tz),, = ppx,. On montre facilement que le spectre de
T est 'adhérence dans C de I'ensemble des valeurs (i, ),>0. Comme toute partie fermée
non vide F de C admet une suite dense, on trouve que pour toute partie fermée non vide
F de C, on peut construire un opérateur T d’un espace de Hilbert H dont le spectre o(T)
soit égal & F. L’opérateur T = P~ fournit un cas ou o(T) = ().

4. Considérons I'opérateur D de dérivation sur Ly(R), défini sur le domaine H*(R)
par Df = f’ (dérivée généralisée) ; on voit d’abord que si w est réel, la valeur imaginaire
pure A = iw n’est pas réguliere, car on va trouver une suite (f,) C dom(D) telle que

| full =1 et
(ATd=D)f = Mo — £} — 0.

A cet effet choisissons 6 € D(R) telle que [|0]|2 = 1, puis posons
1

fnl®) = 7= 9(%) elet

On vérifie que || full2 = ||0]]2 = 1, et

Malt) = falt) = —— =0/ ( L) "

n n n

dont la norme est n1(|6’||2, qui tend vers 0. Il ne peut donc pas exister d’inverse borné
pour AId —D.

Pour montrer que les valeurs A ¢ iR sont régulieres, on divise en deux cas : si
A =a+ ib avec a, b réels et a > 0, on montre (¢) que

+0o0
<mw@=w1 e g(s) ds.

Dans le cas a < 0, on integre depuis —oo. On conclut que o(D) = iR.

Le raisonnement utilisé dans ’exemple 2 précédent montre que
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Lemme. Soient T un opérateur injectif fermé d’un espace de Banach X dans lui-méme
et A une valeur réguliére non nulle de T ; alors A est une valeur réguliére de T~! et on

a
Ry 1 (T™) = —ATR\(T) = AIdx —A?Ry(T).

Preuve. — On veut résoudre pour tout y € X I’équation
(1) AN 'Idx —T Mz =y.

11 est tres facile d’identifier « si on suppose que y € dom(T) : dans ce cas on obtient
T(z — AT'z) = ATy en appliquant 'opérateur AT aux deux membres de ’équation, ce
qui fournit tout de suite Tz — Az = ATy, donc x = —AR»(T)Ty.

Le cas général ou on suppose seulement y € X est un peu plus délicat (voir la
remarque 5.2.1) ; on cherche x € dom(T~!) = im(T). Puisque \ est une valeur réguliere
pour l'opérateur T, on peut écrire y = (Aldx —T)z, avec z = Rx(T)y. On sait alors
que z € dom(T) = im(T™!), donc il existe u € dom(T™1) tel que 2 = T~1u. L’équation
proposée est donc

Nz —Tlo=y=X2—Tz=A T u—u=A"(- ) - T (=u).

Il en résulte que o = —Au convient. Par ailleurs, la solution zy de I’équation (1) est
unique, car At Idx — T~ est injectif : si v € dom(T™t) et Alv — T~tv = 0, alors
v = AT 1y € im(T~!) = dom(T) ; en appliquant T, on obtient Tv = Av, qui implique
v = 0 puisque \ est réguliere pour T. On a donc trouvé 'unique solution de 1’équation (1),

r=—-du=-ATz=-ATR\(T)y

qui est bien dans dom(T™1) (car u y est). On a ainsi montré que A' Idx — T~ est une
bijection de dom(T™!) sur X, dont l'inverse est —AT Ry (T); pour finir, on a vu a la

remarque 5.2.1 que TR (T) est borné, car égal a AR (T) — Idx. ///

Proposition. Le spectre d’un opérateur fermé T d’un espace de Banach complexe X
dans lui-méme est une partie fermée de C, et 'application A — R (T) est analytique sur
le complémentaire du spectre de T, a valeurs dans L(X).

Preuve. — Soit A\g une valeur réguliere pour T ; en introduisant Ty = T — A\gIdx on se
ramene a étudier la situation au voisinage de A = 0. L’opérateur Ty est une bijection de
dom(T) sur X, d’inverse S = —R,(T) € £(X); on veut montrer qu’il existe g9 > 0 tel
que ¢ soit valeur réguliere de Ty deés que || < gg. L’opérateur borné S vérifie les deux
propriétés suivantes :

— pour tout y € X, on a Sy € dom(Ty) = dom(T) et ToSy =y ;

— pour tout z € dom(T), on a STox = =.
Considérons l'opérateur borné V. = (Idx —eS)™! € L£(X), qui est certainement défini
quand |e| < g9 = ||S||7'. On va voir que l'opérateur S. = SV, = V.S convient comme
inverse borné de Ty —elIdx. Si y € X, le vecteur S,y = SV.y est dans I'image de S, donc
dans dom(T), et

(To —eldx)SVey = ToSVey —eSV. = V.oy — eSV.oy = (Idx —eS)Vey = v
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si z € dom(T), on a
Se(To —eldx)x = VS(Ty —eldx)z = Voo —eVSz = V. (Idx —eS)z =«

ce qui montre que Ty — e Idx est bijective de dom(T) sur X, d’inverse S. = —R.(Tp). En
développant V. au moyen de la série géométrique usuelle, on voit que

(2) —RE(T()) :S—|—5S2—|—5283+...

L’écriture (2) montre que € — R.(Ty) est développable en série au voisinage de 0, c’est-
a~dire que A — R, (T) est analytique dans l'ouvert .

/7

5.3. Adjoint hilbertien

Soient X et Y deux espaces de Banach et T un opérateur densément défini de X dans Y ;
on définit le transposé de T, qui est un opérateur de Y* dans X*, de la fagon suivante : le
domaine de 'T est défini comme étant 'ensemble des y* € Y* telles que la forme linéaire
y*oT :z € dom(T) — y*(Tx) soit continue (en ayant muni I’espace vectoriel dom(T) de
la norme induite par celle de X) : ceci signifie qu’il existe une constante C (dépendant
de y*) telle que

Vo € dom(T), |y*(Tz)| < Cllz|.

Dans le cas ou y* € dom(*T), cette forme linéaire y* o T, définie et continue sur le sous-
espace dense dom(T) C X, se prolonge de facon unique en une forme linéaire z* € X*
continue sur X. On pose alors ‘Ty* = z*. On a donc

("T)(y*)(z) = y*(Tx)

pour tous z € dom(T) et y* € dom("T).

Lorsque X et Y sont deux espaces de Hilbert et T un opérateur densément défini
de X dans Y, on définit un opérateur T* de Y dans X de la facon suivante : on posera
T*y = x si la forme linéaire £, associée & y € H est dans dom("T), et si la forme linéaire
0, = x* est égale & "T({,). Le vecteur y est donc dans le domaine de T* si et seulement
si la forme linéaire ¢ : u € dom(T) — (Tu,y) est continue sur dom(T) (muni de la norme
de X), c’est-a-dire qu’il existe une constante C (dépendant de y) telle que

Vu € dom(T),  |(Tu,y)| < Cllull;
le couple (y,x) € Y x X est dans le graphe de T* si et seulement si
(3) (Tu,y) = (u,z)

pour tout u € dom(T), ce qui signifie que z représente la forme linéaire ¢ (et son pro-
longement continu & X). On a donc

Gr(T*) ={(y,x) € Y x X:Vz € dom(T), (z,z) = (y,Tz)}.

En effet, la forme linéaire u — (Tu, y) est alors continue puisqu’elle est égale a u — (u, x)
et dans ce cas on a x = T*y par définition de ’adjoint. Il est clair que la condition
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(3) définit un ensemble fermé de couples (y,x), ce qui montre que T* est toujours un
opérateur fermé.

Redisons les choses d'une autre fagon, qui sera tres utile plus loin. Sur ’espace X XY
on introduit le produit scalaire

<(x7y>7 (xla y,)>X><Y = <$7 *T,) + <y7y/>

et on procede de méme sur Y x X. Ces deux espaces produit deviennent ainsi deux
espaces de Hilbert. Soit Ux y € L(X XY, Y x X) l'opérateur unitaire qui a (z,y) € X xY
associe (—y,z); ladjoint Uy y = Uyl vérifie Uk v(y,z) = (z,~y), c'est-a-dire que
Uk y = —Uy x. Le couple (y,z) est dans le graphe de T* si et seulement si on a pour
tout z € dom(T)

0= (y, —Tz) + {z,2) = ((y,2), (-T2 2))vxx,

ce qui signifie que (y,x) est orthogonal a toutes les images par Ux vy des points (z, Tz)
du graphe de T, c’est-a-dire que (y, ) est orthogonal au sous-espace Ux y(Gr(T)).

Le graphe Gr(T*) de I'opérateur adjoint T* est I'orthogonal de Ux y(Gr(T)) dans
lespace de Hilbert Y x X.

On voit a nouveau que Gr(T*) est fermé. Bien entendu, en modifiant notre interprétation,

0= <_w7 Z> + <y7 TZ> = <(_w7 y)a (Z, Tz)>X><Y7
pour tout z € dom(T), et il revient au méme de dire que

Uy x(Gr(T*)) est I'orthogonal de Gr(T) dans Iespace de Hilbert X x Y.

Voici une premiere occasion d’utiliser cette approche.

Proposition. Soient X et Y deux espaces de Hilbert et T un opérateur densément
défini de X dans Y ; si T est fermé, alors T* est densément défini, (T*)* =T et on a la
décomposition orthogonale

X x Y = Gr(T) ® Uy x(Gr(T*)).

Preuve. — Supposons T densément défini et fermé. Pour montrer que T* est densément
défini, on va montrer que y = Oy est le seul vecteur de Y orthogonal & dom(T*). Si y
est orthogonal & dom(T*), le couple (y,0x) est orthogonal & Gr(T*), donc (0x,y) est
orthogonal & Uy x(Gr(T*)) = Gr(T)*,

(Ox, y) c GT(T)J‘J‘ ;

puisque T est fermé, Gr(T) est un sous-espace fermé, donc Gr(T))*+ = Gr(T); on
obtient ainsi (Ox,y) € Gr(T), d'ou y = T0x = Oy.

On sait qu’en général Uy x(Gr(T*)) est I'orthogonal de Gr(T) ; si Gr(T) est fermé,
on en déduit que Gr(T) est l'orthogonal de Uy x(Gr(T*)); mais on a dit que le graphe
de (T*)* est l'orthogonal de Uy x(Gr(T*)). Il en résulte que Gr((T*)*) = Gr(T), ce
qui contient toute l'information voulue pour conclure que (T*)* = T. On a de plus la
décomposition orthogonale H = Z @ Z', vraie pour tout sous-espace fermé Z d’un espace

de Hilbert H.
///
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Proposition. Soit T un opérateur densément défini d’un espace de Hilbert X dans un
espace de Hilbert Y ; alors ker T* = im(T)*.

Preuve.— Soit y € Y ; on a y € ker T* si et seulement si, pour tout € dom(T), on a
(0, 7) = (y, Tz) ; cela a lieu si et seulement si y € im(T)~.

/7

Définition. On dit que T (densément défini sur un Hilbert) est symétrique si

(z, Ty) = (Tz,y)

pour tous x,y € dom(T). Cela revient a dire que T C T*. Un opérateur T de X dans
lui-méme est dit autoadjoint si T = T*. Tout autoadjoint est symétrique mais 'inverse
n’est pas vrai.

Exemples.

1. On va vérifier que 'opérateur M est autoadjoint. On voit facilement que dom(M)
est dense dans Lo(R) (parce que dom(M) contient toutes les fonctions de Lo(R) & support
borné). Il est a peu pres évident que M est symétrique,

<Mf,g>=/(tf dt—/f tg(t)dt = (f, Mg).

On en déduit dom(M) C dom(M*). Inversement, supposons que g € dom(M*) C Ly(R),
et considérons pour tout n > 0 la fonction f,, € dom(M) définie en posant pour presque
tout t € R

fo(t) = 11—y (D)g(t) ;

puisque g € dom(M*), il existe une constante C telle que pour tout n > 0, on ait
(M fn, 9)| < C| fnll2, ce qui donne

/_7; 2lg(t)2dt < C </_T; tz\g(t)Pdt)l/Z

d’otr résulte que [, t?[g(t)|*dt < C? < 400, soit g € dom(M). La vérification est finie.

2. On définit un opérateur Da sur X = L3(0, 1) (D comme dérivation, A parce qu’il
y aura des variations B, C de cet exemple), par son domaine

dom(Da) = Hy = {f € H'([0,1]) : f(0) = f(1) = 0}

et on définit ensuite Da f = f’ (la dérivée généralisée) pour toute f € dom(Dp). On
vérifie d’abord que H} = dom(Da) est dense dans X : c’est clair puisque H} contient
D(]0,1[), qui est dense dans Lo(0,1); on note que si g € H([0,1]), f € H{, on a en
utilisant 'intégration par parties dans H* ([0, 1])

1 1 1
<g,DAf>=/O g?z[gﬂé—/o g’fz—/o g f=- 1)

(le terme [Ll) est nul parce que f est nulle aux bornes par définition de Hj). On a
ainsi montré que le domaine de D% contient H' ([0, 1]), et que D% g = —¢'. Inversement,
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supposons que g € dom(D7,). Dire que (g,h) est dans le graphe de D7 signifie que
h =D g € X vérifie
<f7 h) = <DAf7 g>

pour toute fonction f € H}. On a donc si (g, h) € Gr(D%)

(4) /Olfﬁz—/olf’g

pour toute f € H}. Posons H(t) = fg

/Olfﬁz[fﬁ]é—/olf’ﬁ:—/olf’ﬁ,
/Olfca:/olf’ﬁ,

pour toute f € Hy. On remarque(9) que 'ensemble des f’, lorsque f € H}, est exactement
I'ensemble de toutes les fonctions k& de X = L(0,1) qui sont d’intégrale nulle sur [0, 1].
Cet ensemble des fonctions d’intégrale nulle est égal & (C1)*, et I’équation précédente
indique que H — g est orthogonale & (C1)+, donc H — g € (C1)*+ = C1. On obtient
que H — g est une fonction constante, donc ¢ = H + Cte ; comme H est une fonction de
H'(]0,1]), il en résulte que g € H. On a déja vu que H' C dom(D% ), et on a maintenant
dom(D?% ) C H', donc dom(D% ) = H! et pour g € dom(D%) on a Dig= —¢'.

h(s)ds. On obtient par intégration par parties

ce qui donne

On voit ainsi apparaitre une variante Dg de 'opérateur de dérivation, dont le do-
maine est

dom(Dg) = H'([0, 1])

et on définit ensuite Dgf = f’; on a obtenu que D}, = —Dg. D’apres le résultat sur
les double-adjoints, on a aussi D = —DAa. Si on travaille sur les complexes, on aura
envie de récrire les formules sous la forme (iDa)* = iDg, (iDp)* = iDa, mais ceci
ne donne pas encore un exemple de dérivation autoadjointe sur (0,1). C’est I'objet du
prochain exercice. L’exemple iDa est un opérateur symétrique, mais non auto-adjoint.
L’exemple iDg n’est pas symétrique, puisque son adjoint iDa a un domaine plus petit
que le domaine de iDg.

Exercice.

a. On définit un opérateur D¢ sur X = Lo (0, 1) par son domaine

dom(Dc) = {f € H'([0,1]) : £(0) = f(1)}

et on définit ensuite Do f = f (la dérivée généralisée) pour toute f € dom(D¢). Montrer
que iD¢ est auto-adjoint.

b. Soit D l'opérateur sur La(R), de domaine H(R), qui agit par Df = f’ (dérivée
généralisée). Montrer que iD est un opérateur autoadjoint sur Lo(R).
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Proposition. Soient H un espace de Hilbert et B un opérateur borné, hermitien et
injectif ; alors B™! est autoadjoint.

Preuve.— Le domaine de T = B™! est I'image im(B) de B; comme B est hermitien
injectif, cette image est dense ; en effet, si z est orthogonal & im(B), on a

0 = (By, z) = (y,Bz)
pour tout y € H donc Bz = 0, donc z = 0 puisque B est injectif. Il est évident que T est
symétrique : si 1, z2 € im(B), on peut écrire z; = By;, j =1,2 et
(Tz1, 22) = (Y1, By2) = (By1,y2) = (z1, Ta2).

Il reste a montrer que le domaine de T* n’est pas plus grand que im(B) ; si u est dans le
domaine de T*, il existe un vecteur v € H tel que

(Tz,u) = (z,v)
pour tout z = By dans im(B), donc puisque Tz =y

(y,u) = (By,v) = (y,Bv)
pour tout y € H, ce qui donne u = Bv, donc u € im(B) = dom(T). )

Proposition 5.3.1. Soient H et K deux espaces de Hilbert et T un opérateur fermé
densément défini de H dans K ; I'opérateur (Idyg +T*T) est injectif, son image est égale
a H et (Idg +T*T)™! est un élément positif de L(H). L’opérateur T*T est autoadjoint
et son spectre est contenu dans [0, 4o00].

Preuve. — Soit x € H; comme T est densément défini et fermé on a
H x K = Gr(T) & Uk u(Gr(T™)),
donc il existe deux vecteurs £ € Gr(T) et n € Gr(T*) tels que (2,0) =& — Uk u(n); en
d’autres termes, il existe z € dom(T) et y € dom(T*) tels que
(2,0) = (2,T2) + (T"y, —y).
Alors y = Tz, donc z € dom(T*T) et x = (Idg +T*T) z, ce qui montre que (Idg +T*T)
est surjectif. Soit z € dom(T*T) ; comme z € dom(T) et Tz € dom(T*), on a
((Idg +T*T) 2,2) = (2 4+ T*T 2,2) = (2, 2) + (T*T 2, 2) = || 2|* + | T2||*.
Alors
120> < ll2ll® + | T2]* = {(Idg +T*T) 2, 2) < [|2]| [|(Idg +T*T) 2],

donc ||z|| < |[(Idg +T*T) z| ; il en résulte que Idy +T*T est injectif, que 1'opérateur
inverse B = (Idy +T*T) ™! est continu et que ||B|| < 1. Enfin, considérons z; = By,
9 = Bya, avec y1,y2 € H; on a z1, x5 € dom(T*T) et

(y1,By2) = ((Idg +T*T) 21, 22) = (21, 72) + (Tx1, T22) = (By1,92),
donc B est hermitien ; de plus les égalités précédentes montrent que
(y1,By1) = (x1,21) + (Tay, Txy) >0

donc B est un élément positif de L(H). Par la proposition précédente, I'opérateur inverse
B! = Idyg +T*T est autoadjoint, donc T*T est autoadjoint. Comme l'opérateur B est
positif de norme < 1, on a o(B) C [0,1]; il en résulte que o(Idg +T*T) C [1, 00| et
o(T*T) C [0, 400l

/1
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5.4. Transformations et représentations

On peut appliquer la transformation de Cayley, qui est fondée sur l'utilisation de la
fonction t € R — (1 + it)/(1 — it) a valeurs dans le cercle unité, pour associer a tout
autoadjoint non borné T sur H un opérateur unitaire U sur H,

U= (Idg +iT)(Idg —iT)*.

Sous certaines hypotheses, on peut aussi faire le chemin inverse, et associer a certains
unitaires un autoadjoint, en général non borné.

Le calcul fonctionnel continu conduit au théoreme de représentation suivant, résultat
a partir duquel le calcul fonctionnel devient essentiellement trivial.

Théoréme 5.4.1. Soit T € L(H) un opérateur normal borné, défini sur un espace de
Hilbert complexe H ; il existe un espace mesuré (€2, i1), un opérateur unitaire U de H sur
Lo (2, 1) et une fonction mesurable bornée g € Lo (2, 1) tels que

T=U"oM,0oU,
ou M, € L(L2(S2, 1)) est I'opérateur de multiplication par la fonction g.

FEsquisse de preuve.— Donnons une idée de démonstration dans un cas plus simple, qui
sert de brique fondamentale pour la preuve générale : on supposera qu’il existe zg € H,
disons de norme 1, tel que l'espace vectoriel engendré par toutes les images T (T*)"xy,
m,n > 0, soit dense dans H. On note K = o(T) comme d’habitude et on note { = (x
la fonction z € K — z € C. On introduit une application linéaire ug de C(K) dans H en
posant

VfeCK), wuof=f(T)o.

L’image de la fonction constante 1 est le vecteur g donné ; 'image de ug est dense dans
H d’apres notre hypothese supplémentaire, car cette image contient tous les vecteurs
T™(T*)"xo, images des fonctions ("¢ ™. Introduisons une forme linéaire ¢ sur C(K) par

Ve CK), &(f) = (uof,zo) = (f(T)wo,z0);

la valeur £(f) est réelle quand f est réelle, car f(T) est alors hermitien, et positive si f
est réelle > 0, car f(T) est alors hermitien positif. On a (1) = (xg, xo) = 1. D’apres le
théoreme de représentation des formes linéaires positives sur C(K), on sait qu’il existe
une probabilité p sur K telle que

Vi e CK), &) = /K £() du(t).

On voit que ug est isométrique de C(K), muni de la norme de Lo (K, i), & valeurs dans
I’espace de Hilbert H : en effet,

[uo fIIf; = (f(T) zo, f(T) o) = (f(T)f(T) 2o, z0) = (uo(f[), x0) = /K |fI?dp.

On peut donc étendre ug en une isométrie U de Lo(K, 1) dans H, surjective car I'image
de ug est dense. On voit que pour f continue,

TUf =Tf(T)xo =uo(¢f) = UCS).

On voit donc que 'action de T dans H correspond, par ’équivalence unitaire donnée par
U, a la multiplication par la fonction g = (x dans Ly (K, p). )
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Corollaire. Soit T un opérateur autoadjoint (non borné) sur un espace de Hilbert com-
plexe H ; il existe un espace mesuré (€2, 1), un opérateur unitaire U de H sur Ly (€2, p)
et une fonction mesurable réelle g € Lo (2, 1) tels que

T=U"oM,0oU,

ot M est 'opérateur (non borné) de multiplication par la fonction réelle g.

Pour que I’énoncé soit complet, il faut préciser les correspondances entre domaines : on
pose

dom(MQ) = {f € LZ(QMU) 19f € L2(Q7:u)}
et on doit avoir dom(M,) = U(dom(T)).

Si on utilise comme unitaire U la transformation de type Fourier qui est définie sur
Li(R) par

VEER, f(t)= \/%/Rf(a:) e 1 g,

et qui est ensuite prolongée en isométrie de Ly (R), on voit que 'autoadjoint iD : f — if’,
de domaine H!(R), correspond par Fourier & I'opérateur M de multiplication par ¢t — t.

5.5. L’espace H{(Q)

On peut généraliser 'exemple A dans un ouvert €2 de R? ; on considere 'opérateur Vj
sur H = Lo (2, A) (A la mesure de Lebesgue), défini sur le domaine dom (V) = D(2) par
¢ € D(2) — Voyp, ou

vt eQ,  (Vop)(t) = (Ve)(t) = (Digp(t), .- ., Dap(t)) € K
ou D; désigne la jeme dérivée partielle de ¢. D’un point de vue plus global, on peut
considérer que t €  — (Vy)(t) est une fonction vectorielle, élément de 'espace de
Hilbert K = Ly(2, A, Kd), et Vg sera vu comme opérateur de H dans K. La fermeture
de Vg est 'opérateur V dont le domaine est I’espace vectoriel Hi () formé des fonctions

f € L2(Q) qui sont limite dans Lo d’une suite (¢,) C D(Q) telle que D;¢p,, converge
dans Lo vers une fonction g; pour j = 1,...,d. Ces fonctions g; auront la propriété

/Qijw: —/ngw

pour toute ¥ € D(Q); ce sont les dérivées partielles au sens des distributions de f, qui
seront encore notées D; f ; I'opérateur fermé V défini(®) sur H}(Q) agit par

(Dif,...,Daf)=VfeK.

On munit H}(Q) de la norme du graphe,

d
112 = /Q T /Q SOID; /2 = /Q (1712 + 1V 11).
j=1
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Muni de cette norme, l'espace H} est complet, et c’est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire

(F g =/Q(f§+Vf-V_g)-

Si on est sur un ouvert {2 d’'une variété riemannienne M, on a une notion de gradient
pour les fonctions différentiables définies sur 2, et on peut généraliser la discussion
précédente a ce cadre. Il faut noter une différence : les valeurs du gradient V,, f, m € M,
sont dans des espaces vectoriels différents quand m varie, puisque V,,f appartient a
I’espace tangent T,,M a la variété au point m. Cela n’empéche pas de définir un espace
de Hilbert K analogue au précédent.

Injection de H}(Q) dans Ly(R?)

Si ¢ est une fonction de D(Q), on la prolongera en une fonction E¢ définie sur R? en
posant simplement (Ep)(z) = p(z) siz € Q et (Ep)(z) =0si x ¢ Q. Il est clair que Eg
est C°° sur R%. On a

) L@@ = [ fe)P s < el

pour toute ¢ € D(QQ). Il est clair en particulier que 'application E définie sur D(2) est
continue de la norme H'(Q) vers Ly(R?) ; comme Pespace H{ () est précisément défini
comme adhérence de D(£2) dans H!(£2), il en résulte que I'application E se prolonge en
application continue de H}(€) dans Ly(R?). Il s’agit moralement de I'injection canonique
du premier espace dans le second. On a alors

Théoréme. Soit @ C RY un ouvert borné ; I ‘injection E est un opérateur compact de
H}(Q) dans Lo (R?).

Preuve.— On va appliquer le théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov sur la relative
compacité dans L, (Rd) d’un ensemble de fonctions A, ici avec p = 2, et

A={Ep:p D), [[o|lm <1}

Ce théoreme comprend trois clauses dont deux sont évidentes ici. Tout d’abord, A est
borné dans L (Rd) d’apres (5) ; ensuite, toutes les fonctions Eg sont a support dans le
compact fixé Q (c’est ici qu’intervient I’hypothese Q borné). Il reste & voir la clause sur
I’équicontinuité des translations.

On montre que ||f, — fll2 < |v| pour toute fonction f € A et tout vecteur v € R,

ou f,(z) = f(x —v). Pour cela on écrit

flz+v)— f@) = /0 (VF)(@ + sv) - vds,

puis avec Cauchy-Schwarz suivi de Jensen

2

(f(z+v) = f(2)* = </01(Vf)(a:+sv) -vds) <
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(/01 (V)@ + sv)l o] ds)2 < Juf? /01 (VF) (@ + sv)|? ds.

Par Fubini on obtiendra

o= £l = [ (Flat0) = e <lof [ [ (V0 + o) dods =

1
o [N, s = R |01 )

cette relation montrée pour des fonctions régulieres se prolonge par densité a toutes les
fonctions de H}(Q); pour toute fonction f dans image E(H}()) ¢ HY(R?), elle se
résume en

(6) Yo e RY | fo — fll2 < [ IV £l

elle donne || f, — f||2 < |v| pour tout vecteur v € R? et toute fonction f € A, d’apres la
définition de A. On a ainsi montré I’équicontinuité des translations sur I’ensemble A, ce
qui permet de conclure.

1/

Inégalité de Poincaré

On désigne encore par € un ouvert borné de R?. Reprenons le contenu de I'inégalité (6),
en prenant pour vy = v un vecteur assez grand pour que {2 — vy soit disjoint de €2 ; pour
x € Q, on a alors f(z —vp) = 0. On aura donc f,, — f = —f sur , donc

[ llea@) = [foo = FllLa@) < Mlfoo = FllLo@ey < Jvol 1V £y

ce qui constitue I'inégalité de Poincaré : si 2 est un ouvert borné, il existe une constante
C (dépendant de ) telle que

[Ir@Ppar<c? [ (@,
Q Q

pour toute fonction f de H} (). On peut prendre pour C la norme du vecteur vg.
/1

La démonstration précédente montre que la condition {2 borné n’est pas nécessaire,
puisque nous avons simplement utilisé ’existence d’un vecteur vy tel que €2 — vy soit dis-
joint de €2 ; cela serait encore vrai pour une bande infinie mais de largeur finie. L’inégalité
de Poincaré montre que dans le cas d’un ouvert borné, la quantité

([ 1wn@ias)”

définit une norme équivalente sur espace H}(€2).
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Opérateur laplacien sur un ouvert borné

Gardons notre ouvert € borné dans R%. On remarque pour commencer que image de
Popérateur V de H = Ly(Q) dans K = Ly(Q, A, K%), de domaine H}(Q), est fermée
dans l'espace de Hilbert K : si une suite (Vf,,) converge vers une fonction vectorielle
k= (ki,...,kq), U'inégalité de Poincaré montre que la suite (f,) est de Cauchy dans Lo,
donc converge vers f € La(€), ce qui montre que (f, k) est dans I'adhérence du graphe
de l'opérateur V, qui est fermé, donc k = V f est bien dans F = im(V), qui est donc un
sous-espace vectoriel fermé de ’espace de Hilbert K.

Cherchons le domaine de V* ; une fonction vectorielle k € K est dans dom(V*) si
et seulement si la forme linéaire

feH(l)(Q)—>/QVf~E

est Lo-continue ; mais puisque 'espace image F est fermé, on peut écrire k = Vg + k;
pour une certaine fonction g € H{(£2) et pour une k; L F; en nous restreignant au cas
ou f € D(Q) est une fonction test de la théorie des distributions, on a donc

/QVf.E:/QVf.v—g=—<A<§>,f>

ou A désigne le laplacien au sens des distributions; dire que cette forme linéaire est
Lo-bornée signifie que la distribution A(g) «est» une fonction de Lo(€2), donc

dom(V*) = {Vg + k1 VRS H(l)(Q)v Ag € L2(Q)7 ki L F}

On a donc
dom(V*V) = {f € Hy(Q), Af € Ly(Q)},

et opérateur V*V agit sur les fonctions du domaine par

ce qui montre que —A, défini de cette fagon, est un opérateur autoadjoint positif (d’apres
le théoreme 5.3.1). Il faut bien faire attention qu’il n’y a pas un unique «opérateur», au
sens de ce chapitre, qui mérite de s’appeler Laplacien. Nous avons privilégié un cas de
figure, qui correspond au probleme de résoudre Au = f, avec f donnée dans I'ouvert €2,
et u inconnue, mais qu’on veut nulle au bord (condition au bord dite de Dirichlet). Sur
une variété riemannienne, la méme approche a partir d’un opérateur gradient fournira
un opérateur Laplacien.

La définition du domaine de A, qui a été obtenue par la théorie des pages précédentes
et qui ne parle que de Af sans isoler les dérivées partielles secondes individuellement,
peut sembler un peu curieuse. En fait, si 2 est un ouvert régulier, on peut montrer que
toutes les dérivées partielles secondes de f sont dans Ly (€2) quand Af € Ly(€2) (voir le
livre de Brézis par exemple ; cette affirmation est facile par Fourier dans le cas 2 = Rd).

D’apres la théorie générale, Id +V*V est une bijection de dom(V*V) sur Lo (),
d’inverse B borné et hermitien. On va voir que B est de plus compact. Supposons que
h € Ly(2), f =Bh € dom(V*V); on a

(h,Bh) = (h, f) = (Id+V*V)f, f) = I f]3 + I VFII5.
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On peut faire parler cette relation, de facon plus ou moins précise. Tout d’abord,

1£IEn = IF13 + IV AIZ = (R £) < NRll2llfll2 < MRzl lle

montre que ||Bh|g: = ||f]lm < ||k]|2, ce qui montre que B envoie la boule unité de Lo (£2)
dans celle de H; = H(£2), qui est compacte dans Lo (Q) ; 'opérateur injectif B est donc
un endomorphisme compact de Ly(§2). Comme tel, il admet une diagonalisation dans
une base orthonormée. Remarquons que 1 n’est pas valeur propre de B : si Bh = h, les
relations précédentes donnent

R]I3 + IVA[IZ = (h, h) = ||All3,

donc Vh = 0 et h = 0 par Poincaré, puisque h = Bh € H}(Q).

L’opérateur B est hermitien positif injectif, de norme 1 et 1 n’est pas valeur propre :
on peut ranger ses valeurs propres dans une suite pu; > o ... qui tend vers 0 par valeurs
positives, et 1 < 1. Les fonctions propres ¢,, vérifient

1
©n —A@n = — ¥n,
1

n

soit

1—
—Ap, = Mn@n.
n

On obtient pour —A une suite croissante (\,) de valeurs propres > 0, qui tend vers +o00.

Exemples

L’exemple le plus élémentaire du Laplacien-Dirichlet (on s’intéresse aux fonctions nulles
au bord) est le cas de 'ouvert 2 = (0, 7) de la droite réelle. Dans ce cas, on voit que

on(x) =sin(nz), n=1,2,...

donne une base orthogonale de Lo(0,7) formée de fonctions propres du «Laplacien»,
réduit ici & f — f”; on trouve les valeurs propres de —A,

Ay =n% n=1,2,...

Un autre exemple simple est celui de la plaque carrée (0, 7)?; on trouve une suite double
de fonctions propres,

©m.n(x,y) = sin(mz) sin(ny), m,n=1,2,...
et les valeurs propres de —A,
Amon =m?+n? mn=12,...

Un autre cas calculable, bien que beaucoup plus difficile, est celui du disque unité de R? ;
on trouve encore une double infinité de fonctions propres,

Onk(2,y) = Jn(pin k) cos(nbh), n=0,1,...
Y k(2,y) = Jn(pn k) sin(nd), n=1,2,...

ou x =rcosf, y =rsinf, ou J, est la fonction de Bessel d’indice n, pour n = 0,1, ...,
et (fin,k)k>1 est la liste des zéros > 0 de la fonction de Bessel J,,.
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Quand on a une base de fonctions propres du Laplacien, on peut se faire une idée
de la résolution de I’équation des ondes dans le domaine (2,

82

gz~ e

ou x représente le collectif des variables d’espace et t le temps. La théorie montre que
ces fonctions propres sont nécessairement C* dans 'ouvert €). Si les fonctions propres
sont les (yp,(z)), avec

_ASOn - )\nSOn,

on posera (sous réserve de justifications qu’on ne trouvera pas ici)
u(zx,t) = Z cn cos(V/ Ant) @n ().
n

La fonction u reste nulle pour x au bord de 'ouvert. L’état initial, a l'instant ¢ = 0,
correspond au développement de la fonction «valeur initiale» dans la base de fonctions
propres,

u(x,()) = Z Cn Spn('r)'

n

On peut tenir des considérations analogues pour ’équation de la chaleur,

0

~ =A,
ot

avec cette fois

u(z, t) = Z cne Mt o ().

Notes du chapitre 5

(2) Disons simplement ceci : une suite (¢,) C D(R) tend vers 0 dans I'espace D(R) si

toutes ces fonctions sont a support dans un méme compact, et si pour tout k € N les
dérivées k-iemes (goglk)) convergent uniformément vers 0. Si T est une distribution, on
doit alors avoir Ty, — 0.

(P) Soit » € D(R) d’intégrale nulle, & support dans un intervalle compact [a,b]; la
fonction ¥ définie par ¥(x) = ficoo P(t)dt est de classe C*°, mais de plus elle est a
support compact : on a bien str ¥(xz) = 0 quand = < a, mais aussi pour = > b

z b
U(z) = / Y(t)dt = / Y(t)dt = / Y(t)dt =0;
e . R
donc ¥ € D(R) et 1 est bien une dérivée. Inversement, il est clair que les dérivées des

fonctions de D(R) sont d’intégrale nulle.

(¢) On doit montrer que la fonction f définie sur R par
+oo
VieR, f(t)= e)‘t/ e g(s)ds
t
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est dans Lo (R) quand g € Ly(R), et que sa dérivée généralisée vérifie A\f — f/ = g. Pour le
premier point, on peut observer que f est la convolution de la fonction z — 1,0} e,
qui est intégrable sur R parce que Re A > 0, avec la fonction g € Ly(R), et se rappeler
que L1 (R) * Lo(R) C Ly(R). Pour le second point, on utilisera la formule (IPP).

(4) Si k€ Ly(0,1) est d’intégrale nulle, on pose

on voit que K € H([0,1]) vérifie K(0) = K(1) = 0. Inversement, si K est dans H}, on a

0 = K(1) — K(0) = /1 K (f) dt.

On peut montrer que H} est en fait ’'adhérence de D(]0, 1[) dans H*(]0, 1]) : soit K € H},
de dérivée généralisée k € Ly(0,1), & d’intégrale nulle ; on peut approcher k (dans Ls)
par une fonction kg d’intégrale nulle et de plus, nulle en dehors de [e,1 — €|, pour un
e > 0 suffisamment petit. En convolant kq avec une fonction de D(R) a petit support, on
obtient une nouvelle fonction k;, proche de ky, d’intégrale nulle, et de plus k1 € D(]0, 1]).
La primitive K; de kj est encore dans D(]0, 1[), et elle est proche en norme H! de la
primitive K de k.

(¢) On a défini H}(Q2) en prenant 'adhérence dans Ly(R)4T! de I'ensemble des (¢, V)
pour ¢ € D(Q). Cette adhérence est exactement le graphe de 'opérateur V de domaine
H}(Q) : pour étre complet, il faut voir que cette adhérence est bien un graphe, c’est-a-
dire que si (0, g) est la limite d’une suite (¢, V,,) pour (¢,) C D(Q2), alors g = 0. Si
1 € D(Q) est donnée, on a pour tout net j=1,...,d

[ ©pn)ids =~ [ u(0;0) da

on obtient a la limite, en notant g; la jieme composante de la fonction vectorielle g

/ g;¢¥dxr = 0.
Q

Comme D(2) est dense dans Ly(€2), il en résulte que g; = 0 pour tout j, donc g = 0.
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6. Appendice A. Calcul fonctionnel holomorphe

Un cycle I' dans un ouvert 2 du plan complexe est une somme formelle I' = Zgzl Yns

ot chaque 7, est un chemin fermé (continu) dans €2. On pose quand f est une fonction
complexe continue dans {2

/Ff(z) dz = ni/y () dz.

On considérera un segment (orienté) I = [A,B] C C comme un chemin de A & B, et on
calculera

/If(z)dz:/o f(1=t)A+1tB)(B—A)dt

Si I =[A,B], on notera [B, A] = —I. On voit que

/If(z) dz = —/If(z) dz.

On note H(2) I'espace vectoriel des fonctions complexes f qui sont holomorphes dans
louvert Q. On désignera par I'* I'ensemble (compact) formé par la réunion des images
des chemins fermés ~,,, n =1,...,N.

Lemme 6.1. Si ) est un ouvert de C et I' un cycle dans (2, tel que

. 1 1
indp(z) = %/pt—zdt

soit égal a 0 pour tout z ¢ 2, on a

f(2)indp(z) = 1 f(t)

21 Jpt—2z

dt

pour tout z € Q\ I'* et toute fonction f € H(Q). I en résulte que

/Ff(t)dtzo

pour toute fonction f € H(Q).

Esquisse de preuve.— Soit f € H(Q2); on introduit la fonction h définie sur Q2 par
t _
t—w

quand t # w et h(t,t) = f'(t). On montre que la fonction g définie sur  par

g(w) = /F h(t, w) dt
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est holomorphe. Par ailleurs, ’ensemble
Q ={weC\I" :indpr(w) =0}
est un ouvert, et C = Q U ;. On peut définir une fonction holomorphe g; par

t
Yw € Ql, gl(w) = th dt
Ttlt—w

et les fonctions g et g; coincident sur 2 N €2y, ce qui permet de définir une fonction
holomorphe G sur C en les recollant. Mais G tend vers 0 a l'infini, donc elle est nulle
par le théoreme de Liouville. La nullité de G = g sur €2 fournit le premier résultat. Pour
le second résultat, appliquer le premier a la fonction g(z) = (z — 20) f(2), ol zg est un
point fixé de 2\ I'*.

Lemme 6.2. Si Q est un ouvert de C et K un compact contenu dans (2, il existe un
cycle T' dans ), qui ne rencontre pas K et tel que

2w Jot— 2

1 1
(1) indp(z) = —/ dt
r
soit égal a 1 pour tout z € K et égal a 0 pour tout z ¢ 2. 1l en résulte que

1) =5 [0

= dt
2ri Jpt—z

pour tout z € K et toute fonction f € H(Q).

Preuve. — La preuve est tres simple dans son principe, mais un peu longue a raconter,
surtout sans l'aide d’un dessin ; le lecteur aura tout intérét a faire ce dessin lui-méme.
On choisit § > 0 tel que v/2§ < dist(K, Q¢), on considere la grille formée de toutes les
verticales x = jJ et toutes les horizontales y = k9, j, k € Z. Introduisons une terminologie
locale qui va nous aider a décrire la situation : pour chaque couple (j, k) € 72, le point de
grille P; ;. est le point (56, kd) ~ §(j + ik) € C, le carré de grille ¢ = ¢, est 'enveloppe
convexe des quatre points de grille P, Pjt1 x, Pjt1,541,Pjrt1. Le bord orienté (dans
le sens direct) du carré de grille ¢; 5 est le chemin fermé ~v;, = 7(g;x) comprenant
les quatre segments de grille 1 x = [P, Pjtr1k], Jj+1.6 = [Pjt1.k, Pjt1,k+1], suivi de
[Pj+1.64+1, Pjkt1] et [Pjry1,Pjx] (qui sont égaux a —I; 511 et —J; 1 ; les segments de
grille sont orientés, I est considéré différent de —I). Chaque segment de grille I apparait
dans le bord orienté d’un unique carré de grille g, et le carré ¢’ correspondant a —I est
différent du carré g correspondant a I. Par exemple, I, ; n’apparait que dans v; j, bord
de ¢ = g1 et —1;; n’apparait que dans v; ,_1, bord de ¢’ = ¢j k1.

On considere la famille (finie) Q de tous les carrés de grille ¢ qui rencontrent K ; il
résulte de la condition sur d que ces carrés sont contenus dans €2, et il est évident que la
réunion de ces carrés q couvre K. On considere le cycle I'y qui est la somme des parcours
des bords orientés ~y(q) des carrés ¢ € Q. Le cycle I'g possede la propriété suivante : si
un segment de grille I rencontre K, alors I et —I apparaissent exactement une fois dans
I'g; en effet, si I rencontre K et fait partie du bord du carré de grille g, alors —I fait
partie du bord d’un carré ¢’ # ¢ ; évidemment ¢ et ¢’ rencontrent K, donc font partie de
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la famille Q, par conséquent y(q) et v(¢') sont deux termes de la somme T'g; I'un fait
intervenir I et ’autre —I. Aucun autre carré de grille ne fait intervenir I ou —I.

Si z appartient a l'intérieur d’un carré de grille ¢ dont le bord orienté est v(q), il
est clair que l'indice de v(q) par rapport a z est égal a 1. Si de plus le carré ¢ est dans
la famille Q, ce chemin fermé ~y(q) est I'un des chemins qui forment I’y ; le point z est
extérieur aux autres carrés de grille ¢’ # ¢ de la famille Q, donc 'indice de 7(¢’) par
rapport a z est égal a 0, et au total I'indice de I'y par rapport a z est égal a 1; en
revanche, si 2z’ n’est pas dans (Q, il est extérieur a tous les carrés ¢’ € Q qui sont, eux,
contenus dans (2, donc l'indice de 'y par rapport a z’ est égal & 0. Appelons (xx) cette
propriété d’un cycle I' : pour tout point z qui est intérieur a un carré de grille de la
famille Q, l'indice de I' par rapport a z est égal a 1, et pour tout point z qui n’est pas
dans €2, l'indice de I' par rapport a z est égal a 0. Le cycle initial I'g vérifie (xx).

On simplifie le cycle I'y de proche en proche de la fagon suivante : supposons I,
atteint, formé d’'un nombre fini de chemins fermés v, constitués par des segments de
grille, et vérifiant la condition suivante : le cycle I';,, vérifie la condition (xx), et si un
segment de grille I rencontre K et apparait dans I',,, alors I et —I apparaissent exactement
une fois dans T',,.

On a vu que cette condition est vraie pour I'g. Expliquons le passage a I';,41 : si un
des segments I de I',, rencontre K, alors I et —I apparaissent chacun une fois dans Iy, ;
si c’est dans deux chemins vy, v, différents, on recolle ces deux chemins en un seul, en
supprimant T et —I : si I = [A, B] apparait dans -y, faisons partir le chemin fermé ~, du
point B; le chemin fermé ~, doit conduire de B & A, pour se fermer avec I; de méme
Ym conduit de A a B, pour se fermer avec —I; on obtient un chemin fermé sans I ni —I
en suivant d’abord v, de B a A puis 7,, de A a B. Si I et —I apparaissent dans le méme
chemin fermé ~,, on coupe ce chemin en deux chemins fermés en supprimant I et —I :
en effet, le parcours 7' de B & A obtenu ci-dessus en supprimant I dans v, doit traverser
—I = [B, A]; on repasse donc au point B, ce qui donne un premier chemin fermé ~,
puis on repart de A jusqu’a A pour un deuxiéme chemin fermé 5. Pour toute fonction
f holomorphe au voisinage du cycle on a

/Fn F(t)dt = /FW £(t) dt

car on a supprimé deux parcours opposés. La condition (%) reste donc vraie pour I'; 11 ;
comme on supprime en méme temps I et —I, il est clair que ’autre condition sur I',, est
préservée.

On arrive finalement & un cycle I' qui ne rencontre plus K et vérifie (xx). Soit z un
point de K ; il est contenu dans un carré g € Q ; si z est intérieur a ¢, on sait que 'indice
de I' par rapport a z est égal a 1; si z est sur le bord de g, il est limite de points de
I'intérieur de ¢, et par continuité, I'indice est égal & 1 aussi. Pour les points 2’ ¢ Q on
sait que l'indice est nul : on a ainsi obtenu la condition (1) pour le cycle T'.

1/

Corollaire 6.3. Soient 2 C C un ouvert et K C €) un compact ; il existe un ouvert w
tel que K C w C Q et tel que toute f € H(QQ) soit limite uniforme sur w de fonctions

rationnelles de la forme .

Cs
Z—>E J ’
Z—)\j

J

1

ou les \; sont des points de Q \ K (et méme de Q \ w).
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Preuve. — A partir de K et 2 on construit le cycle I' du lemme précédent. On désigne
par € > 0 la distance de K au fermé I'* U Q¢ (I'"* est I'image de I') et on pose

w={z:d(z,K) <e/2}.

On a bien K C w C €. Il suffit pour finir de discrétiser I'intégrale de Cauchy sur le cycle
I' du lemme précédent ; les points A; sont pris dans le parcours de I' : ils sont donc dans
I’ensemble Q2 \ w, qui est contenu dans 2\ K. ///

Calcul fonctionnel holomorphe

Si a est un élément d’une algebre de Banach unitaire complexe A et si f est une fonction
holomorphe dans un voisinage du spectre de a, introduisons un ouvert ) contenant
K = o(a) et tel que f € H(f2), et un cycle T' qui vérifie la condition du lemme 6.2.
Considérons l'intégrale de Riemann vectorielle

Jr(a) =57 /f (z1p —a)tdz € A.

On montre que cette intégrale ne dépend pas du cycle I' choisi, en appliquant une forme
linéaire continue quelconque sur A et en utilisant le résultat connu dans le cas scalaire,
donné par le lemme 6.1 ; ceci permet de nommer f(a) I’élément fr(a) de A ainsi obtenu.
Expliquons cette indépendance : si I'y et I's sont deux cycles dans €2; D K et 25 D K,
qui vérifient les conditions du lemme 6.2, et si g est holomorphe (scalaire) dans ©; \ K
et Q9 \ K, considérons l'ouvert w = (27 U Q) \ K; la fonction g est holomorphe dans w,
le cycle I'y — I's est un cycle dans w qui vérifie les conditions du lemme 6.1, donc

/1“1 g(t)dt = /1“2 g(t) dt.

9(2) = &(f(2) (z1a —a) ),

La fonction g est de la forme

ou £ est une forme linéaire continue sur A.

Apres avoir défini f(a), on peut développer la théorie du calcul fonctionnel holo-
morphe et étudier les propriétés de 'application H, qui associe 1’élément f(a) e Aa
chaque fonction f holomorphe au voisinage du spectre de a € A. Les premiers résultats
consistent & montrer que f(a) est bien ce qu’on attend quand f est un polynéme ou
une fraction rationnelle. On consultera Rudin, Functional Analysis, par exemple. Pour
ne pas laisser le lecteur completement sur sa faim, jetons lui quelques miettes. Lorsque
f =1 (la fonction constante) on peut prendre 2 = C et pour I" un cercle de tres grand
rayon 7. En développant (215 — a)~!, lorsque |z| = r, en série de puissances de a/z on
voit facilement (revenir a la section 2.3) que

0
= 1a.
27r1nz/1ﬂz”+1 - A
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On montre de la méme facon que si fi(z) = 2*, k > 0, on obtient H,(fx) = a*. Ainsi
'H, coincide avec le calcul polynomial usuel, dans le cas des fonctions polynomiales.

Posons 7)(z) = (z — A\) 7! et aussi 7a(a) = (a — Aa)tsia € Aetsi A& o(a). Un
premier objectif est de vérifier que 7)(a) = r)(a). On note d’abord que

1 _

(a=Ala)fla) = 5~ [ (a=Ala)f(2)(21a —a) tdz
1 T

en utilisant des limites de sommes de Riemann et le fait que le produit par a — A1 est

une application linéaire continue de A dans A. On vérifie ensuite que si f = r),

(@ — M) ra(2)(21a —a) ™ = —ry(2)1a + (214 —a) 7}

il en résulte que 7)(a) = rx(a) quand A ¢ o(a) : on peut choisir un ouvert €2 contenant
le spectre K = o(a) et tel que A ¢ Q, puis le cycle I' dans 2 ; comme A ¢ Q, I'intégrale
de ry sur T est nulle, et on a dit que celle de (215 —a)™ vaut 27i 14. On a donc

(a — \a) 72 (a) = La.

Ensuite la relation 7y (a)r,(a) = (ra(a) — ru(a))/(A — 1) permet de montrer que
I'image par H, de la fonction produit z — rx(2)r,(2) est égale au produit ry(a)r,(a).
En utilisant ensuite le résultat d’approximation donné par le corollaire 6.3, on montre
que le calcul fonctionnel holomorphe donne un homomorphisme : si f, g sont holomorphes
dans un ouvert Q qui contient K = o(a), on introduit 'ouvert w du corollaire 6.3, puis un
cycle I dans w vérifiant les conditions du lemme 6.2 par rapport a w. On peut approcher
[ et g uniformément sur I'* C w par des combinaisons linéaires de fonctions 7y, A ¢ w,
et on en déduit que I'image par H, de la fonction produit fg est égale a f(a)g(a).

_ Quand les choses sont suffisamment avancées, on abandonne la notation provisoire
f(a), et on écrit simplement f(a), pour toute fonction f holomorphe dans un voisinage
du spectre de a. On montre le théoréme spectral,

o(f(a)) = f(o(a)).

Remarque. Il est évident que si f est nulle dans un voisinage du spectre de a, alors
f(a) = 0; mais le fait que f soit nulle sur le seul spectre de a n’implique pas que
f(a) = 0 : 'exemple le plus simple est fourni par f(z) = z et un élément non nul a tel
que o(a) = {0}, par exemple une matrice nilpotente dans A = M,,(C). On a vu que dans
ce cas, f(a) = a # 0, bien que f soit nulle sur le spectre.

A titre d’exercice tres instructif, on pourra calculer f(J) pour une matrice de Jordan
J de taille n x n, telle que J; ;41 = 1si1 <i<netlJ;; =0sij—14# 1. On pourra
passer ensuite a f(S*), o S* est I’adjoint hilbertien du shift S de ¢2(N).
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7. Appendice B. Représentations des C*-algebres

7.1. Hermitiens positifs dans le cas abstrait

Soit A une C*-algebre unitaire ; désignons par P = Pa la classe des éléments hermitiens
positifs dans A, c’est-a-dire les hermitiens b € A tels que o(b) C [0, +00[, ou bien, ce qui
revient au méme par calcul fonctionnel, les hermitiens b qui sont le carré a? d’un autre
hermitien a (Lemme 3.3.1); il est clair que ’ensemble P est stable par multiplication
par un réel s > 0.

On note qu’'un élément hermitien a est dans P si et seulement si pour s > 0 assez
grand, on a ||a — sla|| < s. En effet, d’apres la proposition 2.2.5, on a

la — slal| =rs(a —slpy) =max{|t —s|:t € o(a)}
et puisque o(a) C R, on a
max{|t —s|:t€o(a)} <s

si et seulement si tous les éléments ¢ du spectre de a sont dans 'intervalle [0, 2s], ce qui
se produit si et seulement si a est positif et ||a|| < 2s.

Lemme. L’ensemble P est un cone convexe : si ay,as sont dans P et si A1, Ao sont des
scalaires > 0, alors \1a; + Aoas € P.

Preuve. — Si a1 et ag sont dans P, alors les inégalités vraies pour s; > ||a,l|, j = 1,2
(a1 + a2) — (s1+ s2)1a|| < |lar — s11al| + [Jaz — s2la|| < 81+ 52

impliquent que a; 4+ as € P. )

Soit z € A un élément quelconque, et posons a = x*x ; il est clair que a est hermitien,
mais on veut montrer que a € P. Ce fait est évident lorsque A = £L(H), mais pas dans le
cadre abstrait. Ce qui est facile a partir de la remarque précédente, c’est que x*z + x z*
est hermitien positif : on peut écrire x = ¢ + id avec ¢, d hermitiens ; on voit que

e +aat =2(2+d?),
donc x*x + x x* € P d’apres le lemme précédent.

Lemme 7.1. Pour tout x € A, I’élément hermitien x*x est positif.

Preuve.— Supposons que a = z*x ne soit pas positif, c’est-a-dire que o(a) contienne
un point Ao < 0. On va commencer par voir qu’on pourrait alors construire un autre
élément y tel que y*y soit négatif. L’idée est de «localiser» x, grace au calcul fonctionnel,
14 ol a serait négatif. Soit f une fonction continue sur R telle que f(\o) = |Xo| /2, et
f nulle sur [0, 400 ; posons y = zf(a) € A;on a

y'y = fla)z"z f(a) = f(a)a f(a),
qui est I'image de la fonction g : ¢t € o(a) — t|f(t)|*> par 'homomorphisme de calcul
fonctionnel ; la fonction g est < 0 sur o(a), et g(Ag) = —1, donc y*y = g(a) est négatif,
et par le théoréme spectral, —1 = g(\g) est dans le spectre de y*y = g(a).

Comme y*y + yy* est positif, il en résulte que yy* = (y*y + yy*) + (—y*y) est
positif. Mais un exercice classique nous dit que o(yy*)\ {0} = o(y*y) \ {0}, donc on doit
avoir —1 € o(yy*), contradiction. ///
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Complément. Résolvons ce petit exercice : si 1 n’est pas dans le spectre d’un produit
uv, c’est que 15 — uw est inversible. Mais alors on vérifie sans peine que

Ia+v(la —uw)tu

est I'inverse de 15 — vu. On conclut que 1 € o(uv) si et seulement si 1 € o(vu). Dans la
preuve du lemme précédent, on aurait aussi pu dire : on sait qu’il existe u de norme 1
tel que y*yu ~ —u, donc y y*yu ~ —yu, ce qui montre que —1 € o(yy*) car les relations
1~ Jly*yu|l < |ly*|| ||yu|| montrent que v = yu n’est pas nul.

Proposition 7.2. Soient A une C*-algébre unitaire et a € A ; les conditions suivantes
sont équivalentes :
(1) il existe b € A tel que a = b*b;
(ii) il existe b € A tel que b = b* et a = b?;
(#i7) I’élément a est hermitien et o(a) C [0, +oo].
Preuve. — Supposons (i) vérifiée ; I'élément a = b*b est hermitien et son spectre est
dans [0, 400[ d’apres le lemme 7.1. L’implication (ii) = (i) est évidente. L’équivalence
entre (i7) et (ii7) est contenue dans le lemme 3.3.1.

/!

7.2. Théoréme de représentation dans une algébre L£(H)

Soit A une C*-algebre unitaire ; si b € A est hermitien positif et ||b|| < 1, le spectre de b
est contenu dans [0, 1], donc

o(la—b)={1—-XA:Xea(b)} Cl0,1];

par conséquent, on a ||[1o —b|| = rs(1a —b) < 1 par la proposition 2.2.5. Pour les mémes
raisons, pour tout hermitien positif b on a

1A + 0| =1rs(la +0) =1+41rs(b) =1+ b].
Si a est hermitien, b = a? est hermitien positif et pour tout ¢ réel
I1a +ita]® = [[(1a — ita)(1a + ita)|| = [[1a + t%a®(| = 1 + 2[|a®| = 1 + #*[|a|*.

Lemme. Soient A une C*-algébre unitaire, et f une forme linéaire continue sur A telle
que ||f|l < 1 et f(1a) = 1; alors, f est réelle sur les éléments hermitiens, > 0 sur les
hermitiens positifs et

Vee A, f(z*)= f(x).

Preuve.— Supposons que f soit une forme linéaire (complexe) continue sur A, telle
que ||f]] < 1et f(1o) = 1. On aura pour tout a € A hermitien et tout ¢ réel

1+ itf(a)l = |f(1a + ita)] <[4 + itall < ||1a + ita] <1+ ¢]a].

En choisissant ¢ petit tendant vers 0, on conclut que f(a) doit nécessairement étre un
nombre réel. Si x est quelconque, écrivons x = ¢ + id, ¢, d hermitiens ; alors z* = ¢ — id
et puisque f(c), f(d) sont réels, on a f(z*) = f(c) — if(d) = f(x). Si b est hermitien
positif et ||b]| <1,

L= f(b) = f(la=b) <[1a —b] <1

montre que f(b) > 0.
) /1
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Définition. Une forme linéaire f sur A, de norme 1 et telle que f(1a) = 1, est appelée
un état de la C*-algebre.

Lemme 7.3. Pour tout hermitien positif a € A, il existe un état f tel que f(a) = ||al|.

Preuve.— Si a € A est hermitien positif, on a vu que ||[1o + a| = 1 + ||a||. Par le
théoreme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire f sur A, de norme 1, telle que

f(Aa+a) =[1a+al =1+ al;

les deux nombres (complexes) f(1a) et f(a) vérifient |f(1a)] < |[1a]| =1 et |f(a)] < ||a] ;
la seule possibilité pour que leur somme soit 1 + ||al| est que

f(a)=1; f(a) = |lal.

La forme linéaire f est donc un état qui répond a la question.

/!

Si f est un état sur A, on pose

Ve,y € A, (z,y)r = f(y'z).

On a (y,z)r = f(z*y) = f((y*2)*) = f(y*z) = (z,y), par les propriétés des états, et
d’autre part (x,z) = f(2*2) > 0 par le lemme 7.1. On obtient donc un produit scalaire
sur A, peut-étre dégénéré. On note que

|z[lF = (2, 2) ¢ = fz"2) < || f] 22l = [|l=]|*;
sia € AetsizeAesttel que ||z] <1, on obtient par Cauchy-Schwarz
laz||F = f(z"a"az) = (a*az, z); < ||a”az|; || < |a”az]|;.
Si a est hermitien, on obtient ainsi de proche en proche pour tout entier n > 1
laz|l; < e’z < 'z < ... < a2} < [l 2] < lal| ]
ce qui entraine que |laz| s < ||a|| & la limite. Si a est quelconque,
I°.

lax |7 < lla*az|; < la”a = ||a

Il résulte de cette discussion que chaque a € A définit un opérateur de multiplication sur
I’espace A muni de la semi-norme donnée par f, et que

(1) Va,x € A, laxlly < flaf [l] -
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On ne procede pas comme dans les lignes qui suivent quand on n’a pas peur des
ensembles d’indices quelconques (non dénombrables) et des passages au quotient. Si on
a peur, on suppose A séparable ; on peut alors trouver dans P une suite dense (a,) et
pour tout n > 1, un état f,, tel que f,(a,) = ||a,||, d’apres le lemme 7.3. 11 est clair par
densité que pour tout hermitien positif a, on a

sup fn(a) = a|.

En particulier 1’état
+oo
F=) 27"f,
n=1

est non nul sur tout hermitien positif @ non nul. Si on remplace 1’état f,, par I’état
gn=(1-2"")fn +27"F,

on a encore

sup gn(a) = ||al|

mais tous les produits scalaires (, )4, sont non dégénérés. Notons H,, le complété de
A pour le produit scalaire donné par ¢g,,. En prolongeant, grace a la continuité donnée
par U'inégalité (1), 'opération de multiplication 2 € A — ax, on définit un opérateur
de multiplication sur H,,, dont la norme est majorée par [|a/l. On introduit ’espace de
Hilbert H des suites x = (z,,) telles que 2, € H,, pour tout n > 1 et 3 [|z,[|? < +00. A
chaque a € A on associe un opérateur M, sur H,

Vx = (z,) € H, Myx = (azxy)n>1.

Il est clair que ||[Mg||zmy < [lal|. Inversement, pour tout n > 1 considérons I’élément

x(M) = (x,gn))k € H dont toutes les coordonnées x]gn) sont nulles sauf i/ = 1, ; on a
1"l = [[1alln = gn(1a) =1, donc
IMa | = sup [ Mox™||? = sup ||a|?, = sup gn(a*a) = [la*al| = ||a]/*.
n n n

L’application a — M, est un x-homomorphisme de A dans L£(H), et il est isométrique
d’apres les lignes qui précedent. On a donc démontré, mais seulement dans le cas sépa-
rable, le théoreme de représentation qui suit. La démonstration du cas général est iden-
tique pour le fond, mais demande quelques outils abstraits supplémentaires, tels que les
sommes directes quelconques d’espaces de Hilbert. Nous ne 1’écrirons pas.

Théoréme 7.4. Pour toute C*-algebre unitaire A, il existe un espace de Hilbert com-
plexe H et un x-homomorphisme isométrique de C*-algébres unitaires de A dans L£(H).
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7.3. Algebres de Banach commutatives

Théoréme 7.5 (Gelfand-Mazur). Une algébre de Banach unitaire complexe A dans
laquelle tout élément non nul est inversible est formée des multiples scalaires de 15 (elle
est donc de dimension 1 sur C).

Preuve.— Soient a € A et A € o(a) ; puisque a — A1 n’est pas inversible, on doit avoir
a — Ala = 0, donc tout élément de A est de la forme A1 pour un A € C.

Soit A une algebre de Banach unitaire complexe commutative; si I est un idéal
maximal de A, il est fermé : en effet, I est contenu dans le fermé complémentaire de
'ouvert G(A) des inversibles ; son adhérence I est encore disjointe de G(A), et c’est encore
un idéal, par les propriétés de continuité des opérations. C’est donc un idéal propre plus
grand que I, qui doit étre égal & I par maximalité, donc I = I est fermé. De plus, I est
un hyperplan : en effet, le quotient B = A/I est une algebre de Banach dans laquelle
tout élément non nul est inversible, donc B est de dimension un et I de codimension 1.
Considérons la forme linéaire y dont le noyau est I et qui vérifie la condition y(15) =1;
cette forme linéaire est continue parce que son noyau I est fermé, et elle est de plus
multiplicative : si @ € A et si x(a) # 0, définissons g par g(z) = x(az)/x(a). Alors g
est une forme linéaire qui s’annule sur I, donc elle est proportionnelle & y, mais x(1a) =
g(1a) =1, donc x = g et x(ax) = x(a)x(x) pour tout € A. Une forme linéaire y avec
ces propriétés est appelée caractére de I'algebre A.

Définition. Un caractére x sur A est une forme linéaire continue non nulle sur A qui
est aussi multiplicative : x(ab) = x(a)x(b), pour tous a,b € A.

Comme y n’est pas nulle et que x(140) = x(1a) x(b) pour tout b € A, il en résulte
que x(1a) = 1. L’ensemble des caracteres de A s’appelle le spectre de A, et il est noté
Sp(A); c’est un sous-ensemble de la sphere unité du dual topologique A* de A ; pour
voir ceci, on note que la suite (a”),>0 est bornée quand ||a|| < 1, ce qui entraine que
(x(a™)) = (x(a)™) est bornée, donc |x(a)] <1, et x| =1 car x(1o) = 1. En particulier,

X est un état et on sait que x(z*) = x(x) pour tout x € A.

Proposition 7.6. Soit A une algebre de Banach unitaire commutative; un élément
a € A est inversible dans A si et seulement si x(a) # 0 pour tout caractére x de A ; de
plus

o(a) ={x(a) : x € Sp(A)}.

Preuve. — Tl est clair que x(a) # 0 quand a est inversible, car x(a) x(a™') = x(14) = 1;
si a n’est pas inversible, ’ensemble aA est un idéal propre dans A, qui est contenu dans
un idéal maximal 1. Si y est le caractére dont le noyau est I, on aura x(a) = 0. Il en
résulte que pour tout a € A,

o(a) ={x(a): x € Sp(A)};
en effet, puisque x(a — x(a)la) = x(a) — x(a) = 0, on voit que a — x(a)la n’est pas

inversible, donc x(a) € o(a) pour tout xy € Sp(A); inversement, si a — Alp n’est pas
inversible, il existe un caractere x tel que x(a — Alp) =0, donc A = x(a). W
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Exemple d’application : I’algébre de Wiener

L’algebre de Wiener W est ’algebre des fonctions continues sur T ayant des coefficients
de Fourier absolument sommables ; si on voit T comme le quotient R/27Z, une fonction
f € W est de la forme

VOER, f(0)=)_ ane™

nez

avec

1fllw = lan| < oo.

nez

Le produit de I’algebre W est le produit ponctuel des fonctions sur T (ou sur R, dans
le modele ci-dessus), mais la norme de W est la norme ¢;(Z) des coefficients de Fourier.
Cette algebre est clairement isomorphe a l’algebre /1 (Z) munie du produit de convolution
des suites.

Une fonction f de W est inversible dans W si et seulement si la fonction f ne s’annule
pas sur T.

Cela provient du fait que les caracteres de cette algebre de Banach commutative sont les
évaluations aux points de T : soit y un caractere sur W et soit A = x(el?), o1 e!? désigne
(incorrectement) la fonction § — ¢! € W ; puisque la famille (e!™?),,cz est bornée dans
W, il en résulte que la famille (A" = x(e!"?)),cz est bornée, donc |A\| = 1 et on peut
écrire A = e'” pour un certain réel z. Pour toute fonction f(0) =3, ., an €™ dans W,

() =Y a =3 an el = f(a).

nez nez

Si f ne s’annule pas sur T, on voit que x(f) # 0 pour tout caractere y, donc f est
inversible dans W d’apres la proposition 7.6.

1/

Le spectre Sp(A) est fermé pour la topologie de la convergence simple sur A (c’est
la topologie w* sur le dual) ; en effet, la propriété de multiplicativité des caracteres x
et le fait que x(1a) = 1 passent a la limite simple. Puisque la boule unité du dual de
A est compacte pour la convergence simple (Banach-Alaoglu), le spectre Sp(A) est donc
compact pour cette topologie. Définissons une application de A dans 'espace C(Sp(A))
des fonctions complexes continues sur le compact Sp(A) ; pour tout a € A, soit j(a) la
fonction continue sur Sp(A) définie par

Vx € Sp(A), j(a)(x) = x(a);

cette application j n’est pas injective en général. Mais dans le cas ou A est une C*-algebre,
cette application j est isométrique, et conduit a 'important théoreme qui suit.

Théoréme 7.7 (Gelfand). Toute C*-algébre unitaire commutative est isométriquement
isomorphe a ’algébre des fonctions continues sur K = Sp(A).

102



Preuve. — Si a est hermitien, on a rs(a) = ||a/|, donc ||a|| ou bien —|ja| est dans le
spectre de a et il existe x € Sp(A) tel que |x(a)| = ||a||. On a vu que pour tout = € A,
on a x(x*) = x(z) par la propriété d’état. Ceci implique que pour tout z € A, il existe
x tel que

(@) = x(z*2) = [la"z| = |||,

montrant ainsi que lapplication j : A — C(Sp(A)) est isométrique. L’image de A
dans C(Sp(A)) est une sous-algeébre fermée par conjugaison complexe, et qui sépare
évidemment les points de Sp(A), ce qui implique que j est surjective par le théoreme de
Stone-Weierstrass.

/7

Remarque. Le lecteur attentif aura noté qu’on vient de redémontrer d’une facon un
peu différente I'existence du calcul fonctionnel continu.

Proposition. Soit B une C*-algébre unitaire ; pour toute C*-algébre unitaire C et pour
tout x-homomorphisme ¢ : B — C, on a ||¢|| < 1. Si ¢ est injectif, alors ¢ est isométrique.

Preuve. — La premiere partie est assez facile et routiniere ; on note d’abord que I'image
par ¢ d’un hermitien ¢ € B est un hermitien : comme ¢ est un *-homomorphisme,
p(a)* = p(a*) = p(a) est hermitien ; ensuite, 'image par ¢ d’un hermitien positif dans
B est un hermitien positif dans C : si b est hermitien positif, on peut écrire b = a2, avec
a hermitien, et ¢(b) = p(a)? est hermitien positif. Soit enfin x € B tel que ||z| < 1;
alors b = z*x est hermitien positif de norme < 1, son spectre est dans [0, 1] et il en
est de méme pour 1g — b, qui est donc aussi hermitien positif; les deux images ¢(b) et
1c —(b) = ¢(1p — b) sont hermitiennes positives, ce qui implique que le spectre de ¢(b)
est dans [0, 1], donc

le(@)[1* = lle(@)* (@)l = le®)ll = rs(e(b)) <1

d’apres la proposition 2.2.5. On a bien ||¢|| < 1.
Pour la deuxieme partie, on suppose de plus que ¢ est injective, et on note qu’il
suffirait de pouvoir remplacer la fin de la ligne précédente par

le(@)[* = lle(@) e@)ll = le®)l = lIb]l = =]*.

Il suffit donc de montrer que ¢ préserve la norme des hermitiens. Etant donné un élément
hermitien a € B, on peut considérer la sous-algebre unitaire A de B engendrée par a ; c’est
une C*-algebre commutative, et son image dans C est une sous-algebre commutative. La
question se ramene donc completement au cas commutatif. Si B et C sont commutatives,
on voit que y o est un caractere de B, pour tout caractere y de C. Désignons par g cette
application (continue) du compact K¢ = Sp(C) dans le compact Ky = Sp(B), définie
par

Vx € 5p(C),  g(x) =xo¢.
Si g est surjective, on obtient le résultat facilement : pour tout a € B, il existe un caractere
¥ sur B tel que ||a]| = |¢(a)|, d’apres la proposition 7.6 ; comme il existe x € Sp(C) tel

que ¥ = g(x), on a
lp(a)ll > Ix(p(a))| = [¥(a)| = [al|.
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Dans le cas contraire, g(K¢) est un fermé de Kg, différent de Kg. On peut trouver une
fonction continue f sur Kg, nulle sur le fermé g(K¢) mais qui n’est pas identiquement
nulle. D’apres le théoreme de représentation, cette fonction provient d’un élément a € B,
par la formule f = j(a) qui se traduit en f(¢)) = 1(a) pour tout ¢» € Kg; pour tout
caractere y de C, on aura alors

ce qui montre que p(a) = 0, et contredit l'injectivité de .

1/

Remarque. Pour définir le calcul fonctionnel d’'un élément normal, on a imposé la
relation ¢, ((k) = a*; c’est vrai qu'on s’est servi de cette propriété pour construire @g.
Mais supposons donné un homomorphisme d’algebres de Banach unitaires complexes
de C(K) dans L£(H), et dont I'image soit contenue dans la sous-algebre engendrée par
T normal et son adjoint ; on sait maintenant que cette sous-algebre, commutative, est
isomorphe & un espace C(L), donc on considérera que ¢ est a valeurs dans C(L) ; pour
toute fonction continue f de module 1 sur K, on aura que U = ¢(f) est une fonction sur
le compact L dont toutes les puissances entieres positives ou négatives sont uniformément
bornées (par la norme de ¢) ; il en résulte que U est unitaire et o(f) = ¢(f)*. Ensuite les
combinaisons linéaires de fonctions de module 1 forment une algebre dense, par Stone-
Weierstrass, ce qui prouve que ¢(Cx) n’a pas le choix (les fonctions de module un séparent
les points de K ¢ C : il suffit de considérer toutes les fonctions sur R? ~ C de la forme

Spu,v(wa y) = ei(uervy),

u,v variant dans R).
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8. Appendice C. Perturbations strictement singuliéres

8.1. Suites basiques

Définition. On dit qu’une suite (e, )n>0 de vecteurs d’un espace de Banach X est une
base de Schauder normalisée de X si tous les vecteurs sont de norme 1 et si tout vecteur
x € X admet une représentation unique sous la forme d’une série convergente

+o0
xr = E An€n,
n=0

ou les (a,) sont des scalaires. On peut associer a chaque vecteur z le sup des normes
des sommes partielles de la série précédente ; on obtient ainsi une norme sur X, plus
grande que la norme initiale, pour laquelle ’espace est encore complet. Il en résulte par
les grands principes que cette norme est équivalente a la norme initiale, ce qui signifie
que les projections P,, définies pour tout entier n > 0 par

n
an:E aj;e;
Jj=0

sont uniformément bornées par une constante M, qu’on appelle la constante de basicité
de la base (ey,).

On dit qu’une suite (e,) est une suite basique normalisée si elle est une base de
Schauder normalisée pour 1’espace vectoriel fermé qu’elle engendre.

Exercice : Systeme de Schauder. On considere la fonction continue ¢ définie sur
R par ¢(t) = 0 hors de [0,1] et ¢(t) = 1 — |2t — 1| dans l'intervalle [0,1] (fonction
«triangley). Pour chaque entier n > 0 on considere les 2™ fonctions ¢, ;(t) = ¢(2"t —j),
ouj=0,...,2"—1. Montrer que cette famille de fonctions, ordonnée suivant ’ordre lexi-
cographique des (n, j), forme une base de Schauder de 'espace des fonctions continues
sur [0, 1] nulles en 0 et en 1.

Algorithme pour la construction d’une suite basique

On suppose que X est un espace de Banach de dimension infinie. On se donne une suite
bornée de nombres ¢,, > 1, par exemple ¢, = 2 pour tout n, ou bien une suite (¢,) telle
que lim,, ¢,, = 1.

En commengant avec n = 0 et Ag = {0Ox~}, on effectue I’algorithme suivant.

m A, est un ensemble fini de formes linéaires sur X, de norme < 1.
m Le sous-espace

Xpp1= [ keré ={zeX:Va* € A,, z"(z)=0}
£EA,

est un sous-espace de codimension finie de X (comme intersection finie d’hyperplans).
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m Le vecteur e,4; est un vecteur de norme un choisi dans X, 1 (le choix est
quelconque ; cette souplesse sera utilisée plus loin).

» L’espace de dimension finie E, 11 = Vect(eq, ..., e,4+1) peut étre approximative-
ment normé par un nouvel ensemble fini A,,;; de formes linéaires de norme < 1, de facon
que A, C A,,41 et que

||| < cppr max{|z*(x)|: 2" € Apyq}

pour tout z € E,41.
» Retour au départ avec n + 1 au lieu de n.

On initialise avec Ag = {0} de sorte que X; = X.

“+o0

n—o En peut s’écrire de

Lemme. Tout vecteur y de I'adhérence Y de la réunion Yy =
facon unique comme une série convergente de la forme

+o0
y= Z Ap€n.
n=1

De plus, |a,| < (¢n + cn—1) |ly|| pour tout n > 2, et |a1| < 1 ||y||-

Preuve. — Fixons un entier m > 1. Soit y € Yy ; alors y € E,, pour un certain n, qu’on
peut supposer > m ; écrivons y = ngn aje; et posons z = Py = ngm aje; ; on voit
que z*(y) = x*(2) pour tout * € A,,, puisque €,,11, .. ., €, ont été choisis dans le noyau

des éléments de A,,. Par conséquent
lyll > max{|z*(y)| : z* € Ay} = max{|z*(2)| : 2" € A} > )|,

donc [|z|| < em|ly]|. Ceci montre que la projection naturelle P, de Yo sur E,, est de
norme < ¢,,, ce qui permet de la prolonger & Y par continuité. La suite (P,,) de ces
projections est donc bornée, et converge vers I'identité sur le sous-espace dense Y, donc
aussi sur Y. On a P,,P,, = P,, sim < n;siy ey, les développements successifs des
P,y font intervenir des coefficients aq, ..., a,,... tels que

m
Pmy = Z a;€j.
J=1

La convergence de P,y vers y signifie que la série ) aje; converge, et y = Zj:of

De plus le coefficient a,, est obtenu par différence de P,, et P,,_1,

ajej.

An€n = Pny - Pn—1y7

donc |ay| < (¢n+cn—1) |ly|]| quand n > 2. On en déduit en passant I'indépendance linéaire
. ] — m o — .
des vecteurs : si v =}~ bje; =0, on aura |b;| < 0.
Siy = Z;L:f bje; est une autre représentation du méme vecteur, on verra que
Py = 27:1 bje;, ce qui donne b; = a; par I'indépendance des vecteurs.

/!

106



Corollaire 8.1. Dans tout espace normé de dimension infinie, et pour tout € > 0, on
peut trouver une suite de vecteurs (e,,) telle que pour tous m # n on ait

lemll = llenll =1, llem —enll > 1 —e.

Preuve.— On construit une suite basique (e,) en prenant ¢, = (1 —¢&)™' > 1 pour
tout n. On a vu que les projections P,, ont une norme majorée par ¢, , donc pour m < n

1= HemH = HPm(em - en)“ < Cm Hem - en“~

/7

Remarque. Dans tout Hilbert de dimension infinie on peut trouver une suite infinie
(en) telle que ||, — en|| = V2 quand n # m. Exercice facile : on ne peut pas aller plus
loin dans un Hilbert.

Dans ¢ on peut trouver une distance 2, le maximum théorique.

Corollaire. La restriction d’un opérateur compact a un sous-espace de dimension infinie
n’est jamais un plongement.

Preuve.— Soient T un opérateur compact de X dans Y, et Xy un sous-espace de
dimension infinie de X ; on choisit une suite (e,) comme ci-dessus dans le sous-espace.
Si T|x, était un plongement, il existerait une constante ¢ > 0 telle que pour m # n

IT(em = en)ll = cllem = enll = c(1 = €).

On aurait ainsi une suite infinie (Te,) de points écartés, contenue dans le compact
K = T(Bx), ce qui est impossible. )

8.2. Perturbations strictement singuliéres

Définition. Soient X,Y deux espaces de Banach ; on dira que T € £(X,Y) est stricte-
ment singulier si la restriction de T a un sous-espace de dimension infinie Xy C X n’est
jamais un plongement. Autrement dit, pour tout Xy de dimension infinie et tout £ > 0,
il existe zg € Xg tel que

ITazol| < ellzol-

On vient de voir que les opérateurs compacts sont strictement singuliers.

Lemme 8.2. Pour que T € L(X,Y) ne soit pas un presque-plongement, il faut et il
suffit que pour tout € > 0, il existe un sous-espace Z C X de dimension infinie tel que la
restriction de T vérifie ||T 7| < e.
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Preuve.— Si T n’est pas un presque-plongement, on sait que pour toute constante
¢ > 0 et tout sous-espace V de codimension finie dans X, il existe un vecteur v € V avec
| Tv|| < ¢||v]|. On peut inclure cette information dans l’algorithme de sélection de suite
basique : au moment de choisir e,, (de norme 1) dans ’espace de codimension finie X,,,
on peut imposer que | Te,|| < 27" 2.

Si Z désigne l'espace vectoriel fermé engendré par la suite (e,) et si x € Z, on aura

+o0 +o0
T = E Anen, Tx= E a,Te,
n=1 n=1

avec |ap| < 4|/z| (si on a pris ¢, = 2 dans I'algorithme de construction de suite basique),

+oo +oo
1Tz < lan] [Ten|l < 46( 30 27"72) o]l = o]l
n=1 n=1

L’implication inverse est évidente.

/!

Lemme. Si T € L(X,Y) est un opérateur de Fredholm et si S € L(X,Y) est strictement
singulier, la somme T 4 S est un presque-plongement de X dans Y.

Preuve. — 1l existe une constante ¢ > 0 et un sous-espace X; C X de codimension finie
tels que ||Tz| > c||x||, pour tout z € X; ; choisissons € tel que 0 < & < ¢; si T+ S n’était
pas un presque-plongement, il existerait un sous-espace Z; de dimension infinie tel que
[(T +5S)z|| <ellz|, pour tout z € Z;. Alors Z = Z; N X; est de dimension infinie, et S
serait un plongement d’apres I'inégalité triangulaire, puisque ¢ — ¢ > 0 et que

VzeZ, Szl 2 [Tz = [(T+S)z[| = (¢ =€) []2]];

ceci contredit le caractere strictement singulier de S.

1/

Théoréeme. Si T € L(X,Y) est un opérateur de Fredholm et si S € L(X,Y) est stricte-
ment singulier, la somme T + S est Fredholm, de méme indice que T.

Preuve. — Le principe de la démonstration est identique a celui qu’on a donné pour les
perturbations compactes : on passe de T a T+S en suivant le chemin continu u — T+ uS,
u € [0, 1], chemin continu de [0, 1] dans £(X,Y). Tous les éléments sont semi-Fredholm,
I’indice est constant par la proposition 4.3.4. W
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9. Appendice D. Théoreme des isomorphismes

On dit qu’un sous-ensemble non-vide C d’un espace vectoriel est symétrique si C = —C.

Lemme 9.1. Si C est un convexe symétrique d’intérieur non vide dans un espace
vectoriel normé, il existe r > 0 tel que la boule ouverte B(0, ), de rayon r et centrée a
lorigine, soit contenue dans C.

Preuve.— Par hypothese, il existe z € C et r > 0 tels que B(z,r) C C; pour tout
vecteur u tel que ||u|| < 7, on sait alors que = + u,x —u € C; comme C est symétrique,
on a aussi —z +u € C et

uz%((x—ku)—#(—x—f—u)) e C.

Ainsi, C contient tous les éléments u de B(0,r).

/!

Théoreme 9.2 de l'application ouverte. Soient X, Y deux espaces de Banach et T une
application linéaire continue surjective de X sur Y ; il existe un nombre K vérifiant la
propriété suivante : pour tout y € Y, il existe x € X tel que Tx =y et ||z| < K |y||.
L’application T est une application ouverte : pour tout ouvert U de X, I'image T(U) est
un ouvert de Y.

Preuve.— L’espace X est réunion des multiples entiers n Bx de la boule unité fermée
Bx, n > 1; puisque I'application T est surjective, ’espace Y est réunion des images
T(nBx) =nT(Bx), et a fortiori réunion des adhérences,

+oo
Y =] nT(Bx).
n=1

D’apres le théoreme de Baire, I'un au moins de ces ensembles fermés nT(Bx) a un
intérieur non vide, et comme ils sont tous des homothétiques de T(Bx), on déduit que
T(Bx) est d’intérieur non vide ; d’apres le lemme 9.1, il existe > 0 tel que le convexe
symétrique C = T(Bx) contienne la boule ouverte B(0,r) dans Y, et comme ce convexe
C est fermé on a aussi

(1) rBy = B(O, 7“) C T(Bx) ;

si y est un vecteur non nul de Y, le vecteur y; = 7 ||y|| "'y est dans r By, donc pour tout
B > 0 il existe d’apres (1) un vecteur z7 € X tel que ||z1]] < 1 et ||y1 — Tx1|| < B sion
pose M = 1/r, il en résulte par homogénéité que pour tout y € Y et tout € > 0, il existe
x € X tel que

(2) ly = Taf| <e et flzf| < Mllyll.

On va montrer qu’en fait : pour tout y € Y et tout € > 0, il existe x € X tel que

(3) y="Tz et [z <(M+e)llyl.
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Si y = Oy, il suffit de prendre x = 0x, donc on va supposer y non nul. La stratégie
consiste a itérer opération indiquée dans (2). Donnons nous une suite (&, ) de réels > 0
telle que 2720 ¢,, < e [|y||. En appliquant la propriété (2) & y et £o, on trouve un vecteur
zo € X tel qu’en posant wy = y — Tz, on ait

y =Tao +wo, |woll <eo et |[zoll <Myl

En appliquant (2) & wg et €1, on peut écrire wy = Tv; + wy, avec ||wy|| < €1 et avec
|lv1]] <M |lwp|] < Meg. En remplagant wg par sa nouvelle expression, on obtient

y = Tao +wo = T(xo +v1) + wi.

On continue de remplacer l'erreur w,, par Tv,4+1 + wy41, de fagon que ||w, 1] < ept1
et ||vp41]| < M ||w,|| < Me,, pour tout n > 0. On obtient de proche en proche

(4) y:T(x0+U1+"'+Un+1)+wn+1~

Puisque ||vp+1|| < Mg, pour tout n, on voit que la série 2o+ ) _ v, converge dans ’espace
de Banach X ; si on pose

x:x0+vl+...+vn+...ex

et si on tient compte du fait que limw,,+; = Oy, on déduit de (4) que y = Tx. Enfin,

400 +o0
Izl < ol + Y onsall < Myl + D en < (M+2) [lyll-
n=0 n=0

On a obtenu le premier résultat annoncé dans le théoreme, avec K =M + €.

Soit U un ouvert de X ; si y est un point de T(U), il existe x € U tel que y = Tz, et il
existe s > 0 tels que B(z, s) C U. On constate alors que la boule B(y, s/K) est contenue
dans T(U) : si |Jw]] < s/K, il existe un vecteur v € X tel que Tv = w et ||v|| < s; le
vecteur x + v est dans U, et T(x +v) = y + w € T(U). On a montré que pour tout
y € T(U), il existe une boule ouverte contenant y et contenue dans T(U), donc T(U) est
ouvert dans Y, et 'application T est ouverte.

/!

Remarque. En général, il est impossible de trouver une application linéaire o de
relevement de I’application surjective T, c’est-a-dire une application linéaire de Y dans
X telle que T oo = Idy. Avec pas mal de travail, on peut trouver un relevement continu
(on utilise le fait que les espaces métriques admettent des partitions de I'unité continues).

Corollaire 9.3 (théoreme des isomorphismes). Soient X, Y deux espaces de Banach et
T une application linéaire continue bijective de X sur Y ; alors T est un isomorphisme,
c’est-a-dire que 'application linéaire T~ est continue de Y dans X.

Preuve. — Soit K la constante donnée par le théoreme précédent : si y € Y, il existe
un et un seul z € X tel que y = Tx, donc ce vecteur x = T 1y vérifie ||z < K||y||; on
a bien montré que

vyeX, [Tyl <Kyl
/1
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Corollaire 9.4 (théoreme du graphe fermé). Soient X, Y deux espaces de Banach et T
une application linéaire de X dans Y dont le graphe est fermé dans X x Y ; alors T est
continue de X dans Y.

Preuve. — Si on munit le produit X x Y de la norme

Iz o)l = llzllx + llylly,

la topologie normée correspondante est la topologie produit, et X x Y devient un espace
de Banach. Le graphe de T est un sous-espace vectoriel fermé de X x Y, donc Gr(T)
lui-méme est un espace de Banach. L’application © de Gr(T) dans X définie pour tout
(z,T(x)) € Gr(T) par

m(x, T(z)) =z

est continue (de norme < 1) et bijective. D’apres le corollaire précédent, son inverse
x — (x,T(x)) est continu, ce qui implique que x — T(x) est continue de X dans Y.

/!

111



Index alphabétique

x-homomorphisme . . . . . . . . . . L L L 0L Lo 42
adjoint hilbertien d’un opérateur borné . . . . . . . . . . . . ... .7
adjoint hilbertien (non borné) . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... T8
algebre de Banach . . . . . . . . . o 0000000000021
algebre de Banach commutative . . . . . . . . . . . . . .. .. .. .. ... 101
algebre de Calkin . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . .. ... .. 21,64
algebre de Wiener . . . . . . . . . . ... L Lo o102
algebre du disque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. ... 2535
alternative de Fredholm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .. .. 62
analytique (fonction vectorielle) . . . . . . . . . . . . . . . .. ... .. ... 25
application antilinéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... b7
application ouverte . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . ... 109
argument diagonal . . . . . . . . . .. 0oL 0L L2
Ascoli (théoreme d’) . . . . . . . . . . ..o Lo ... o4
autoadjoint (opérateur non borne) P 0
base de Schauder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... 105
base hilbertienne . . P o
base hilbertienne de Lo d’un produ1t e 4
basique (suite) . . . . . . . . . . . oL ... ... ... ... .. 105
Bessel (fonctionde) . . . . . . . . . . . .. ... ..o ... ... .88
bord, frontiere d’'un ensemble . . . . . . . . . . . ... o .o ... .. 33
C*-algebre . . . . O |
calcul fonctionnel contlnu P 1° |
calcul fonctionnel holomorphe . . . . . . . . . . . .o . o0 . 0. 30,94
Calkin (algebre de) . . . . . . . . . . . . . . . . .. . .. ... ... .. 21,64
caractére d’une algebre . . . . . . . . . . . .. .. ... L ... ... 101
Cauchy (théoreme de) . . . . . . . . . . . . . . .. . . . ... ... ....2
Cauchy-Schwarz (inégalité de) . . . . . . . . . . . . . . . . . ... .. .... 4
chaleur (équationdela) . . . . . . . . . . . . . .. . ... ... .. ... 89
compact (opérateur) . . . . . . L L L oL L L L L2
décomposition polaire . . . . . . . . . . . . . L L L L. LAY
densément défini (opérateur) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... .. ..68
dérivation (opérateur de) . . . . . . . . . . . . . . L ... ... ... ... T6
dérivée généralisée . . . e 1
dérivée au sens des dlstrlbutlons O 61°
diagonal (argument) . . . . . . . . L . L L L Lo L2
diagonalisation d’un hermitien compact . . . . . . . . . . . . . . . . . .. ... 10
Dirichlet (probleme de) . . . . . . . . . . . . . . ... ... .. ... ... 87
distributions . . . PP 1< N 61¢)
diviseur de zéro topologlque S X
domaine d’un opérateur . . . O 0 V4
élément inversible dans une algebre unitaire . . . . . . . . L L L 22
élément positif d’'une C*-algebre . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 97
ensemble résolvant . . . . . . . . . L . oL oL o024
équation de la chaleur P < 1)
équation desondes . . . . . . . . . . L L L L L L. ..o . oo ... 089
espace de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... .. .. ... .. 4
espace de Sobolev . . . . . . . . . . . . L ..o L0 s T3
espace HO(Q) . . . . . . ..o o8
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espace Lo

essentiel (spectre)

état d’une C*-algebre
exponentielle d’un élément a
extension d’un opérateur
fermé (opérateur)

fermeture d’un opérateur
fonction analytique vectorielle
fonction de Bessel

fonction holomorphe Vectorlelle
forme hermitienne

forme sesquilinéaire

formule du rayon spectral
Fourier (transformée de)
Fredholm (alternative de)
Fredholm (opérateur de)
frontiere d’un ensemble

Fubini (théoreme de)

Gelfand (théoreme de) .
Gelfand-Mazur (théoreme de)
gradient .

graphe d’un opérateur

graphe fermé (théoréme du)
Hahn-Banach (théoréeme de)
hermitien (opérateur) .
hermitien dans une C*-algebre
hermitien en scalaires réels
hermitien positif

hermitienne (forme)

Hilbert (espace de)
Hilbert-Schmidt (opérateur de)
homomorphisme d’algebres
idéal maximal

indice d’un opérateur

inégalité de Cauchy-Schwarz
inégalité de Poincaré

injection de H{ dans Lg
intégrale de Riemann vectorielle
intégration par parties
Laplacien (opérateur)

lemme de Zorn

Liouville (théoreme de)
maximal (idéal)

Mercer (théoreme de)

module d’un opérateur

multiplication (opérateur non borne de)

normal (opérateur) R
normal (élément, dans une C algébre)
norme d’une application linéaire
norme quotient

non borné (opérateur)
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.. 64
98, 99
30
67
68
68
25
88
25

N

26
84
62

. 96, 108

33
14
102
101
84

. 67
111

22
48
45

12
.33
101
56

86
85
29
68
87
11

. 26
101
20
47
75

22

51
67 67



noyau (opérateur défini par un)

ondes (équation des) .

opérateur autoadjoint (non borne)

opérateur compact

opérateur de dérivation

opérateur de Fredholm

opérateur de Hilbert-Schmidt

opérateur de shift (décalage)

opérateur défini par un noyau

opérateur densément défini

opérateur fermé

opérateur hermitien

opérateur hermitien a noyau

opérateur Laplacien

opérateur non borné

opérateur (non borné) de multlphcatlon
opérateur normal .

opérateur strictement singulier

opérateur symétrique (non borné)

opérateur unitaire . R e .
orthogonal (vecteurs orthogonaux orthogonal d’un sous- ensemble)
ouverte (application) .
perturbation d’un opérateur de Fredholm
plongement d’un espace de Banach dans un autre
Poincaré (inégalité de)

positif (élément d’une C* algebre)
presque-plongement

probleme de Dirichlet

produit tensoriel de mesures

projection orthogonale

racine carrée d’un hermitien p051t1f

rayon spectral d’un élément a d’une algebre
rayon spectral (formule du)

réguliere (valeur)

représentation des opérateurs normaux
résolvante d’un élément a d’une algebre
Schauder (base de)

série de vecteurs

sesquilinéaire (forme)

shift (opérateur de décalage)

Sobolev (espace de)

sous-espace de codimension finie

spectre d’un élément d’une algebre de Banach unltalre
spectre d’un opérateur fermé Lo
spectre d’une algebre de Banach commutatlve
spectre des éléments hermitiens

spectre des opérateurs compacts

spectre essentiel .o

strictement singulier (opérateur)

suite basique .. -
symétrique (opérateur non borne)
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. 71, 76,

56,

67,

15
89
80
2
80
108
12
7
15
68
68
8
19
87
67
75
8

107

80
7
5

109

55,

58
53
86
97
107
87
14
5
45
24
26
74
83
24
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.7, 24, 36,
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4
57
73
51
24
74

101

36
63
64
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théoreme d’Ascoli

théoreme de Cauchy

théoreme de Fubini

théoreme de Gelfand

théoreme de Gelfand-Mazur

théoreme de Hahn-Banach

théoreme de Liouville

théoreme de Mercer e
théoréme des isomorphismes (de Banach)
théoreme du graphe fermé

théoreme spectral

transformée de Fourier

unitaire (opérateur)

unitaire dans une C*-algebre

unité d’une algebre

valeur propre approchée .o
valeurs propres des opérateurs compacts
valeur réguliere . . . . . . .
vecteur propre approché commun
Wiener (algebre de)

Zorn (lemme de)
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Index des notations

vecteur nul de I'espace vectoriel E

fonction indicatrice du sous-ensemble Y de X

unité de 'algebre A

complémentaire du sous—ensemble A

orthogonal de la partie A de I’espace de Hilbert H

adjoint d’un élément a d’une C*-algebre e
boule ouverte de centre x et de rayon r dans un espace métrique
boule unité fermée de I’espace normé X

bord (ou frontiere) du sous-ensemble S

espace des fonctions continues sur le compact K

espace des polynomes a coefficients complexes

codimension du sous-espace Y dans X

espace des fonctions C* & support compact dans l’ouvert Q
disque ouvert de centre z et de rayon R dans C

jieme dérivée partielle d’une fonction f définie sur R?

distance du point x a la partie A d’un espace métrique
domaine de 'opérateur non borné T

laplacien de la fonction f

fonction (z,y) — f(z)g(y)
graphe de I'opérateur non borné T

HY(Q), H{(Q) espaces de Sobolev

im(T)
ind(T)
ind,
ker(T)
K(X,Y)

Lo (X, A, 1)

L(X,Y)
L(H)+
H v
Vf
rs(a)
pla)
RA(GJ)
o(a)

S

Tjy

T

1T

[T s
IT|

W%
(z,9)
Vect(A)

application identique de ’ensemble X . .

isométrie antilinéaire de 1’espace de Hilbert H dans son dual

image de 'opérateur non borné T

indice de 'opérateur de Fredholm T

indice du chemin

noyau de ’application linéaire T

espace des applications linéaires compactes de X dans Y
espace des fonctions de carré intégrable

espace des applications linéaires continues de X dans Y

espace des applications linéaires positives de I’espace de Hilbert H

produit tensoriel des mesures p et v

gradient de la fonction f

rayon spectral de a, élément de 'algebre A

ensemble résolvant de a, élément de I'algebre A

résolvante de a, élément de ’algébre A

spectre de a, élément de ’algebre A

opérateur de décalage (shift) .

restriction de 'application T au sous- ensemble Y

adjoint hilbertien de l'opérateur T (borné ou non borné)

norme de opérateur borné T entre espaces normés

norme Hilbert-Schmidt de 'opérateur T € L£(H)

module (ou valeur absolue) de l'opérateur T € L(H)

algebre de Wiener

produit scalaire de x,y € H

sous-espace vectoriel engendré par la partie A d un espace vectoriel
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= o W

46

74
24
24
24
24

. 7,78
13
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