Analyse hilbertienne et de Fourier, séance 7

Espaces de Hilbert, suite 3

Définition : espaces séparables. Un espace métrique (X, d) est séparable s'il existe une
suite (zp,)n>0 de points de X qui est dense dans X : pour tout z € X et tout ¢ > 0, il
existe un entier n tel que d(z, z,) < .

Il est connu que les espaces R, C ou R™, pour tout entier m > 2, sont séparables,
mais on va le revoir. On peut montrer que I'espace L?([a, b]) est séparable. On a déduit
de Gram-Schmidt le résultat qui suit.

Corollaire. Si H est un espace de Hilbert de dimension infinie et séparable, il existe une
base hilbertienne (ey,)n,>0 pour H, indexée par I’ensemble N des entiers > 0.

Réciproque : si H admet une base hilbertienne finie ou dénombrable, il est séparable.

Preuve.— Supposons pour simplifier que K = R, et supposons d’abord que la base
hilbertienne soit finie (I’espace H est de dimension finie dans ce cas), disons (eq, ..., ex).
On considere pour tout n > 1 ’ensemble A,, des vecteurs z de la forme

N
z = E CL €
k=1

ou |cgx| < mpour 1 <k < Njilest clair que la réunion des A,, est égale a H. Considérons
ensuite pour chaque entier n > N, le sous-ensemble B,, des points z de A,, dont les
coordonnées ¢y, sont astreintes & étre des multiples entiers jn=2, j = —n3, —n34+1,...,n3
de n~?; lapproximation d'un élément quelconque de A, par un élément de B,, sera
possible avec une erreur < Nn=2 <1 /n, et ensemble B, est fini, de cardinal (2n3 + 1)N .
Si on place dans une liste (dj)r>0 tous les éléments de By, suivis de tous les éléments
de Bn11, Bnyo, ete., il est clair que la suite (dg) sera dense dans H.

Si la dimension de H est infinie, soit (ex)r>o la base hilbertienne de H, donnée par
hypothese ; d’apres la premiere étape on peut trouver pour tout entier k£ un ensemble
dénombrable D;, C Hy, = Vect(ey, ..., ex) qui soit dense dans Hy, ; la réunion D = (J, Dy,
est encore dénombrable, et elle est dense dans H : si x est un vecteur de H, on sait que
x est la limite dans H des vecteurs

k
T = Z (x,e;5)e; € Hy,
=0

lorsque k — +o00; on peut donc trouver k tel que || — x| < /2. On peut ensuite
trouver un élément d de Dy, donc de D, tel que ||z —d|| < £/2 et finalement ||z —d| < ¢,
ce qui montre que D est dense dans H.

Produit scalaire : forme linéaire continue et conséquence. Pour tout v € H fixé, ’applica-
tion
b,z €H — (z,v)
est une forme linéaire continue sur H. En effet, par Cauchy-Schwarz, on a
[Co(21) = Lo(22)| = [{21 — 22,0)| < [0 |1 — 22]].
L’orthogonal du vecteur v,
vt ={reH:z Lv}

est un sous-espace vectoriel (noyau de £,), et il est fermé (continuité de /,).



Projection orthogonale

Rappel : Lemme. Soient H un espace de Hilbert sur K, F un K-sous-espace vectoriel
de H, x e H et y € F; alors x — y est orthogonal a F si et seulement si y est le point de
F le plus proche de z,

|z —y|| = d(x,F) = min{||z — z|| : z € F}.

Le point y € F qui minimise la distance est unique : si ' était un autre point de F tel
que x — 3’ soit orthogonal & F, on aurait par différence y — 1y’ L F, et comme y — 3y’ € F
le vecteur y — 3’, orthogonal & lui-méme, serait nul.

Prélude : projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé, séparable et de
dimension infinie. D’apres le corollaire de Gram-Schmidt, on peut trouver une base hil-
bertienne (fy,)n>0 pour F. Considérons la série de vecteurs (deux a deux orthogonaux)

() > @ fi) fas

k

pour tout entier N, le vecteur yn = lejzo (x, fx) fr € F est la projection orthogonale de
x sur Vect(fo, ..., fn) et on sait que

[z, fi)l* < lll*.

E

>
I

0

Il en résulte que la série numérique > [{x, fi)|? converge, ce qui entraine aussi la con-
vergence de la série (x) de vecteurs orthogonaux ; la suite (yn) des sommes partielles
converge vers la somme de la série, disons ¥ ; ce vecteur limite y est dans F, puisque F

est fermé. Le produit scalaire avec f,, étant continu, on obtient

<y7 fm> = hl{In <yN7 fm> = <$, fm>
Ceci montre que z —y est orthogonal & tous les vecteurs f,, ; comme l'orthogonal (z—y)*
est un sous-espace vectoriel, il contient d’abord toutes les combinaisons linéaires des f,,,
et comme il est fermé, il contient aussi les limites de combinaisons linéaires, c’est-a-dire
finalement tous les vecteurs de F. Ainsi F C (x — y)*, ce qui signifie que + —y L F.

Projection en général, par deux méthodes

Premiere méthode, par bricolage : on peut trouver une suite (y,,) C F telle que ||z — y,||
tende vers

d = dist(z,F) = inf{||z — z|| : z € F};

le sous-espace vectoriel fermé G C F engendré par la suite (y,,) vérifie d(z,G) = d et
il possede une base hilbertienne finie ou dénombrable d’apres Gram-Schmidt. Le point
g € G le plus proche de x existe donc, d’apres ce qui précede, mais comme ||z — g|| = d,
le point g est en méme temps le point de F' le plus proche de x.

Deuxieme méthode, classique : égalité du parallélogramme. On donne deux vecteurs
u,v € H et on ajoute la relation

lu+]l* = flull* + [[v]* + 2 Re {u, v)
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avec ||u — v||? = |Ju|* + ||v]|*> — 2 Re (u,v). On obtient
lu vl + flu = v]|* =2 (Jull* + [v]?).

On montre que la suite (y,,) introduite dans la premiere méthode est de Cauchy. On pose
m = (yx +ye)/2 € F (convexité de F) et u =z — yx, v = z — yy. On obtient

Al —m|* + llyr — vel® = 2 (Ilz = wll® + llz = wel?).

Comme m € F,on a ||t —m|| > d et
1
5 ok = vell® < llw = yell* + o = wel* = 27

qui tend vers 0 quand k,/ — +oo. La suite de Cauchy (y,) converge dans 'espace
complet H vers un vecteur y, qui est dans F parce que F est fermé. On a de plus

= yll = tim & — ya]| = d,

et on a ainsi montré 'existence d’un point y € F qui réalise la plus courte distance de x
a un point de F. L’unicité de la projection sur le sous-espace fermé F se montre comme
on 'a déja dit.

Ca marche aussi bien avec un convexe fermé non vide C, au lieu du sous-espace
vectoriel fermé F. Le seul point un peu différent est la fagon de montrer I'unicité, qui
résulte ici de la relation du parallélogramme : si y,y’ sont deux points de C tels que

lz = yll = [lz = y'[l = d = min{||lz — 2| : z € C},

on peut appliquer les inégalités ci-dessus en prenant y, = y et y, = vy’ ; alors
1 1
Sy =1 = 5 o — el < o — gl o — el — 202 = @+ & — 2% =0,

Théoreme. Soient H un espace de Hilbert et C un sous-ensemble convexe, fermé et non
vide de H ; pour tout vecteur x € H, il existe un élément y de C unique qui est le point
de C le plus proche de z,

|z — y|| = min{||z — z|| : z € C}.

Linéarité de la projection sur un sous-espace vectoriel fermé

Dans le cas ou on projette sur un sous-espace vectoriel fermé F, la projection Pg est
linéaire : si les points z1,22 € H ont pour projections y; = Prx;1 et yo = Prpas € F,
on voit facilement que le vecteur ajx; + aszo — (a1y; + asy2) est orthogonal & F, ce

qui montre que a1y; + asy2 est la projection orthogonale de ayx1 + asxo sur F, et la
projection Pg est donc linéaire,

Pr(ai1z1 + agxe) = a1y1 + a2y2 = a1 Prz1 + a2 Prazs.

Théoreme. Soient H un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel fermé de H ;
Papplication Pg de projection orthogonale de H sur F est linéaire, et

Vo e H, [|[Pra| < la.



Exemples.

1. Partition finie, moyennes. Considérons un espace de probabilité (2, A, P). Supposons
que Aj,..., Ay soit une partition de €2 en ensembles de la tribu A, tels que P(A;) > 0
pour tout j; le sous-espace F de dimension N de L?(2, A, P) formé des fonctions qui
sont constantes sur chaque ensemble de la partition admet pour base orthonormée les
fonctions

fi=PA) 14, j=1,...,N.

La projection orthogonale de f € L2(Q, A, P) sur F est donnée par

N

N
1

1=

la fonction Py f est constante sur chaque ensemble A, et sa valeur sur A; est la moyenne
de f sur A;.

2. Dans l'espace de Hilbert H = L2([0, 1]?) on considere le sous-espace vectoriel fermé F
formé des fonctions ne dépendant que de la variable x : la fonction g appartient a F s’il
existe une fonction G(z) d’une seule variable, de carré intégrable sur [0, 1], et telle que
g(z,y) = G(x) pour tout couple (z,y) € [0,1]%. La projection orthogonale sur F d’une
fonction f € H est donnée par

(Pef)(xy) = Glz) = / f(,y) dy.

Décomposition en sous-espaces vectoriels orthogonaux

Pour toute partie A C H, on définit 'orthogonal AL de cette partie,
At ={zcH:z LA},

ou la notation x L A signifie que x est orthogonal a tous les éléments de A ; si A est vide,
il est naturel de poser A+ = H. On voit que A+ est toujours un sous-espace vectoriel
fermé de H, pour toute partie A C H, puisque AL est l'intersection des sous-espaces
vectoriels fermés a't, ol a varie dans A.

Il est clair que A+ D B+ lorsque A C B; en particulier H- = {0} est le plus petit
orthogonal, correspondant a la plus grande partie possible, A = H. On peut montrer que

Al = (Vect A) L.

Théoreme. Soit F un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H ; I’espace H
admet la décomposition en somme directe orthogonale

H=Fa¢F.

De plus, les deux projecteurs de la somme directe sont les projections orthogonales sur
les sous-espaces F et F+.



Preuve. — Tout d’abord, F N F+ = {0}, car les vecteurs v de cette intersection sont
orthogonaux a eux-mémes, donc nuls. Ensuite,

z = Pr(z) + (z — Pr(2))

avec Prz € F et £ — Prz L F montre que H=F +FL.

Supposons que H = F & G, avec F et G orthogonaux, c’est-a-dire que tout vecteur f
de F est orthogonal a tout vecteur g € G. Si on décompose =z € H sous la forme x = f+g,
avec f e Fetge G,ona f € Fetxz— f=gest orthogonal a F : il en résulte que f
est la projection orthogonale de x sur F; les roles de F et G étant symétriques, g est la
projection orthogonale de x sur G.

En fait dans cette situation on a G = F*; il est clair que G C F* par I’hypothese
d’orthogonalité de F et G. Si x orthogonal a F est décomposé sous la forme x = f + g,
alors 0 = (z, f) = (f, /) + (f,9) = (f, f), donc f = 0 et z = g appartient a G, donc
F+ C G. Si on part de H=F+ @ F, on voit que F = (F1)+

Si on applique les considérations précédentes & G = FL, on voit que la projection
orthogonale sur F+ est égale & Id —Pp.

Proposition : critere de densité. Pour qu’une partie A de H engendre un sous-espace
vectoriel Vect(A) dense dans H, il faut et il suffit que 0 soit le seul vecteur orthogonal a
Iensemble A, c’est-a-dire

—={0}.

Preuve. — Si F = Vect(A) est différent de H, on voit que F+ n’est pas réduit & 0, donc
on peut trouver un vecteur v non nul orthogonal a F, donc en particulier orthogonal a
tous les éléments de A.

Inversement, si Vect(A) est dense dans H, on a A+ = (Vect A A) H+ = {0}.

Théoréme de Weierstrass

Proposition. Pour tout intervalle fermé borné [a,b] C R, les monémes f,(x) = x™,
n € N, engendrent un sous-espace vectoriel dense dans L?([a, b]).

Preuve.— Dans le cas contraire on pourrait trouver une fonction g € L?([a, b]) non nulle
qui serait orthogonale a tous les monomes,

b
/ g(x)z"dx =0

pour tout n > 0. Considérons la fonction g sur R qui est égale a g dans [a,b] et & 0 en
dehors, et la transformée de Fourier de g

G(y) = /Rﬁ(w) e dy = /:g(x) e dy.

On va montrer que G(y) = 0 pour tout y : fixons y, posons pour tout N > 0 et = € [a, b]

N —1.1,‘
-y Gl y ().

k=0



On reconnait les sommes partielles de la série exponentielle, donc hy(x) converge sim-
plement vers g(x)e™'*¥. De plus la convergence est dominée :

N
\wy\’“

[hn ()] < l9(2)] < el g ()]

k=0

et le majorant  — el®¥l |g(z)| est intégrable sur I'intervalle borné [a, b]. Il en résulte par
Lebesgue dominé que

b . b N (_1y>k b
/ g(z)e "™ dxr =1lim | kn(x)dr =lim / g(x)z" dx = 0.
a N a kZO a
On en déduit par l'injectivité de Fourier que g = 0, donc g = 0, contrairement a notre
hypothese initiale.

Théoréme (Weierstrass). Pour tout intervalle fermé borné [a,b] C R, les monémes
fn(x) = 2™, n € N, engendrent un sous-espace vectoriel dense dans C(]a,b)).
Preuve. — Soient F une fonction continue sur [a,b] et € > 0; par continuité uniforme,

on peut trouver § > 0 tel que |F(y) — F(z)| < /2, dés que |y — x| < 6. Considérons une
subdivision @ = xg < 1 < ... < xnx = b de 'intervalle [a, b], de pas < §, c’est-a-dire que

x; —xj—1 <6 pour tout j =1,...,N. Introduisons une fonction en escalier g qui prenne
sur chaque intervalle [z, z;_1[, 7 = 1,...,N la valeur constante

. - Flzj) —Flaj-1)

’ Tj— Tj-1

Posons ensuite G(z) = F(a) + [ g(t) dt. On voit que

G(xj) — G(zj-1) = /% g(t)dt = cj(z; —zj-1) = F(x;) — F(z;-1),

J—1

ce qui entraine, puisque G(a) = F(a), que

k k
G(z) = G(a) + Y _(G(z;) — G(z;-1) +Z (z;) = Flzj-1) = F(ak),
j=1
pour tout k =1,...,N. Si x est dans 'intervalle [z,;_1,x;[, on a

[ ayat]| = leito =y < les(os — ay-1)] = [Fa) = Pl

qui est < €/2 par le choix de §; on a aussi |F(z) — F(x;_1)| < /2, G(z;-1) = F(z;_1),
donc |F(z) — G(z)| < e. Ceci est valable pour tout = de [a,b]. D’apres la proposition
précédente, on peut, pour tout € > 0, trouver une fonction polynomiale p sur [a, b] telle
que [[p — gll2 < ; alors

G(z) = G(zj-1)] =

P(z) =F(a) + /aC p(t) dt

est une fonction polynomiale et par Cauchy-Schwarz on a pour tout x de [a, b]

[t —pya < [ o - po1a VB =aly —pls

ce qui montre la possibilité d’approcher G, donc aussi F, par une fonction polynomiale
P, uniformément sur [a, b].

|G(z) — P(a)] =




Polynomes orthogonaux : par Gram-Schmidt, on pourra fabriquer une base hilbertienne
de L%([a, b]) formée de polynomes.

Dual d’un espace de Hilbert H

On a vu que pour tout v € H, Papplication ¢, : x € H — (x,v) est une forme linéaire
continue sur H. On va démontrer une réciproque.

Théoreme. Pour toute forme linéaire continue ¢ sur un espace de Hilbert H, il existe
un vecteur v € H tel que £ =/,

Ve e Hy {(z) = (x,v).



