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1.3. Compléments sur la convolution et sur Fourier . . . . . . . . . . . . . . 15
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1. Transformation de Fourier

1.1. Transformée de Fourier des fonctions intégrables

Si f est une fonction intégrable sur R, réelle ou complexe, on pose

∀y ∈ R, f̂(y) =

∫

R

f(x) e−ixy dx.

La fonction f̂ est la transformée de Fourier de f ; cette fonction f̂ est continue bornée,
et tend(a) vers 0 à l’infini (lemme de Riemann-Lebesgue) ; on note alors que f̂(0) est

l’intégrale de f . Pour établir la majoration de f̂ , on écrit simplement

|f̂(y)| =
∣∣∣
∫

R

f(x) e−ixy dx
∣∣∣ ≤

∫

R

∣∣f(x) e−ixy
∣∣ dx =

∫

R

|f(x)| dx ;

cette dernière expression est la norme de f dans L1(R),

‖f‖1 :=

∫

R

|f(x)| dx.

On utilisera aussi dans ce chapitre la norme de l’espace Lp(R), qui est définie pour
1 ≤ p < +∞ par

‖f‖p :=
(∫

R

|f(x)|p dx
)1/p

.

À vrai dire, seuls les cas p = 1 et p = 2 seront vraiment importants pour nous, ainsi que
le cas p = +∞ qui correspond à l’espace L∞(R) des fonctions mesurables bornées sur R.
En utilisant la norme(b) de L∞, la majoration de la transformée de Fourier s’écrit

(M) ‖f̂ ‖∞ ≤ ‖f‖1.

Il est clair que l’application f → f̂ est linéaire de L1(R) dans L∞(R), et elle est continue,
de norme ≤ 1 d’après l’inégalité (M).

Premiers exemples

Si A est un sous-ensemble d’un ensemble X, on notera 1A la fonction indicatrice de A,
définie sur X par : 1A(x) = 1 si x ∈ A, et 1A(x) = 0 si x /∈ A. Si f = 1[a,b] est l’indicatrice
de l’intervalle [a, b], on a

1̂[a,b](y) =

∫ b

a

e−ity dt =
e−iay − e−iby

iy
pour y 6= 0, 1̂[a,b](0) = b− a ;

en particulier pour un intervalle symétrique [−b, b], la transformée de Fourier de la fonc-
tion f = 1[−b,b] est la fonction

y → 2 sin(by)

y
.

On peut voir que cette fonction n’est pas Lebesgue-intégrable sur R : la transformation
de Fourier ne transforme pas en général les fonctions intégrables en fonctions intégrables.

Pour la fonction f : t ∈ R → e−|t| on trouve

f̂(y) =

∫

R

e−|t|−ity dt =

∫ +∞

0

e−t−ity dt+

∫ +∞

0

e−t+ity dt

=
1

1 + iy
+

1

1 − iy
=

2

1 + y2
.
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Signaux simples périodiques, signaux plus complexes

Dans ce paragraphe, la variable t représentera le temps. Un signal simple (par exemple
l’onde porteuse émise par une station de radio et reçue par une antenne) se représente
en sinus ou cosinus, sous la forme t→ sin(ωt) ou t→ cos(ωt), ou bien avec une phase ϕ,
qui traduit un décalage dans le temps

sin(ωt+ ϕ) = cos(ϕ) sin(ωt) + sin(ϕ) cos(ωt) ;

l’exponentielle complexe sera plus agréable mathématiquement, car elle transforme les
sommes en produits : les deux fonctions eiωt et e−iωt permettent de reconstituer par
combinaisons linéaires les fonctions précédentes.

Si le signal est t→ sin(2πFt), le nombre F est la fréquence du signal, c’est-à-dire le
nombre des oscillations de la fonction sur un intervalle de longueur 1 (dans le contexte
de la radio : un intervalle de 1 seconde ; une fréquence FM de 100 MHz correspond à 100
millions d’oscillations par seconde) ; on utilise aussi l’écriture sin(ωt), et ω = 2πF est
alors appelé la pulsation.

On peut envisager un signal plus complexe qui soit un mélange de signaux de
fréquences différentes,

t→
N∑

j=1

ϕj e itξj ;

plus particulièrement, il pourrait être de la forme

t→
N∑

j=1

(ξj − ξj−1)ϕ(ξj) eitξj

où ϕ est une fonction continue sur [a, b] et ξ0 = a < ξ1 < . . . < ξN = b une subdivision
de l’intervalle [a, b]. Les signaux pratiquement étudiés dans ce cours seront de la forme
limite suivante, qui est obtenue quand le pas de la subdivision tend vers 0,

f(t) =

∫

R

e itξ ϕ(ξ) dξ,

où on fera des hypothèses qui permettront un traitement mathématique raisonnable du
problème.

Décryptage du spectre des fréquences

Théorème 1.1.1. Si ϕ est continue, bornée et intégrable sur R, et si la fonction signal
f définie par

∀t ∈ R, f(t) =

∫

R

e itξ ϕ(ξ) dξ

est intégrable sur R, alors

∀ξ ∈ R, ϕ(ξ) =
1

2π
f̂(ξ).

La transformée de Fourier permet donc d’analyser la contribution au signal f des dif-
férentes fréquences/pulsations ξ ; cette contribution est donnée, dans la formule ci-dessus
qui définit f , par la fonction ϕ, qui est en principe connue de l’émetteur de l’émission,
mais pas du récepteur qui ne voit que le signal f . La transformation de Fourier permet
au récepteur de retrouver cette information ϕ sur la composition du signal.

On commence par montrer un cas particulier du théorème.
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Lemme 1.1.2. Si ψ est continue, bornée et intégrable sur R, et si la fonction g définie
par

∀t ∈ R, g(t) =

∫

R

e itξ ψ(ξ) dξ

est intégrable sur R, alors
ĝ(0) = 2π ψ(0).

Preuve. — Si on attaque tout droit, on écrit

ĝ(0) =

∫

R

g(t) dt =

∫

R

(∫

R

e itξ ψ(ξ) dξ
)

dt ;

en admettant même qu’on puisse intervertir les intégrales, on se retrouve avec

∫

R

(∫

R

e itξ dt
)
ψ(ξ) dξ

où l’intégrale intérieure n’a pas de sens évident. Il faut donc ruser, d’une façon ou d’une
autre. On va remplacer

∫
R
g(t) dt par

∫
R
g(t)k(εt) dt, où k sera continue sur R et k(0) = 1 ;

on fera tendre ε > 0 vers 0, de sorte que k(εt) → k(0) = 1 nous redonne à la limite
l’expression

∫
R
g(t) dt que nous voulons calculer.

Précisons les hypothèses : la fonction k est continue bornée intégrable sur R et sa
transformée de Fourier k̂ est intégrable sur R. Pour tout ε > 0, puisque les fonctions
t→ k(εt) et ψ sont intégrables, on peut écrire d’après le théorème de Fubini que

∫

R

g(t)k(εt) dt =

∫

R
2

ψ(ξ)k(εt) eitξ dtdξ ;

ensuite, en posant s = εt et v = ε−1ξ, on obtient dtdξ = dsdv par changement de
variable et on prolonge la châıne d’égalités

∫

R2

ψ(ξ)k(εt) eitξ dtdξ =

∫

R2

ψ(εv)k(s) eisv dsdv =

∫

R

ψ(εv)k̂(−v) dv.

Puisque k et ψ sont continues bornées, g et k̂ intégrables, on obtient par deux applications
du théorème de convergence dominée, quand ε→ 0

∫

R

g(t)k(εt) dt→ k(0)

∫

R

g(t) dt et

∫

R

ψ(εv)k̂(−v) dv → ψ(0)

∫

R

k̂(−v) dv.

Il en résulte que

k(0)

∫

R

g(t) dt = ψ(0)

∫

R

k̂(−v) dv.

Pour finir, on applique ce qui précède avec k(t) = e−|t| (par exemple ; puisqu’on a fait

les calculs, autant s’en servir). Alors k(0) = 1 et on a vu que k̂(v) = 2/(1 + v2), donc

ĝ(0) =

∫

R

g(t) dt = ψ(0)

∫

R

2

1 + v2
dv = 2π ψ(0),

et le lemme est démontré.
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Démonstration du théorème 1.1.1. — Pour pouvoir montrer ce théorème à partir du
lemme 1.1.2, on fixe un ω quelconque et on effectue un décalage en fréquence en posant

∀ξ ∈ R, ψ(ξ) = ϕ(ξ + ω).

La fonction g qui, dans l’énoncé du lemme 1.1.2, correspond à cette fonction ψ, est égale
à

g(t) =

∫

R

e itξ ψ(ξ) dξ =

∫

R

e itξ ϕ(ξ + ω) dξ =

∫

R

e it(v−ω) ϕ(v) dv = e−itω f(t)

donc en appliquant le lemme 1.1.2, on sait que ĝ(0) = 2πψ(0) et

f̂(ω) =

∫

R

e−itω f(t) dt =

∫

R

g(t) dt = ĝ(0) = 2π ψ(0) = 2π ϕ(ω).

Première formule d’inversion de Fourier

Pour ne pas nous répéter sans cesse dans la suite, on introduira une notation pour la
classe des fonctions qui ont permis de démontrer le théorème 1.1.1 ; il ne s’agit pas d’une
notation consacrée qu’on trouve dans les livres, simplement quelque chose 〈〈entre nous 〉〉.

Définition 1.1.3. On désignera par X l’ensemble des fonctions g sur R, qui sont con-
tinues, bornées, intégrables et telles que ĝ soit intégrable sur R.

On voit facilement que X est un espace vectoriel de fonctions, et X est contenu dans
L2(R) : si la fonction f est élément de X, elle est à la fois intégrable et bornée ; on note
alors que |f(t)|2 ≤ ‖f‖∞ |f(t)| est intégrable.

Théorème 1.1.4. Si ϕ est une fonction de l’espace X, on a

∀x ∈ R, ϕ(x) =
1

2π

∫

R

e ixy ϕ̂(y) dy.

Preuve. — Pour montrer le théorème 1.1.4, il suffit de changer de point de vue dans
le théorème 1.1.1, en oubliant le sens physique des variables t et ξ, et en considérant
la formule du théorème 1.1.1 d’un point de vue purement mathématique : si ϕ est con-
tinue, bornée et intégrable, et si on sait que f(y) =

∫
R

e ixy ϕ(x) dx est intégrable, le
théorème 1.1.1 nous dit que

∀x ∈ R, f̂(x) = 2π ϕ(x).

Or on voit que

f(y) =

∫

R

e ixy ϕ(x) dx =

∫

R

e−ix(−y) ϕ(x) dx = ϕ̂(−y)

ce qui garantit que f est intégrable, puisque ϕ̂ est intégrable d’après l’hypothèse du
théorème 1.1.4 ; on a donc bien par application du théorème 1.1.1

2π ϕ(x) = f̂(x) =

∫

R

e−ixy f(y) dy =

∫

R

e−ixy ϕ̂(−y) dy =

∫

R

e ixu ϕ̂(u) du ;

c’est le résultat annoncé.
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Première estimation en norme L2

Proposition 1.1.5. Si g est une fonction de l’espace X de la définition 1.1.3, sa trans-
formée de Fourier est dans L2(R) et

∫

R

|ĝ(y)|2 dy = 2π

∫

R

|g(x)|2 dx.

Preuve. — On a pour toute fonction g ∈ X, en prenant le complexe conjugué de l’égalité
du théorème 1.1.4

∀x ∈ R, 2π g(x) =

∫

R

e ixy ĝ(y) dy =

∫

R

e−ixy ĝ(y) dy ;

ensuite, en appliquant le théorème de Fubini

2π

∫

R

g(x)g(x) dx =

∫

R2

g(x) e−ixy ĝ(y) dxdy =

∫

R

ĝ(y) ĝ(y) dy

ce qui donne le résultat annoncé.

On vient d’établir pour toute fonction g ∈ X un cas particulier de l’identité de
Parseval,

(1) ‖ĝ‖2 =
√

2π ‖g‖2.

Cette propriété nous servira pour prolonger la transformation de Fourier à l’espace L2(R).

Signaux retardés ; Fourier et convolutions

Si un signal f est transmis avec un retard s > 0, le signal retardé est fs : t → f(t− s) ;
on a

f̂s(ξ) = e−isξ f̂(ξ).

On peut envisager un signal qui soit composé d’un mélange de signaux retardés fs, avec
une mesure de mélange g(s) ds ; on obtient alors le signal composé

t→
∫

R

f(t− s)g(s) ds.

On voit apparâıtre la convolution des fonctions f et g, qui a été définie dans le cours
d’intégration. On va rappeler les propriétés de cette opération.
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Proposition 1.1.6. Si f ∈ L1(R) et g ∈ L1(R), la fonction s ∈ R → f(x − s)g(s) est
intégrable pour presque tout x ∈ R, et on peut donc poser pour presque tout x ∈ R

(f ∗ g)(x) =

∫

R

f(x− s)g(s) ds = (g ∗ f)(x) ;

on obtient de cette façon une classe de fonctions f ∗ g ∈ L1(R) et

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1,

∫

R

(f ∗ g)(x) dx =
(∫

R

f(x) dx
)(∫

R

g(x) dx
)
.

Preuve. — Supposons d’abord f et g mesurables ≥ 0 ; en admettant la valeur +∞, on
peut toujours écrire

∀x ∈ R, (f ∗ g)(x) =

∫

R

f(x− s)g(s) ds = (g ∗ f)(x).

On a par Fubini positif
∫

R

(f ∗ g)(x) dx =

∫

R

(∫

R

f(x− s)g(s) ds
)

dx =

∫

R2

f(x− s)g(s) dsdx =

=

∫

R

(∫

R

f(x− s) dx
)
g(s) ds =

(∫

R

f(x) dx
)(∫

R

g(s) ds
)
.

Si f, g sont intégrables positives, on a donc

(2)

∫

R

(f ∗ g)(x) dx =
(∫

R

f(x) dx
)(∫

R

g(x) dx
)
< +∞

ce qui implique en particulier que (f ∗ g)(x) est fini pour presque tout x. Si f, g ∈ L1(R),
les fonctions |f | : x→ |f(x)| et |g| sont intégrables positives ; l’équation (2) appliquée à
|f | et |g| montre que l’intégrale de |f | ∗ |g| est finie, donc l’ensemble N des x ∈ R tels que

(|f | ∗ |g|)(x) =

∫

R

|f(x− s)| |g(s)| ds = +∞

est négligeable ; on voit que pour tout x /∈ N, la fonction

s→ f(x− s)g(s)

est intégrable sur R, ce qui permet de poser

∀x /∈ N, (f ∗ g)(x) =

∫

R

f(x− s)g(s) ds.

Si on veut, on peut poser (f ∗ g)(x) = 0 pour x ∈ N, et on obtient de cette façon une
fonction mesurable f ∗ g définie partout sur R (l’affirmation de mesurabilité fait partie
de l’énoncé du théorème de Fubini). On a ensuite

|(f ∗ g)(x)| =
∣∣∣
∫

R

f(x− s) g(s) ds
∣∣∣ ≤

∫

R

|f(x− s)| |g(s)| ds = (|f | ∗ |g|)(x)

et en utilisant (2) on obtient

‖f ∗ g‖1 =

∫

R

|f ∗ g| ≤
∫

R

(|f | ∗ |g|) =
(∫

R

|f |
)(∫

R

|g|
)

= ‖f‖1 ‖g‖1.

Pour l’intégrale de f ∗ g, on reprend le calcul du début de la preuve, mais en utilisant
maintenant Fubini général au lieu de Fubini positif.
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Exemple. Convolution avec une fonction indicatrice d’intervalle

Si τ > 0 et si on introduit la fonction Kτ = τ−11[0,τ ], on voit que pour toute f ∈ L1(R)
et tout t, on a

(f ∗ Kτ )(t) =
1

τ

∫ t

t−τ

f(s) ds.

Il en résulte que f ∗ Kτ est continue, dérivable si f est continue. La fonction f ∗ Kτ est
bornée par τ−1‖f‖1 et elle est intégrable par la proposition précédente ; en résumé :

(3) si f ∈ L1(R), la fonction f ∗ Kτ est continue bornée et intégrable.

Si f = 1[a,b] avec b− a > τ , on voit que 1[a,b] ∗Kτ est nulle en dehors de [a, b+ τ ], égale
à 1 dans [a+ τ, b], avec un raccord linéaire entre les deux cas,

(1[a,b] ∗ Kτ )(x) = (x− a)/τ si a ≤ x ≤ a+ τ,

(1[a,b] ∗ Kτ )(x) = (b+ τ − x)/τ si b ≤ x ≤ b+ τ.

c’est moi qui l’ai fait !   28/03/2006

0 a b

1

b+τa+τ

Graphe de 1[a,b] ∗ Kτ

En particulier, la valeur absolue de la différence entre 1[a,b] et 1[a,b] ∗ Kτ est majorée
par la somme 1[a,a+τ ] + 1[b,b+τ ], fonction dont la norme est petite quand τ → 0. Plus
précisément, pour tout p tel que 1 ≤ p < +∞, on peut majorer la norme Lp de la
différence

‖1[a,b] − 1[a,b] ∗ Kτ‖p
p =

∫

R

∣∣∣1[a,b](t) − (1[a,b] ∗ Kτ )(t)
∣∣∣
p

dt

≤
∫

R

∣∣∣1[a,a+τ ](t) + 1[b,b+τ ](t)
∣∣∣
p

dt = 2τ.

ce qui montre que

(4) ‖1[a,b] − 1[a,b] ∗ Kτ‖p ≤ (2τ)1/p.

Si on fait un peu plus attention, on peut arriver à majorer par τ1/p (au lieu de (2τ)1/p).
Dans le cas 0 < b − a ≤ τ , on peut voir que la majoration (4) reste juste (mais pas le
dessin), mais en fait on a dans ce cas ‖1[a,b] − 1[a,b] ∗ Kτ‖p ≤ (2b − 2a)1/p, ce qui est
mieux.
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Fourier et convolution

Théorème 1.1.7. Si f, g ∈ L1(R), on a

f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

Preuve. — On a

(f̂ ∗ g)(y) =

∫

R

(f ∗ g)(x) e−ixy dx =

=

∫

R
2

f(x− s)g(s) e−ixy dxds =

∫

R

(∫

R

f(x− s) e−i(x−s)y g(s) e−isy ds
)

dx

qui apparâıt comme l’intégrale de f1 ∗ g1, où on aurait posé f1(u) = e−iuy f(u) et
g1(u) = e−iuy g(u) ; d’après les rappels sur la convolution de la proposition 1.1.6,

(f̂ ∗ g)(y) =

∫

R

f1 ∗ g1 =
(∫

R

f1

)(∫

R

g1

)
=

=
(∫

R

e−iuy f(u) du
)(∫

R

e−iuy g(u) du
)

= f̂(y) ĝ(y).

Filtres

Supposons que la transformée de Fourier de g 〈〈 ressemble 〉〉 à l’indicatrice d’un intervalle
de la forme [−2πa, 2πa], par exemple supposons que ĝ soit égale à 1 sur l’intervalle
[−2πa, 2πa], nulle en dehors de [−2π(a + τ), 2π(a + τ)] avec τ > 0 petit, affine sur les
deux intervalles [2πa, 2π(a+ τ)] et [−2π(a+ τ),−2πa], et continue ; si on forme le signal
obtenu par moyenne des translatés fs de f avec la mesure g(s) ds, on voit que l’effet de
la convolution avec g est de supprimer dans le signal f ∗ g les fréquences du signal f
qui sont au-delà de la valeur a + τ , en gardant intacte la partie du signal qui contient
les fréquences plus petites que a. Il existe des dispositifs physiques (en particulier des
circuits électroniques) dont l’action sur un signal d’entrée f ressemble à ce qui est décrit
dans les lignes précédentes. On appelle ces dispositifs des filtres, et par extension on
nommera ainsi des fonctions g qui pourraient théoriquement avoir cet effet.

Pour qu’un filtre soit réalisable, le minimum est qu’il soit obtenu en mélangeant
des retardés du signal f , c’est-à-dire qu’on limite la mesure g(s) ds aux valeurs s > 0,
ce qui veut dire qu’on suppose que la fonction g est nulle sur ]−∞, 0]. Il est en effet
impossible d’utiliser des anticipés du signal, correspondant à des valeurs futures qui sont
normalement inconnues ! On pourra voir en exercice que le filtre mathématique g proposé
au début du paragraphe précédent n’est pas physiquement réalisable.

Dans d’autres contextes, la convolution peut être utilisée pour faire par exemple une
moyenne spatiale de translatés d’un phénomène, au lieu de la moyenne temporelle que
nous avons envisagée. Dans un tel cas, il n’y aura en général aucune raison de limiter le
support de g au côté positif. On en verra un exemple plus loin à propos de l’équation de
la chaleur.
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Calcul de la transformée de Fourier de Kτ

On voit que

(5) K̂τ (ξ) =
1

τ

∫ τ

0

e−iξt dt =
1 − e−iτξ

iτξ
= e−iτξ/2 sin(τξ/2)

τξ/2
.

Si on pense à Kτ comme à un filtre (un filtre mathématique, pas un filtre réaliste) agissant
sur le signal f pour donner le 〈〈signal filtré 〉〉 f ∗ Kτ , on voit que les pulsations ξ 6= 0
telles que sin(τξ/2) = 0 seront 〈〈tuées 〉〉 par la convolution avec Kτ , ce qui correspond
à τξ ∈ 2π Z, et ξ non nul ; en terme de fréquence F = ξ/(2π), la première fréquence
annulée est F = τ−1, et les autres sont les multiples de τ−1. Si on veut écouter une radio
qui émet sur 100 MHz = 108 Hz, il ne faut sûrement pas commencer par faire la moyenne
de son signal sur un intervalle de temps de τ = 10−8 s !

1.2. Fourier dans L2(R)

Avant de se lancer on va rassembler quelques propriétés simples. Si g = 1[a,b] on a deux
majorations pour ĝ : la majoration générale par ‖ĝ‖∞ ≤ ‖g‖1 = b−a de la relation (M),
et une autre majoration qui provient du calcul explicite

|ĝ(y)| =
∣∣∣e

−iay − e−iby

iy

∣∣∣ ≤ 2

|y|
,

de sorte qu’en utilisant l’une ou l’autre au bon moment, on trouve

(1 + y2) |ĝ(y)|2 = |ĝ(y)|2 + y2 |ĝ(y)|2 ≤ (b− a)2 + 4.

Il en résulte que |ĝ(y)| ≤ C (1 + y2)−1/2 pour une certaine constante C, et ĝ est de carré
intégrable : ∫

R

|ĝ(y)|2 dy ≤ C2

∫

R

dy

1 + y2
< +∞.

Si on considère g ∗ Kτ , on sait déjà que cette fonction est continue bornée intégrable,
d’après le résumé (3) ; puisque Kτ est un multiple de fonction indicatrice, la trans-

formée de Fourier K̂τ est dans L2(R) d’après ce qui précède, et ĝ ∗ Kτ = ĝ K̂τ est
intégrable comme produit de deux fonctions L2 (voir annexe, théorème A7). On a vu
aussi à l’équation (4) que

‖g − g ∗ Kτ‖2 ≤
√

2τ → 0

lorsque τ → 0. En résumé :

si g est une fonction indicatrice d’intervalle, la transformée de Fourier ĝ est dans
L2, la fonction g ∗Kτ appartient à l’espace X pour tout τ > 0, et g ∗Kτ tend vers g dans
L2 lorsque τ → 0.

Par combinaison linéaire de fonctions indicatrices d’intervalles on obtient les fonc-
tions en escalier, et il résulte des lignes précédentes, par linéarité, le lemme qui suit.
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Lemme 1.2.1. Si g est en escalier, la transformée de Fourier ĝ est dans L2, la fonction
g ∗ Kτ appartient à l’espace X pour tout τ > 0, et g ∗ Kτ tend vers g dans L2 lorsque
τ → 0. Il en résulte que l’espace X est dense dans L2(R).

Preuve. — Elle est très simple : une fonction en escalier g est une fonction sur R de la
forme

g =
N∑

j=1

cj1[aj ,bj ]

où aj ≤ bj pour tout j = 1, . . . ,N. La transformation de Fourier est linéaire, donc

ĝ =

N∑

j=1

cj 1̂[aj ,bj ] ;

d’après les remarques qui précèdent le lemme, chaque 1̂[aj ,bj ] est dans L2, donc ĝ est
dans L2 par combinaison linéaire, puisque L2 est un espace vectoriel de fonctions. De
même

g ∗ Kτ =
N∑

j=1

cj1[aj ,bj ] ∗ Kτ

est dans X comme combinaison linéaire des 1[aj ,bj ] ∗ Kτ qui sont dans l’espace vectoriel
X. Enfin, la limite dans L2 d’une somme finie étant la somme des limites,

lim
τ→0

g ∗ Kτ =

N∑

j=1

cj lim
τ→0

1[aj ,bj ] ∗ Kτ =

N∑

j=1

cj1[aj ,bj ] = g.

Vérifions pour finir la densité de l’espace X dans L2(R) : soient f ∈ L2(R) et ε > 0 ;
d’après le théorème A6 de l’annexe, on peut trouver une fonction en escalier g telle que
‖f − g‖2 < ε/2, puis une valeur de τ > 0 telle que ‖g − g ∗Kτ‖2 < ε/2. Alors g ∗ Kτ est
dans X, et ‖f − g ∗ Kτ‖2 < ε.

Corollaire 1.2.2. Si g est en escalier, sa transformée de Fourier ĝ est dans L2 et

∫

R

|ĝ(y)|2 dy = 2π

∫

R

|g(x)|2 dx.

Preuve. — La convolée g ∗ Kτ tend vers g dans L2 quand τ → 0 d’après le lemme
précédent, donc la norme L2 de la limite est la limite des normes,

∫

R

|g|2 = ‖g‖2
2 = lim

τ→0
‖g ∗ Kτ‖2

2 = lim
τ→0

∫

R

|g ∗ Kτ |2.

On sait que |K̂τ (y)| ≤ ‖Kτ‖1 = 1 et

K̂τ (y) = e−iτy/2 sin(τy/2)

τy/2

tend vers 1 quand τ → 0 pour tout y fixé, ce qui permet de voir que

|ĝ(y)|2 |K̂τ (y)|2 → |ĝ(y)|2

10



en restant majoré par la fonction intégrable |ĝ|2 ; il en résulte avec Lebesgue dominé que

∫

R

|ĝ|2 = lim
τ→0

∫

R

|ĝ|2 |K̂τ |2 = lim
τ→0

∫

R

|ĝ ∗ Kτ |2.

Par ailleurs, puisque g ∗ Kτ est un élément de l’espace X, on sait d’après l’équation (1)
que ∫

R

|ĝ ∗ Kτ |2 = 2π

∫

R

|g ∗ Kτ |2

pour tout τ , donc

∫

R

|ĝ|2 = lim
τ→0

∫

R

|ĝ ∗ Kτ |2 = 2π lim
τ→0

∫

R

|g ∗ Kτ |2 = 2π

∫

R

|g|2.

Proposition 1.2.3. Si f ∈ L2(R) est nulle en dehors d’un intervalle borné de R, alors

f est intégrable, f̂ est de carré intégrable et on a l’égalité de Parseval

‖f̂‖2 =
√

2π ‖f‖2.

Preuve. — On suppose que f ∈ L2(R) est nulle en dehors d’un intervalle borné [−a, a].
Dans ce cas f est aussi dans L1(R) d’après le lemme A8 de l’annexe, et la fonction f̂
est bien définie. D’après le cours d’intégration (voir le théorème A6 de l’annexe) il existe
une suite (gn) de fonctions en escalier qui converge vers f dans L2 ; on peut supposer(c)
que les (gn) sont nulles en dehors de [−a, a], ce qui implique qu’elles tendent vers f au
sens de L1 également, puisqu’on sait alors que ‖f − gn‖1 ≤

√
2a ‖f − gn‖2 d’après le

lemme A8. Il en résulte que ĝn tend uniformément vers f̂ , puisque d’après (M)

‖f̂ − ĝn‖∞ ≤ ‖f − gn‖1 → 0.

Par ailleurs la suite (gn) est de Cauchy dans L2 puisqu’elle converge vers f , et la relation

‖ĝn − ĝm‖2 =
√

2π ‖gn − gm‖2

obtenue au corollaire 1.2.2 montre que la suite (ĝn) est elle aussi de Cauchy dans L2, donc
converge dans l’espace complet L2 vers une fonction h. Puisque ĝn tend uniformément
vers f̂ , cette fonction h ne peut être que f̂ , d’après le corollaire A4 de l’annexe. Finalement
ĝn tend vers f̂ dans L2 et

‖f̂‖2 = lim
n

‖ĝn‖2 =
√

2π lim
n

‖gn‖2 =
√

2π ‖f‖2.

Théorème et définition 1.2.4. Si f ∈ L2(R) on pose fn = 1[−n,n]f , pour tout entier

n ≥ 1 ; alors fn est intégrable, la transformée de Fourier f̂n est de carré intégrable et la
suite (f̂n) converge dans L2(R) ; par définition la transformée de Fourier Ff est la limite
de cette suite,

Ff = lim
L2

f̂n.

Si de plus f ∈ L1(R), on a Ff = f̂ presque-partout. L’application f → Ff est une
application linéaire continue de L2(R) dans L2(R), et on a l’identité de Parseval

∀f ∈ L2(R), ‖Ff‖2 =
√

2π ‖f‖2.
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Preuve. — On voit d’abord par le lemme A9 que fn = 1[−n,n] f tend vers f dans L2,
donc (fn) est de Cauchy dans L2. On a vu à la proposition 1.2.3 que pour toute fonction

h ∈ L2(R) nulle en dehors d’un intervalle, on a ĥ ∈ L2(R) et

‖ĥ‖2 =
√

2π ‖h‖2.

Cette relation s’applique aux fonctions fn−fm, qui sont nulles hors d’un intervalle borné,

‖f̂n − f̂m‖2 =
√

2π ‖fn − fm‖2 ;

puisque (fn) est de Cauchy dans L2, on voit que la suite (f̂n) est elle aussi de Cauchy
dans L2, et comme L2(R) est complet cette suite est convergente et on peut poser(d)

Ff = lim
L2

f̂n.

On obtient l’égalité de Parseval en disant que la norme de la limite est la limite des
normes et en rappelant que ‖f̂n‖2 =

√
2π ‖fn‖2 pour tout n, par la proposition 1.2.3.

Montrons que l’application F est linéaire : si g est une autre fonction de L2(R) on
associera à la combinaison linéaire af + bg ∈ L2(R) la suite

(af + bg)n = 1[−n,n](af + bg) = afn + bgn,

et par l’addition des limites dans un espace vectoriel normé et la linéarité de la transfor-
mation de Fourier sur L1(R)

F(af + bg) = lim
n

̂(afn + bgn) = a lim
n
f̂n + b lim

n
ĝn = aFf + bFg.

Enfin, si f est à la fois dans L1(R) et dans L2(R), la suite fn tend aussi vers f pour

la norme de L1 (lemme A9), ce qui entrâıne que f̂n tend vers f̂ uniformément. Comme

(f̂n) tend vers Ff en norme L2, on conclut que Ff = f̂ presque partout (corollaire A4
de l’annexe).

Intégrales semi-convergentes et Fourier

Proposition 1.2.5. Soit (an) une suite de réels qui tend vers −∞ et soit (bn) une suite
de réels qui tend vers +∞ ; si f ∈ L2(R) et si la limite

F(y) = lim
n

∫ bn

an

e−ixy f(x) dx

existe pour presque tout y ∈ R, alors Ff = F presque partout. En particulier, si la
fonction f est dans L2(R) et si l’intégrale généralisée

F(y) =

∫ +∞

−∞

e−ixy f(x) dx

est semi-convergente pour presque tout y ∈ R, alors Ff = F presque partout.

Preuve. — Si on pose fn = 1[an,bn]f , on a
∫ bn

an

e−ixy f(x) dx = f̂n(y),

donc l’hypothèse de la proposition est que (f̂n) converge vers F presque partout ; mais

comme on sait que (fn) tend vers f dans L2 (lemme A9), on déduit que (f̂n) tend
vers Ff dans L2 d’après le théorème 1.2.4 ; il en résulte que Ff = F presque partout
(corollaire A4).
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Inversion de Fourier dans L2(R)

Désignons par σ l’application qui associe à chaque fonction f la fonction σf définie sur
R par (σf)(x) = f(−x). Il est clair que σ est isométrique sur Lp(R),

∀f ∈ Lp(R), ‖σf‖p = ‖f‖p,

et que σ◦σ = Id. Sur l’espace X de la définition 1.1.3, on a F ◦F = 2π σ et F ◦σ = σ◦F :
en effet, les fonctions f ∈ X sont dans L2(R) et dans L1(R), donc Ff = f̂ d’après le
théorème 1.2.4 ; si f ∈ X on sait (théorème 1.1.4) que pour tout x ∈ R, la valeur de
2π (σf)(x) est égale à

2π f(−x) =

∫

R

e i(−x)y f̂(y) dy =

∫

R

e−ixy f̂(y) dy = (F f̂)(x) = (F ◦ F)(f)(x),

donc 2π (σf) = (F ◦ F)(f), et par ailleurs

(F ◦ σ)(f)(y) = F(σf)(y) =

∫

R

e−ixy f(−x) dx =

∫

R

e−iu(−y) f(u) du = (Ff)(−y),

qui est égal à (σ◦F)(f)(y). Par la densité de l’espace vectoriel X dans L2(R) (lemme 1.2.1)
on déduit le résultat qui suit.

Théorème 1.2.6. Pour la transformation de Fourier F agissant de L2(R) dans L2(R)
on a

F ◦ F = 2π σ, F ◦ σ = σ ◦ F

donc F est inversible et

F−1 =
1

2π
F ◦ σ =

1

2π
σ ◦ F .

En particulier, si la fonction g ∈ L2(R) est nulle en dehors d’un intervalle borné de R, ou
plus généralement si la fonction g est à la fois dans L2(R) et dans L1(R), on peut écrire

(F−1g)(x) =
1

2π

∫

R

e ixy g(y) dy.

Preuve. — L’application T = F ◦ F − 2πσ est continue de L2(R) dans L2(R), donc
l’ensemble

Y = {f ∈ L2(R) : Tf = 0}

est un sous-ensemble fermé de L2(R). Mais on a dit qu’il contient X, donc Y contient
aussi l’adhérence X, qui est égale à L2(R) puisque X est dense (lemme 1.2.1), donc
Y = L2(R) et T = 0, ce qu’il fallait démontrer pour le premier point. La preuve du
second est analogue. Pour trouver l’inverse de F à partir des premières conclusions, on
remarque que

(
F ◦ σ

)
◦ F = F ◦

(
F ◦ σ

)
= F ◦ F ◦ σ = 2π σ ◦ σ = 2π IdL2 .

Pour obtenir la dernière conclusion, on se rappelle que dans le cas où g ∈ L2(R) est aussi
intégrable, la transformée Fg peut se calculer comme ĝ (théorème 1.2.4), ce qui entrâıne
que (F−1g)(x) = (2π)−1(σĝ)(x) = (2π)−1ĝ(−x), comme annoncé.
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Exemple de la fonction y → sin(y)/y

Puisque g(y) = sin(y)/y est la transformée de Fourier de f = 1
2 1[−1,1] et que g est paire,

on a g = g ◦ σ et l’inversion de Fourier dans L2 nous dit que

1[−1,1] =
1

π
Fg

en tant que classe de fonctions. Par ailleurs on va montrer que

(∗)
∫ n

−n

e−ixy g(y) dy =

∫ n

−n

cos(xy) sin(y)
dy

y

tend vers une limite qu’on va identifier, pour tout x ∈ R ; on sait(e) que

V = lim
n→+∞

∫ n

0

sin y

y
dy =

∫ +∞

0

sin y

y
dy

existe, et il en résulte par changement de variable que

lim
n→+∞

∫ n

−n

sin(ay)

y
dy

est égale à 2V pour tout a > 0 et à −2V pour tout a < 0. En utilisant les formules
d’addition des sinus, on voit que

2

∫ n

−n

cos(xy) sin(y)
dy

y
=

∫ n

−n

sin
[
(1 + x)y

] dy

y
+

∫ n

−n

sin
[
(1 − x)y

] dy

y

tend vers 4V lorsque |x| < 1, et vers 0 quand |x| > 1 (il y a aussi convergence quand
x = ±1, la limite est 2V dans ce cas mais nous ne l’utiliserons pas). Il en résulte d’après
la relation (∗) et la proposition 1.2.5 que Fg = 2V 1[−1,1] comme classe de fonctions,
et on a dit que Fg = π 1[−1,1]. On déduit donc de l’inversion de Fourier que V = π/2,
c’est-à-dire qu’on a trouvé la valeur de l’intégrale

∫ +∞

0

sin y

y
dy =

π

2
.

On peut noter que ∫ +∞

0

sin2 y

y2
dy =

π

2
;

en effet, on sait que g(y) = sin(y)/y est la transformée de Fourier de f(x) = 1
2
1[−1,1](x),

et on obtient donc que ∫

R

g2(y) dy = 2π

∫

R

f2(x) dx

=
2π

4

∫ 1

−1

dx = π

par l’identité de Parseval.
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1.3. Compléments sur la convolution et sur Fourier

Convolutions Lp ∗ L1

Proposition 1.3.1. Si f ∈ Lp(R) et g ∈ L1(R), avec 1 ≤ p ≤ +∞, alors f ∗ g ∈ Lp(R)
et

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖p ‖g‖1.

Donnons la preuve du cas p = 2. On suppose f et g mesurables positives ; avec Cauchy-
Schwarz, (∫

R

f(x− y)g(y) dy
)2

=
(∫

R

f(x− y)
√
g(y)

√
g(y) dy

)2

≤

(∫

R

f2(x− y)g(y) dy
)(∫

R

g(y) dy
)

= ‖g‖1

∫

R

f2(x− y)g(y) dy = ‖g‖1 (f2 ∗ g)(x)

avec f2 et g intégrables ; d’après la proposition 1.1.6,

∫

R

(∫

R

f(x− y)g(y) dy
)2

dx ≤ ‖g‖1 ‖f2‖1 ‖g‖1 = ‖g‖2
1 ‖f‖2

2.

Quand f et g ne sont pas positives, on majore les intégrales comme d’habitude en in-
troduisant les fonctions |f | et |g|. Le cas p = +∞ est facile (exercice) et doit se traiter
à part. Le cas p = 1 est déjà connu (proposition 1.1.6), et le cas 1 < p < +∞, p 6= 2 se
traite en remplaçant Cauchy-Schwarz par Hölder (introduire l’exposant q conjugué de p,
écrire g(y) = g(y)1/p g(y)1/q et adapter ce qui précède).

Approximation de l’unité dans Lp(R)

On va énoncer un cas très particulier de la méthode générale d’approximation par con-
volution.

Théorème 1.3.2. Si f ∈ Lp(R), avec 1 ≤ p < +∞, la convolée f ∗ Kτ converge vers f
dans Lp lorsque τ → 0.

Preuve. — Soit ε > 0 donné ; d’après le cours d’intégration (et l’annexe, théorème A6),
on peut trouver une fonction en escalier ϕ telle que l’on ait ‖f − ϕ‖p < ε/3. On a vu
à l’équation (4) que ‖h − h ∗ Kτ‖p < (2τ)1/p lorsque h est une indicatrice d’intervalle
borné, donc pour τ assez petit, on aura par linéarité ‖ϕ − ϕ ∗ Kτ‖p < ε/3 ; d’après la
proposition 1.3.1 on a aussi

‖f ∗ Kτ − ϕ ∗ Kτ‖p = ‖(f − ϕ) ∗ Kτ‖p ≤ ‖f − ϕ‖p ‖Kτ‖1 = ‖f − ϕ‖p < ε/3.

Finalement pour τ > 0 assez petit on a ‖f − f ∗ Kτ‖p < ε par l’inégalité triangulaire.

Corollaire. Si f et f̂ sont dans L1(R), on a presque partout

2π f(x) =

∫

R

e ixy f̂(y) dy.

Preuve. — Si f vérifie ces hypothèses, on voit que f ∗ Kτ est dans l’espace X de la
définition 1.1.3 : lorsque f ∈ L1, on a toujours que f ∗Kτ est continue bornée intégrable

par le résumé (3), et de plus ici ̂f ∗ Kτ = f̂ K̂τ est bornée en module par |f̂ |, donc
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intégrable d’après l’hypothèse du corollaire. Il en résulte que f ∗ Kτ ∈ X, donc f ∗ Kτ

vérifie la formule de Fourier inverse ponctuelle du théorème 1.1.4

2π (f ∗ Kτ )(x) =

∫

R

e itx ̂f ∗ Kτ (t) dt =

∫

R

e itx K̂τ (t)f̂(t) dt.

Quand τ tend vers 0, K̂τ (t) tend vers 1 en restant majoré par 1 (voir l’équation (5)),
donc l’intégrale

2π (f ∗ Kτ )(x) =

∫

R

e itx K̂τ (t)f̂(t) dt

tend vers

F(x) =

∫

R

e itx f̂(t) dt

par Lebesgue dominé, mais 2π f ∗ Kτ tend vers 2πf dans L1 par le théorème précédent.
Le résultat F = 2π f presque partout en découle par le corollaire A4 de l’annexe.

Corollaire. La transformation de Fourier est injective sur L1(R).

En effet, si f ∈ L1(R) et f̂ = 0, on a bien f et f̂ intégrables et le corollaire précédent

s’applique. Comme f̂ = 0, la formule d’inversion donne f = 0.

1.4. Fourier et dérivation

Proposition 1.4.1. Si f et x→ xf(x) sont intégrables sur R, la transformée de Fourier

f̂ est continûment dérivable sur R et sa dérivée est obtenue par dérivation sous l’intégrale,

(f̂ )′(y) = −i

∫

R

e−ixy xf(x) dx.

Si f est de classe C1 sur R, avec f et f ′ intégrables sur R, alors

f̂ ′ (y) = iy f̂(y).

Preuve. — Le premier résultat est obtenu par dérivation sous l’intégrale. Pour le second,
on écrit

(f ′ ∗ Kτ )(x) =
1

τ

∫ x

x−τ

f ′(u) du =
f(x) − f(x− τ)

τ
;

comme f ′ ∈ L1(R), on sait que f ′ ∗ Kτ tend dans L1 vers f ′ quand τ → 0 d’après le

théorème 1.3.2, donc ̂f ′ ∗ Kτ tend uniformément vers f̂ ′ par la relation (M) ; d’après la
partie droite de l’équation précédente, la transformée de Fourier de f ′ ∗ Kτ est égale à

y → 1 − e−iτy

τ
f̂(y)

qui tend simplement vers y → iyf̂(y) quand τ → 0, d’où le résultat f̂ ′(y) = iyf̂(y).
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Exemple de la densité gaussienne

La fonction f définie sur R par

f(x) = e−x2/2

est intégrable, et x → xf(x) est intégrable aussi : il en résulte que la fonction g définie

par g(y) = f̂(y) est de classe C1. On obtient par la proposition ci-dessus, suivie d’une
intégration par parties

g′(y) = −i

∫

R

x e−x2/2 e−ixy dx = i
(∫

R

iy e−x2/2 e−ixy dx
)

= −y g(y).

La résolution de l’équation différentielle g′(y) = −yg(y), compte-tenu de l’égalité

g(0) = f̂(0) =

∫

R

f(x) dx =

∫

R

e−x2/2 dx =
√

2π

donne

f̂(y) = g(y) =
√

2π e−y2/2 =
√

2π f(y).

On peut observer que la fonction f est un vecteur propre de la transformation de Fourier,
correspondant à la valeur propre

√
2π.

On dira que la fonction g, intégrable sur tout intervalle borné de R, est la dérivée
généralisée de la fonction continue G si on a pour tous u ≤ v

G(v) − G(u) =

∫ v

u

g(s) ds.

C’est le cas par exemple si G est continue, linéaire par morceaux, avec G = 0 hors de
[−1, 1], G(0) = 1 et G linéaire sur [−1, 0] et [0, 1]. La dérivée généralisée g de cette
fonction G est égale à g = 1[−1,0] − 1[0,1] dans ce cas.

−1 0 1

Graphe de G

−1 0 1

1

Dérivée généralisée g

Lorsque G est de classe C1, la dérivée généralisée g est simplement la dérivée usuelle
G′. La première partie de la proposition 1.4.2 correspond au deuxième cas de la proposi-
tion 1.4.1 : lorsque G est de classe C1 avec G,G′ à la fois dans L1 et L2, les deux énoncés
peuvent être appliqués à la fonction G.
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Proposition 1.4.2. On suppose que g et G sont deux fonctions de L2(R) telles que G
soit continue sur R et

G(v) − G(u) =

∫ v

u

g(s) ds

pour tous u ≤ v ; on a alors pour presque tout y

(Fg)(y) = iy (FG)(y).

Inversement, si G ∈ L2(R) est continue et si y → y (FG)(y) est de carré intégrable, il
existe une fonction g ∈ L2(R) telle que

G(v) − G(u) =

∫ v

u

g(s) ds

pour tous u ≤ v.

Preuve. — La première partie se fait comme dans le cas de L1 (preuve de la proposi-
tion 1.4.1), en disant ici que g ∗Kτ tend vers g dans L2 (théorème 1.3.2), et en exploitant
la définition de la dérivée généralisée,

(g ∗ Kτ )(x) =
1

τ

∫ x

x−τ

g(s) ds =
G(x) − G(x− τ)

τ
;

de plus, on vérifie que la transformée de Fourier de x→ G(x− τ) est ξ → e−iτξ(FG)(ξ),
comme dans le cas de L1(R) (revenir à la définition 1.2.4).

Pour la seconde partie : d’après la preuve du résultat sur la dérivabilité de la trans-
formée de Fourier des fonctions de L1 on voit que la fonction Gn définie sur R par

Gn(x) =
1

2π

∫ n

−n

e ixy(FG)(y) dy

est continûment dérivable, avec dérivée gn = G′
n exprimée par

gn(x) =
1

2π

∫ n

−n

iy e ixy(FG)(y) dy

ce qui implique que pour tous u ≤ v, Gn(v) − Gn(u) =
∫ v

u
gn(s) ds. De plus, si on pose

Hn(y) = 1[−n,n](y)(FG)(y), hn(y) = 1[−n,n](y)iy(FG)(y),

on voit que Gn = F−1Hn et gn = F−1hn (théorème 1.2.6) ; d’après le lemme A9 les suites
(Hn) et (hn) tendent dans L2 vers FG et h : y → iy(FG)(y) respectivement. Puisque
F−1 est continue de L2 dans L2, il en résulte que Gn tend dans L2 vers F−1FG = G, et
gn tend dans L2 vers la fonction g = F−1h. Puisque Gn tend vers G dans L2, on peut
trouver une sous-suite (Gnk

) telle que G(u) = limk Gnk
(u) pour presque tout u. Si on

choisit un point u0 tel que G(u0) = limk Gnk
(u0), on obtiendra(f) pour tout v ∈ R

Ψ(v) := G(u0) +

∫ v

u0

g(s) ds = lim
k

(
Gnk

(u0) +

∫ v

u0

gnk
(s) ds

)
= lim

k
Gnk

(v).

Il en résulte que la fonction continue Ψ définie à la ligne précédente est égale à G presque
partout, donc partout (théorème A5). Ceci termine la preuve : on a bien trouvé une
fonction g ∈ L2(R) telle que

G(v) − G(u) = Ψ(v) − Ψ(u) =

∫ v

u

g(s) ds

pour tous u < v.
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Corollaire 1.4.3. On suppose que G est de classe C1 sur R, que G et G′ sont dans
L2(R) ; alors, pour presque tout y

(F(G′))(y) = iy(FG)(y).

Comme on l’a déjà dit, cet énoncé correspond, pour L2, à la deuxième partie de la
proposition 1.4.1, qui s’appliquait à L1.

Corollaire 1.4.4. On suppose que G et H : x → xG(x) sont deux fonctions de L2(R) ;
alors FG admet une dérivée généralisée égale à

−iFH ∈ L2(R).

C’est la deuxième partie de la proposition 1.4.2, lue à l’envers (Fourier au lieu de Fourier
inverse). Cet énoncé correspond, pour L2, à la première partie de la proposition 1.4.1.

Équation de la chaleur sur la droite

On suppose donnée une fonction v sur R où v(x) représente la température au point x
d’une barre rectiligne infinie, à l’instant 0. Si la barre est homogène, la théorie physique
prévoit que l’évolution de la température au cours du temps t ≥ 0 est régie par l’équation
de la chaleur

∂u

∂t
= κ

∂2u

∂x2

où κ est une constante dépendant de la barre, et où u(x, t) représente la température au
point x à l’instant t ≥ 0. On cherche donc une fonction de deux variables u(x, t) telle
que u(x, 0) = v(x), et telle que pour tous t > 0 et x ∈ R,

∂

∂t
u(x, t) = κ

∂2

∂x2
u(x, t).

En utilisant les rapports entre Fourier et dérivation, on peut transformer cette équation
aux dérivées partielles en une équation différentielle ordinaire, moyennant quelques hy-
pothèses optimistes : on va supposer qu’on peut trouver une solution telle que x→ u(x, t)
soit de classe C2, intégrable ainsi que ses deux dérivées en x, pour tout t > 0. Posons
alors

w(x, t) = wt(ξ) =

∫

R

e−iξx u(x, t) dx.

Pour tout t > 0 fixé, wt est la transformée de Fourier de la fonction ut définie par
ut(x) = u(x, t). En utilisant les théorèmes précédents, on verra que la transformée de

Fourier de u′′t = ∂2u
∂x2 est égale à

û′′t (ξ) = −ξ2wt(ξ).

Si on peut dériver wt par rapport à t sous l’intégrale, on obtient

∂wt

∂t
(ξ) =

∫

R

e−iξx ∂u

∂t
(x, t) dx
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qui est égal d’après l’équation de la chaleur à

κ

∫

R

e−iξx ∂
2u

∂x2
(x, t) dx = κ û′′t (ξ) = −κξ2wt(ξ).

On a ainsi transformé l’équation de la chaleur en l’équation différentielle ordinaire (on
raisonne pour ξ fixé)

∂w

∂t
(ξ, t) = −κ ξ2w(ξ, t)

Cette équation différentielle se résout facilement, pour chaque ξ fixé : on obtient

wt(ξ) = w(ξ, t) = e−κξ2t w(ξ, 0) = e−κξ2t v̂(ξ).

On voit apparâıtre des densités gaussiennes (et leurs transformées de Fourier) : la fonction
wt, qui est la transformée de Fourier de ut, apparâıt comme le produit de la transformée
de Fourier ξ → e−κξ2t d’une certaine densité gaussienne gt avec la transformée de Fourier
de v. Par l’injectivité de Fourier, on en déduit que la fonction x→ u(x, t) est la convolu-
tion de la donnée initiale v avec la densité gaussienne gt dont la transformée de Fourier
est ĝt(ξ) = e−κξ2t, c’est-à-dire

gt(x) =
e−x2/(4κt)

√
4π κt

,

et pour tout t > 0,

u(x, t) = (v ∗ gt)(x) =

∫

R

v(x− y)
e−y2/(4κt)

√
4π kt

dy.

Fourier multi-dimensionnel

Si x = (x1, . . . , xd) et y = (y1, . . . , yd) sont deux éléments de R
d, on introduit leur produit

scalaire

x · y =
d∑

j=1

xj yj

et si f est intégrable sur R
d on pose

∀y ∈ R
d, f̂(y) =

∫

Rd

e−ix·y f(x) dx.

Dans le cas d’une fonction 〈〈décomposée 〉〉 de la forme

f(x1, x2, . . . , xd) = f1(x1)f2(x2) . . . fd(xd),

le théorème de Fubini donne

f̂(y1, y2, . . . , yd) = f̂1(y1) f̂2(y2) . . . f̂d(yd).

Ainsi, la densité gaussienne 2-dimensionnelle g(x1, x2) = e−x2
1/2−x2

2/2 admet pour trans-
formée de Fourier

(y1, y2) →
√

2π e−y2
1/2

√
2π e−y2

2/2 = 2π e−y2
1/2−y2

2/2 = 2π g(y1, y2).
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Fourier dans L2(Rd)

On peut définir F sur l’espace L2(Rd), et l’égalité de Parseval devient, pour toute fonction
f ∈ L2(Rd) ∫

Rd

|Ff(y)|2 dy = (2π)d

∫

Rd

|f(x)|2 dx.

Notes du chapitre 1

(a) Dans le poly d’Intégration, Chap. 6 p. 42, il est montré que toute fonction f ∈ L1(R)
peut être approchée en norme L1 par des fonctions en escalier. Si g = 1[a,b] est une
indicatrice d’intervalle, on a

ĝ(y) =
e−iay − e−iby

iy

pour y 6= 0, qui tend vers 0 à l’infini. Il en résulte, par combinaison linéaire, que ĝ tend
vers 0 à l’infini lorsque g est en escalier. Si f ∈ L1(R) et si ε > 0 est donné, on peut
trouver g en escalier telle que ‖f−g‖1 < ε/2 ; pour |y| assez grand, on aura |ĝ(y)| < ε/2,

et par la relation (M) on aura pour tout y on l’inégalité |f̂(y)− ĝ(y)| ≤ ‖f − g‖1 < ε/2.

Pour |y| assez grand, on a donc |f̂(y)| < ε.

(b) Un élément f de L∞(R) est une classe de fonctions mesurables qui admet des
représentants bornés. La quantité ‖f‖∞ est le plus petit nombre M tel que f admette un
représentant f1 (une vraie fonction mesurable) qui vérifie |f1(x)| ≤ M pour tout x ∈ R.
Cela revient à dire que M est le min des nombres réels m tels que l’ensemble

{x ∈ R : |f(x)| > m}

soit de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur R : l’ensemble {x ∈ R : |f(x)| > m}
est de mesure nulle si et seulement si ‖f‖∞ ≤ m.

(c) Si la suite (gn) tend vers f dans L2, on voit facilement que 1[−a,a] gn tend vers
1[−a,a] f = f , ce qui montre qu’on peut de toute façon remplacer les (gn) par les 1[−a,a] gn,
qui sont encore en escalier, et qui de plus sont nulles hors de [−a, a].

(d) Au lieu de tout faire à la main, on aurait pu appliquer un théorème du cours de
topologie : l’espace E des fonctions à support borné est dense dans L2(R) et l’application

f → f̂ est uniformément continue de E dans l’espace complet L2(R). On peut donc
la prolonger à L2(R), par le théorème de prolongement des applications uniformément
continues.

(e) Pour tout a > 0, on trouve par intégration par parties
∫ a

0

sinx

x
dx =

[1 − cosx

x

]a

0
+

∫ a

0

1 − cosx

x2
dx =

1 − cos a

a
+

∫ a

0

1 − cosx

x2
dx.

Quand a tend vers l’infini, le premier terme tend vers 0 et l’intégrale en 1/x2 est abso-
lument convergente à l’infini, donc

lim
a→+∞

∫ a

0

sinx

x
dx =

∫ +∞

0

1 − cosx

x2
dx.
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(f) Si une suite (gn) tend vers g dans L2(R), alors pour tous a < b

∫ b

a

g(t) dt = lim
n

∫ b

a

gn(t) dt.

En effet par Cauchy-Schwarz

∣∣∣
∫ b

a

(g(t) − gn(t)) dt
∣∣∣ ≤

(∫ b

a

12 dt
)1/2(∫ b

a

|g(t) − gn(t)|2 dt
)1/2

→ 0.
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2. Espaces de Hilbert

2.1. Produit scalaire, orthogonalité, bases hilbertiennes

On considère un espace vectoriel E sur K = R ou C. On appelle produit scalaire sur E
une application (x, y) ∈ E × E → 〈x, y〉 ∈ K telle que

– l’application x ∈ E → 〈x, y〉 est K-linéaire pour tout y ∈ E fixé ;

– pour tous x, y ∈ E, on a 〈y, x〉 = 〈x, y〉 ;

– le nombre 〈x, x〉, qui est réel d’après la ligne précédente, vérifie 〈x, x〉 ≥ 0 pour
tout x ∈ E, et de plus 〈x, x〉 > 0 pour tout vecteur x non nul.

On dira semi-produit scalaire (a) lorsqu’on supposera seulement que 〈x, x〉 ≥ 0 pour tout
vecteur x, mais en permettant que 〈x, x〉 = 0 pour des vecteurs x non nuls. L’application
y → 〈x, y〉 est additive,

〈x, y1 + y2〉 = 〈y1 + y2, x〉 = 〈y1, x〉 + 〈y2, x〉 = 〈x, y1〉 + 〈x, y2〉.
Si x, y sont deux vecteurs de E et λ un scalaire, on a(b)

〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 mais 〈x, λy〉 = 〈λy, x〉 = λ 〈x, y〉.
L’application y → 〈x, y〉 n’est donc pas linéaire dans le cas complexe, car l’image du
vecteur λ y est λ 〈x, y〉 (et pas λ 〈x, y〉). On dit qu’une telle application f du K-espace
vectoriel E dans un autre K-espace vectoriel, qui vérifie f(λv+w) = λf(v) + f(w) pour
tout scalaire λ et tous vecteurs v, w ∈ E, est une application antilinéaire. Ainsi, pour
tout x ∈ E fixé,

l’application y → 〈x, y〉 est antilinéaire de E dans K.

Lorsque K = R, toutes les barres de conjugaison sont inutiles, et il n’y a pas de différence
entre linéaire et antilinéaire ; toutefois, considérer les deux cas R et C ensemble permet
d’éviter de devoir tout répéter. Si x et y sont deux vecteurs de E, on obtient que

(1) 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉 + 2 Re〈x, y〉+ 〈y, y〉.
En remplaçant y par −y, on obtient 〈x − y, x − y〉 = 〈x, x〉 − 2 Re〈x, y〉 + 〈y, y〉 et en
additionnant les deux on obtient l’identité du parallélogramme, appelée(c) aussi relation
de la médiane

(2) 〈x+ y, x+ y〉 + 〈x− y, x− y〉 = 2 〈x, x〉+ 2 〈y, y〉.
Proposition 2.1.1 (Cauchy-Schwarz). Soit E un K-espace vectoriel muni d’un semi-
produit scalaire ; pour tous les vecteurs x, y de E on a

|〈x, y〉| ≤
√
〈x, x〉

√
〈y, y〉.

Preuve. — Écrivons le nombre complexe 〈x, y〉 sous forme polaire 〈x, y〉 = |〈x, y〉| e iθ,
pour un certain nombre réel θ, de sorte que 〈e−iθ x, y〉 = e−iθ〈x, y〉 = |〈x, y〉|. Choisissons
deux nombres réels λ >

√
〈y, y〉 et µ >

√
〈x, x〉. On écrit pour le vecteur z = λ e−iθ x−µy

0 ≤ 〈z, z〉 = 〈λ e−iθ x− µy, λ e−iθ x− µy〉
= λ2〈x, x〉 − 2λµRe〈e−iθ x, y〉 + µ2〈y, y〉 = λ2〈x, x〉 − 2λµ |〈x, y〉|+ µ2〈y, y〉.

Il en résulte que
2λµ |〈x, y〉| ≤ λ2〈x, x〉 + µ2〈y, y〉 < 2λ2µ2,

d’où |〈x, y〉| < λµ par simplification, puisque λµ > 0. Pour finir, on fait tendre λ vers√
〈y, y〉 et µ vers

√
〈x, x〉.
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Semi-norme déduite d’un semi-produit scalaire

Soit E un K-espace vectoriel muni d’un semi-produit scalaire ; l’application

x ∈ E → ‖x‖ =
√
〈x, x〉

est une semi-norme sur E, c’est-à-dire qu’elle vérifie

‖x‖ ≥ 0, ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ et ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖
pour tous x, y ∈ E et λ ∈ K. Le dernier point (l’inégalité triangulaire) résulte de Cauchy-
Schwarz,

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉 + 2 Re〈x, y〉+ 〈y, y〉 ≤ 〈x, x〉 + 2 |〈x, y〉|+ 〈y, y〉
≤ 〈x, x〉+ 2

√
〈x, x〉

√
〈y, y〉+ 〈y, y〉 =

(√
〈x, x〉 +

√
〈y, y〉

)2
=

(
‖x‖ + ‖y‖

)2
.

Lorsque E est muni d’un produit scalaire, l’hypothèse ‖x‖ = 0 implique 〈x, x〉 = 0, donc
x = 0 par définition d’un produit scalaire, et la semi-norme est en fait une norme sur
l’espace vectoriel E.

Exemple. Sur C
n on définit le produit scalaire

〈z, w〉 =

n∑

i=1

ziwi

où z = (z1, . . . , zn) et w = (w1, . . . , wn), avec zi, wj ∈ C.

Sur l’espace E = L2(Ω, µ) on peut définir le semi-produit scalaire

〈f, g〉 =

∫

Ω

f(ω)g(ω) dµ(ω) ;

il lui correspond la semi-norme

‖f‖2 =
(∫

Ω

|f(ω)|2 dµ(ω)
)1/2

.

Si f est négligeable sans être la fonction nulle, on aura ‖f‖2 = 0 sans que le vecteur f
soit le vecteur nul de E : cette semi-norme n’est en général pas une norme.

Soit E un K-espace vectoriel muni d’un semi-produit scalaire ; on dit que deux
vecteurs u, v ∈ E sont orthogonaux quand 〈u, v〉 = 0 ; on note que cette relation est
symétrique : 〈v, u〉 = 〈u, v〉 = 0 = 0.

Proposition 2.1.2 (Pythagore). Soit E un espace muni d’un semi-produit scalaire ; si
u1, . . . un sont des vecteurs de l’espace E, deux à deux orthogonaux, on a pour la semi-
norme associée

∥∥
n∑

j=1

uj

∥∥2
=

n∑

j=1

‖uj‖2.

Preuve. — Si u et v sont orthogonaux,

‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u〉 + 2 Re〈u, v〉 + 〈v, v〉 = 〈u, u〉 + 〈v, v〉 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

Ensuite, on montre la proposition par récurrence sur n ≥ 2 : on pose v =
∑n

j=1 uj , on
remarque que un+1 est orthogonal à v (linéarité du produit scalaire) et

∥∥
n+1∑

j=1

uj

∥∥2
= ‖v + un+1‖2 = ‖v‖2 + ‖un+1‖2 =

( n∑

j=1

‖uj‖2
)

+ ‖un+1‖2.

Définition. Un espace de Hilbert est un K-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire,
et tel que E soit complet pour la norme associée à ce produit scalaire.
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Exemple. Rappelons la définition de l’espace L2(Ω,A, µ) (bien noter que la lettre 〈〈L 〉〉

dans le symbole L2 est droite maintenant). Un élément f̃ ∈ L2(Ω, µ) n’est pas une
fonction, mais une classe de fonctions : si f est une fonction mesurable sur (Ω,A) à valeurs

dans K, on lui associe l’ensemble f̃ de toutes les fonctions mesurables f1 à valeurs dans
K telles que f1 = f µ-presque partout. Si l’un des éléments d’une classe f̃ est intégrable,
alors tous les autres éléments de la classe sont intégrables et ont la même intégrale, ce
qui permet d’employer la notation

∫
Ω
f̃ dµ et de parler de classe intégrable. Les carrés

f2 des éléments d’une classe f̃ sont dans une même classe, qu’on peut raisonnablement
noter f̃2 et appeler le carré de la classe f̃ .

L’espace L2(Ω,A, µ) est l’espace vectoriel des classes de carré intégrable. Le vecteur
nul 0̃ de cet espace vectoriel est la classe nulle, c’est-à-dire l’ensemble des fonctions
µ-négligeables à valeurs dans K. L’espace E = L2(Ω,A, µ), muni du produit scalaire(d)

〈f̃ , g̃〉 =

∫

Ω

f(ω)g(ω) dµ(ω)

où f, g sont des représentants quelconques des classes f̃ , g̃ ∈ L2, et muni de la norme
‖f̃‖2 = 〈f̃ , f̃〉1/2, est un espace de Hilbert. Dans la suite on ne mentionnera plus les

classes ; on fera 〈〈comme si 〉〉 f̃ et g̃ étaient des vraies fonctions, pour toute question ne
dépendant pas du représentant choisi, comme le calcul des intégrales par exemple.

Corollaire. Soit E un espace de Hilbert ; des vecteurs (uk), k = 1, . . . , n, orthogonaux
et non nuls sont linéairement indépendants.

Preuve. — En effet, si
∑n

k=1 ckuk = 0, on aura par la proposition 2.1.2

∥∥
n∑

k=1

ckuk

∥∥2
=

n∑

k=1

‖ckuk‖2 =
n∑

k=1

|ck|2‖uk‖2 = 0

donc |ck| ‖uk‖ = 0 pour tout k, et ck = 0 puisque ‖uk‖ 6= 0 pour k = 1, . . . , n. Ainsi, la
seule combinaison linéaire de ces vecteurs qui soit nulle est celle dont tous les coefficients
ck sont nuls : le système de vecteurs est libre.

Si les vecteurs e1, . . . , en sont orthonormés, c’est-à-dire(e) que 〈ek, e`〉 = δk,` pour tous
k, ` = 1, . . . , n, on a

∥∥
n∑

k=1

ckek

∥∥2
=

n∑

k=1

|ck|2.

De plus, si F = Vect(e1, . . . , en) et si z est un vecteur de F, les coordonnées de z dans la
base (e1, . . . , en) de F sont données par les produits scalaires 〈z, ek〉, k = 1, . . . , n

z =
n∑

k=1

〈z, ek〉 ek, ‖z‖2 =
n∑

k=1

|〈z, ek〉|2.

En effet, si z ∈ F, il existe des coefficients ck tels que z =
∑n

k=1 ckek ; pour tout indice
j = 1, . . . , n on a

〈z, ej〉 =
n∑

k=1

ck 〈ek, ej〉 = cj .
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Formes linéaires continues

Soit H un espace de Hilbert ; pour tout vecteur v ∈ H fixé, l’application

`v : x ∈ H → 〈x, v〉

est une forme linéaire continue sur H. En effet, par Cauchy-Schwarz, on a

|`v(x)| = |〈x, v〉| ≤ ‖v‖ ‖x‖.

Comme on le sait, ceci implique la continuité de `, puisqu’alors |`v(x1) − `v(x2)| =
|`v(x1 − x2)| ≤ ‖v‖ ‖x1 − x2‖ pour x1, x2 ∈ H. L’orthogonal du vecteur v,

v⊥ = {x ∈ H : x ⊥ v}

est un sous-espace vectoriel (noyau de `v), et il est fermé (continuité de `v).
Le dual topologique E′ d’un espace normé E est l’espace vectoriel des formes linéaires

continues sur E. Il est normé de la façon suivante : si ` est une forme linéaire continue
sur E, on pose

‖`‖ = sup{|`(x)| : x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1}.

On a alors |`(x)| ≤ ‖`‖ ‖x‖ pour tout x ∈ E ; en fait ‖`‖ est le plus petit nombre C tel
que l’on ait |`(x)| ≤ C ‖x‖ pour tout vecteur x ∈ E. Muni de cette norme, l’espace E′

est complet(f).
Revenons au cas de l’espace de Hilbert H. On vient de voir par Cauchy-Schwarz que

|`v(x)| ≤ ‖v‖ ‖x‖ pour tout x, donc ‖`v‖ ≤ ‖v‖ ; en appliquant `v au vecteur v lui-même,
on obtient

‖v‖2 = 〈v, v〉 = `v(v) ≤ ‖`v‖ ‖v‖,

ce qui implique ‖v‖ ≤ ‖`v‖ quand v 6= 0. On en déduit que ‖`v‖ = ‖v‖ pour tout vecteur
v ∈ H. On montrera plus loin que toute forme linéaire continue sur un espace de Hilbert
est de la forme `v, pour un certain vecteur v ∈ H (théorème 2.3.8).

Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Considérons dans un espace de Hilbert H un sous-espace vectoriel F = Vect(e1, . . . , en)
engendré par une suite orthonormée finie e1, . . . , en : pour tout vecteur x ∈ H, posons

PFx =
n∑

k=1

〈x, ek〉 ek.

Lemme 2.1.3. Pour tout x ∈ H, le point PFx est dans F et x − PFx est orthogonal à
F. Le point PFx est le point de F le plus proche de x ; en particulier, PFy = y pour tout
y ∈ F. De plus ‖PFx‖ ≤ ‖x‖, c’est-à-dire que

∀x ∈ H,

n∑

k=1

|〈x, ek〉|2 ≤ ‖x‖2.

L’application x→ PFx est linéaire continue de H dans H.

On dit que PFx est la projection orthogonale de x sur le sous-espace vectoriel F.
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Preuve. — Posons y =
∑n

k=1〈x, ek〉 ek ; pour tout j = 1, . . . , n on a

〈y, ej〉 = 〈
n∑

k=1

〈x, ek〉 ek, ej〉 =

n∑

k=1

〈x, ek〉 〈ek, ej〉 = 〈x, ej〉.

On voit ainsi que 〈ej , x−y〉 = 0 pour tout j = 1, . . . , n ; par linéarité du produit scalaire
par rapport au premier vecteur, on obtient 〈

∑n
j=1 cjej , x− y〉 = 0 pour tous les scalaires

(cj), ce qui montre que que x−y est orthogonal à F : on a bien que y ∈ F et x−y ⊥ F. Si
z est un vecteur de F quelconque, la différence y−z est encore dans F, donc orthogonale
à x− y et par Pythagore

‖x− z‖2 = ‖(x− y) + (y − z)‖2 = ‖x− y‖2 + ‖y − z‖2 ≥ ‖x− y‖2.

En reprenant la ligne précédente avec z = 0,

‖x‖2 = ‖(x− y) + y‖2 = ‖x− y‖2 + ‖y‖2 ≥ ‖y‖2.

Il est clair sur les formules de définition que PF est linéaire, et l’inégalité ‖PFx‖ ≤ ‖x‖
implique la continuité de PF.

Séries de vecteurs dans un espace vectoriel normé

Si (uk)k≥0 est une suite de vecteurs d’un espace normé E, on peut définir les sommes
partielles

Un =

n∑

k=0

uk ∈ E ;

par définition, la série de vecteurs
∑
uk est dite convergente dans E quand il existe un

vecteur s ∈ E tel que
lim
n

‖s− Un‖E = 0,

c’est-à-dire que s = limn Un dans E. Ce vecteur s (qui est unique) est appelé la somme
de la série. On pose alors

+∞∑

k=0

uk = s = lim
n

Un.

Proposition 2.1.4. Soit (uk)k≥0 une suite de vecteurs deux à deux orthogonaux dans
un espace de Hilbert H ; la série

∑
uk converge dans H si et seulement si

∑
‖uk‖2 < +∞,

et dans ce cas
∥∥

+∞∑

k=0

uk

∥∥2
=

+∞∑

k=0

‖uk‖2.

Preuve. — Posons pour tout entier n ≥ 0

Un = u0 + · · ·+ un, Vn = ‖Un‖2 = ‖u0‖2 + · · · + ‖un‖2.

Puisque H est complet, la série de vecteurs
∑
uk converge dans H si et seulement si la

suite des sommes partielles (Un) est de Cauchy dans H. Pour tous les entiers m < n on
a Un − Um = um+1 + · · ·+ un, donc par Pythagore

‖Un − Um‖2 =

n∑

k=m+1

‖uk‖2 = Vn − Vm.

27



Il en résulte que la suite de vecteurs (Un) est de Cauchy si et seulement si la suite
numérique (Vn) est de Cauchy, c’est-à-dire si et seulement si

∑
‖uk‖2 < +∞. Dans le

cas où la série converge, on obtient

∥∥
+∞∑

k=0

uk

∥∥2
= ‖ lim

n
Un‖2 = lim

n
‖Un‖2 = lim

n

n∑

k=0

‖uk‖2 =
+∞∑

k=0

‖uk‖2.

Le sous-espace vectoriel Vect(vi : i ∈ I) engendré par une famille (vi)i∈I de vecteurs
de H est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de ces vecteurs ; par définition,
une combinaison linéaire w ∈ Vect(vi : i ∈ I) fait intervenir un ensemble fini J ⊂ I et des
coefficients scalaires (cj)j∈J,

w =
∑

j∈J

cjvj .

On voit facilement que Vect(vi : i ∈ I) est le plus petit sous-espace vectoriel de H
contenant tous les vecteurs vi. Si I = N, on voit que Vect(vn : n ≥ 0) est la réunion des
espaces de dimension finie FN = Vect(vk : 0 ≤ k ≤ N), lorsque N varie dans N.

On peut montrer facilement que l’adhérence d’un sous-espace vectoriel V est encore
un sous-espace vectoriel. Le sous-espace vectoriel fermé engendré par la famille (vi)i∈I de
vecteurs de H est l’adhérence de Vect(vi : i ∈ I) : c’est le plus petit sous-espace vectoriel
fermé contenant tous les vecteurs vi, i ∈ I.

Proposition 2.1.5. Soit (ek)k≥0 une suite orthonormée infinie de vecteurs dans un
espace de Hilbert H ; pour tout vecteur x ∈ H, la série de vecteurs

(∗)
+∞∑

k=0

〈x, ek〉 ek

est convergente dans H. Désignons par F le sous-espace vectoriel fermé engendré par la
suite (ek)k≥0 ; la somme y =

∑+∞
k=0 〈x, ek〉 ek de la série précédente est un vecteur de F,

et x− y est orthogonal à F. On dit encore que ce vecteur y est la projection orthogonale
de x sur F.

De plus, tout vecteur z du sous-espace vectoriel F peut s’écrire

z =

+∞∑

k=0

〈z, ek〉 ek.

Preuve. — Pour tout entier n ≥ 0, posons Fn = Vect(e0, . . . , en) ; on sait par le
lemme 2.1.3 que le vecteur yn =

∑n
k=0 〈x, ek〉 ek ∈ F est la projection orthogonale de x

sur Fn, et que
n∑

k=0

|〈x, ek〉|2 = ‖yn‖2 ≤ ‖x‖2.

Il en résulte que la série numérique
∑

|〈x, ek〉|2 converge, ce qui entrâıne par la propo-
sition 2.1.4 la convergence de la série (∗) de vecteurs orthogonaux ; la suite (yn) des
sommes partielles converge vers la somme de la série y ; ce vecteur limite y est dans F,
puisque F est fermé. Pour m ≤ n on a em ∈ Fn donc 〈x−yn, em〉 = 0. Le produit scalaire
avec em étant continu, on obtient

〈x− y, em〉 = lim
n

〈x− yn, em〉 = 0.
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Ceci montre que x−y est orthogonal à tous les vecteurs em ; comme l’orthogonal (x−y)⊥
est un sous-espace vectoriel, il contient d’abord toutes les combinaisons linéaires des em,
et comme il est fermé, il contient aussi les limites de combinaisons linéaires, c’est-à-dire
finalement tous les vecteurs de F. Ainsi F ⊂ (x− y)⊥, ce qui signifie que x− y ⊥ F.

Prenons maintenant z ∈ F et considérons le vecteur y =
∑+∞

k=0 〈z, ek〉 ek ; d’après ce
qui précède, on a y ∈ F et z − y ⊥ F ; mais puisque z − y ∈ F, il en résulte que

〈z − y, z − y〉 = 0,

par conséquent z = y =
∑+∞

k=0 〈z, ek〉 ek, comme annoncé.

Exemple. Les fonctions en(t) = eint, n ∈ Z, sont une suite orthonormée dans l’espace
H = L2([0, 2π], dt/(2π)). Pour toute fonction f ∈ H, les deux séries de vecteurs

+∞∑

n=0

〈f, en〉 en,

+∞∑

n=1

〈f, e−n〉 e−n

convergent dans H.

Définition. Une base hilbertienne d’un espace de Hilbert H est une famille de vecteurs
(ei)i∈I indexée par un ensemble I, et telle que

– les vecteurs sont de norme un, et deux à deux orthogonaux ;
– l’espace vectoriel engendré Vect(ei, i ∈ I) est dense dans H.

On ne travaillera pas ici avec les espaces de Hilbert qui ont une base hilbertienne
indexée par un ensemble I non dénombrable. Mentionnons que tout espace de Hilbert
admet des bases hilbertiennes, mais nous ne le prouverons que dans le cas d’un espace
de Hilbert séparable ; dans ce cas, la base peut être indexée par un ensemble I fini ou
dénombrable. Si I est infini dénombrable, si (ei)i∈I est une base hilbertienne de H et si
(in)n≥0 est une énumération quelconque des éléments de I, on a pour tout x ∈ H

x =
+∞∑

n=0

〈x, ein
〉 ein

, ‖x‖2 =
+∞∑

n=0

|〈x, ein
〉|2.

Pour la première égalité, il suffit d’appliquer la proposition 2.1.5, puisque le sous-espace
fermé engendré par la suite (ein

) est ici égal à l’espace H tout entier. La deuxième égalité
résulte de la proposition 2.1.4.

Expression du produit scalaire dans une base hilbertienne infinie dénombrable

Si l’espace de Hilbert H admet une base hilbertienne infinie dénombrable (en)n≥0, si
x, y ∈ H, le vecteur x est limite dans H de la suite

xN =

N∑

k=0

〈x, ek〉 ek ;

puisque la forme linéaire `y est continue sur H, on obtient

〈x, y〉 = `y(x) = lim
N

〈xN, y〉 = lim
N

N∑

k=0

〈x, ek〉 〈ek, y〉 = lim
N

N∑

k=0

〈x, ek〉 〈y, ek〉

c’est-à-dire que

(S) 〈x, y〉 =
+∞∑

k=0

〈x, ek〉 〈y, ek〉.
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Exemple de base hilbertienne : le système de Haar

Pour chaque intervalle borné I = [a, b[ posons m = (a + b)/2, puis I− = [a,m[ et
I+ = [m, b[ ; on décrit une famille infinie d’intervalles par récurrence : la famille G0 est
formée du seul intervalle [0, 1[ ; si Gn est définie, la famille Gn+1 est formée de tous les
intervalles I−, I+ lorsque I varie dans Gn.

On voit que Gn est formée de 2n intervalles disjoints qui recouvrent [0, 1[. On con-
sidère la famille de fonctions formée de h∅ = 1, puis de toutes les fonctions

hI = |I|−1/2
(
1I− − 1I+

)

où I varie dans toutes les familles Gn, n ≥ 0 et |I| dénote la longueur de l’intervalle I.
Cette famille de fonctions est une base hilbertienne de l’espace de Hilbert L2(0, 1). À cet
effet, on vérifie d’abord que ces fonctions (hI) sont deux à deux orthogonales (exercice).
Ensuite, l’espace

Vn+1 = Vect(1I : I ∈ Gn+1)

est de dimension 2n+1, et il contient les fonctions h∅ et les hI, pour I dans la réunion des
Gk, 0 ≤ k ≤ n, qui sont indépendantes car orthogonales ; le nombre de ces fonctions est

1 + 1 + 2 + 4 + · · · + 2n = 2n+1,

donc elles forment une base de Vn+1, et il en résulte que

Vn+1 = Vect(h∅, hI : I ∈ Gk, 0 ≤ k ≤ n).

On voit donc que l’espace engendré par la famille de toutes les fonctions hI contient tous
les espaces Vn ; il est clair(g) que toute fonction en escalier peut être approchée dans
L2([0, 1]) par une fonction de la réunion des Vn. Il en résulte que la famille (hI) est une
base hilbertienne de L2([0, 1]).

Gram-Schmidt et bases hilbertiennes

Le procédé de Gram-Schmidt est utile en dimension finie comme en dimension infinie.
On va utiliser dans la proposition qui suit une convention de notation qui permet de
traiter les deux cas en même temps, au prix d’une petite perte de lisibilité.

Proposition 2.1.6. Désignons par N un entier ≥ 0 fini ou bien N = +∞. Si on a une
suite (vn)0≤n<N de vecteurs linéairement indépendants dans un espace de Hilbert H, il
existe une suite orthonormée (fn)0≤n<N telle que

Vect(fk : 0 ≤ k ≤ n) = Vect(vk : 0 ≤ k ≤ n)

pour tout entier n tel que 0 ≤ n < N.

Preuve. — Le vecteur v0 est non nul, puisqu’il fait partie d’un système libre ; on intro-
duit pour commencer le vecteur de norme 1

f0 = ‖v0‖−1v0,

et on a bien que Vect(f0) = Vect(v0). Supposons que f0, . . . , fn aient été déterminés et
que

Vect(v0, . . . , vn) = Fn = Vect(f0, . . . , fn) ;
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la projection orthogonale Pn sur Fn est donnée pour tout vecteur x ∈ H par

Pnx =

n∑

k=0

〈x, fk〉 fk.

Si n + 1 = N, c’est fini : on a traité tous les vecteurs disponibles. Sinon, n + 1 < N et
puisque les vecteurs (vj) sont indépendants, on sait que vn+1 /∈ Vect(v0, . . . , vn) = Fn,
donc yn+1 = Pnvn+1 6= vn+1 ; posons

fn+1 = ‖vn+1 − yn+1‖−1(vn+1 − yn+1).

Ce vecteur de norme 1 est orthogonal à Fn, donc à f0, . . . , fn ce qui montre que les
vecteurs f0, . . . , fn+1 sont orthonormés. Par ailleurs, fn+1 ∈ Fn+1 = Vect(v0, . . . , vn+1)
puisque yn+1 ∈ Fn ⊂ Fn+1 et vn+1 ∈ Fn+1 ; les n+ 2 vecteurs f0, . . . , fn+1 sont libres,
et ils sont tous dans l’espace Fn+1, qui est de dimension n+2. Ils forment donc une base
de Fn+1 et par conséquent

Vect(v0, . . . , vn+1) = Vect(f0, . . . , fn+1).

On a ainsi démontré la possibilité de la récurrence.

Corollaire 2.1.7. Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de H, il admet
des bases orthonormées ; le sous-espace F est fermé(h) dans H.

Preuve. — Si N = dim F, on peut trouver une base (vn)0≤n<N pour F ; en appliquant la
proposition 2.1.6, on peut remplacer cette base par une base orthonormée f0, . . . , fN−1.
La projection orthogonale PF définie par

∀x ∈ H, PFx =

N−1∑

k=0

〈x, fk〉 fk

est continue, et F est exactement l’ensemble des vecteurs x ∈ H tels que PFx = x, donc
F = ker(IdH −PF) est fermé.

Définition : espaces séparables. Un espace métrique (X, d) est séparable s’il existe une
suite (xn)n≥0 de points de X qui est dense dans X : pour tout x ∈ X et tout ε > 0, il
existe un entier n tel que d(x, xn) < ε.

Il est connu que les espaces R, C ou R
m, pour tout entier m ≥ 2, sont séparables, mais

on va le revoir plus loin. On peut montrer que l’espace L2([a, b]) est séparable. On déduit
de Gram-Schmidt le résultat qui suit.

Corollaire. Si H est un espace de Hilbert de dimension infinie et séparable, il existe une
base hilbertienne (en)n≥0 pour H, indexée par l’ensemble N des entiers ≥ 0.

Preuve. — Par définition il existe une suite dense (xk) dans H ; on peut(i) construire
par récurrence une sous-suite vn = xkn

formée de vecteurs indépendants et telle que
xj ∈ Vect(v0, . . . , vn) pour tout j ≤ kn. D’après Gram-Schmidt, il existe une suite
orthonormée (ej)j≥0 telle que Vect(ej , j ≥ 0) contienne tous les Vect(v0, . . . , vn) et en
particulier tous les vecteurs (xk)k≥0. Il en résulte que Vect(ej , j ≥ 0) est dense dans H,
donc (ej)j≥0 est une base hilbertienne, par définition.
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Réciproque : si H admet une base hilbertienne finie ou dénombrable, il est séparable.

Preuve. — Supposons pour simplifier que K = R, et supposons d’abord que la base
hilbertienne soit finie (l’espace H est de dimension finie dans ce cas), disons (e1, . . . , eN).
On considère pour tout n ≥ 1 l’ensemble An des vecteurs z de la forme

z =
N∑

k=1

ck ek

où |ck| ≤ n pour 1 ≤ k ≤ N ; il est clair que An ⊂ An+1 pour tout n et que la réunion
des An est égale à H. Considérons ensuite, pour chaque entier n ≥ N, le sous-ensemble
Bn des points z de An dont les coordonnées ck sont astreintes à être des multiples entiers
j n−2, j = −n3,−n3 + 1, . . . , n3 de n−2 ; l’approximation d’un élément quelconque a de
An par un élément de Bn sera possible avec une erreur ≤ Nn−2 ≤ 1/n (remplacer chaque
coordonnée de a par le réel j n−2 le plus proche, avec une erreur ≤ n−2). L’ensemble Bn

est fini, de cardinal (2n3 + 1)N ; si on place dans une liste (dk)k≥0 tous les éléments de
BN, suivis de tous les éléments de BN+1, BN+2, etc., il est clair que la suite (dk) sera
dense dans H.

Si la dimension de H est infinie, soit (ek)k≥0 la base hilbertienne de H, donnée par
hypothèse ; d’après la première étape on peut trouver pour tout entier k un ensemble
dénombrable Dk ⊂ Hk = Vect(e0, . . . , ek) qui soit dense dans Hk ; la réunion D =

⋃
k Dk

est encore dénombrable, et elle est dense dans H : si x est un vecteur de H, on sait que
x est la limite dans H des vecteurs

xk =

k∑

j=0

〈x, ej〉 ej ∈ Hk,

lorsque k → +∞ ; on peut donc trouver k tel que ‖x − xk‖ < ε/2. On peut ensuite
trouver un élément d de Dk, donc de D, tel que ‖xk−d‖ < ε/2 et finalement ‖x−d‖ < ε,
ce qui montre que D est dense dans H.

2.2. La base hilbertienne des exponentielles complexes

Pour chaque entier n ∈ Z, définissons la fonction en par

∀x ∈ R, en(x) = einx .

Ces fonctions sont 2π-périodiques ; on les considérera aussi comme des fonctions sur
l’intervalle [0, 2π], qu’on munira de la mesure dµ(x) = (2π)−1dx, multiple de la mesure
de Lebesgue. Pour cette mesure µ, l’intervalle [0, 2π] est de mesure 1, et on a pour les
produits scalaires dans L2(µ), lorsque m 6= n

〈em, en〉 =

∫ 2π

0

em(x)en(x) dµ(x) =

∫ 2π

0

e imx e−inx dµ(x)

=
1

2π

∫ 2π

0

e i(m−n)x dx =
1

2π

[ e i(m−n)x

i(m− n)

]2π

x=0
= 0.

Lorsque m = n,

〈em, em〉 =
1

2π

∫ 2π

0

e i(m−m)x dx =
1

2π

∫ 2π

0

dx = 1.

Il s’agit donc d’une famille orthonormée. On va maintenant montrer que cette famille
(en)n∈Z est une base hilbertienne de l’espace L2([0, 2π], dx/(2π)). Avant de se lancer
dans la preuve, on va faire quelques rappels et introduire de nouveaux éléments utiles.
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Norme uniforme, convergence uniforme

Si C([a, b]) désigne l’espace vectoriel des fonctions continues sur l’intervalle fermé borné
[a, b], on le munit de la norme uniforme ‖f‖u définie pour toute fonction continue f par

‖f‖u = max{|f(t)| : t ∈ [a, b]}

(d’après le théorème A5 de l’annexe, cette norme est égale à ‖f‖∞, la norme induite
par l’espace L∞([a, b]), où [a, b] est muni de la mesure de Lebesgue). Dire qu’une suite
(fn) de fonctions continues converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f peut
s’exprimer au moyen de la norme uniforme,

lim
n

‖fn − f‖u = 0.

Quand f est une fonction continue 2π-périodique sur R, son maximum sur R est identique
à son maximum sur n’importe quel intervalle [a, b] de longueur 2π, par exemple égal au
maximum de f sur l’intervalle [a, b] = [0, 2π].

Intégrale sur une période. Si f est continue 2π-périodique, la dérivée en x de

Φ : x→
∫ x+2π

x

f(t) dt

est nulle, puisqu’elle vaut f(x + 2π) − f(x) = 0, ce qui montre que l’intégrale sur une
période ne dépend pas de l’intervalle de longueur 2π choisi. Le même résultat est vrai
aussi pour une fonction 2π-périodique intégrable sur [0, 2π], en découpant l’intégrale : si
0 ≤ x < 2π on peut écrire, d’abord pour une fonction mesurable positive f (qui permet
de raisonner avec des intégrales infinies)

Φ(x) =

∫ x+2π

x

f(t) dt =

∫ 2π

x

f(t) dt+

∫ x+2π

2π

f(t) dt

=

∫ 2π

x

f(t) dt+

∫ x

0

f(t) dt =

∫ 2π

0

f(t) dt = Φ(0) ;

pour x quelconque, on peut trouver x1 de la forme x+ 2kπ, k ∈ Z, tel que 0 ≤ x1 < 2π ;
par la périodicité de f on voit facilement que Φ(x) = Φ(x1), et on sait que Φ(x1) = Φ(0)
par ce qui précède. Si f est intégrable, on reprend les calculs, et on se sert, pour justifier
l’existence des intégrales, du cas de |f | déjà traité.

La convolution périodique de f, g, fonctions 2π-périodiques intégrables sur [0, 2π], sera
définie par

∀x ∈ R, (f ∗per g)(x) =

∫ a+2π

a

f(x− t)g(t)
dt

2π
,

où la valeur de l’intégrale ne dépend pas de a, d’après la remarque précédente. Le fait
que l’intégrale ait un sens pour presque tout x résulte du cas de la convolution sur
R, traité au chapitre 1 : en effet, si on se limite à x dans un intervalle borné [u, v],
la formule précédente cöıncide, au facteur 2π près, avec la convolution sur R de deux
fonctions intégrables sur R, à savoir 1[u−a−2π,v−a] f et 1[a,a+2π] g. Le fait que la valeur
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de la convolution périodique ne dépend pas de l’intervalle de longueur 2π choisi permet
de montrer par changement de variable que

(f ∗per g)(x) = (g ∗per f)(x).

Théorème 2.2.1. Les fonctions (en)n∈Z définies par en(t) = eint forment une base
hilbertienne de l’espace de Hilbert L2([0, 2π], dx/(2π)).

La preuve sera un peu longue. On sait déjà que (en)n∈Z est une suite orthonormée, il
reste à prouver qu’elle engendre un sous-espace vectoriel qui est dense dans L2([0, 2π]).
Comme on sait que les fonctions continues qui sont nulles en 0 et en 2π sont denses(j)
dans l’espace L2([0, 2π]), il suffit de voir que toute fonction continue nulle en 0 et 2π
peut être approchée en norme L2 par un polynôme trigonométrique

P =
N∑

k=−N

ckek.

Comme la mesure de [0, 2π] est finie, il suffit de montrer une approximation uniforme ;
en effet si g est continue sur [0, 2π] et si P est un polynôme trigonométrique tel que
‖g − P‖∞ < ε, on aura

‖g − P‖2
2 =

∫ 2π

0

|g(x)− P(x)|2 dx

2π
≤

∫ 2π

0

‖g − P‖2
∞

dx

2π
= ‖g − P‖2

∞

donc ‖g−P‖2 ≤ ‖g−P‖∞ < ε. Comme toute fonction continue sur [0, 2π], nulle en 0 et
2π peut(k) être étendue en fonction 2π-périodique continue sur R, il suffit de prouver le
théorème qui suit.

Théorème 2.2.2 (Weierstrass périodique). Si f est une fonction continue 2π-périodique
sur R, on peut l’approcher uniformément par des polynômes trigonométriques.

Preuve. — Pour la preuve on va se servir du noyau de Poisson : pour 0 < r < 1 on
pose

∀θ ∈ R, Pr(θ) =
∑

n∈Z

r|n| e inθ =

+∞∑

n=0

rn e inθ +

+∞∑

n=1

rn e−inθ

=
1

1 − r e iθ
+

r e−iθ

1 − r e−iθ
=

1 − r2

|1 − r e iθ |2 =
1 − r2

1 + r2 − 2r cos(θ)
.

La série converge normalement, ce qui permet par exemple d’intervertir intégrale et série,
et de voir ainsi que

∫ π

−π

Pr(θ)
dθ

2π
=

∑

n∈Z

r|n|
∫ π

−π

e inθ dθ

2π
= 1,

car les intégrales sont nulles, sauf si n = 0. Cette fonction continue Pr est positive, paire,
décroissante sur [0, π] ce qui implique quand 0 < δ < π

∫ π

−π

1{|t|≥δ}Pr(t)
dt

2π
= 2

∫ π

δ

Pr(t)
dt

2π
≤ 2Pr(δ)

∫ π

δ

dt

2π
≤ Pr(δ) =

1 − r2

1 + r2 − 2r cos(δ)
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qui tend vers 0 quand r → 1, avec δ fixé. Autrement dit, la 〈〈masse 〉〉 de Pr (limitée
à l’intervalle [−π, π]) se concentre à l’origine quand r → 1 ; c’est un cas particulier du
phénomène d’approximation de l’unité. On montre alors que

a. La convolée f ∗per Pr tend uniformément vers f quand r → 1.
b. La convolée f ∗per Pr est une série trigonométrique, limite uniforme de polynômes

trigonométriques.

Pour le point a, on se donne ε > 0 et on trouve, parce que f est(l) uniformément continue
sur R, un réel δ > 0 tel que |f(x) − f(y)| < ε/2 dès que |x − y| < δ ; on peut supposer
0 < δ < π et on choisit ensuite r suffisamment proche de 1 pour que

∫ π

δ

Pr(t)
dt

2π
<

ε

1 + 8‖f‖u

;

on écrit

f(x) − (f ∗ Pr)(x) =

∫ π

−π

(f(x) − f(x− t)) Pr(t)
dt

2π
;

on découpe l’intégrale selon que |t| < δ ou bien |t| ≥ δ ; dans le premier cas, on a
|f(x)− f(x− t)| < ε/2 par le choix de δ, et dans le deuxième cas on majore la différence
par 2 ‖f‖u ; on obtient ainsi, pour tout x réel

|f(x)− (f ∗ Pr)(x)| ≤
ε

2

∫ π

−π

Pr(t)
dt

2π
+ 2 ‖f‖u

∫

δ≤|t|≤π

Pr(t)
dt

2π

≤ ε

2
+ 4 ‖f‖u

ε

1 + 8‖f‖u
< ε,

donc ‖f − f ∗ Pr‖u < ε. Pour le point b, on écrit grâce à la convergence normale de la
série qui définit Pr

(f ∗ Pr)(x) =

∫ π

−π

f(s)Pr(x− s)
ds

2π
=

∫ π

−π

f(s)
(∑

n∈Z

r|n| e in(x−s)
) ds

2π

(3) =
∑

n∈Z

r|n|
∫ π

−π

f(s) ein(x−s) ds

2π
=

∑

n∈Z

r|n|cn(f) einx,

où

cn(f) =

∫ π

−π

f(s) e−ins ds

2π

est le n ième coefficient de Fourier complexe de la fonction 2π-périodique f . Il est clair
que |cn(f)| ≤ ‖f‖u pour tout n, donc la série dans l’équation (3) est normalement
convergente ; ceci implique que la fonction somme f ∗per Pr est limite uniforme des
sommes partielles

x→
N∑

n=−N

r|n|cn(f) einx,

comme on voulait le montrer. Ceci termine la démonstration du théorème de Weierstrass
périodique.
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Il résulte de tout ceci que le système trigonométrique est une base hilbertienne :
pour toute fonction f ∈ L2([0, 2π]), on a dans l’espace L2

f =
∑

n∈Z

〈f, en〉 en

où

〈f, en〉 =

∫ 2π

0

f(t) e−int dt

2π
= cn(f).

La série indexée par Z peut sembler troublante, on va la commenter. Tout d’abord, on
sait d’après la proposition 2.1.5 que les deux séries 〈〈ordinaires 〉〉

+∞∑

n=0

〈f, en〉 en,

+∞∑

n=1

〈f, e−n〉 e−n =

−1∑

−∞

〈f, en〉 en

convergent dans L2. De plus, si on énumère tous les indices dans Z, par exemple sous la
forme 0,−1, 1,−2, 2, . . . c’est-à-dire que n2k = k et n2k−1 = −k, on sait aussi que

f =
+∞∑

k=0

〈f, enk
〉 enk

.

Mais la somme partielle d’indice 2p est égale à

2p∑

k=0

〈f, enk
〉 enk

=

−1∑

n=−p

〈f, en〉 en +

p∑

n=0

〈f, en〉 en,

qui converge quand p→ +∞ vers la somme des deux séries 〈〈ordinaires 〉〉 ; on peut donc
écrire pour se rassurer

f =
∑

n∈Z

〈f, en〉 en =

−1∑

−∞

〈f, en〉 en +

+∞∑

n=0

〈f, en〉 en.

Le fait que f =
∑

n∈Z
〈f, en〉 en au sens de l’espace L2 n’indique pas s’il y a égalité

pour des valeurs de x, ni même si la série numérique
∑

n∈Z
cn(f) einx converge pour

des valeurs de x. C’est vrai d’après le théorème suivant, qui est un résultat très difficile
datant du milieu des années 1960 (l’article du mathématicien suédois Lennart Carleson
est paru en 1966).

Théorème de Carleson : pour toute fonction f ∈ L2([0, 2π]) et pour presque tout x, la
série de Fourier

+∞∑

k=−∞

ck(f) eikx

converge et sa somme est égale à f(x).

Quand nous disons que la série converge, cela signifie que les deux séries
∑+∞

k=0 ck(f) eikx

et
∑+∞

k=0 c−k(f) e−ikx convergent.
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Exemple : développement en série de Fourier de la fonction périodique f définie par
f(x) = 1 − |x|/π lorsque |x| ≤ π. Pour n 6= 0, on voit en utilisant la parité de f que

cn(f) =

∫ π

−π

f(x) e−inx dx

2π
=

∫ π

−π

f(x) cos(nx)
dx

2π
=

1

π

∫ π

0

(1 − x/π) cos(nx) dx

=
1

π

( 1

n

[
(1 − x/π) sin(nx)

]π

0
+

1

πn

∫ π

0

sin(nx) dx
)

=
1 − cos(nπ)

π2n2
,

qui est égal à 0 pour n pair non nul, et à 2/(π2n2) pour n impair. On voit aussi que
c0(f) = 1/2. La série de Fourier de f est donc

1

2
+

∑

n∈Z

1 − cos(nπ)

π2n2
e inx =

1

2
+

4

π2

+∞∑

k=0

cos((2k + 1)x)

(2k + 1)2
.

La série précédente est normalement convergente, et sa somme g(x) définit donc une
fonction continue ; comme f et g sont continues et doivent être égales presque partout
(puisqu’elles représentent la même classe dans L2) il en résulte(m) que f(x) = g(x) pour
tout x. La valeur en x = 0 ou x = π donne

∑+∞
k=0 (2k + 1)−2 = π2/8, ce qui implique

l’égalité classique
+∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.

2.3. Projection orthogonale et applications

Lemme 2.3.1. Soient H un espace de Hilbert sur K, F un K-sous-espace vectoriel de
H, x ∈ H et y ∈ F ; alors x− y est orthogonal à F si et seulement si y est le point de F
le plus proche de x,

‖x− y‖ = d(x,F) = min{‖x− z‖ : z ∈ F}.

Le point y ∈ F qui minimise la distance de x aux points de F est unique (s’il existe ;
dans ce cas, il est appelé projection orthogonale de x sur F).

Preuve. — Supposons d’abord que x − y ⊥ F ; pour tout vecteur z ∈ F, on voit que
y − z ∈ F, donc y − z est orthogonal à x− y et

‖x− z‖2 = ‖(x− y) + (y − z)‖2 = ‖x− y‖2 + ‖y − z‖2 ≥ ‖x− y‖2,

donc y est le point de F le plus proche de x. Supposons inversement que y soit le point
de F le plus proche de x ; si v est un vecteur de F, le vecteur y+ tv est dans F pour tout
réel t, donc

‖x− (y + tv)‖2 ≥ ‖x− y‖2

pour tout t ; la fonction

t→ ‖x− (y + tv)‖2 = ‖x− y‖2 − 2t Re〈x− y, v〉+ t2‖v‖2

atteint son minimum en t = 0, donc sa dérivée en t = 0 est nulle, ce qui donne

Re 〈x− y, v〉 = 0
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pour tout vecteur v ∈ F ; ceci est suffisant quand K = R, mais quand K = C il faut faire
un pas de plus : comme F est alors un C-sous-espace vectoriel de H, on peut choisir θ
réel de façon que si v1 = eiθ v, on ait 〈x− y, v1〉 ∈ R. On a encore v1 ∈ F : la première
partie du raisonnement montre que 〈x−y, v1〉 = 0, donc 〈x−y, v〉 = 0, pour tout vecteur
v ∈ F, ce qui signifie que x− y est orthogonal à F.

Le point y ∈ F qui minimise la distance est unique : si y′ était un autre point de
F tel que x − y′ soit orthogonal à F, on aurait par différence y − y′ ⊥ F, et comme
y − y′ ∈ F, le vecteur y − y′, orthogonal à lui-même, serait nul.

Prélude : considérons d’abord un sous-espace vectoriel F fermé, séparable et de dimension
infinie. D’après le corollaire de Gram-Schmidt, on peut trouver une base hilbertienne
(fn)n≥0 pour F. La proposition 2.1.5 donne l’existence de la projection orthogonale sur
F dans ce cas. On peut ensuite prouver par un petit bricolage l’existence de la projection
de x sur un sous-espace vectoriel fermé F quelconque (c’est-à-dire même si F n’est pas
séparable) : on peut trouver une suite (yn) ⊂ F telle que ‖x− yn‖ tende vers la distance
de x à F

d = d(x,F) = inf{‖x− z‖ : z ∈ F} ;

le sous-espace vectoriel fermé G ⊂ F engendré par la suite (yn) vérifie d(x,G) = d et
il possède une base hilbertienne finie ou dénombrable d’après Gram-Schmidt. Le point
g ∈ G le plus proche de x existe donc, d’après ce qui précède, mais comme ‖x− g‖ = d,
le point g est en même temps le point de F le plus proche de x.

Projection en général

Considérons plus généralement un sous-ensemble convexe fermé non vide C de l’espace
de Hilbert H, et un point x ∈ H. On peut toujours trouver une suite (yn) ⊂ C telle que
d(x, yn) = ‖x− yn‖ tende vers

d := d(x,C) = inf{‖x− z‖ : z ∈ C}.

On va montrer que cette suite (yn) est de Cauchy. On pose m = 1
2 (yk + y`), le milieu du

segment qui joint les points yk et y` ; ce point m est dans C, d’après la convexité de C.
Posons de plus u = x−yk et v = x−y`. On obtient par la relation du parallélogramme (2)

4 ‖x−m‖2 + ‖yk − y`‖2 = 2
(
‖x− yk‖2 + ‖x− y`‖2

)
.

c’est moi qui l’ai fait !   09/04/2006

x

yk

y`

m

C
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Comme m ∈ C, on a ‖x−m‖ ≥ d et

1

2
‖yk − y`‖2 ≤ ‖x− yk‖2 + ‖x− y`‖2 − 2 d2

qui tend vers 0 quand k, ` → +∞. La suite de Cauchy (yn) converge dans l’espace
complet H vers un vecteur y, qui est dans C parce que C est fermé. On a de plus

‖x− y‖ = lim
n

‖x− yn‖ = d,

et on a ainsi montré l’existence d’un point y ∈ C qui réalise la plus courte distance de
x à un point de C. L’unicité résulte ici de la relation du parallélogramme : si y, y′ sont
deux points de C tels que

‖x− y‖ = ‖x− y′‖ = d = d(x,C),

on peut appliquer les inégalités ci-dessus en prenant yk = y et y` = y′ ; alors

1

2
‖y − y′‖2 =

1

2
‖yk − y`‖2 ≤ ‖x− yk‖2 + ‖x− y`‖2 − 2 d2 = d2 + d2 − 2 d2 = 0.

On a donc montré le théorème qui suit.

Théorème 2.3.2. Soient H un espace de Hilbert et C un sous-ensemble convexe, fermé
et non vide de H ; pour tout vecteur x ∈ H, il existe un élément y de C unique qui est
le point de C le plus proche de x,

‖x− y‖ = min{‖x− z‖ : z ∈ C}.

Linéarité de la projection sur un sous-espace vectoriel fermé

Dans le cas où on projette sur un sous-espace vectoriel fermé F, la projection PF est
linéaire : si les points x1, x2 ∈ H ont pour projections y1 = PFx1 et y2 = PFx2 ∈ F, on
voit facilement que le vecteur

a1x1 + a2x2 − (a1y1 + a2y2) = a1(x1 − y1) + a2(x2 − y2)

est orthogonal à F, ce qui montre que a1y1 + a2y2 ∈ F est la projection orthogonale de
a1x1 + a2x2 sur F (lemme 2.3.1). La projection PF est donc linéaire,

PF(a1x1 + a2x2) = a1y1 + a2y2 = a1 PFx1 + a2 PFx2.

Notons encore que par Pythagore, ‖x‖2 = ‖x− PFx‖2 + ‖PFx‖2 ≥ ‖PFx‖2.
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Théorème 2.3.3. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de l’espace de Hilbert H ; l’ap-
plication PF de projection orthogonale de H sur F est linéaire, et

∀x ∈ H, ‖PFx‖ ≤ ‖x‖.
Exemples.

1. Partition finie, moyennes. Considérons un espace de probabilité (Ω,A,P). Supposons
que A1, . . . ,AN soit une partition de Ω en ensembles de la tribu A, tels que P(Aj) > 0
pour tout j = 1, . . . ,N ; le sous-espace F de dimension N de L2(Ω,A,P) formé des
fonctions qui sont constantes sur chaque ensemble de la partition admet pour base or-
thonormée les fonctions

fj = P(Aj)
−1/21Aj

, j = 1, . . . ,N.

La projection orthogonale de f ∈ L2(Ω,A,P) sur F est donnée par

PFf =

N∑

j=1

〈f, fj〉 fj =

N∑

j=1

( 1

P(Aj)

∫

Aj

f dP
)
1Aj

;

la fonction PFf est constante sur chaque ensemble Aj , et sa valeur sur Aj est la moyenne
de f sur Aj. Cette projection PF est un cas (très) particulier de la notion d’espérance
conditionnelle, importante en probabilité ; l’exemple suivant est un autre cas d’espérance
conditionnelle.

2. Dans l’espace de Hilbert H = L2([0, 1]2) on considère le sous-espace vectoriel F formé
des fonctions ne dépendant que de la variable x : la fonction g appartient à F s’il existe
une fonction G(x) d’une seule variable, de carré intégrable sur [0, 1], et telle que g(x, y) =
G(x) pour presque tout couple (x, y) ∈ [0, 1]2. Ce sous-espace F est fermé (exercice). La
projection orthogonale sur F d’une fonction f ∈ H est donnée par

(PFf)(x, y) = G(x) =

∫ 1

0

f(x, y) dy.

Décomposition en sous-espaces vectoriels orthogonaux

Pour toute partie A ⊂ H, on définit l’orthogonal A⊥ de cette partie,

A⊥ = {x ∈ H : x ⊥ A},
où la notation x ⊥ A signifie que x est orthogonal à tous les éléments de A ; si A est vide,
il est naturel de poser A⊥ = H. On voit que A⊥ est toujours un sous-espace vectoriel
fermé de H, pour toute partie A ⊂ H, puisque A⊥ est l’intersection des sous-espaces
vectoriels fermés a⊥ = ker `a, où a varie dans l’ensemble A.

Il est clair que A⊥ ⊃ B⊥ lorsque A ⊂ B ; en particulier H⊥ = {0} est le plus petit
orthogonal, correspondant à la plus grande partie possible, A = H. On a

(4) A⊥ =
(
Vect A

)⊥
.

Puisque A ⊂ VectA, il est clair que A⊥ ⊃
(
Vect A

)⊥
. Supposons inversement que

y ∈ A⊥, c’est-à-dire que y soit orthogonal à A ; ceci signifie que A est contenu dans
le sous-espace vectoriel V = y⊥ ; si V contient A, il contient aussi le sous-espace vec-
toriel Vect(A) engendré par A. Mais V = y⊥ est aussi un ensemble fermé ; s’il contient
Vect(A), il contient aussi son adhérence VectA. Mais l’inclusion Vect A ⊂ y⊥ signifie que

y ∈
(
Vect A

)⊥
, et la vérification est finie.
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Lemme 2.3.4. Soit H un espace de Hilbert ; on suppose que l’espace H est égal à la
somme vectorielle F + G, où F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux (tout
vecteur f ∈ F est orthogonal à tout vecteur g ∈ G) ; alors H admet la décomposition en
somme directe

H = F ⊕ G,

on a G = F⊥, F = G⊥, les sous-espaces F et G sont fermés, les deux projections
f + g → f ∈ F et f + g → g ∈ G de la somme directe sont les projections orthogonales
de H sur F et G respectivement.

Preuve. — Pour commencer, si x ∈ F ∩ G, alors x élément de F est orthogonal à lui-
même, élément de G, donc x = 0 ; puisque F ∩ G = {0} et H = F + G, l’espace H
est somme directe de F et G. Par hypothèse on a G ⊂ F⊥ ; inversement, si v ∈ H est
orthogonal à F, écrivons v = f + g, avec f ∈ F et g ∈ G ; on a

0 = 〈v, f〉 = 〈f + g, f〉 = 〈f, f〉+ 〈f, g〉 = 〈f, f〉,

ce qui montre que f = 0, donc v = g est dans G et on a montré que G = F⊥. On montre
de la même façon que F = G⊥, et il en résulte que F et G sont fermés.

Si x = f + g, avec f ∈ F et g ∈ G, le vecteur f est dans F, et x − f = g est
orthogonal à F, donc f est la projection orthogonale de x sur F. De même, g est la
projection orthogonale de x sur G.

Remarque. Le lemme peut s’appliquer quand H est la somme de trois (ou plus) sous-
espaces orthogonaux : si H = F1 +F2 +F3 est la somme vectorielle de trois sous-espaces
vectoriels F1,F2 et F3 deux à deux orthogonaux, alors

H = F1 + (F2 + F3)

avec F1 orthogonal à F2 + F3, donc F1 est fermé d’après le lemme, ainsi que F2 + F3

et on a H = F1 ⊕ (F2 + F3) ; de même les autres sous-espaces sont fermés, et de plus
H = F1 ⊕ F2 ⊕ F3. En effet, le sous-espace fermé F2 + F3 peut être considéré comme un
espace de Hilbert auquel appliquer le lemme 2.3.4, donc F2 +F3 = F2 ⊕F3 et finalement
H = F1 ⊕ (F2 ⊕ F3) = F1 ⊕ F2 ⊕ F3.

Théorème 2.3.5. Soit F un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H ;
l’espace H admet la décomposition en somme directe orthogonale

H = F ⊕ F⊥.

Les deux projecteurs de la somme directe sont les projections orthogonales sur les sous-
espaces F et F⊥. On a de plus

(F⊥)⊥ = F.

Preuve. — Pour tout x ∈ H on a

x = PF(x) + (x− PF(x))

avec PFx ∈ F et x − PFx ⊥ F ; ceci montre que H = F + F⊥. D’après le lemme 2.3.4,
l’espace H est somme directe des deux sous-espaces vectoriels orthogonaux F et G = F⊥,
les deux projections de la somme directe sont les projections orthogonales sur les facteurs,
et de plus F est l’orthogonal de G = F⊥.

On notera que la projection orthogonale sur F⊥ est égale à Id−PF.
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Proposition 2.3.6 : critère de densité. Pour qu’une partie A de H engendre un sous-
espace vectoriel Vect(A) dense dans H, il faut et il suffit que 0 soit le seul vecteur
orthogonal à l’ensemble A, c’est-à-dire que

A⊥ = {0}.

Preuve. — Si F = Vect(A) est différent de H, on voit, par exemple par le théorème 2.3.5,
que F⊥ n’est pas réduit à 0, donc on peut trouver un vecteur v non nul orthogonal à
F, en particulier orthogonal à tous les éléments de A. Inversement, si Vect(A) est dense
dans H, on a en utilisant l’équation (4)

A⊥ =
(
VectA

)⊥
= H⊥ = {0}.

Théorème de Weierstrass

Proposition 2.3.7. Pour tout réels a < b, les monômes fn(x) = xn, n ∈ N, engendrent
un sous-espace vectoriel dense dans L2([a, b]).

Preuve. — Dans le cas contraire on pourrait, par la proposition 2.3.6, trouver une
fonction g ∈ L2([a, b]) non nulle qui serait orthogonale à tous les monômes,

∫ b

a

g(x) xn dx = 0

pour tout n ≥ 0. Considérons la fonction g̃ sur R qui est égale à g dans [a, b] et à 0 en
dehors, et la transformée de Fourier de g̃

G(y) =

∫

R

g̃(x) e−ixy dx =

∫ b

a

g(x) e−ixy dx.

On va montrer que G(y) = 0 pour tout y : fixons y, notons que pour tout x ∈ [a, b]

g(x) e−ixy =
+∞∑

k=0

g(x)
(−ixy)k

k!
.

La série des modules de la série précédente est convergente, et sa somme est intégrable :

+∞∑

k=0

|xy|k
k!

|g(x)| = e|xy| |g(x)| ;

cette fonction x → e|xy| |g(x)| est intégrable sur l’intervalle borné [a, b] (lemme A8, an-
nexe). Il en résulte par le théorème A2 qu’il est possible d’intervertir la série et l’intégrale,

G(y) =

∫ b

a

g(x) e−ixy dx =
+∞∑

k=0

(−iy)k

k!

∫ b

a

g(x)xk dx = 0.

On en déduit par l’injectivité de Fourier que g̃ = 0, donc g = 0, contrairement à notre
hypothèse initiale.
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Lemme. Pour toute fonction continue F sur un intervalle fermé borné [a, b] ⊂ R et pour
tout ε > 0, il existe une fonction g ∈ L2([a, b]) telle que la fonction G définie par

∀x ∈ [a, b], G(x) = F(a) +

∫ x

a

g(t) dt

vérifie |F(x) − G(x)| < ε pour tout x ∈ [a, b], c’est-à-dire que ‖F − G‖u < ε.

Preuve. — Soient F une fonction continue sur [a, b] et ε > 0 ; par continuité uniforme,
on peut trouver δ > 0 tel que |F(y)− F(x)| < ε/2, dès que |y − x| < δ. Considérons une
subdivision a = x0 < x1 < . . . < xN = b de l’intervalle [a, b], de pas < δ, c’est-à-dire que
xj − xj−1 < δ pour tout j = 1, . . . ,N. Introduisons une fonction en escalier g qui prenne
sur chaque intervalle [xj , xj−1[, j = 1, . . . ,N la valeur constante

cj =
F(xj) − F(xj−1)

xj − xj−1

.

Posons ensuite G(x) = F(a) +
∫ x

a
g(t) dt. On voit que

G(xj) − G(xj−1) =

∫ xj

xj−1

g(t) dt = cj(xj − xj−1) = F(xj) − F(xj−1),

ce qui entrâıne, puisque G(a) = F(a), que

G(xk) = G(a) +

k∑

j=1

(
G(xj) − G(xj−1)

)
= F(a) +

k∑

j=1

(
F(xj) − F(xj−1)

)
= F(xk),

pour tout k = 1, . . . ,N. Si x est dans l’intervalle [xj−1, xj [, on a

|G(x)−G(xj−1)| =
∣∣∣
∫ x

xj−1

g(t) dt
∣∣∣ = |cj(x−xj−1)| ≤ |cj(xj −xj−1)| = |F(xj)−F(xj−1)|

qui est < ε/2 par le choix de δ ; on a aussi |F(x) − F(xj−1)| < ε/2, G(xj−1) = F(xj−1),
donc |F(x) − G(x)| < ε. Ceci est valable pour tout x de [a, b], donc ‖F − G‖u < ε.

Théorème (Weierstrass). Pour tout intervalle fermé borné [a, b] ⊂ R, les monômes
fn(x) = xn, n ∈ N, engendrent un sous-espace vectoriel dense dans C([a, b]) ; autrement
dit, l’espace des fonctions polynomiales sur [a, b] est dense dans C([a, b]).

Preuve. — Soient F une fonction continue sur [a, b] et ε > 0 ; par le lemme précédent,
il existe une fonction g ∈ L2([a, b]) telle que ‖F − G‖u < ε, où on a posé comme avant
G(x) = F(a) +

∫ x

a
g(t) dt. D’après la proposition 2.3.7, on peut pour tout ε > 0 trouver

une fonction polynomiale p sur [a, b] telle que ‖p− g‖2 < ε ; alors

P(x) = F(a) +

∫ x

a

p(t) dt

est une fonction polynomiale, et par Cauchy-Schwarz on a pour tout x de [a, b]

|G(x) − P(x)| =
∣∣∣
∫ x

a

(g(t) − p(t)) dt
∣∣∣ ≤

∫ b

a

|g(t)− p(t)| dt ≤
√
b− a ‖g − p‖2,

ce qui montre la possibilité d’approcher la fonction G, donc aussi F, par une fonction
polynomiale P, uniformément sur [a, b].
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Polynômes orthogonaux

La suite des monômes est linéairement indépendante dans L2([a, b]), et elle engendre un
espace vectoriel dense dans L2([a, b]). Par Gram-Schmidt, on pourra fabriquer une base
hilbertienne de L2([a, b]) formée de fonctions polynomiales. On peut en fait écrire des
formules explicites, par exemple dans le cas de l’intervalle [−1, 1] ; la fonction polynomiale
Pn(x) = Dn(1− x2)n (dérivée nième de x→ (1− x2)n ; on pose P0 = 1) est de degré n,
et on montre par intégration par parties que les polynômes (Pn)n≥0 sont deux à deux
orthogonaux. Il en résulte que Pn est proportionnel au nième vecteur obtenu par la
méthode de Gram-Schmidt appliquée à la suite des monômes.

Dual (topologique) d’un espace de Hilbert H

On a vu que pour tout vecteur v ∈ H, l’application `v : x ∈ H → 〈x, v〉 est une forme
linéaire continue sur H. On va voir une réciproque.

Théorème 2.3.8. Toute forme linéaire continue ` sur un espace de Hilbert H est de la
forme ` = `v pour un certain vecteur v ∈ H, c’est-à-dire que

∀x ∈ H, `(x) = 〈x, v〉 ;

ce vecteur v est unique.

En d’autres termes, l’application v → `v est une bijection de l’espace de Hilbert H sur son
dual topologique H′. Attention ! cette application n’est pas linéaire dans le cas complexe,
car l’image du vecteur λ v est la forme linéaire λ `v (et pas λ `v) ; l’application v → `v
est une bijection antilinéaire de l’espace de Hilbert H sur son dual topologique H′.

Preuve. — Montrons l’unicité : si v1 et v2 étaient deux vecteurs de H tels que `v1
= `v2

,
on aurait 〈x, v1〉 = `(x) = 〈x, v2〉 pour tout vecteur x, donc 〈x, v1−v2〉 = 0 ; en appliquant
ceci à x = v1 − v2, on déduit que v1 − v2 = 0. Pour démontrer l’existence on prouvera
un lemme en apparence plus général.

Lemme. Soient E un K-sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert H, C un nombre réel
et ` : E → K une forme linéaire sur E telle que |`(x)| ≤ C ‖x‖ pour tout x ∈ E ; il existe
un vecteur v ∈ H tel que

∀x ∈ E, `(x) = 〈x, v〉.

Preuve du lemme. — Supposons d’abord que le noyau F = ker ` ⊂ E soit dense dans H ;
pour tout x ∈ E, on peut trouver une suite (xn) ⊂ F qui tend vers x ; comme `(xn) = 0
pour tout n, on a

|`(x)| = |`(x) − `(xn)| = |`(x− xn)| ≤ C ‖x− xn‖ → 0,

donc `(x) = 0. Ainsi dans ce cas, la forme linéaire ` est nulle sur E et il suffit de prendre
v = 0 pour finir la preuve de ce cas.

Dans le cas contraire, on peut trouver (proposition 2.3.6) un vecteur w ∈ H non
nul orthogonal à F ; on peut supposer w de norme 1, en le remplaçant par un multiple
scalaire convenable. Puisque w /∈ ker ` = F, on a `(w) 6= 0. Posons w1 = `(w)−1w, de
sorte que `(w1) = `(w)−1 `(w) = 1. Pour tout vecteur x ∈ E, remarquons que

x =
(
x− `(x)w1

)
+ `(x)w1 = y + `(x)w1
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et y = x− `(x)w1 ∈ ker ` ; en effet, `(y) = `(x) − `(x) `(w1) = 0 ; puisque y ∈ ker ` = F,
le vecteur y est orthogonal à w et

〈x, w〉 = 〈y + `(x)w1, w〉 = 〈y, w〉+ `(x) 〈w1, w〉 =
`(x)

`(w)
〈w,w〉 =

`(x)

`(w)
.

On vient ainsi de montrer que

`(x) = `(w) 〈x, w〉 = 〈x, `(w)w〉

pour tout x ∈ E. On voit donc que la forme linéaire ` est représentée par le produit
scalaire avec le vecteur v = `(w)w.

Exercice. Pour simplifier un tout petit peu on prendra K = R dans cet exercice. On dit
qu’une fonction réelle ϕ définie sur un intervalle I de la droite réelle est C-lipschitzienne
si pour tous x, y ∈ I on a

|ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ C |x− y|.
Avec une fonction 1-lipschitzienne ϕ sur [0, 1] on fabrique une forme linéaire ` sur l’espace

vectoriel E des fonctions en escalier réelles de la façon suivante : si h =
∑n−1

j=0 cj1[xj ,xj+1[,
où 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1, on pose

`(h) =

n−1∑

j=0

cj
(
ϕ(xj+1) − ϕ(xj)

)
.

On a

(5) |`(h)| ≤
n−1∑

j=0

|cj|
∣∣ϕ(xj+1) − ϕ(xj)

∣∣ ≤
n−1∑

j=0

|cj | (xj+1 − xj) = ‖h‖1 ≤ ‖h‖2.

D’après le lemme précédent appliqué à E = E ⊂ L2([0, 1]), la forme linéaire ` peut être
représentée par le produit scalaire avec une fonction réelle f ∈ L2([0, 1]) : pour toute
fonction en escalier h,

`(h) = 〈h, f〉 =

∫ 1

0

h(t)f(t) dt.

En particulier, lorsque h = 1[0,x[, on trouve que

ϕ(x) − ϕ(0) = `(1[0,x]) =

∫ x

0

f(t) dt

pour tout x ∈ [0, 1] ; on peut ensuite(n) montrer que f est dans L∞([0, 1]), et donc : toute
fonction lipschitzienne est 〈〈primitive 〉〉 d’une fonction mesurable bornée (et inversement,
évidemment). Le théorème de représentation du dual de L2 a permis de faire apparâıtre
une fonction f qui n’était pas du tout visible au départ !

Notes du chapitre 2

(a) Le terme semi-produit scalaire n’est pas classique. Mais la plupart des gens exige
qu’un produit scalaire sur l’espace vectoriel E vérifie la propriété suivante : si x 6= 0E,
alors 〈x, x〉 6= 0. Quand nous supposons seulement 〈x, x〉 ≥ 0, nous disons semi-produit
scalaire comme on dit semi-norme ; ceci n’est utilisé qu’au début du chapitre.
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(b) Le choix du côté qui est linéaire dans la fonction de deux variables (x, y) → 〈x, y〉
(pour nous, c’est le gauche) n’est pas universel. Dans les milieux proches de la Physique,
on fait souvent le choix opposé à celui qui est fait dans ces notes de cours.

(c) En géométrie plane élémentaire, cette relation signifie que dans un parallélogramme
ABCD, la somme des carrés des longueurs des deux diagonales AC et BD est égale à la
somme des carrés des longueurs des quatre côtés AB, BC, CD et DA : prendre le vecteur
x de la relation (2) égal au vecteur

−→
AB et le vecteur y égal au vecteur

−→
BC.

(d) Il s’agit maintenant d’un vrai produit scalaire, c’est-à-dire que la relation 〈f̃ , f̃〉 = 0

implique que f̃ = 0̃, le zéro de l’espace vectoriel L2(Ω,A, µ). En effet, pour n’importe

quel représentant f de f̃ , on a

〈f̃ , f̃〉 =

∫

Ω

f(ω)f(ω)dµ(ω) =

∫

Ω

|f(ω)|2 dµ(ω) ;

quand l’intégrale d’une fonction mesurable positive telle que |f |2 est nulle, cela entrâıne

qu’elle est nulle presque-partout, donc la fonction 0 est dans la classe de f , donc f̃ = 0̃.

(e) Le symbole de Kronecker δi,j est égal à 1 quand i = j et 0 quand i 6= j. Commen-
taire personnel, sans aucune valeur historique garantie : c’est sans doute un ennemi de
Kronecker (il en avait) qui a fait en sorte que le nom de Kronecker reste associé à une
chose aussi triviale !

(f) Si (`n) est une suite de Cauchy dans E′, on sait que pour tout ε > 0 il existe N tel
que ‖`m − `n‖ < ε lorsque m,n ≥ N. Pour tout vecteur x ∈ H, on a

|`m(x) − `n(x)| ≤ ‖`m − `n‖ ‖x‖ ≤ ε ‖x‖

lorsque m,n ≥ N, ce qui permet de voir que la suite scalaire (`n(x)) est de Cauchy, donc
convergente puisque le corps des scalaires est complet. Si on pose `(x) = limn `n(x), pour
tout x ∈ H, on montre facilement que ` est linéaire, et on obtient en passant à la limite
quand n→ +∞

|`m(x) − `(x)| ≤ ε ‖x‖

pour tout x, qui montre que ‖`− `m‖ ≤ ε quand m ≥ N, donc ` est la limite dans E′ de
la suite (`n). On a ainsi montré que E′ est complet. On montre de la même façon que
l’espace L(E,F) des applications linéaires continues d’un espace normé E dans un espace
normé complet F est complet.

(g) On montre facilement par récurrence que les fonctions de Vn engendrent toutes
les indicatrices des intervalles de la forme [0, j2−n[, j = 1, . . . , 2n ; si on prend [0, b[ avec
0 ≤ b ≤ 1, on peut trouver une suite jn2−n qui converge vers b ; il en résulte que 1[0,jn2−n[

tend vers 1[0,b[ dans L2(0, 1). Le sous-espace fermé F engendré par le système de Haar
contient donc les indicatrices de tous les intervalles [0, b[, donc celles de tous les [a, b[,
donc toutes les fonctions en escalier : il en résulte que F = L2(0, 1).
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(h) La plupart des étudiants a déjà appris qu’un sous-espace vectoriel F de dimension
finie est toujours fermé dans un espace normé E : la preuve passe par l’équivalence des
normes en dimension finie, qui permet de voir que F est complet pour la norme induite
par E, donc fermé dans E. Dans le cas d’un espace de Hilbert, la démonstration par
projection orthogonale est plutôt plus courte et plus naturelle.

(i) Puisque H est de dimension infinie, il existe au moins un vecteur w 6= 0 dans H, et
puisque (xk) est dense, il existe un entier k tel que ‖w − xk‖ < 1

2
‖w‖, ce qui implique

que xk n’est pas nul. On définit k0 comme le plus petit entier k tel que xk 6= 0 et on
pose v0 = xk0

.
Si k0, . . . , kn−1 ont été définis et si on a posé vj = xkj

pour 0 ≤ j < n, on dit que H,
qui est de dimension infinie, ne peut être égal à F = Vect(v0, . . . , vn−1) ; le sous-espace
F est de dimension finie, donc fermé dans H (corollaire 2.1.7). Si w est un vecteur de H
qui n’est pas dans le fermé F, on peut trouver une boule ouverte B qui contient w et ne
rencontre pas F ; comme (xk) est dense, il existe des vecteurs xk qui sont dans B, donc
pas dans F. On peut alors définir kn comme le plus petit entier k tel que xk /∈ F et on
pose vn = xkn

.
Pour tous les entiers j < kn on a xj ∈ F ⊂ Vect(v0, . . . , vn), et pour j = kn on a

aussi xkn
= vn ∈ Vect(v0, . . . , vn). Les vecteurs (vn) sont indépendants puisque v0 6= 0

et vn /∈ Vect(v0, . . . , vn−1), pour tout n ≥ 1.

(j) Pour chaque entier n ≥ 1 soit ϕn la fonction qui vaut 0 en x = 0 et en x = 2π, qui
vaut 1 sur l’intervalle [1/n, 2π− 1/n], et qui est affine sur les deux intervalles [0, 1/n] et
[2π − 1/n, 2π]. Cette suite de fonctions positives tend simplement vers l’indicatrice de
l’intervalle ouvert ]0, 2π[, en restant majorée par 1. Si f est une fonction continue sur
[0, 2π], la suite |f −fϕn|2 tend presque partout vers 0 en restant majorée par la fonction
|f |2, qui est intégrable sur [0, 2π] ; il en résulte par convergence dominée que f est limite
dans L2 de la suite des fonctions continues fϕn, qui sont nulles en 0 et en 2π. Comme
les fonctions continues sur [0, 2π] sont denses dans L2([0, 2π]) (cours d’intégration), on
en déduit le résultat voulu.

(k) Soit f une fonction continue sur [0, 2π] telle que f(2π) = f(0) ; pour tout réel x,
il existe un entier k ∈ Z unique tel que 0 ≤ x − 2k < 2π ; pour prolonger f en une
fonction f̃ définie sur R, on pose simplement f̃(x) = f(x− 2kπ), et on vérifie que f̃ est
2π-périodique, et continue sur R.

(l) Considérons la fonction f sur un intervalle de deux périodes, par exemple [0, 4π] ;
sur ce compact, on sait que la fonction f est uniformément continue, donc il existe δ > 0
tel que tel que |f(x) − f(y)| < ε/2 dès que x, y ∈ [0, 4π] vérifient |x − y| < δ ; on peut
choisir δ < 2π ; si x1, y1 sont deux points quelconques de R tels que |x1 − y1| < δ < 2π,
on peut toujours trouver un entier k tel que x = x1 −2kπ et y = y1 −2kπ soient tous les
deux dans [0, 4π] : si x1 ≤ y1 par exemple, on choisit k tel que x = x1 − 2kπ ∈ [0, 2π[ ;
alors si y = y1 − 2kπ, on a 0 ≤ y − x = y1 − x1 < 2π donc

0 ≤ x ≤ y ≤ x+ 2π < 4π.

On aura |x− y| = |x1 − y1| < δ, et |f(x1)− f(y1)| = |f(x)− f(y)| < ε/2 par périodicité.
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(m) Il s’agit de voir qu’une fonction continue h nulle presque partout sur [0, 2π] est en
fait nulle partout : voir le théorème A5, annexe.

(n) Considérons, pour un réel c > 1 quelconque, l’ensemble mesurable

Ac = {x ∈ [0, 1] : |f(x)| > c} ;

on peut trouver une suite (hn) de fonctions en escalier qui tende dans L1 et presque
partout vers la fonction 1Ac

sign f (annexe, théorème A6 et théorème A3) ; comme
la fonction limite est à valeurs dans [−1, 1], on peut supposer que |hn| ≤ 1. D’après
l’inégalité (5), on sait que |`(hm)− `(hn)| ≤ ‖hm −hn‖1 tend vers 0. La suite numérique
(`(hn)) est de Cauchy, donc convergente vers une limite ξ ∈ R. On a d’après (5)

|`(hn)| ≤ ‖hn‖1 → ‖1Ac
sign f‖1 =

∫ 1

0

1Ac
(t) dt = λ(Ac),

la mesure de Lebesgue de l’ensemble Ac ; on a donc |ξ| ≤ λ(Ac). Par ailleurs, la suite
(hnf) tend presque partout vers la limite (1Ac

sign f) f = 1Ac
|f |, en étant majorée par

la fonction intégrable fixe |f | ∈ L2([0, 1]), donc

c λ(Ac) = c

∫ 1

0

1Ac
(t) dt ≤

∫ 1

0

1Ac
(t)|f(t)| dt = lim

n

∫ 1

0

hn(t)f(t) dt = lim
n
`(hn) = ξ,

et il en résulte que c λ(Ac) ≤ λ(Ac), mais c > 1 donc λ(Ac) = 0 ; ainsi, l’ensemble Ac est
négligeable pour tout c > 1, et la fonction |f | est donc bornée par 1 presque partout.
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3. Séries de Fourier

3.1. Séries de Fourier dans L2

Dans la plus grande partie de ce chapitre, on travaillera avec des fonctions(a) 2π-pério-
diques sur R. On munira les intervalles de longueur 2π de la mesure dx/(2π) ; on utilisera
cette mesure pour définir les trois notions suivantes : les normes Lp périodiques,

‖f‖p =
(∫ a+2π

a

|f(x)|p dx

2π

)1/p

,

lorsque f est 2π-périodique et |f |p intégrable sur chaque période, 1 ≤ p < +∞ ; le produit
scalaire périodique

〈f, g〉 =

∫ a+2π

a

f(x)g(x)
dx

2π
,

lorsque f, g sont 2π-périodiques et |f |2, |g|2 intégrables sur chaque période ; et pour finir
la convolution périodique

(f ∗ g)(y) =

∫ a+2π

a

f(y − x)g(x)
dx

2π
,

lorsque f, g sont 2π-périodiques et intégrables sur chaque période. On passera souvent
d’une fonction f définie sur une seule période, par exemple f ∈ L1([−π, π]), à la fonction

f̃ définie sur R, 2π-périodique et telle que f̃(x) = f(x) pour presque-tout x ∈ [−π, π].

On a introduit au chapitre 2 les fonctions (en)n∈Z qui sont définies par en(x) = einx.
Lorsque f ∈ L1([0, 2π]), on peut considérer les coefficients de Fourier de f , pour tout
n ∈ Z,

cn(f) =

∫ 2π

0

f(x) e−inx dx

2π
,

et pour n ≥ 0, les sommes de Fourier

Snf =

n∑

k=−n

ck(f) ek.

Dans l’espace de Hilbert L2([0, 2π]), la suite (en)n∈Z est orthonormée,

〈em, en〉 =

∫ 2π

0

e imx e−inx dx

2π
=

∫ 2π

0

e i(m−n)x dx

2π
= δm,n

(symbole de Kronecker) et on a montré au chapitre 2 que cette suite est une base hil-
bertienne de L2([0, 2π]). Quand f ∈ L2([0, 2π]), on peut écrire aussi

cn(f) = 〈f, en〉, Snf =

n∑

k=−n

〈f, ek〉 ek,
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et on voit ainsi que Snf est la projection orthogonale de f sur Vect(ek : |k| ≤ n). Puisque
que les fonctions (einx)n∈Z forment une base hilbertienne de L2([0, 2π]), on en déduit
que

‖f − Snf‖2
2 =

∫ 2π

0

∣∣∣f(x) − (Snf)(x)
∣∣∣
2 dx

2π

tend vers 0 quand n → +∞, c’est-à-dire qu’on a une représentation de toute fonction
f ∈ L2([0, 2π]) par sa série de Fourier

f =
∑

n∈Z

〈f, en〉 en,

la somme de la série étant prise au sens de l’espace L2. Ceci ne permet pas d’affirmer
que la série numérique ∑

n∈Z

cn(f) einx

converge quand on donne une valeur particulière de x, mais on va voir un cas simple où
cela est possible.

Proposition 3.1.1. Si f est une fonction continue 2π-périodique et si

∑

n∈Z

|cn(f)| < +∞,

alors f(x) est égal pour tout x à la somme de la série de Fourier,

∀x ∈ R, f(x) =
∑

n∈Z

cn(f) einx .

Preuve. — D’après l’hypothèse de la proposition, on peut poser pour tout x ∈ R

g(x) =
∑

n∈Z

cn(f) einx ;

la série de fonctions ci-dessus est normalement convergente, donc g est continue. La suite
des fonctions continues (Snf) définies par

(Snf)(x) =
n∑

k=−n

ck(f) eikx

converge uniformément vers g, et la même suite (Snf) est convergente dans L2([0, 2π])
vers la fonction f . Il en résulte que g = f partout, par les résultats d’intégration qui sont
rappelés dans l’annexe : corollaire A4 et théorème A5. Puisque f(x) = g(x) pour tout x,
on peut bien affirmer que

∀x ∈ R, f(x) =
∑

n∈Z

cn(f) einx .

Exercice. La fonction de Bessel J0, qui est définie par la formule

∀x ∈ R, J0(x) =

∫ π

−π

e ix sin θ dθ

2π
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est développable en série entière
∑+∞

n=0 anx
n, on va identifier les coefficients (an) de cette

série entière. Pour x réel fixé considérons la fonction 2π-périodique fx définie par

∀θ ∈ R, fx(θ) = exp
(x

2
e iθ

)
.

On voit que

f−x(θ) = exp
(
−x

2
e iθ

)
= exp

(
−x

2
e iθ

)
= exp

(
−x

2
e−iθ

)

donc fx(θ)f−x(θ) = eix sin θ et

∀x ∈ R, J0(x) =

∫ π

−π

fx(θ)f−x(θ)
dθ

2π
= 〈fx, f−x〉.

En développant l’exponentielle dans fx, on voit que

fx(θ) =

+∞∑

n=0

xn

2nn!
e inθ .

Cette série converge normalement, donc uniformément, donc en norme L2 : on a

fx =

+∞∑

n=0

xn

2nn!
en

au sens de L2, ce qui permet, par l’unicité des coefficients dans une base hilbertienne, de
montrer que le développement ci-dessus est le développement de Fourier de fx,

cn(fx) = 〈fx, en〉 =
xn

2nn!

pour tout n ≥ 0, et cn(fx) = 0 pour n < 0. De même, en remplaçant x par −x

cn(f−x) =
(−x)n

2nn!
pour n ≥ 0, et cn(f−x) = 0 pour n < 0.

On rappelle le calcul du produit scalaire dans une base orthonormée : si v, w sont deux
vecteurs d’un espace de Hilbert qui a une base hilbertienne (en)n≥0, on a (formule (S))

〈v, w〉 =

+∞∑

n=0

〈v, en〉 〈w, en〉.

Ici on utilise la base hilbertienne en(x) = e inx, n ∈ Z. Alors

J0(x) = 〈fx, f−x〉 =
∑

n∈Z

cn(fx) cn(f−x) =
+∞∑

n=0

xn

2nn!

(−x)n

2nn!
=

+∞∑

n=0

(−1)n x2n

22n(n!)2
.

On peut introduire les autres fonctions de Bessel (Jn) d’indice n entier en disant que
Jn(x) est le coefficient de Fourier d’indice n de la fonction 2π-périodique gx : θ → e ix sin θ.
On va calculer par exemple

J1(x) = c1(gx) =

∫ π

−π

e ix sin(θ) e−iθ dθ

2π
=

∫ π

−π

fx(θ)f−x(θ) e1(x)
dθ

2π
= 〈fx e−1, f−x〉.
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On a maintenant

fx(θ) e−1(θ) =
(+∞∑

n=0

xn

2nn!
e inθ

)
e−iθ =

+∞∑

m=−1

xm+1

2m+1(m+ 1)!
e imθ .

On voit donc que les coefficients de Fourier de fx e−1 sont égaux à

cm(fx e−1) =
xm+1

2m+1(m+ 1)!
pour m ≥ −1,

et cm(fx e−1) = 0 pour tout m < −1 ; donc

J1(x) = 〈fx e−1, f−x〉 =
∑

m∈Z

cm(fx e−1) cm(f−x) =
∑

m≥0

cm(fx e−1) cm(f−x)

=

+∞∑

m=0

xm+1

2m+1(m+ 1)!

(−x)m

2mm!
=

+∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

22n+1n!(n+ 1)!
.

On pourra trouver de la même façon pour tout entier k ≥ 0

∀x ∈ R, Jk(x) =

+∞∑

n=0

(−1)n x2n+k

22n+kn!(n+ k)!
.

La preuve précédente permet de voir que ces séries entières convergent pour tout x réel :
elles sont de rayon de convergence infini, ce qu’on retrouverait facilement par les critères
usuels pour les séries entières.

Fonction de classe C1 par morceaux

Théorème 3.1.2. Soit f continue 2π-périodique, et de classe C1 par morceaux ; alors
les coefficients de Fourier de f sont absolument sommables, et f(x) est égal pour tout x
à la somme de la série de Fourier,

∀x ∈ R, f(x) =
∑

n∈Z

cn(f) einx .

Preuve. — Considérons une subdivision 0 = a0 < a1 < . . . < aN = 2π de l’intervalle
[0, 2π], telle que f soit de classe C1 sur chaque intervalle [aj, aj+1], 0 ≤ j < N. Posons
g(t) = f(t) e−int pour un n ∈ Z quelconque ; on voit que g est 2π-périodique, continûment
dérivable sur chaque intervalle [aj, aj+1], donc

g(aj+1) − g(aj) =

∫ aj+1

aj

g′(t) dt =

∫ aj+1

aj

(
f ′(t) e−int −inf(t) e−int

)
dt,

et on a par conséquent en sommant de j = 0 à N − 1

0 = g(2π)− g(0) =

∫ 2π

0

(
f ′(t) e−int −inf(t) e−int

)
dt.

On en déduit que
∀n ∈ Z, cn(f ′) = incn(f).

La fonction f ′ est(b) bornée, donc de carré intégrable sur chaque période. Il en résulte
que

∑
n∈Z

|cn(f ′)|2 < +∞, et par Cauchy-Schwarz dans `2(N)

+∞∑

n=1

|cn(f)| =
+∞∑

n=1

1

n
|n cn(f)| =

+∞∑

n=1

1

n
|cn(f ′)| ≤

(∑

n≥1

1

n2

)1/2(∑

n≥1

|cn(f ′)|2
)1/2

< +∞.

On procède de même pour n < 0 et on obtient ainsi que
∑

n∈Z
|cn(f)| < +∞. Il suffit

ensuite d’appliquer la proposition 3.1.1.
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Exemple. Pour chaque x fixé, considérons la fonction gx définie par

∀θ ∈ R, gx(θ) = eix sin θ .

Il est clair que cette fonction gx est 2π-périodique, de classe C1 (en fait de classe C∞),
donc ses coefficients de Fourier sont absolument sommables et gx(θ) est la somme de
la série de Fourier. On a défini les fonctions de Bessel (Jn) d’indice entier n ∈ Z en
considérant les coefficients de Fourier de la fonction gx,

Jn(x) =

∫ 2π

0

e ix sin θ−inθ dθ

2π
= cn(gx).

Il est facile de montrer que Jn est, comme J0, la somme d’une série entière. Comme la
fonction gx est de classe C1 on sait que son développement de Fourier est absolument
convergent, ∑

n∈Z

|cn(gx)| =
∑

n∈Z

|Jn(x)| < +∞,

et on a pour tout x et tout θ

(1) eix sin θ =
∑

n∈Z

Jn(x) einθ .

Bessel et FM

En modulation de fréquence, le signal sm(t) (musical par exemple ; on le supposera à
valeurs réelles) qu’on veut transmettre est d’abord intégré (à partir d’une certaine origine
de temps, disons t = 0)

Sm(t) =

∫ t

0

sm(u) du

et il est transmis en modifiant un signal porteur sp(t) = eiωpt de la façon suivante :
c’est la fréquence du signal porteur qui est modifiée, en introduisant le signal modulé en
fréquence

(2) t→ exp
(
iωpt+ iκSm(t)

)
,

où κ est un coefficient convenablement choisi. Cette expression est en général très difficile
à étudier mathématiquement. Examinons un cas très particulier, celui d’une émission
musicale assez ennuyeuse qui transmettrait un son constant,

sm : t→ cos(ωmt)

où ωm correspond à la fréquence du son musical, très inférieure à la fréquence ωp/(2π)
de la porteuse (par exemple : ωm/(2π) = 440 Hz, ωp/(2π) = 101.1 MHz). Dans ce cas on
a Sm(t) = ω−1

m sin(ωmt) et on obtient pour le signal (2) l’expression

t→ exp
(
iωpt+ ik sin(ωmt)

)
= eiωpt e ik sin(ωmt),

où k = κω−1
m . On reconnâıt l’expression qu’on a développée avec les fonctions de Bessel

à l’équation (1),

e iωpt
∑

n∈Z

Jn(k) einωmt =
∑

n∈Z

Jn(k) ei(ωp+nωm)t .
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On voit que le signal (2) est une combinaison de signaux périodiques (théoriquement
infinie, mais les coefficients Jn(k) décroissent assez vite) ; le signal (2) occupe les fré-
quences (ωp + nωm)/(2π), n ∈ Z ; dans la pratique, il est important de pouvoir limiter
les valeurs de n vraiment utilisées, pour rester à l’intérieur de la plage de fréquences
attribuée à la station !

Revenons sur le terme 〈〈modulation de fréquence 〉〉. Dans l’équation de la porteuse,
l’expression est e if(t) avec f(t) = ωpt et on obtient la pulsation ωp de la porteuse en
dérivant f ,

f ′(t) = ωp.

Dans l’équation du signal (2), on a

f(t) = ωpt+ k sin(ωmt)

dont la dérivée est

f ′(t) = ωp + κ cos(ωmt) ;

cette expression représente la pulsation instantanée : si on découpe un intervalle de
temps d’une seconde en dix mille fractions d’un dix millième de seconde, le nombre des
oscillations du signal (2) n’est pas le même sur tous les petits intervalles de temps ; dans
certains de ces petits intervalles I, on aura cos(ωmt) ' 1 pour tout t ∈ I, alors que
cos(ωmt) ' −1 pour d’autres intervalles ; on peut dire que la 〈〈 fréquence varie 〉〉 entre
les valeurs (ωp + κ)/(2π) et (ωp − κ)/(2π) : la fréquence est 〈〈modulée 〉〉, et on retrouve
l’information musicale ωm en examinant la variation de la fréquence.

3.2. Convergence ponctuelle des séries de Fourier

On va s’intéresser à des aspects de convergence ponctuelle de la série de Fourier d’une
fonction f : la question de base est de savoir si en un point x donné, la série de Fourier∑

n∈Z
cn(f) einx converge, et si la somme de la série est bien égale à la valeur f(x).

Lemme 3.2.1 de Riemann-Lebesgue. Si f est une fonction intégrable sur [0, 2π], on a

lim
|n|→+∞

cn(f) = 0.

Preuve. — On applique le lemme de Riemann-Lebesgue connu pour la transformation
de Fourier : on sait que ĝ(y) tend vers 0 lorsque |y| → +∞, pour toute fonction g
intégrable sur R. Si f est une fonction intégrable sur [0, 2π] et si g est la fonction sur R

qui est égale à f dans [0, 2π] et qui est nulle en dehors de [0, 2π], on voit que pour tout
n ∈ Z on a

ĝ(n) =

∫

R

g(x) e−ixn dx =

∫ 2π

0

f(x) e−ixn dx = 2π cn(f) ;

il en résulte que lim|n|→+∞ cn(f) = 0.
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Théorème 3.2.2. Soient f une fonction 2π-périodique mesurable, ` une valeur scalaire
et x0 un point tels que ∫ π

−π

∣∣∣f(x0 − t) − `

t

∣∣∣ dt < +∞ ;

alors la série de Fourier de f converge au point x0 et

∑

n∈Z

cn(f) einx0 = `.

Preuve. — L’hypothèse du théorème entrâıne que la fonction f est intégrable sur la
période [x0 − π, x0 + π], puisque

|f(x0 − t) − `| ≤ π
∣∣∣f(x0 − t) − `

t

∣∣∣

lorsque |t| ≤ π, ce qui permet de considérer ses coefficients de Fourier cn(f). On a pour
tous les entiers m,n ≥ 0

n∑

k=−m

ck(f) eikx0 =
n∑

k=−m

(∫ π

−π

f(s) e−iks ds

2π

)
e ikx0

=

n∑

k=−m

∫ π

−π

f(s) eik(x0−s) ds

2π
=

∫ π

−π

( n∑

k=−m

e ikt
)
f(x0 − t)

dt

2π
;

comme l’entier k = 0 est entre −m et n on a aussi

∫ π

−π

( n∑

k=−m

e ikt
) dt

2π
=

n∑

k=−m

∫ π

−π

e ikt dt

2π
= 1.

Il en résulte que

(3)
( n∑

k=−m

ck(f) eikx0

)
− ` =

∫ π

−π

( n∑

k=−m

e ikt
)(
f(x0 − t) − `

) dt

2π
.

Un calcul de somme de progression géométrique donne

n∑

k=−m

e ikt = e−imt
n+m∑

p=0

e ipt = e−imt 1 − e i(n+m+1)t

1 − e it
=

e−imt − e i(n+1)t

1 − e it
.

Introduisons la fonction périodique g définie pour t /∈ 2πZ par

g(t) =
f(x0 − t) − `

1 − e it
;

quand |t| ≤ π, on a(c)

|1 − e it | = 2 | sin(t/2)| ≥ 2 |t|
π

,
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ce qui montre que l’hypothèse du théorème implique que g est intégrable sur [−π, π].
L’équation (3) devient

( n∑

k=−m

ck(f) eikx0

)
− ` =

∫ π

−π

(
e−imt − e i(n+1)t

) f(x0 − t) − `

1 − e it

dt

2π

=

∫ π

−π

g(t) e−imt dt

2π
−

∫ π

−π

g(t) ei(n+1)t dt

2π
= cm(g) − c−n−1(g).

Comme la fonction t→ g(t) est intégrable sur [−π, π], ses coefficients de Fourier tendent
vers 0 d’après le lemme 3.2.1. Si on fait tendre n tout seul vers +∞, en gardant par
exemple m = 0, on constate que

( n∑

k=0

ck(f) eikx0

)
− `

tend vers c0(g), ce qui montre que la partie positive de la série de Fourier de f au point
x0 converge ; on voit de même que la partie négative converge, et quand on fait tendre
m et n vers +∞ on obtient le résultat annoncé,

` =
+∞∑

k=−∞

ck(f) eikx0 .

Corollaire 3.2.3. Soit f une fonction 2π-périodique et intégrable sur chaque période ;
en tout point x0 tel que

f(x) − f(x0)

x− x0

reste borné pour x dans un voisinage de x0, la série de Fourier de f converge et

f(x0) =
∑

n∈Z

cn(f) einx0 .

Preuve. — On applique le théorème précédent avec ` = f(x0). Par hypothèse il existe
M et ε > 0 tels que

∣∣∣f(x0 − t) − `

t

∣∣∣ =
∣∣∣f(x0 − t) − f(x0)

t

∣∣∣ ≤ M

lorsque |t| < ε. On a donc

∫ π

−π

∣∣∣f(x0 − t) − `

t

∣∣∣dt ≤
∫ ε

−ε

∣∣∣f(x0 − t) − f(x0)

t

∣∣∣ dt+

∫

ε≤|t|≤π

∣∣∣f(x0 − t) − f(x0)

ε

∣∣∣ dt

≤ 2M ε+ ε−1
(
2π |f(x0)| +

∫ π

−π

|f(x0 − t)| dt
)
< +∞ ;

le résultat du corollaire 3.2.3 est donc obtenu en appliquant le théorème 3.2.2.
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Exemple 3.2.4. Soit f la fonction impaire 2π-périodique définie par f(x) = 1 − x/π
lorsque 0 < x ≤ π ; pour tout point x tel que 0 < x < π, on a

(∗) 1 − x

π
= f(x) =

2

π

+∞∑

n=1

sin(nx)

n
.

On va appliquer le corollaire 3.2.3 avec x0 = x. Si t est assez petit pour que 0 < x±t < π,
c’est-à-dire si |t| < min(x, π − x), on a

|f(x+ t) − f(x)| =
∣∣(1 − (x+ t)/π

)
−

(
1 − x/π

)∣∣ = |t|/π ;

il en résulte que la fonction t→ (f(x+ t)− f(x))/t est bornée pour t dans un voisinage
de 0 et le corollaire précédent s’applique : on a donc

(∗∗) 1 − x

π
=

∑

n∈Z

cn(f) einx .

Puisque f est impaire, c0(f) = 0 et pour n 6= 0

2π cn(f) = −i

∫ π

−π

f(t) sin(nt) dt = −2i

∫ π

0

(1 − t/π) sin(nt)dt ;

par intégration par parties

π cn(f) = i
([

(1 − t/π)
cos(nt)

n

]π

0
+

∫ π

0

cos(nt)

πn
dt

)
= − i

n
.

En regroupant n > 0 et −n,

cn(f) einx +c−n(f) e−inx =
−i

nπ
e inx +

i

nπ
e−inx =

2

nπ
sin(nx).

On voit donc que la série de Fourier complexe de (∗∗) se transforme en la relation (∗). En
intégrant la relation (∗) en prenant les primitives nulles en 0 on obtient pour 0 ≤ x ≤ π

x− x2

2π
=

2

π

+∞∑

n=1

1 − cos(nx)

n2
.

La valeur en x = π permet de retrouver la relation
∑
n−2 = π2/6, d’où

+∞∑

n=1

cos(nx)

n2
=
x2

4
− πx

2
+
π2

6
.

En continuant d’intégrer, on peut trouver les valeurs de
∑
n−4,

∑
n−6,

∑
n−8, etc., qui

sont des valeurs particulières de la fonction zêta de Riemann

∀s > 1, ζ(s) =
+∞∑

n=1

1

ns
.

Corollaire 3.2.5. Soit f une fonction 2π-périodique et lipschitzienne ; en tout point x0,
la série de Fourier de f converge et(d)

f(x0) =
∑

n∈Z

cn(f) einx0 .

Preuve. — C’est évidemment un cas particulier du corollaire 3.2.3, puisqu’ici la fonction

x→ f(x) − f(x0)

x− x0

est bornée pour x ∈ R par la constante de Lipschitz de f , pour tout x0.
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On définit les sommes de Fourier d’une fonction 2π-périodique f , intégrable sur
chaque période, en procédant à la sommation de façon symétrique :

(Snf)(x) =

n∑

k=−n

ck(f) eikx .

Corollaire 3.2.6 (théorème de Dirichlet-Dini). Soient f une fonction 2π-périodique
mesurable, `+, `− deux valeurs scalaires et x0 un point tels que

∫ π

0

|f(x0 − t) − `−|
t

dt+

∫ π

0

|f(x0 + t) − `+|
t

dt < +∞ ;

alors les sommes de Fourier de f au point x0 convergent et

lim
n

(Snf)(x0) =
`+ + `−

2
.

Preuve. — Pour simplifier, prenons x0 = 0 et introduisons la fonction F définie par
F(t) = f(−t)+f(t), qui est 2π-périodique sur R. Cette fonction F est paire et elle vérifie
l’hypothèse du théorème 3.2.2 au point 0, avec la valeur ` = `+ + `− : l’intégrale

∫ π

−π

∣∣∣F(t) − `

t

∣∣∣ dt = 2

∫ π

0

|F(t) − `|
t

dt = 2

∫ π

0

|f(−t) + f(t) − `− − `+|
t

dt

≤ 2

∫ π

0

|f(−t) − `−|
t

dt+ 2

∫ π

0

|f(t) − `+|
t

dt < +∞

est finie par hypothèse, donc la série de Fourier de F au point 0 converge vers ` d’après
le théorème 3.2.2. Mais

ck(F) =

∫ π

−π

F(t) e−ikt dt

2π
=

∫ π

−π

f(−t) e−ikt dt

2π
+

∫ π

−π

f(t) e−ikt dt

2π

=

∫ π

−π

f(u) eiku du

2π
+

∫ π

−π

f(u) e−iku du

2π
= ck(f) + c−k(f).

En faisant la somme de k = −n à n, chaque terme ck(f) sera sommé deux fois, donc

n∑

k=−n

ck(F) = 2 (Snf)(0)

qui converge vers ` quand n→ +∞, d’après le théorème 3.2.2.

Remarque. Dans la situation du théorème de Dirichlet on ne peut pas dire sans pré-
caution que la série de Fourier converge au point x0 : en effet, il est possible que la série
considérée d’un seul côté

+∞∑

n=0

cn(f) einx0

soit divergente, mais la série symétrisée

c0(f) +

+∞∑

n=1

(
cn(f) einx0 +c−n(f) e−inx0

)
,

elle, est bien convergente.

58



Exemple. Le corollaire précédent s’applique à la fonction de l’exemple 3.2.4, mais le
résultat est un peu décevant : on a f(x) = 1−x/π lorsque 0 < x ≤ π ; les limites à droite
et à gauche au point x = 0 sont 1 et −1, leur demi-somme est nulle et par conséquent la
valeur de la série de Fourier

2

π

+∞∑

n=1

sin(nx)

n

en x = 0 est égale à

0 =
`+ + `−

2

ce qui n’est pas très malin !

Un meilleur exemple est fourni par la fonction f définie par f(x) = eax pour |x| < π,
où a ∈ C n’est pas élément de iZ. On a pour tout n ∈ Z

cn(f) =

∫ π

−π

eax−inx dx

2π
= (−1)n eaπ − e−aπ

2π(a− in)
.

Le théorème de Dirichlet appliqué à la fonction f au point x = π donne des relations
intéressantes (exercice) : on obtient une représentation en série de la demi-somme des
limites à droite et à gauche,

`+ + `−
2

=
eaπ +e−aπ

2
= ch(aπ) =

sh(aπ)

π
lim
n

n∑

k=−n

1

a− ik
.

Pour a /∈ iZ, on en déduit que

π coth(aπ) =
1

a
+

+∞∑

k=1

2a

a2 + k2
.

Noyau de Dirichlet

Si on note en(x) = einx, on voit que la convolution périodique avec la fonction en d’une
fonction 2π-périodique f , intégrable sur chaque période, est égale à

(f ∗ en)(x) =

∫ 2π

0

f(t) ein(x−t) dt

2π
= e inx

∫ 2π

0

f(t) e−int dt

2π
= cn(f) einx,

ce qui montre que
f ∗ en = cn(f) en

pour tout n ∈ Z ; par conséquent, la somme Snf =
∑n

k=−n ck(f) ek est obtenue par
convolution de f avec la fonction

Dn =
n∑

k=−n

ek.

Cette fonction Dn est appelée noyau de Dirichlet. Il est clair que

∫ 2π

0

Dn(x)
dx

2π
= 1
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puisque les ek sont d’intégrale nulle pour tout k 6= 0, alors que la fonction e0 = 1 donne
la valeur 1. Calculons explicitement la valeur de Dn(x)

2i sin(x/2) Dn(x) =

n∑

k=−n

(
e i(k+ 1

2
) x − e i(k− 1

2
) x

)
= ei(n+ 1

2
) x − e−i(n+ 1

2
) x

donc

Dn(x) =
sin

[
(n+ 1

2 ) x
]

sin(x/2)
.

Noyau de Fejér

Il existe des fonctions continues 2π-périodiques f dont la série de Fourier diverge en
certains points : pour un certain point t0, la suite (Snf)(t0) ne converge pas (par trans-
lation, on peut se ramener au cas où t0 = 0). Il n’est pas facile d’exhiber ce phénomène
désagréable ; cela a été fait vers 1900 (c’est-à-dire longtemps après les débuts de la théorie
des séries de Fourier), et peu de temps après, Fejér a trouvé un moyen pour atténuer cette
difficulté, moyen que nous allons expliquer maintenant : quand une suite numérique (xn)
est convergente vers une limite `, la suite des sommes de Cesàro, qui sont les moyennes
de la suite (xn),

yn =
1

n+ 1
(x0 + · · ·+ xn)

converge vers la même limite `. D’un autre côté, il existe des suites (xn) qui ne convergent
pas, mais telles que la suite des sommes de Cesàro (yn) converge : on dit alors que (xn)
converge au sens de Cesàro. Par exemple, la suite xn = (−1)n n’est pas convergente,
mais |yn| ≤ 1/(n+ 1), donc (yn) tend vers 0.

Lorsque la suite des sommes de Fourier (Snf)(t0) ne converge pas, on peut se de-
mander si elle converge au sens plus faible de Cesàro ; Fejér a montré que c’est vrai si
f est continue. On introduit donc les sommes de Fejér (σnf), qui sont les moyennes des
sommes de Fourier,

(σnf)(x) =
1

n+ 1

(
(S0f)(x) + (S1f)(x) + · · · + (Snf)(x)

)
.

Comme on a vu que
(Skf)(x) = (f ∗ Dk)(x)

(convolution périodique), on déduit

(σnf)(x) =
1

n+ 1

(
(f ∗ D0)(x) + (f ∗ D1)(x) + · · · + (f ∗ Dn)(x)

)
= (f ∗ Kn)(x)

où on a posé

Kn =
1

n+ 1

n∑

k=0

Dk,

fonction appelée noyau de Fejér. Comme l’intégrale de chaque Dk est égale à 1, il en
résulte que ∫ 2π

0

Kn(x)
dx

2π
= 1.
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On va calculer Kn avec une somme de sinus :

(n+ 1)Kn(x) sin(x/2) =

n∑

k=0

sin(kx+ x/2)

= Im
( n∑

k=0

e i(kx+x/2)
)

= Im
(
e ix/2 e i(n+1)x −1

e ix −1

)
= Im

(e i(n+1)x −1

2i sin(x/2)

)

= Re
(1 − e i(n+1)x

2 sin(x/2)

)
=

1 − cos(nx+ x)

2 sin(x/2)
=

sin2(nx/2 + x/2)

sin(x/2)
.

On obtient ainsi

Kn(x) =
1

n+ 1

sin2
[

n+1
2
x
]

sin2(x/2)
.

On remarque que Kn est une fonction positive, donc la norme L1 de Kn est égale à son
intégrale, ‖Kn‖1 = 1. On en déduit une propriété importante

(4) ‖σnf‖∞ ≤ ‖f‖∞.
En effet, pour tout x

|(σnf)(x)| ≤
∫ π

−π

|f(x− t)|Kn(t)
dt

2π
≤ ‖f‖∞

∫ π

−π

Kn(t)
dt

2π
= ‖f‖∞.

On peut aussi remarquer que

Kn =

n∑

k=−n

(
1 − |k|

n+ 1

)
ek

donc

σnf =

n∑

k=−n

(
1 − |k|

n+ 1

)
ck(f)ek.

Théorème de Fejér. Si f est continue 2π-périodique, les sommes de Fejér (σnf) conver-
gent uniformément vers f . Si f ∈ Lp([0, 2π]) avec 1 ≤ p < ∞, la suite (σnf) converge
vers f en norme Lp.

Preuve. — Pour tout polynôme trigonométrique

g =
N∑

k=−N

ckek,

il est clair que Sng = g pour n ≥ N ; il en résulte que la suite des moyennes σng tend
uniformément vers g, puisque

‖σng − g‖∞ =
1

n+ 1

∥∥∥
N−1∑

k=0

(Skg − g)
∥∥∥
∞

=
C(N, g)

n+ 1

qui tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Si f est continue, on peut l’approcher par un
polynôme trigonométrique g, et d’après l’inégalité (4)

‖σnf − σng‖∞ = ‖σn(f − g)‖∞ ≤ ‖f − g‖∞ < ε/3.

Pour n assez grand, on a ‖σng − g‖∞ < ε/3 et le résultat en découle par l’inégalité
triangulaire. Le théorème dans Lp se montre de façon analogue.

61



Remarque. On peut montrer que si 1 < p < +∞ et f ∈ Lp, les sommes de Fourier
(Snf) convergent vers f dans Lp. On l’a vu si p = 2, mais les autres cas ne sont pas
évidents.

Pour p = 1 et f ∈ L1, les sommes de Fourier ne convergent pas toujours vers f dans
L1, mais les sommes de Fejér convergent toujours. Pour p = +∞, le résultat est faux :
si f est une fonction mesurable bornée non continue, les fonctions continues (σnf) ne
peuvent pas converger en norme L∞ vers f , sinon elle formeraient une suite de Cauchy en
norme uniforme (théorème A5 de l’annexe), donc convergente vers une fonction continue
g, qui doit être presque-partout égale à f , ce que nous avons exclu.

Fonctions à valeurs réelles : base de sinus et cosinus

On va exprimer la somme de Fourier

Snf =
n∑

k=−n

ck(f) ek

avec les fonctions réelles cos et sin. Pour chaque k > 0, regroupons les deux termes
correspondant à k et −k,

ck e ikx +c−k e−ikx = (ck + c−k) cos(kx) + i(ck − c−k) sin(kx)

et écrivons le résultat sous la forme traditionnelle ak cos(kx) + bk sin(kx), où

ak = ck + c−k =

∫ π

−π

f(x)(e−ikx +e ikx)
dx

2π
=

∫ π

−π

f(x)(2 cos(kx))
dx

2π

et

bk = i(ck − c−k) = i

∫ π

−π

f(x)(e−ikx − e ikx)
dx

2π
=

∫ π

−π

f(x)(2 sin(kx))
dx

2π
.

On a donc pour tout k ≥ 1

ak =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(kx) dx, bk =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(kx) dx.

Par raison de cohérence, on pose aussi

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x) dx.

De cette façon on obtient

(Snf)(x) =
a0

2
+

n∑

k=1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
.

Il est clair d’après les formules qui précèdent que les coefficients ak, bk sont réels lorsque
f est réelle. De plus, les bk sont nuls pour une fonction paire, et les ak sont nuls pour
une fonction impaire.
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Proposition 3.2.7. Les fonctions 1, x→
√

2 cos(kx), x→
√

2 sin(kx) pour k = 1, 2, . . .
forment une base hilbertienne de l’espace réel L2

R
([0, 2π]).

Preuve. — Les formules d’addition de trigonométrie permettent de montrer que la suite
est orthonormée. Si f ∈ L2([0, 2π]) est une fonction réelle, on sait d’après le cas complexe
que f est limite de la suite (Sn(f)) ; mais on a vu que Snf est une combinaison linéaire
à coefficients réels des fonctions proposées. On a donc bien une base hilbertienne de
l’espace réel L2

R
([0, 2π]).

Exemple. Considérons la fonction f = 1[−ε,ε] où 0 < ε < π. Cette fonction est paire,
donc tous les coefficients bk sont nuls. Pour tout k ≥ 1,

ak =
2

π

∫ π

0

f(t) cos(kt) dt =
2

π

∫ ε

0

cos(kt) dt =
2 sin(kε)

kπ
.

On voit que a0 = ε/π, et le théorème de Dirichlet au point x = ε donne

1

2
=
ε

π
+

+∞∑

k=1

2 sin(kε) cos(kε)

kπ
=
ε

π
+

+∞∑

k=1

sin(2kε)

kπ
;

si on pose y = 2ε, on voit que si 0 < y < 2π,

+∞∑

k=1

sin(ky)

k
=

1

2
(π − y).

On a retrouvé la formule de l’exemple 3.2.4.

3.3. Variations, applications des séries de Fourier

Base de sinus

À chaque fonction f ∈ L2([0, π]) on associe la fonction impaire F ∈ L2([−π, π]) qui est
égale à f sur ]0, π]. La fonction impaire F se représente comme série de sinus, convergente
dans L2([−π, π])

lim
n

∫ π

−π

∣∣F(x) −
n∑

k=1

bk sin(kx)
∣∣2 dx = 0.

Il en résulte immédiatement, en limitant l’intégrale à [0, π], que

lim
n

∫ π

0

∣∣f(x) −
n∑

k=1

bk sin(kx)
∣∣2 dx = 0.

Par ailleurs ∫ π

−π

sin(kx) sin(`x) dx = 2

∫ π

0

sin(kx) sin(`x) dx

ce qui montre que les fonctions sin(kx), restreintes à [0, π], sont orthogonales. Si on
choisit de définir la norme par

‖f‖2
2 =

∫ π

0

|f(x)|2 dx

π
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on voit que les fonctions x →
√

2 sin(kx), k = 1, 2, . . . forment une base hilbertienne de
l’espace (réel) L2([0, π]).
Si f est continue sur [0, π], de classe C1 par morceaux, avec f(0) = f(π) = 0, alors
la fonction impaire F sur [−π, π] vérifie les mêmes hypothèses, donc ses coefficients de
Fourier sont absolument sommables (théorème 3.1.2) et l’égalité

F(x) =

+∞∑

k=1

bk sin(kx)

est vraie pour tout x dans [−π, π] ; en particulier pour tout x dans [0, π], on a

f(x) =

+∞∑

k=1

bk sin(kx).

Cette représentation est bien adaptée à la description du phénomène des cordes vibrantes.

Cordes vibrantes, équation des ondes

On veut étudier le mouvement d’une corde vibrante (guitare, violon par exemple), qu’on
suppose de longueur π pour simplifier un peu l’écriture des formules. On repère chaque
point P de la corde par un nombre réel x entre 0 et π, la quantité x représentant la
distance entre le point P et l’origine de la corde associée à la valeur 0. On désigne par
f(x, t) l’écart du point x de la corde, 0 ≤ x ≤ π, à l’instant t, par rapport à sa position
au repos. La corde étant fixée aux deux bouts, on doit supposer que

f(0, t) = f(π, t) = 0

pour tout temps t ≥ 0. La théorie physique (essentiellement, l’équation fondamentale de
la dynamique) conduit à chercher une fonction f(x, t) qui vérifie l’équation des ondes

∂2f

∂ t2
= κ

∂2f

∂ x2

où κ est un paramètre > 0 dépendant de la tension T de la corde et de sa masse m par
unité de longueur,

κ =
T

m
.

Des solutions particulières sont données par

un(x, t) = cos(n
√
κ t) sin(nx),

pour tout n ≥ 1. Si la position de la corde au temps 0 est donnée par une fonction g,
nulle en 0 et en π, de classe C1 par morceaux, on sait qu’on peut représenter g par

∀x ∈ [0, π], g(x) =

+∞∑

n=1

bn sin(nx),

où
∑

|bn| < +∞ ; pour arranger nos affaires mathématiques, supposons même que∑
n2|bn| < +∞, et considérons

f(x, t) =

+∞∑

n=1

bn cos(n
√
κ t) sin(nx).

Pour t = 0, on a bien f(x, 0) = g(x), la position initiale donnée, et nos hypothèses nous
permettent de dériver deux fois terme à terme, pour vérifier que f est bien solution de
l’équation des ondes, correspondant à la donnée initiale f(x, 0) = g(x). La question de
l’unicité de la solution est une question trop délicate pour ce cours.
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On peut traiter de façon analogue un cas particulier de l’équation de la chaleur

∂f

∂t
= κ

∂2f

∂ x2
,

à savoir celui d’une barre homogène, toujours de longueur π pour simplifier, et dont les
deux extrémités sont maintenues à température 0. Ici f(x, t) représente la température
au point x à l’instant t. Si la température à l’instant t = 0 est donnée par la même
fonction g que ci-dessus, on posera

f(x, t) =
+∞∑

n=1

bn e−n2κ t sin(nx).

Les exponentielles négatives permettent à la série et aux séries dérivées de converger plus
facilement que dans le cas des ondes : l’hypothèse

∑
|bn| < +∞ suffit pour donner un

sens à nos dérivations de séries de fonctions.

Changement de période

On veut pouvoir travailler aussi avec des fonctions de période T > 0 quelconque. Pour
le faire, il suffit de ramener le problème à la période 2π par changement de variable,
d’appliquer les résultats connus dans ce cas et de revenir. Il est tout de même bon de
retenir quelques formules qui s’appliquent au cas de la période T.

Tout d’abord, on travaille avec la mesure dx/T qui donne la masse 1 à tous les
intervalles-périodes tels que [0,T] ou [−T/2,T/2]. Ensuite, on introduit pour tout n ∈ Z

l’exponentielle
en,T : x→ e i2πnx/T

qui est de période T. Les fonctions (en,T)n∈Z forment une base hilbertienne de L2([0,T]).
Si f est continue, T-périodique et de classe C1 par morceaux, on sait d’après le cas 2π-
périodique que les coefficients dans la base sont absolument sommables, et on a pour
tout x

f(x) =
∑

n∈Z

( 1

T

∫ T/2

−T/2

f(t) e−i2πnt/T dt
)

e i2πnx/T .

3.4. Transformation de Fourier et séries de Fourier

Des séries de Fourier à la transformation de Fourier

Supposons que g soit de classe C2 à support compact sur R. Pour T assez grand, la
fonction g sera nulle en dehors de l’intervalle [−T/2,T/2] ; si on regarde g comme la
restriction à [−T/2,T/2] d’une fonction T-périodique f sur R, on aura pour tout x tel
que |x| ≤ T/2

g(x) = f(x) =
∑

n∈Z

( 1

T

∫ T/2

−T/2

f(t) e−i2πnt/T dt
)

e i2πnx/T .

Comme g est nulle hors de [−T/2,T/2], l’intégrale de f sur cet intervalle est aussi
l’intégrale de g sur R et

g(x) =
∑

n∈Z

1

T
ĝ(2πn/T) ei2πnx/T .
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Posant h = 2π/T, il vient

g(x) =
1

2π

∑

n∈Z

hĝ(nh) eixnh .

Il s’agit d’une somme de Riemann généralisée pour la fonction

ϕ : y → 1

2π
ĝ(y) eixy,

correspondant à un découpage de R en petits intervalles de longueur h. Grâce à l’hypo-
thèse que g est de classe C2 sur R, on peut montrer que ĝ(y) est majoré par C (1+y2)−1,
et il en résulte que ces sommes de Riemann tendent vers l’intégrale de −∞ à +∞ de la
fonction ϕ lorsque h→ 0, ce qui donne

g(x) =
1

2π

∫

R

ĝ(y) eixy dy.

C’est la formule d’inversion de Fourier, qui était à la base de la théorie L2 de l’intégrale
de Fourier. Ainsi dans cette approche l’intégrale de Fourier apparâıt comme limite des
séries de Fourier de période T lorsque T → +∞.

Signal périodique tronqué

Si on envisage un signal T-périodique f(t) non nul, on ne peut pas considérer sa trans-
formée de Fourier, car f n’est ni intégrable ni de carré intégrable, les seuls cas que nous
savons traiter. Néanmoins, si on considère une fonction θ(t) qui soit à support compact,
mais égale à 1 sur un loong intervalle, on pourra appliquer la transformation de Fourier
à la fonction t → θ(t)f(t), en nous disant que cela nous donnera peut-être une idée de
ce que devrait être la transformée de Fourier de f , si elle existait. Supposons pour sim-
plifier que f soit de classe C1, ce qui implique que la série de Fourier est normalement
convergente,

f(t) =
∑

n∈Z

an e i2πnt/T,
∑

n∈Z

|an| < +∞.

Comme fonction θ, prenons d’abord une fonction ϕ continue à support compact, égale
à 1 sur un voisinage de 0, puis θ(t) = ϕ(c t), c > 0 petit ; quand c devient très petit, la
fonction θ est égale à 1 sur un intervalle de plus en plus grand autour de 0. D’un autre
côté,

θ̂(ξ) = c−1ϕ̂(c−1ξ)

se concentre en 0 : le graphe de θ̂ se présente essentiellement comme une raie verticale
de largeur ∼ c et de hauteur ∼ 1/c, située à l’abscisse ξ = 0, et l’intégrale de θ̂ vaut
2π θ(0) = 2π. On aura

(̂θf)(ξ) =

∫

R

θ(t)
(∑

n∈Z

an e i2πnt/T
)

e−iξt dt =
∑

n∈Z

an

∫

R

θ(t) e−i(ξ−2πn/T)t dt

=
∑

n∈Z

an θ̂(ξ − 2πn/T).

Le spectre de θf est donc formé de raies situées autour des abscisses multiples entiers de
2π/T, et dont l’altitude est proportionnelle au coefficient de Fourier an de la fonction f .
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Formule de Poisson

On considère une fonction F sur R, suffisamment régulière et suffisamment décroissante
à l’infini, par exemple :

la fonction F est de classe C2 sur R, avec F′′ intégrable ; de plus, il existe une
constante C et α > 1 tels que |F(x)| ≤ C (1 + |x|)−α pour tout x ∈ R.

On se donne T > 0 et on pose

∀x ∈ R, f(x) =
∑

k∈Z

F(x+ kT).

On obtient une fonction continue sur R, qui est T-périodique. La continuité de f se
justifie ainsi : pour y ∈ [0,T] et k ∈ Z, posons uk(y) = F(y + kT) ; alors

|uk(y)| ≤ C (1 + |y + kT|)−α ≤ C1 (2T + |y + kT|)−α ≤ C1 (|k| + 1)−α T−α

ce qui donne une série majorante convergente pour la série de fonctions : il y a convergence
normale de la série de fonctions

∑
uk, donc continuité de la somme f . Calculons les

coefficients de Fourier de la fonction T-périodique f ,

cn,T(f) =

∫ T

0

f(x) e−i2πnx/T dx

T
=

∫ T

0

(∑

k∈Z

F(x+ kT)
)

e−i2πnx/T dx

T

=
∑

k∈Z

∫ T

0

F(x+ kT) e−i2πnx/T dx

T
=

∑

k∈Z

∫ kT+T

kT

F(s) e−i2πns/T ds

T

=

∫

R

F(x) e−i2πnx/T dx

T
=

F̂(2πn/T)

T
.

Si
∑

|F̂(2πn/T)| < +∞, on sait que
∑

n∈Z
|cn,T(f)| < +∞, donc f est égale en tout

point à la somme de sa série de Fourier d’après la proposition 3.1.1. On a donc

f(x) =
∑

n∈Z

cn,T(f) ei2πnx/T .

On obtient ainsi la formule de Poisson

(P)
∑

k∈Z

F(x+ kT) =
1

T

∑

n∈Z

F̂(2πn/T) ei2πnx/T .

Justifions la convergence de la série des coefficients de Fourier : d’après l’hypothèse
de majoration de F, on sait que F est intégrable, et F′′ est intégrable par hypothèse. Les
transformées de Fourier F̂ et F̂′′(ξ) = −ξ2 F̂(ξ) sont donc bornées, donc (1 + ξ2) F̂(ξ) est
borné sur R. Puisqu’il existe une constante M telle que

|F̂(ξ)| ≤ M

1 + ξ2

on déduit que
∑

n∈Z
|F̂(2πn/T)| < +∞.

67



Échantillonnage, formule de Shannon

Étant donné un signal G(t) dépendant du temps, on cherche à pouvoir le coder en
remplaçant l’information continue, quand le temps t prend toutes les valeurs réelles, par
la connaissance des valeurs de G en une suite discrète de temps, qui sont les multiples
kT, k entier, d’une valeur T > 0 petite : c’est l’échantillonnage du signal.
Pour pouvoir fonctionner, on supposera que le signal G est à spectre limité : on supposera
que la transformée de Fourier Ĝ est nulle en dehors d’un certain intervalle borné [−M,M].
On supposera en plus que G vérifie les hypothèses de la formule de Poisson du paragraphe
précédent.

Considérons λ ∈ [−M,M] et posons

∀t ∈ R, F(t) = G(t) e−iλt ;

on a F̂(ξ) = Ĝ(ξ + λ). La formule de Poisson (P), appliquée à F avec x = 0, donne

∑

k∈Z

G(kT) e−iλkT =
1

T

∑

n∈Z

Ĝ(2πn/T + λ).

Si on suppose que
2π

T
≥ 2M

et puisque |λ| ≤ M, on voit facilement qu’il n’y a qu’un terme non nul dans la somme
de droite, celui qui correspond à n = 0 : en effet si n 6= 0, on a

|2πn/T + λ| ≥ 2π/T − |λ| ≥ 2M − M = M donc Ĝ(2πn/T + λ) = 0,

et par conséquent ∑

k∈Z

G(kT) e−iλkT =
1

T
Ĝ(λ) ;

on voit déjà que Ĝ est complètement connue à partir des valeurs G(kT), k ∈ Z, puisque

ces valeurs permettent de calculer Ĝ sur l’intervalle [−M,M], et que Ĝ = 0 par hypothèse
en dehors de cet intervalle. Si on veut aller plus loin, on écrit pour tout λ ∈ R

Ĝ(λ) = Ĝ(λ) 1[−M,M](λ) = T
∑

k∈Z

G(kT) 1[−M,M](λ) e−iλkT,

et par Fourier inverse

G(t) =
1

2π

∫

R

Ĝ(λ) eiλt dλ =
T

2π

∑

k∈Z

G(kT)

∫ M

−M

e iλ(t−kT) dλ

=
T

π

∑

k∈Z

G(kT)
sin(M(t− kT))

t− kT
.

Comme on a choisi π/T ≥ M, la transformée de Fourier Ĝ est nulle [−π/T, π/T], donc
on peut aussi bien prendre M = π/T, ce qui donne finalement la formule de Shannon

∀t ∈ R, G(t) =
∑

k∈Z

G(kT)
sin(π(t− kT)/T)

π(t− kT)/T
.

68



La condition de validité est que la fréquence d’échantillonnage 1/T soit ≥ 2 M/(2π),
donc plus que le double de la fréquence maximale M/(2π) attendue dans le signal G.

Dans le cas de CD musicaux, on ne cherche pas à transmettre de fréquences supé-
rieures à 20KHz, car ces fréquences ne sont pas audibles pour un humain. Dans la pra-
tique, on rencontre souvent dans ce domaine musical une fréquence d’échantillonnage
1/T = 44KHz, qui signifie que le signal est numérisé 44000 fois par seconde. Par ailleurs,
pour garantir la validité de la méthode, il faut commencer par assurer au préalable que
le signal ne contient pas de fréquence supérieure à 20KHz : dans ce but on utilise un
filtre passe-bas (que nous avons évoqué au chapitre 1).

Notes du chapitre 3

(a) En fait souvent ce seront des classes périodiques : pour une fonction mesurable f
définie sur R, on montre facilement (parce que la mesure de Lebesgue est invariante par
translation) que la classe de la fonction translatée τ2πf définie par

∀x ∈ R, (τ2πf)(x) = f(x− 2π)

ne dépend que de la classe de f ; ainsi, on peut définir la translatée d’une classe f̃ et on
dit que la classe f̃ est 2π-périodique si elle cöıncide, en tant que classe, avec la classe
translatée τ2πf̃ . Cela revient à dire la chose suivante : pour tout représentant f de la
classe f , l’ensemble

{x ∈ R : f(x+ 2π) 6= f(x)}
est Lebesgue négligeable ; on peut, si on veut, choisir un représentant mesurable, partout
défini et qui soit rigoureusement 2π-périodique (exercice).

(b) Dire que f est C1 par morceaux signifie qu’en chaque point de subdivision aj ,
la dérivée f ′ admet une limite à gauche et une limite à droite, mais la dérivée f ′(aj)
n’existe pas en général. La fonction f ′ n’est pas définie partout, mais elle est définie
presque partout ; elle est bornée parce que pour chaque j = 0, . . . ,N − 1, la fonction f ′

se prolonge en fonction continue sur l’intervalle compact [aj , aj+1].

(c) La fonction sinus est concave sur l’intervalle [0, π/2], puisque sa dérivée seconde
− sin est négative ou nulle sur cet intervalle. Sur l’intervalle [0, π/2], la fonction sin est
donc au dessus de la fonction affine qui cöıncide avec sin en 0 et π/2, à savoir

x→ 2

π
x ;

on a donc sin(x) ≥ 2x/π pour 0 ≤ x ≤ π/2.

(d) Pour faire fonctionner la démonstration du corollaire 3.2.5 directement à partir du
théorème 3.2.2, il suffirait que la fonction vérifie une condition de Hölder d’un ordre
α > 0, c’est-à-dire qu’il existe une constante C telle que

|f(x) − f(y)| ≤ C |x− y|α

pour tous x, y. Néanmoins, une restriction plus forte que la seule continuité de f est
nécessaire pour que le corollaire 3.2.5 soit exact : il existe des fonctions continues telles
qu’en certains points, la série de Fourier soit divergente.
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Annexe : rappels d’intégration

Quand on développe la théorie de l’intégrale de Lebesgue des fonctions positives sur
un espace mesuré (Ω,A, µ), on admet les fonctions mesurables à valeurs dans [0,+∞],
c’est-à-dire qui peuvent prendre la valeur +∞ ; en conséquence, l’intégrale peut aussi
être égale à +∞. Si (un) est une suite de fonctions mesurables positives sur (Ω,A, µ),
on peut toujours considérer la fonction mesurable S définie par

S(ω) =
+∞∑

n=0

un(ω)

où la somme de la série numérique vaut +∞ lorsqu’elle n’est pas convergente au sens
usuel.

Théorème A1. Si (un) est une suite de fonctions mesurables positives sur un espace
mesuré (Ω,A, µ), on a

∫

Ω

(+∞∑

n=0

un(ω)
)

dµ(ω) =

+∞∑

n=0

∫

Ω

un(ω) dµ(ω).

Preuve. — Pour chaque entier n, on a

∫

Ω

( n∑

k=0

uk(ω)
)

dµ(ω) =

n∑

k=0

∫

Ω

uk(ω) dµ(ω).

La suite sn =
∑n

k=0 uk tend en croissant vers
∑+∞

k=0 uk (valeur +∞ admise), et on a par
le théorème de convergence monotone

∫

Ω

(+∞∑

k=0

uk(ω)
)

dµ(ω) = lim
n

∫

Ω

sn(ω) dµ(ω)

= lim
n

n∑

k=0

∫

Ω

uk(ω) dµ(ω) =
+∞∑

k=0

∫

Ω

uk(ω) dµ(ω).

///

Le théorème suivant donne un critère assez efficace pour pouvoir intervertir une
intégrale et une série.

Théorème A2. Si (un) est une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré
(Ω,A, µ), telle que la fonction

∑
|un| soit µ-intégrable, on a

∫

Ω

(+∞∑

n=0

un(ω)
)

dµ(ω) =

+∞∑

n=0

∫

Ω

un(ω) dµ(ω).

Preuve. — Définissons une fonction V mesurable à valeurs dans [0,+∞] (valeur +∞
admise) en posant

∀ω ∈ Ω, V(ω) =
+∞∑

k=0

|uk(ω)|.
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Par hypothèse, V est intégrable ; il en résulte que V(ω) < +∞ pour presque tout ω,
c’est-à-dire que la série

∑+∞
k=0 |uk(ω)| est absolument convergente pour presque tout ω.

Si on pose sn =
∑n

k=0 uk, on voit que |sn| ≤ V (la fonction V est un majorant intégrable
indépendant de n) et (sn) tend presque partout vers

S(ω) =
+∞∑

k=0

uk(ω).

Par le théorème de convergence dominée, on conclut.
///

Théorème A3. Si (fn) est une suite de fonctions mesurables, si 1 ≤ p < +∞ et si∫
|fn(ω)− f(ω)|p dµ(ω) tend vers 0, il existe une sous-suite (fnk

) telle que fnk
(ω) tende

vers f(ω) pour presque tout ω ∈ Ω.

Preuve. — En effet, puisque
∫
Ω
|fn(ω) − f(ω)|p dµ(ω) tend vers 0, on peut, par récur-

rence, trouver pour tout entier k ≥ 0 un entier nk > nk−1 tel que

∫

Ω

|fnk
(ω) − f(ω)|p dµ(ω) < 2−k ;

on en déduit, en appliquant le théorème A1, que

∫

Ω

(∑

k≥0

|fnk
(ω) − f(ω)|p

)
dµ(ω) =

∑

k≥0

∫

Ω

|fnk
(ω) − f(ω)|p dµ(ω) <

∑

k≥0

2−k = 2 <∞.

Il en résulte que
∑

k≥0 |fnk
(ω) − f(ω)|p est fini µ-presque partout, et en particulier, le

terme général de cette série tend vers 0 pour presque tout ω, donc

|fnk
(ω) − f(ω)|p → 0, c’est-à-dire fnk

(ω) → f(ω)

pour presque tout ω, comme annoncé.
///

Corollaire A4. Si une suite de fonctions (un) tend vers u dans Lp(Ω, µ), avec 1 ≤ p <∞
et si (un) tend simplement µ-presque partout vers une autre fonction v, alors u = v µ-
presque partout.

Preuve. — Pour tout ω ∈ Ω la suite un(ω) tend vers v(ω), et il existe par le théorème
précédent une sous-suite (nk) et un ensemble µ-négligeable N tels que unk

(ω) tende vers
u(ω) pour tout ω /∈ N ; par hypothèse il existe un ensemble négligeable M tel que un(ω)
tende vers v(ω) pour tout ω /∈ M ; il en résulte que u(ω) = v(ω) pour tout ω /∈ N ∪ M,
c’est-à-dire que u = v µ-presque partout.

///

Théorème A5. Si a < b, si f est une fonction continue sur [a, b], sa norme uniforme
‖f‖u est égale à sa norme ‖f‖∞ dans l’espace L∞([a, b], dx). Si I est un intervalle de R

non réduit à un point, et si f est une fonction continue nulle presque partout pour la
mesure de Lebesgue sur I, alors f est nulle ; si deux fonctions continues f, g sont égales
en presque tout point de I, elles sont égales partout.
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Preuve. — Soit f continue sur [a, b], et posons M = ‖f‖u ; alors |f(x)| ≤ M pour tout
x, donc l’ensemble {x : |f(x)| > M} est de mesure nulle, puisqu’il est vide ! Il en résulte
que ‖f‖∞ ≤ ‖f‖u. Inversement, si on a m < M, l’ensemble V = {x ∈ [a, b] : |f(x)| > m}
est un ouvert non vide de [a, b] ; il existe donc un intervalle ]c, d[ avec a ≤ c < d ≤ b
contenu dans V. Mais cet intervalle est de mesure de Lebesgue d − c > 0. La mesure
de V est donc non nulle, et on en déduit que ‖f‖∞ ≥ m, ce qui permet de terminer la
preuve de ce premier point.

Si f continue sur I n’est pas nulle en tout point de I, on peut trouver par continuité
un intervalle [a, b] avec a < b, contenu dans I et sur lequel f est non nulle ; puisque
[a, b] est de mesure > 0, la fonction f n’est pas presque partout nulle. L’affirmation sur
l’égalité de f et g en résulte immédiatement, en considérant la fonction f − g.

///

Théorème A6. L’espace des fonctions en escalier est dense dans Lp(R), pour tout p tel
que 1 ≤ p < +∞.

Dans le poly d’Intégration, Chap. 6 p. 42, il est montré que toute fonction f ∈ L1(R)
peut être approchée en norme L1 par des fonctions en escalier. Le même résultat est vrai
pour Lp(R) pour tout p fini, 1 ≤ p < +∞, avec à peu près la même preuve, qu’on va
rappeler.

– Si f ∈ Lp(R) est une fonction complexe, on peut écrire f = Re f + i Im f ; pour
approcher f , il suffit d’approcher séparément les deux fonctions réelles Re f et Im f par
des fonctions en escalier. On peut donc se contenter du cas des fonctions réelles.

– Si f ∈ Lp(R) est une fonction réelle, on peut écrire f = f+ − f−, où f+ et f− sont
positives ; on peut donc se contenter du cas des fonctions réelles positives.

– Si f ∈ Lp(R) est une fonction réelle positive, il existe une suite croissante (fn)
de fonctions étagées qui converge simplement vers f , telles que 0 ≤ fn ≤ f ; la suite
(f − fn)p tend simplement vers 0 en étant dominée par la fonction intégrable fixe fp ;
d’après Lebesgue,

∫
(f − fn)p tend vers 0, ce qui veut dire que fn tend vers f en norme

Lp ; il suffit donc d’approcher les fonctions étagées fn.

– Si f ∈ Lp(R) est étagée, on peut écrire

f =
N∑

j=1

cj1Aj

où les Aj sont des ensembles boréliens de mesure finie. Il suffit donc pour finir d’approcher
les indicatrices de boréliens de mesure finie 1A par des fonctions en escalier. Mais ce point
a été vu dans le poly d’Intégration : pour tout ε > 0, il existe une fonction en escalier g
à valeurs 0 ou 1 telle que ∫

R

|1A − g| < ε.

Comme la fonction |1A − g| est bornée par 1, on a |1A − g|p ≤ |1A − g|, donc

∫

R

|1A − g|p ≤
∫

R

|1A − g| < ε,

donc ‖1A − g‖p ≤ ε1/p.

73



Théorème A7. Le produit de deux fonctions f, g de L2(Ω, µ) est µ-intégrable, et

‖fg‖1 ≤ ‖f‖2 ‖g‖2.

Preuve. — Il suffit d’appliquer l’inégalité de Hölder, poly d’Intégration, Chap. 8 p. 49 :
lorsque p, q ≥ 1 vérifient 1/p+ 1/q = 1, on a

∫

Ω

|f(ω)g(ω)| dµ(ω) ≤
(∫

Ω

|f(ω)|p dµ(ω)
)1/p(∫

Ω

|g(ω)|q dµ(ω)
)1/q

.

En prenant p = q = 2, on obtient le résultat voulu.
///

Lemme A8. Si ϕ ∈ L2(Ω, µ) est nulle hors d’un ensemble mesurable A de mesure finie,
alors ϕ ∈ L1(Ω, µ) et on a

‖ϕ‖1 ≤
√
µ(A) ‖ϕ‖2.

Preuve. — Puisque ϕ est nulle hors de A, on a ϕ = 1A ϕ, donc par Cauchy-Schwarz
(c’est-à-dire Hölder pour p = 2)

∫

Ω

|ϕ(ω)| dµ(ω) =

∫

Ω

1A(ω) |ϕ(ω)| dµ(ω) ≤

≤
(∫

Ω

1A(ω)2 dµ(ω)
)1/2(∫

Ω

|ϕ(ω)|2 dµ(ω)
)1/2

=
√
µ(A) ‖ϕ‖2.

///

Lemme A9. Soit (an) une suite de réels qui tend vers −∞ et soit (bn) une suite de réels
qui tend vers +∞ ; pour tout p tel que 1 ≤ p < +∞ et toute fonction f ∈ Lp(R), la suite
fn = 1[an,bn] f tend vers f dans Lp(R).

Preuve. — On remarque que

|f(x) − fn(x)|p ≤ |f(x)|p,

ce qui fournit un majorant intégrable indépendant de n pour la suite des fonctions
intégrables (gn) définies par

∀x ∈ R, gn(x) = |f(x) − fn(x)|p ;

par ailleurs, |f(x) − fn(x)|p tend vers 0 pour tout x ∈ R, car on aura an ≤ x ≤ bn et
donc fn(x) = f(x) à partir d’un certain rang, d’après les hypothèses sur (an) et (bn).
Par le théorème de convergence dominée appliqué à la suite (gn), on déduit que

‖f − fn‖p
p =

∫

R

|f(x) − fn(x)|p dx =

∫

R

gn(x) dx

tend vers 0 quand n tend vers l’infini, comme annoncé.
///
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théorème de Weierstrass périodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
transformée de Fourier d’une fonction de L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
transformée de Fourier d’une fonction intégrable . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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