Analyse hilbertienne et de Fourier, examen final du 10 mai 2007

Les documents sont interdits durée 3h

— FExercice I —

Soit t un nombre réel > 0 fixé ; on consideére la fonction 27-périodique f; sur R telle que f;(z) = e!®

lorsque —7 < z < 7.
1.a. Représenter sommairement le graphe de f; sur l'intervalle [—3m, 37].

1.b. Calculer les coefficients de Fourier (¢, (f;))nez de la fonction f;. Calculer la norme L2 de la
fonction f; et montrer que
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2. Montrer que

f(x) = enlfr) ™

neZ

pour tout z € ]—m, 7w[. En déduire une expression simple de la somme de la série
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— FExercice I —

1.a. On définit la fonction ¢ sur R par

Vr € Ra SD(J;) = 2(1[—7r/2,7r/2} (l‘)) - 1[—7r,7r} (.1‘)

Vérifier que ¢(x) = 1 pour |z| < 7/2 et p(x) = —1 pour 7/2 < |z| < 7. Tracer le graphe de ¢.
Calculer ¢(0) ; montrer que

. 4 sin(my/2) — 2 sin(my

o) = Ltry/2) = 2sn(ry)

pour tout y # 0. Expliciter $(n) pour tout entier n € Z non nul.

1.b. On considere la fonction f qui est 2m-périodique sur R et égale & ¢ sur [—m, 7]. Déterminer
les coefficients de Fourier ¢, (f), n € Z. Montrer que

im [ | — 3 olk) cos(k:t)‘z ;i—t ~0.

n—+oo J_ 1 s m

1.c. En déduire que pour = € [0, 7] on a

T dt < ¢ T d
| w505 = 2 sinton) = [ 1200 70) 5
-n n=1 -
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2.a. Pour tout z réel on pose

Calculer F(x) pour tout z; vérifier que F(z) = x si |z| < 7/2 et F(x) = 0 si |z] > 7; tracer le
graphe de la fonction F.

2.b. Déduire de 1.c que pour tout z € [—m, 7] on a
F(z) = i(—nk 4 sin((2k + 1)z).
— m(2k +1)?

2.c. Expliciter I’égalité précédente dans le cas x = 7/2.

3.a. Soit g une fonction intégrable sur R ; pour chaque entier n > 0, calculer la transformée de
Fourier de la fonction g,, définie par

weeR, = dEED sl )

Vérifier que H9n||1 < H9||1

3.b. On suppose de plus que la transformée de Fourier g de ¢ est nulle en dehors de [-7/2,7/2],
et que g est de classe C!, avec ¢’ intégrable. Montrer que la fonction dérivée ¢’ est égale & la
somme de la série de fonctions

> 4
S || .
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En déduire que
, T
lg"lly = 5 llgly

(on utilisera le résultat de la question 2.c).



Rappels.

Si A est un sous-ensemble d’'un ensemble X, on désigne par 14 la fonction indicatrice de A, égale
a 1 sur 'ensemble A et a 0 en dehors de A. On rappelle que

Vr € R, chx:%7 shx:%~

Transformation de Fourier

L’espace L*(R) est I'espace des fonctions intégrables sur R ; la norme de I'espace L*(R) est définie
par

WeWM,wm:Awmm.

L’espace L2(R) est l'espace des fonctions de carré intégrable sur R ; la norme de I'espace L2(R)
est définie par

vrer?®. Ifl= ([ Ifrar)”

La transformation de Fourier est définie sur I'espace L'(R) en associant & toute fonction g
intégrable sur R la fonction g définie par

WER7ﬁw:/d@€w¢D
R

Quand g € L*(R), la fonction g est continue, et elle est bornée par |g||,. Quand g est continue
sur R et que g et g sont intégrables, on a la formule d’inversion de Fourier

1 -~ iz
—/g(y)e Y dy.
R

VeeR, gx)= o

La transformation de Fourier est injective sur L!(R). Lorsque g est de classe C! sur R, et que g
et ¢’ sont intégrables, la dérivée ¢’ admet pour transformée de Fourier la fonction

y € R — iyg(y).

Lorsque f € L?(R), la transformée de Fourier Ff € L2(R) est dans L?(R). Si f est & la fois
dans L'(R) et dans L?(R), on a Ff = f presque partout. La relation de Parseval affirme que

VfeL2(R), |[Fflly=V2r|fl,-

Séries de Fourier

Si f est une fonction 27-périodique sur R, intégrable sur [—m, 7], on définit ses coefficients de
Fourier en posant pour tout n € Z

dt

i) = [ pwet &

—T

Les fonctions (e, ),ez définies par e,(t) = e'™ forment une base hilbertienne de I'espace de
Hilbert L?([—m,7],dz/(27)). Lorsque f est de carré sommable sur [—m, 7], on a 1'égalité de

Bessel-Parseval ~ 4
O 5= 3 feats

- nez

Si z € R est tel que I'intégrale [ M dt soit finie, la série de Fourier Y, cn(f)e'™®

converge et sa somme est égale a f(z).



