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Université Paris Diderot
L3 Maths Appliquées (31M23030) Analyse de Hilbert et de Fourier

Série n°3 : Fourier sur L?

1) On considere la fonction h(z) = e~ 1*l (voir exercice 1 de la série n°2). Montrer qu’on peut lui

appliquer l'identité de Parseval. En déduire ’égalité
1 T
———dr = —.
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2) Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=e* pour >0 et f(x)=—€" pour z <0.

a) Calculer f. A-t-on f € LY(R)? f € L%(R)?
appartient & L?(R) et calculer sa transformée de Fourier.

b) Mont la foncti
) Montrer que la fonction x +— gy

c) Montrer a I'aide de 'identité de Parseval que

/372d _r
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appartient & L?(R). Quelle est sa transformée de Fourier ? A

3) Montrer que la fonction = —
x
I’aide de l’identité de Parseval, établir 1’égalité suivante :

T gin2 g
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4) a) Montrer que la fonction f(z) = arctan (=) appartient & L*(R).
x
b) Soit £ € R*. A Paide d’une intégration par parties, montrer existence de I'intégrale généra-

o0 )
lisée f(z)e™™®% dz et calculer cette intégrale. Qu’en est-il pour & = 07?
oo

¢) En déduire 7.
5) On reprend les notations de lexercice 3 de la série n°2. Pour tout a € R et toute fonction f

définie sur R, on note M, (f) la fonction x — €% f(x).
a) Montrer que M,, 7, et 0 sont des applications linéaires continues de L?(R) dans lui-méme,

quels que soient a € R et A > 0.
b) En déduire que le formulaire de exercice cité est également valable pour f € L?(R).

6) a) A Taide d’une intégration par parties, montrer I'existence de l'intégrale généralisée
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pour tout ¢ # 0.
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dxr est continue sur R*.
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b) Montrer que l'application : ¢ — /
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e "% dz, pour tout & # +1, et la

¢) En déduire lexistence de 'intégrale généralisée /
T
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sinx
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continuité de l'application £ — / e %% dg sur R\ {1, +1}.
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d) En utilisant I'exercice 2 de la série n°2 , montrer que

teo sina:e_i&, dp = 4 ™8 €] < 1
x 0si¢>1.
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7) a) A laide du théoréme de Fubini, établir I'identité :
Vf,g € L\R) /R f(2)(x) do = /R Fl@)g(x) da.

b) Montrer que cette identité s’étend au cas ot1 f et g appartiennent & L(R).
Indication : on pourra utiliser les deux suites de fonctions de L!(R) N L?(R) définies par
foo = f Uy 1n) €t gn = g1y, 1n) (qui tendent respectivement vers f et g dans L?(R)).

¢) Montrer que pour A > 0 on a
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et en déduire
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e M dr = arctan —.
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Que ”devient” cette formule quand on fait tendre A vers 07

8) a) A Taide d’une intégration par parties, montrer ’existence de 'intégrale généralisée
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/_OO 722 sin(§x) dzx
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1
pour tout & # 0; montrer qu’elle est égale a g / cos(éx) dx et continue par

oo (14 22)?
rapport a & sur R\ {0}.

b) En déduire les égalités suivantes (£ # 0 pour la premiere) :

+oo NSNS 1_ 9
/0 1—i;7 sin(§z) do = ge_msgn({) et /0 ﬁ cos(éx) dx = g‘ﬂe—lf\ ’

ou sgn(&) vaut 1 pour £ > 0 et —1 pour £ < 0.



