cours 14, le lundi 15 mars 2010

IV. Espaces L”

IV.1. Convexité

On dira que f est continue et C' par morceaux sur un intervalle I de R si f est continue
sur I et s’il existe un nombre fini de points ag < a1 < ... < an de I tels que f soit de
classe C! sur chacun des intervalles laj,a;11], j = 0,...,N —1, ainsi que sur les deux
intervalles situés aux extrémités gauche et droite de I,

{rel:x<ay} et {zel:z>an};

par classe C! sur [a,b], on entend que f’ existe sur ]a,b| et admet un prolongement
continu a 'adhérence [a, b]. Par la régle de I'Hospital, cela entraine que f admet une
dérivée a droite en a et une dérivée a gauche en b, qui sont égales respectivement aux
limites de f’(x) en a et en b,

fale) = lim (@), £3(b) = lim /(o).

On a alors ,
f0)- 1@ = [ rod,

par la « formule fondamentale » prouvée dans le chapitre sur l'intégrale de Riemann
(premier cours).

Si f est continue et C!' par morceaux sur un intervalle I, alors pour tous a < b
éléments de I, on a

b
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ou la dérivée f’ est définie sur I privé d’un ensemble fini F de points. On le fait sur les
morceaux C! et on recolle : il existe une subdivision a = ag < ... < ay = b telle que f
soit de classe C! sur chaque [a;,a;41], j =0,...,N — 1, donc

aj+1
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d’ou le résultat en sommant pour j variant de 0 & N—1 ; noter que f’ n’est pas définie aux
points de I’ensemble fini F des points de subdivision, mais f’ est bornée car sur chacun
des compacts [aj, aj+1], elle est prolongeable en fonction continue ; on a une fonction f/
qui est mesurable bornée définie presque partout.

Lemme. Si f est continue et C' par morceaux sur un intervalle 1, avec une dérivée
croissante (au sens large) sur I\ F, F ensemble fini, alors f est convexe sur I.

Preuve. — Si a est un point de I, I’hypothese de classe C! par morceaux entraine que
fa(a) et fi(a) existent et sont les limites de f'(z) & gauche et a droite de a. Comme f’
est supposée croissante, on en déduit que f'(u) < f;(a) < fi(a) < f'(v) si u,v sont des
points de I tels que u < a < v.



Siu < v sont deux points de T et siw = (1—t)u+tv, 0 <t < 1, alors w—u = t(v—u),
v—w=(1—-t)(v—u),et

fw) = jw) 1 /wf'(a:)dng;(m
< fa(w sv_w/f f(iiff“’)

donc, en multipliant par ¢(1 —¢)(v —u) > 0,

(1 =1)(f(w) = f(u)) <t(f(v) = f(w)),

ce qui donne par regroupement

F(A=tu+tv) < (1—t)f(u) +tf(v),

pour tous u,v € L et 0 <t < 1, et prouve que f est convexe sur I.

Remarque. Si g est une fonction réelle croissante sur l'intervalle I, si xy est un point
fixé de I et si on pose G(x f g(t) dt pour tout x € I, alors G est convexe sur I par la
preuve précédente. L’ ensemble des pomts de discontinuité de la fonction croissante g est
au plus dénombrable, et en chaque point x de continuité de g, la fonction G est dérivable
et G'(z) = g(x).

Inversement : on prouve que si f est convexe sur un intervalle ouvert I, elle admet en
tout point z de I une dérivée a gauche f;(r) et une dérivée a droite f;(z), f,(x) < fi(x),
ces deux fonctions dérivées sont croissantes sur I, et égales sauf sur un ensemble de points
au plus dénombrable ; de plus pour tous a < b dans I, on a f(b) — f(a) = f; fh(t)de
(méme résultat avec f,, qui est égale a f;; presque partout). La description du paragraphe
précédent donne donc toutes les fonctions convexes sur un intervalle ouvert.

Dans le cas d’un intervalle fermé [a, b], il est possible que la fonction convexe f ne
soit pas continue aux extrémités a et b, comme on le voit dans I’exemple ou f =
sur Ja,b[ et f(a) =1, f(b) = 2; dans ce cas, f(b) — f(a) n’est pas I'intégrale de f’ entre a
et b. Mais si on demande que f soit continue sur I, la description intégrale s’étend aux
extrémités.

Exemples.
— Les fonctions affines sont convexes.

— La fonction exponentielle est convexe, ainsi que z — e** pour tout a réel.

— Pour p > 1 la fonction ¢ — [t|P est convexe : la dérivée t — psign(t)[t|P~! est
continue et croissante. Pour p = 1 la convexité est vraie aussi, conséquence immeédiate
de I'inégalité triangulaire. On note que

‘a+b‘f’< |al? + [b]?
2 - 2

ce qu’on peut récrire sous la forme |a + bP < 2P~ (|al? 4 [b[P).



IV.2. Les espaces LP et LP

On suppose que p est un réel tel que 1 < p < +o00. On désigne par £ (X, F, u) I'ensemble
des fonctions F-mesurables f a valeurs dans K = R ou C telles que

[ 7@l dntz) < +x.
X

On pose pour toute fonction f € LP

151, = ([ 1@ duta)) "

Il est clair que pour tout a € K, la fonction af reste dans LP et ||af], = |a|| f]l,- La
fonction u — |ulP est convexe, on a vu que

u+of? <207 (Juf? + [o?),

ce qui montre que la somme de deux fonctions de £? est dans LP, et on voit ainsi que L£?
est un espace vectoriel.

L’espace L2 (X, F) est formé des fonctions F-mesurables bornées a valeurs dans K.
On le munit de la norme du sup ou norme uniforme, qu’on désignera par la notation
(non consacrée)

[fllu = sup{|f(2)] : = € X}.

Pour cette norme 'espace est complet : une limite uniforme f d’une suite de fonctions
bornées reste bornée, et c’est aussi une limite simple de fonctions F-mesurables, donc la
limite f est F-mesurable bornée.

Semi-norme sur LP, convexité de la boule unité

L’ensemble
Byi= {fe /X Fw: [ 1frdn<)
X

est un ensemble convexe : si f et g sont deux fonctions dans B,, on note que pour tous
reXet0<t <,

(1= ) f(2) +tg(@)]" < |1 =) f (@) +tlg@)]]" < (1 = OIf (@)” +tlg (),

donc
/|1—t x) +tg(x) P dp(z) < (1 —1t) /\f )P dp(z +t/\g )P dp(z

Il en résulte qu’on a une semi-norme : si ¢ > et b > considérons f; = a1 f et
p P
g1 = b~ 1g qui sont dans la boule unité B,, ainsi que la combinaison convexe

b f+g

=2 cB
St a+rp ! a~|—bE P

a—l—b

par I'homogénéité de la fonction |.|[, on en déduit que ||f + gl[, < a + b, et on fait
tendre a vers || f||, et b vers ||g||,. A la limite,

1f+gllp < 1£1lp + llgllp-

On a donc I'inégalité triangulaire, et une semi-norme sur £P.



L’espace quotient LP, normé

Ny = {1 0s1, =0} = {r+ [ 17P =0}

est le noyau de la semi-norme ||.||,. Comme on a une semi-norme, le noyau est un sous-
espace vectoriel : si f,g € N, alors

L’ensemble

leef + Byllp < el 1o + 151 lgll, = 0;

de fagon générale, tous les éléments f d’une classe fixée f de LP/N, ont la méme semi-
norme (on peut invoquer 'inégalité triangulaire : si f1, fo sont dans la méme classe, on

allfallp, < |l fillp + [If2 — fill, = || fillp, et on échange ensuite fi et fz); on peut donc
attribuer cette semi-norme constante a la classe, en posant

11l = 11£1lp

pour un représentant f quelconque. On obtient une semi-norme sur le quotient, qui est
en fait une norme : en effet || f||, = 0 signifie que || f||, = 0 quand f est un représentant

de cette classe f, donc f appartient & NV, et f = N, qui est le 0 de I'espace quotient,
[fllp=0 = f=0.

Remarquons que N, coincide avec le sous-espace vectoriel des fonctions négligeables
N = { f : f est F-mesurable et nulle u-presque partout },

qui est indépendant de la valeur de p; en effet, si I'intégrale de la fonction mesurable
positive |f|P est nulle, on en déduit que |f|P, donc aussi f, est nulle pu-presque partout.
Inversement, si f € N, on a [y [f[Pdp =0 donc f € N,,.

L’espace L*>°

L’espace N des fonctions négligeables est contenu dans tous les espaces £P pour p < +o0,
mais les fonctions négligeables ne sont pas nécessairement bornées. On introduit

N =N NLS,

I'espace des fonctions p-négligeables bornées. L’espace L2 (X, F, u) est formé des classes
de fonctions F-mesurables bornées a valeurs dans K,

Lg (X, Fop) = Lg (X, F) [Noo.

L’espace L°(X,F) était déja normé (par la norme uniforme), et on peut voir que son
sous-espace N, est fermé pour cette norme. On est dans le cadre du quotient d’un
espace normé par un sous-espace vectoriel fermé : les éléments d’une méme classe n’ont
pas la méme norme uniforme ; par définition, la norme d’une classe f € L>°(X, F, u) est
I'inf des normes des éléments de la classe. Cela revient a définir la norme ainsi : si f est
un représentant de la classe f, alors || f]|o est le plus petit M tel que |f| < M presque
partout. On dit que M est le sup essentiel de la fonction f.
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Posons en effet M = ||]?HoO et soit f un élément quelconque de la classe f; par
définition de la norme quotient, il existe f,, équivalente a f telle que ||f,|l, <M+ 27",
pour tout entier n > 0, ou cette fois la norme est la « vraie » norme du sup ; on a donc
|fn] <M+ 27" partout, et comme f est égale a f,, u-presque partout,

p({e € X2 1f(@)] > M+27)) < u({f # fa}) =0

En faisant varier n on obtient une famille dénombrable d’ensembles négligeables, dont la
réunion N = {|f| > M} est encore un ensemble p-négligeable ; il en résulte que p-presque
partout, on a |f| < M. Réciproquement, si |f| < M pu- presque partout, on trouve une
fonction f équivalente a f qui est partout < M, donc || fHoo <M.

On peut dire tout de suite que L°°, quotient d’un espace de Banach par un sous-
espace vectoriel fermé, est complet d’apres la théorie générale, mais on donnera aussi un
argument ad hoc plus loin.

Remarque : classes de fonctions et fonctions définies presque partout. A chaque fonction
p-intégrable f (donc, mesurable définie presque partout) correspond une unique classe,

un unique élément de L1(X, F, ). En effet, toutes les « corrections » fde la fonction f
forment une classe, élément de L.

L’espace normé LP est complet
Théoréme de Fischer-Riesz, 1907. L’espace L (X, F, 1) est complet.

Preuve. — On suppose que (fn) est une suite de Cauchy dans LP. On choisit des
représentants (f,) C LP, qui sont des « vraies fonctions ». On peut trouver une sous-
suite (ny) telle que

[ freir = Foellp = [ Frnss = Frgllp <27F

pour tout k£ > 0. Comme la suite de départ est de Cauchy, il suffit de trouver une limite
pour la sous-suite (fy,,). Posons

0 — fnoa Uk+1 = fnk+1 - fnk
pour tout entier k£ > 0, de sorte que
UkZZUO‘f’""f’Uk::fnka Uk:fnk’

il faut donc faire converger dans I’espace normé LP la série de vecteurs > uy, c’est-a-dire
montrer que la suite (Uy) des sommes partielles converge vers une limite dans LP. Posons

Ve eX, Vi(z Z\uj

c’est une suite croissante, de limite ponctuelle

+00
= |u;(x)
j=0



a valeurs dans [0, +o0]. La suite croissante (Vg (x))? tend vers (V(x))P, ot on a convenu
que (400)P = +o0. Par I'inégalité triangulaire pour la norme de LP, et en notant que les
fonctions h € LP et |h| ont la méme (semi)-norme,

Il = [ 10 dge = [

on voit que
i i p A\ P
[ vean =1 lwlll < (3 luily) < (luollp + 5 277)" =52 < 4.
x =0 =0 >0
Par le TCM (théoréme de convergence monotone),
/Vpduzlim/V£du§M<+oo;
X koJx

I’ensemble
N={VP =40} ={zeX:V(z) =40} e F
est donc de mesure nulle. Quand x ¢ N, on a

+o0
V() =) Juy(z)] < +oo,
j=0
ce qui permet de considérer la fonction f définie par f(z) = ;;08 u;(z) pour tout x ¢ N,

ce qui est vrai p-presque partout, et f(x) = 0 sinon. Cette fonction f est F-mesurable,

et oo )
< (Y lul) < v
j=0

est intégrable, donc f € LP. Il reste a prouver que les sommes partielles U, tendent
vers f pour la norme de LLP. On a en dehors de N, c’est-a-dire p-presque partout,

p
=0l = Y| < |3 Jul
>k >k

et |f(z) — Ug(x)|? — 0 pour tout x ¢ N, ce qui donne une convergence vers 0 dominée
par la fonction intégrable VP. Donc

r|f—ﬁkr|g=||f—uk||g:/ f— UplP dp — 0.
X

P
< VP

La classe f de f est un élément de LP, limite de la suite de Cauchy (fn) On a montré
que LP est complet.

L’espace L™ est complet aussi, on ’a déja expliqué par des raisons générales et
promis une preuve ad hoc; cette preuve n’utilise pas de résultat d’intégration, seulement
un peu de théorie de la mesure et les résultats sur la convergence uniforme. Si (f,,) est
de Cauchy dans L™ et si on choisit une sous-suite (f,, ) telle que || fr,,, — faxlloo < 27F,
il existe pour tout k un ensemble p-négligeable Ny tel que

V.I‘%Nk, |fnk+1(x)_fnk($)‘ <2_k'
En dehors de I’ensemble négligeable N = [ J, Ny, la série de fonctions
fno + Z(fnk+1 - fnk)
k>0
converge normalement ; sa somme f donne la limite voulue.



L’espace L2(X, F, 1) est un espace de Hilbert
On doit d’abord remarquer que f(z)g(x) est intégrable quand f, g € L? car

2| f(z)g()| < [ f(x)]* + lg(x)[*,

qui est intégrable. Définissons le produit scalaire de L? par

=/f@ﬁ5wu»
X

On vérifie les propriétés de linéarité et de symétrie hermitienne voulues, et de plus

:/j@ﬂawm=w@
X

ce qui montre que la norme de L? « provient » du produit scalaire qu’on vient de définir.
De plus I’espace est complet pour cette norme, on a donc bien un espace de Hilbert.

Extraction de sous-suites convergentes presque partout

Proposition technique. Si 1 < p < 40 et si la suite (f,,) C LP(X, F, u) converge vers f
dans LP, il existe des sous-suites ( fy, ) qui convergent presque partout vers f.

Preuve. — Soit f la limite en norme LP de la suite (f,) C L?; on peut trouver une
sous-suite (ng) telle que ||fn, — f|l, < 27% pour tout entier k > 0; alors en posant
ug = |fn, — fIP > 0on a fX updp < 2757 et par le TCM version séries de fonctions
positives,

400

+oo
/X ZUk Z(/X up () dﬂ(fﬁ)) < ];)2_1‘”’ < 400

k=0 k=0

puisque l'intégrale est finie, la série > ux(x) converge u-presque partout, en particulier
le terme général uy(z) = |fn, (x) — f(z)|P tend vers 0 p-presque partout ; on a donc bien
trouvé une sous-suite (f,,) telle que

pour p-presque tout x, fn, () — f(x).



