cours 16, le lundi 22 mars 2010

Preuve de I'inégalité de Jensen : compléments sur la convexité

Lemme des trois pentes. On suppose que ¢ est une fonction convexe définie sur un
intervalle I C R. Si u,v,w sont trois points de I tels que u < v < w, on a

pv) —p(w) _ plw) — o) _ pw) — o)

Preuve. — Posons t = (v —u)/(w —u); alors 0 <t < 1 et
v=u+(v—u)=u+t(w—u)=(1—1t)u+tw,
donc par la convexité de ¢ on a
(1) () =e((1 = thu+tw) < (1 —t)p(u) + tp(w) = p(u) +t(p(w) — @(u)),

donc
p(v) —o(u) _ p(w) — p(u)

vV—Uu - w— U

p(v) — p(u) <t(p(w) —p(u)) et

et pour l'autre inégalité, on transforme (1) en

p(w) —p(u) _ p(w) —¢(v)
1—-t w) —e(u)) < e(w) —p(v) donc < .
(1= 1)(p(w) - olw) < p(w) - o(v) Do) e
Conséquence. La fonction ¢ admet une dérivée a droite a valeurs dans [—o0,+oo[ en
tout point t € I qui n’est pas un majorant de 1, et une dérivée a gauche a valeurs dans
| — 00, 400] en tout point qui n’est pas un minorant de 1.

Preuve. — Considérons un point ¢ € I qui n’est pas un majorant de I ; d’apres le lemme
précédent, la fonction pente y — (p(y)—p(t))/(y—t), définie pour y > t élément de I, est
croissante. La pente a donc une limite a droite ¢/,(¢) au point ¢, & condition d’admettre
la valeur —oo pour limite possible. La vérification de ’affirmation sur la dérivée a gauche
est identique.

Une fonction convexe définie sur un intervalle fermé I = [a,b] peut ne pas étre
continue aux extrémités de l'intervalle. Les propriétés de la fonction convexe sont plus
agréables si on considere 'intérieur de 'intervalle, ou bien si, comme dans ’énoncé qui
suit, on suppose tout de suite que 'intervalle I est ouvert.

Corollaire. Soit ¢ : I — R une fonction convexe sur un intervalle ouvert I ; en tout point
de 1, v admet une dérivée a droite et une dérivée a gauche finies, donc @ est continue
sur 'ouvert 1. Sity <t sont deux points de I, on a y;(to) < ¢, (to) < ¢} (t1) < ¢j(t1) :
les deux fonctions ¢y et py sont finies et croissantes sur I et ¢f < g ; la fonction ¢y
est continue a droite et gp’g continue a gauche sur 1. L’ensemble D des points t de 1 ou
@y (t) < @y(t) est au plus dénombrable, la fonction ¢ est dérivable en tout point t € I\ D.

Preuve. — Si t est un point de 'ouvert I, ce point n’est ni minorant ni majorant de I ; il
y a d’apres ce qui précede une dérivée a gauche et une dérivée a droite pour ¢ au point ¢,
et la dérivée a gauche est plus petite que la dérivée a droite : supposons que y, z soient
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deux points de I tels que y < t < z, et supposons que h > 0 soit assez petit pour que
y<t—hett+h< z;appliquons le lemme aux points y <t—h<t,t—h<t<t—+h
et t <t+ h < z; on obtient

pt) —ely) _ p) —pt—h) _pt+h) —el) _¢lz) =)
t—y - h - h - z—1 ’

en passant a la limite quand h — 0 on obtient

o(t) — p(y) < ol (1) < (1) < p(2) — w(t)7

t—y z—1

ce qui montre que les deux demi-dérivées sont finies, et entraine la continuité de ¢ au
point t. Si ty < t; sont deux points de I, on obtient en appliquant ce qui précede a t = tg
etat= tl,

i) Zelo) v 1)y < ().
t — to g

(2) y(to) < ¢qlto) <
Montrons la continuité a droite de ¢/, en tout point ¢y de I; par (2) et par la définition
de la dérivée a droite, il existe t; > ty tel que

o(t1) — plto
palto) < #lt) = elto) < @q(to) +€;

t — to
par la continuité de ¢ au point ¢y, on peut trouver hg > 0 assez petit pour que tg+hg < t1
et pour que pour tout h €]0, ko[, on ait

o(t1) — p(to + h) < o(t1) — p(to)

e < (t 2¢;
boto—h = gy o=l

d’apres (2), appliqué a tg + h < tq,

@(t1) — @(to + h)
t—to—h

©iy(to) < py(to +h) < < @y(to) + 2¢,

ce qui termine la preuve de la continuité a droite de ¢/}, la preuve de la continuité a
gauche de go’g est analogue.

L’ensemble D des points de discontinuité (qui sont des sauts) de la fonction crois-
sante ¢/, est au plus dénombrable, et de plus, les propriétés d’encadrement des dérivées
gauche et droite,

t—h<t<t+h = @y (t—h) <yt —h) <e(t) < pu(t) <@gt +h) < ot +h)

entrainent que go’g admet exactement le méme ensemble D de discontinuités. En chaque
point ¢ de I'\ D, la fonction ¢ est dérivable et ¢'(t) = ¢} (t) = ¢} (t).



Minorantes affines

Si 2o est intérieur a I et si a est un réel qui vérifie ) (to) < o < @y (to), il résulte de (2)
que

(3) tel = ¢(t) —p(to) = a(t —to).

On peut récrire cette inégalité sous la forme

viel, o(t) > p(to) + wulto)(t — to).

Dans le cas ou ¢ est dérivable au point to, la fonction ¢ — (tg) + ¢’ (to)(t — to) est
la fonction affine tangente a ¢ au point 3. L’inégalité dit que le graphe de la fonction
convexe est au-dessus de ses tangentes (pour toutes les tangentes qui existent).

Si p est une mesure finie sur (X, F), si f est u-intégrable a valeurs dans I, I'existence
d’une minorante affine de ¢ implique que x € X — ¢(f(z)) est quasi-intégrable, c¢’est-a-
dire que la partie négative de ¢(f) est intégrable. En effet, si

Vtel, at+ B <o),

alors p(f(x)) > af(x) + 8 =: h(z) qui est intégrable (la constante (3 est p-intégrable
puisque p est finie). On a

—p(f(z)) < —h(z) < |h(z)],

donc ¢(f))™ = max(0, —p(f)) < |h| est intégrable. On peut poser

T ) = )T ) — xT)) T
/X o(f(2)) dpu(z) /X o(f(2))* du(z) / o(f(2)" du(z)

X

qui peut prendre la valeur +o00, mais ne prend pas la forme indéterminée embarrassante
+00 — (+00).

La preuve de Jensen résulte de (3) appliquée au point

to=m = /Xf(:v) du(z) € L.

V. Fubini

V.1. Construction de la mesure produit

L’idée pour construire la mesure de Lebesgue o sur le carré [0, 1] est de découper un
sous-ensemble C du carré en tranches verticales C,,

C,={ye€[0,1]:(x,y) € C}, x€]0,1]

2 (C) = /01A1<cx>da: - /01(/01 1o (z.) dy) da.
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Il va falloir travailler pour justifier 'existence des intégrales précédentes.

On considére deux espaces mesurables (X, F) et (Y, G) et ’espace mesurable produit
(XxY,F®Qg).

Lemme 1. Si v est une mesure o-finie sur (Y,G), alors pour tout ensemble C € F @ G
on a

a.— pour tout x € X, la fonction y — 1¢(x,y) est G-mesurable sur Y,

b.— la fonction x — [, 1c(x,y)dv(y) est F-mesurable sur X, a valeurs dans
[0, +0o0].

Preuve. — Commencons par expliquer qu’il suffit de traiter le cas des mesures finies ; si
le résultat est vrai pour toute mesure finie, alors il est encore vrai pour v mesure o-finie :
en effet, soit (Y,,) C G une suite croissante d’ensembles de mesure finie pour v, qui tend
en croissant vers Y ; pour tout entier n, la mesure a densité dv,(y) = 1y, (y) dv(y) est
finie, donc la fonction

- /Y Lo (z, ) dva(y) = /Y 1y, (1) 1c(z, ) dv(y)

est F-mesurable par hypothese ; mais par le TCM pour v, cette suite de fonctions tend
simplement sur X, en croissant, vers la fonction z — [, 1¢(z,y) dv(y), qui sera donc
F-mesurable : la propriété b. est vraie pour v ; d’autre part, la propriété a. ne dépend
pas du fait que v soit finie ou non. On va donc supposer v mesure finie dans la suite de
la preuve.

On veut montrer que la classe D des parties C du produit X x Y telles que
y — 1c(z,y) G-mesurable pour tout z, = — / lc(x,y)dv(y) F-mesurable,
Y

contient la tribu produit F ® G. On utilisera le lemme de classe monotone. On montre
d’abord que D contient le w-systeme P de parties de X x Y formé des pavés mesurables
C=AxB, A e FetBeg. Ces ensembles produits forment un 7-systeme ; en effet
X X Y est un pavé mesurable, et

(Al X Bl) N (AQ X Bg) = (Al ﬂAQ) X (Bl N Bg) eP.

Si C = A x B est un élément de P, on a 1¢(z,y) = 1a(z)1s(y), donc y — 1c(x,y)
est la fonction 14 (x)1g, multiple de 1, donc G-mesurable, et la deuxiéme est v(B)14,
multiple de 14, donc F-mesurable. On a donc P C D.

La classe D est un A\-systeme : on montre la stabilité par différence propre grace a
la linéarité : si C C D sont deux ensembles de D, alors pour tout x € X

y — Ip\c(z,y) =1p(z,y) — 1c(z,y)

est G-mesurable, et comme v est supposée finie, on peut écrire

[ et aro) = [ 1pe)dv) - [ 1o dny

Y
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qui est donc F-mesurable. Le passage a la limite croissante d’une suite (D,,) C D, de
réunion D, résulte par limite simple de mesurables et TCM : pour tout z € X, on a que

{y = 1o, (z,9)} /{y = In(z,9)},

donc la limite est G-mesurable, et

{z — /Y 1p, (2, ) dv(y)} / {z — /Y 1p (2, y) dv(y)}

qui est donc F-mesurable.

Puisque D est un A-systeme qui contient le m-systeme P, la classe D contient la
tribu F ® G engendrée par la classe P des pavés mesurables. On en déduit que pour tout
ensemble C de la tribu produit, on a les deux propriétés a. et b. de la définition de D.
Le lemme est démontré.

Théoreme. On suppose que i, v sont deux mesures o-finies. Il existe une mesure £ sur
(X xY,F®QG) telle que

VAEeF, VBegG, &(AxB)=pu(A)y(B).

De plus, cette mesure & est unique.

Cette mesure s’appelle la mesure produit, on la note £ = u ® v.

Preuve. — Grace aux propriétés a. et b. du lemme, on peut considérer la fonction & sur
F ® G définie par

werss €0)= [ ([ 1oy aww)anw.

et montrer que c’est une mesure sur (X X Y,F ® G) par la version séries du TCM,
appliquée d’abord a v, puis & p : si (Cp,)n>0 C F @ G est une suite d’ensembles deux a
deux disjoints et C =J,,57Cn, on a

- Z ]-Cn (ZL', y)7
n>0

donc on aura successivement

/X / () du(y ) Z// () du(y ) Zg

Comme les deux mesures u et v sont supposées o-finies, il existe deux suites de
parties (X,,) C F et (Y,) C G, croissantes, telles que u(X,) < +oo, v(Y,) < +oo, et
qui croissent respectivement vers X et vers Y.

Si & et & sont deux mesures vérifiant (A x B) = u(A)v(B) pour tous A, B, elles
sont égales sur la classe C des produits de mesure finie,

n>0

C={AxB:AecF uA)<+o00,BegG,r(B)<+oo}.
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Cette classe C est stable par intersection finie et contient la suite (X,, X Y,,). De plus la
classe C engendre la tribu F ® G : pour tout pavé mesurable A x B, on voit que A x B
est la réunion dénombrable des pavés de mesure finie

(AxB)Nn(X,xY,)=(ANnX,) x(BNY,)eC,

donc tous les générateurs A x B de la tribu F®G sont dans ¢(C). On a donc F®G C o(C),
et l'inclusion réciproque est claire car C est contenue dans la famille génératrice pour
F ® G formée de tous les pavés mesurables.

L’unicité permet de montrer que

wero, €0)= [ ([ ey du@) .

11 suffit de se convaincre que la preuve qui a été faite en commengant (c’est-a-dire, dans
I'intégrale « intérieure ») par intégrer en y peut étre faite aussi bien en commengant par
intégrer en x.

V.2. Intégration par rapport a une mesure produit

V.2.1. Fubini positif

Théoréme. On suppose que p, v sont deux mesures o-finies sur (X, F) et sur (Y,G)
respectivement. Pour toute fonction f sur X XY, qui est F ® G-mesurable a valeurs dans
[0, +00], on a :

— pour tout x € X, la fonction y — f(x,y) est G-mesurable,
— la fonction x — [, f(z,y)dv(y) est F-mesurable, et

/Xxyfdw@ //fwde())du //fxydu())dy()

Preuve. — La stratégie est toujours la méme : on commence par les indicatrices d’ensem-
bles de la tribu F ® G, puis les F ® G-étagées > 0, puis les F ® G-mesurables > 0.

Si f=1¢, avec C € F®G, on obtient le résultat par le lemme 1 et par la définition

de la mesure £ = pv;sip = 2?21 cjlc, est F®G-étagée, on a v — ¢(x,y) mesurable

par combinaison linéaire de fonctions mesurables, puis par positive-linéarité de I'intégrale

fom [(Zotown)ww}={r=> 0 [ 106awm))

est F-mesurable et

/}((/ (chlc T y)) drv(y )dﬂ =z::cj/</ 1cj(x,y)dy(y)> dp(z)
_an/ 1c,d§ = <chlc )dg / ode

XXY XXY XXY

d’ou le résultat dans le cas étagé.



Pour finir il faut appliquer le TCM trois fois. Si une suite (¢, ) de fonctions F ® G-
étagées tend simplement en croissant vers f, on a d’abord pour tout = que y — f(z,y)
est G-mesurable comme limite croissante des y — ¢, (x,y) ; ensuite, on a par le TCM
pour v

/son(x,de(y)// [z, y)dv(y)
Y Y

ce qui montre que x — [, f(x,y)dv(y) est F-mesurable ; le TCM pour & montre que

/fdﬁzlim o de
XxY noJXxY

qui est égale, d’apres le cas étagé déja traité, a

lim / / pul,y) dv(y)) dp(e)

puis le TCM pour p donne

hm//wnxydvu)du //f:vde()>du()

et I’égalité vraie pour les étagées ,, est passée a la limite.

Comme la mesure peut-étre définie en intervertissant les intégrales, I'autre égalité
découle de la méme preuve.



