cours 2, le lundi ler février 2010

Exemple : la fonction indicatrice 1q de 'ensemble Q = QN|[0, 1] des rationnels de [0, 1]
n’est pas R-intégrable.

Preuve. — Si g1 < 1q est en escalier et si m est une subdivision adaptée a ¢, tout
intervalle (z;_1, z;) de la subdivision 7 contient des nombres irrationnels x, pour lesquels
on a 1g(z) =0, donc ¢ est < 0 sur tous les intervalles ouverts de 7, et il en résulte que

! 1 <0.Si1g < s on voit de méme que o > 1, en utilisant cette fois la densité des
0@ Q< @

rationnels, donc fol w2 > 1. On ne peut pas rapprocher les intégrales de ¢ et de @3, et
1q n’est pas R-intégrable.

Intégration Par Parties

Si f, g sont de classe C! sur [a, b], le produit fg est de classe C! et la dérivée est f'g+ fg’,
donc
b

| (Fa+ 1910 dt = (19)0) - (1)@ = [£09(0)],_ .

t=a

d’ou Décriture habituelle

[ reswa=[roa0]’_ - [ rosoa

Produits

On commence par une remarque. Si f est Riemann-intégrable, elle est bornée, disons
par M. On peut supposer que les fonctions en escalier ¢1, o utilisées pour encadrer f
sont elles aussi bornées par M : si f < o, on aura aussi f < ¢35 = min(M, p3) qui
donne un nouveau majorant ¢35 en escalier ; 'encadrement ¢} = max(—M, p1) < f < 3
donne une meilleure approximation de f (qui diminue lerreur sur 'intégrale, puisque

f:(gpg —p7) < f;(wg — 1)), et il utilise des fonctions en escalier bornées par M.

Proposition. Si f1, fo sont R-intégrables, le produit fifs est R-intégrable.

Preuve. — Les fonctions f1, fo sont bornées par M1, My, on introduit les approximations
|fi — vl <vj, j=1,2, et on peut supposer que |p2| < Ms. On écrit

[f1fa = erpal = | fi(fa = @2) + (f1 — p1)pa| < Mighs + Mathy

et la fonction en escalier v = My19 + Mot a une intégrale qui peut étre rendue arbi-
trairement petite. Il en résulte que la fonction f; fo est R-intégrable.



I.1.3. Cas complexe (ou vectoriel)

Fonctions en escalier complexes ou vectorielles : la fonction ¢ en escalier est constante

sur chaque intervalle ouvert (z;_1,z;) d’une subdivision 7 de [a, b], avec valeur v; dans C

ou dans un espace vectoriel E, qu’on supposera normé et complet pour la suite.
L’intégrale de la fonction en escalier ¢ est définie comme avant,

b N
/ ©p = Z(l‘l — -Ti—l)vi € E.
a i=1

En désignant par |v| le module d’un nombre complexe v, ou bien la norme d’un vecteur v
de ’espace vectoriel E, on obtient par 'inégalité triangulaire pour v — |v|

b N
/a <,0) < Z(% — ;1) |vil,

i=1

qui est I'intégrale de la fonction en escalier réelle t — |(t)|; on a donc la majoration

/abw)ﬁ/ablso\-

Définition : on dit que f complexe (ou vectorielle a valeurs dans Rd, ou encore plus
généralement a valeurs dans un espace vectoriel normé complet E) est R-intégrable si
pour tout ¢ > 0, il existe ¢ en escalier, a valeurs complexes (ou a valeurs dans E) et 9
en escalier réelle telles que

(%)

b

Si f est R-intégrable a valeurs complexes ou a valeurs dans un espace vectoriel normé
complet E, il existe un nombre complexe (ou un vecteur de E) unique I tel que

If — ol <, /ab¢<6=>‘1—/abg0‘<s.

Cette valeur I est I'intégrale de Riemann de f, notée comme avant I = f; f(t)dt, mais
maintenant l'intégrale est un élément de E.

Prouvons Dexistence de I. Supposons qu’on prenne une suite (¢, ) de fonctions en
escalier complexes (ou vectorielles) et (1),,) en escalier réelles telles que

b
f—onl <tn et /¢n—>0-

Alors la suite des intégrales ( ff ©n) est de Cauchy dans E : en effet, on a la majoration
lon — om| < |f — enl + 1f — ©m| < n + ¥, donc par la propriété (x) de majoration
des intégrales des fonctions en escalier,

[ umom| = [ toupnl < [ Wt v
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qui tend vers 0 quand m, n tendent vers I'infini, ce qui prouve le caractere Cauchy de la

suite ( f: ©n ). Puisque 'espace E des valeurs est complet, il existe une limite I € E pour
cette suite de Cauchy. Si |f — ¢| < 1, on aura

lon — @ < hp +

pour tout n, donc par la majoration d’intégrale

b b b b b

ce qui donne a la limite
b b
‘I - / 90‘ < / Y.

Dans le cas vectoriel, on retrouve une bonne partie des propriétés déja vues dans le
cas réel : les fonctions continues, complexes ou vectorielles, sont intégrables ; I'intégrale
est linéaire et on a la majoration

[ rwa < [1swra

on a la relation de Chasles, on a des primitives pour les fonctions continues, et on a
encore la formule fondamentale : si f est complexe (ou vectorielle) de classe C1,

b
‘/fﬁﬁﬁzﬂw—ﬂw-

I.1.4. Théoreme de Riemann

On définit ainsi une subdivision pointée (m,§&) de Uintervalle [a,b] : étant donnée une
subdivision 7 : xg < ... < zx de [a,b], on choisit (arbitrairement) un point & dans
chaque intervalle fermé [x;_1, z;] de la subdivision 7 ; on définit la somme de Riemann
associée a la subdivision pointée (m, &) par

N

See(f) = (i —xio1) f(&).

i=1
Si la subdivision pointée (m,§) est fixée, il est clair que l'application f — X, ¢(f) est
linéaire et vérifie la majoration de la valeur absolue |X, ¢(f)| < 2 ¢(]f])-

Le pas d’une subdivision 7 est le maximum des longueurs des intervalles de la
subdivision,
§(m) =max{x; —x;_1:i=1,...,N}

Théoréme. Si f est R-intégrable sur [a,b], la somme de Riemann ¥, ¢(f) tend vers
I'intégrale de f sur |a,b] quand le pas 6(w) de la subdivision w de [a, b] tend vers 0,

b
/f(t)dtz lim Eﬂvg(f).

§(m)—0
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Preuve. — On regarde d’abord une fonction indicatrice d’intervalle ¢ = 1(. 4, avec
a <c¢<d<b. Ilyaau plus quatre intervalles [z;_1, x;| qui contiennent 1'un des points ¢
ou d. Pour tous les autres segments [xj_1, x], la fonction v est constante sur [xg_1, 2]
donc sa valeur sur ce segment est ¥ (&) et

(T — 2p—1)Y (&) = /xk Y.

Pour chacune des exceptions (au plus quatre), on note que 0 < (&), (t) < 1 donc

[W(&k) —P(t)] < 1et

‘(fﬂkz — xp—1) (&) — /;k ¢‘ =

| wie) - o) < - s

qui est majoré par le pas de 7, donc

b N
ecte) = [ o] = [ (- moute - |

d’ou le résultat dans ce cas ¥ = 1. g
Dans le cas d’une fonction en escalier ¢, on utilise la linéarité et le cas des fonctions
indicatrices : si p = Y \j1p;, avec ¥; = 1, a,],

b b
/ °=D Aa‘/ Yj =) A mEee(¢;) = lim Br g (Z Aj¢j).
a J a ] ]

En général, on approche f avec ¢, 1 et on utilise le cas en escalier. En effet, la majoration
|f — ¢| < 4 entraine

Tk

v)| < 46(m),

k—1

/abf_/ab‘P’ S/ablp et )Ew(f)—zw,s(so) < Sre(t).

On choisit v telle que f;d} < €/3. Pour §(7) < &g assez petit, on aura

/ab v Z”f(“’)) <e/3, Tae(v) <e/3.

On en déduit pour §(m) < dg

b
| r=meet] <=

Exemple : quand n — 400,

1 1 1 boda
S —1n2.
Zn+k nzl—i—k/n_)/o 11z

k=1 k=1




I.2. Intégrale de Riemann généralisée

L’extension de l'intégrale de Riemann se fait dans deux directions : dans la premiere,
I’ensemble oli on integre reste borné, mais la fonction intégrée n’est plus bornée, comme
par exemple

tdz
0o VT

dans la deuxieme direction, on étend l'intégrale a un intervalle non borné, comme dans

400
/ e " dz.
0

Dans ces deux cas, il est naturel de dire que la fonction est définie sur un intervalle semi-
ouvert, |0, 1] dans le premier cas et [0, +00[ dans le second. Pour unifier la présentation
de la théorie, on mettra 'extrémité ¢ « ouverte » a droite. On aura donc une fonction
définie sur [a, c[, ou ¢ > a est réel ou bien égal a +oo. Bien entendu, dans les exemples,
il est possible que le probleme soit & gauche, avec un intervalle ]a, b, a réel ou bien
a = —00.

Définition. Soit f une fonction réelle définie sur [a, c[ ; on dira que I'intégrale généralisée

/acf(:v)dx

est convergente si f est R-intégrable sur tout intervalle [a, b] plus petit, a < b < ¢, et si
la limite

lim / " fo)de

b—c

existe. On pose alors

c b
/ f(x)dz = %1_)12 f(z)dz.

a

Exemples faciles a traiter par calcul de primitive.

(e

— Cas des 7%, en 0 ou en 400

Ldx T dr
bl =
o ¢ 1

1 _ . . +oco
on trouve que fo r~%dx converge si et seulement si a < 1, alors que f1 r~%dx
converge si et seulement si a > 1.

— Pour A > 0 on calcule
+o0 1
/ e dy = =
0 A



Cas positif
Si f > 0 sur [a,c), la fonction F définie par

F(z) = /I £t dt

est croissante ; elle tend donc vers une limite réelle quand x — ¢ si et seulement si elle est
majorée sur [a,c). Pour une fonction f positive, il est naturel d’indiquer la convergence
de I'intégrale par la notation

/C f(x)dz < 4o00.

Etude par majoration, par comparaison (en utilisant des équivalents par exemple) :
si0 < g(z) < f(x) et si l'intégrale de f converge, celle de g converge aussi.

Comparaison intégrale-séries

On retrouve la nature des séries de Riemann ) -, n~% en les comparant aux intégrales
=

de la forme f1+oo xr~%dz.

Il peut y avoir deux problémes (ou plus) dans une méme intégrale généralisée, par
exemple dans
+o00 9 +o00o
/ e” ¥ dr ou / 22 e da.
—00 0

Exemple : étude de 'intégrale généralisée

+oo s
Sinxr
dzx.
0 xXr

Par intégration par parties,

Aging 1 —cosz1A Al _cosx
dz = [7} + — dz.
0 X X x=0 0 X

L’étude de cette intégrale se ramene a celle de

T 1 —coszx
72dx.
0 T

Cette derniére intégrale converge car elle n’a pas de probléme en 0 (le quotient tend vers
1/2 a Vorigine), et

1 —coszx 2
Oﬁg(x):Tﬁﬁzf(x)

dont l'intégrale converge sur [1, +oo|.



Intégrale absolument convergente

Définition. On dit que I'intégrale fac f(x) dz est absolument convergente si

/ac\f(m)|dx<+oo.

Proposition. La convergence absolue implique la convergence.

Preuve. — Pour chaque nombre réel y on introduit

y* = max(y,0), y~ = max(~y,0),
de sorte que y*t,y~ >0, que y =yt —y~ et |yl =y +y~. Si f est définie sur [a, ¢),
R-intégrable sur chaque [a, b], on définit la fonction f* par f*(x) = (f(x))T pour tout
x et de méme pour f~. Les fonctions y — y* et y — y~ sont lipschitziennes, donc
ft et f~ sont aussi R-intégrables sur chaque [a,b], et leurs intégrales convergent car
0< fr, f~ <|f]- Il en résulte que l'intégrale de f = f* — f~ converge sur [a, ).

Exemple-exercice. Fonction I' : on pose pour tout s > 0

On voit que I'(s + 1) = sI'(s), il en résulte que I'(n + 1) = n! pour tout entier n > 0.



