cours 20, le jeudi 8 avril 2010

Exercices de mise en train
Exercice : loi de I'inf de deux uniformes indépendantes, et (re)calcul de 'espérance.

On donne Uy, Uy v.a. uniformes sur [0, 1], indépendantes ; on considere V = inf(Uy, Uy),
dont les valeurs sont clairement dans [0, 1] presque stirement. Soit x entre et 1;siV > x
c’est que Uy et Us sont > x toutes les deux, donc par indépendance, la probabilité de
I'événement (V > z) = (Uy > )& (Uy > x) est égale au produit

+oo 2
P(U; > 2)P(Us > 2) = (P(U; > 2))° = (/ 1oy (f)dt) = (1-2)*;

la fonction de répartition de V est Fy(z) =1 — (1 — )2 sur [0,1], Fy(z) =0six <0
et Fy(x) = 1si > 1. La fonction Fy est continue et de classe C! par morceaux ; il en
résulte que la loi de V admet pour densité la dérivée fy de Fy, égale a fy(z) = 2(1 — )
sur [0, 1], et égale & 0 en dehors de [0,1]. On peut alors retrouver ’espérance de l'inf,
qu’on avait calculée par Fubini au cours précédent :

EV:/Rdev(x):/Rva(x)dxz
10:1—2/3:1/3.

:2/01:)3(1—:B)d:1:: [:)32—2:173/3]

Dans le méme genre
Si T est une v.a. exponentielle de parametre A > 0 et sit > 0, on a

+00 400
P(T>t) = / Ae M dx = [— e_m] =e M,
' t
On en déduit la loi de I'inf de deux variables exponentielles indépendantes T et Ty, de

parametres A, Ag :
P(inf(Ty, T2) > t) = P((T1 > t)& (T2 > t)) =

= P(T; > t)P(Ty > t) = e Mte 2t = g~ (uita)t

On trouve donc que T = inf(T, T3) suit une loi exponentielle de parametre a = A + Ao,
dont on a calculé 'espérance, égale & 1/a. Dans le cas ou A\; = Ay = A, le temps moyen
d’attente 1/(2A) du premier bus arrivé parmi deux « bus exponentiels » indépendants
de parametre A est la moitié du temps d’attente moyen d’un seul (cela semble bien
naturel ; mais le premier exercice montre que le résultat ne serait pas vrai pour des « bus
uniformes »).

Remarque. La loi exponentielle est « sans mémoire » : on commence une expérience au
temps 0, attendant un certain événement aléatoire qui se produira au temps T > 0, en
suivant la loi exponentielle de parametre A > 0. Mais en fait, on a raté le début et on
commence a attendre au temps ¢ > 0; quelle est la loi du temps S = T — ¢ restant a
attendre, sachant que ’autobus n’est pas encore passé a l'instant ¢ ? On trouve

P(S>u) P(T>t+u) CA(tHu) S A
P(T>{)  P(T>1) ¢ e =e (T>w),

donc : la loi conditionnelle de T — t, sachant que T > t, est la méme que la loi de T.




Groupements de tribus indépendantes

Lemme-rappel. Soit (2, F,P) un espace de probabilité ; si un événement A € F est
indépendant de tous les événements C € C d’une classe C stable par intersection finie,
alors A est indépendant de la tribu o(C) engendrée par C.

Lemme. Soit (2, F, P) un espace de probabilité ; si les sous-tribus Ay, ..., A,, By, ..., By
de F sont indépendantes, alors les tribus Ay, ..., Ay, 0(Bu,...,B,) sont indépendantes.

Preuve. — On prend des A; € A;, 1 =1,...,p fixés et on considere

p
A=A
i=1
Considérons d’autre part la classe C formée des ensembles C de la forme

C:Blﬂ...ﬂBq,

ou les B; varient dans Bj, j = 1,...,q; cette classe C contient toutes les tribus B;
(prendre B; € B; quelconque et les autres By, k # j, égaux a 2), et C est un 7-systeme :
si C' = j_, B est un autre élément de C, on a

CnC' =(B1NBN...Nn(B;NB)) eC,

donc C est stable par intersection finie, et C admet {2 comme élément puisque (2 € B C C.
D’apres 'hypothese d’indépendance des p + ¢ tribus, on a

P(ANC) = (f[P(Aa) (ﬁP(B») = P(A)P(C);

ainsi, I’événement A est indépendant du mw-systeme C, donc d’apres le lemme-rappel ci-
dessus, on déduit que A est indépendant de ¢(C), qui contient o(By,...,B,) puisque C
contient toutes les tribus B; (en fait, o(C) est égale a la tribu o(By,...,B,), voir plus
loin). On obtient P(A N B) = P(A)P(B) pour tout B de ¢(C).

Finalement, pour tous A; € A;,i=1,...,pet tout B € o(By,...,B,), on a

P(A N...NA,NB)=P(A;N...NA,)P(B) = P(A,)...P(A,)P(B),

ce qui prouve I'indépendance annoncée.

Revenons sur le fait (mineur) que o(C) est la plus petite tribu 7 contenant les tribus
Bi,...,Bq : si T contient toutes ces tribus, alors 7 contient les ensembles de la forme
BiN...NBy ou B; € B, donc 7 contient C et aussi o(C), ce qui montre I'inclusion
inverse entre o(C) et o(By, ..., By).

Corollaire. Si les sous-tribus Aj, ..., Ax de F sont indépendantes, alors les groupe-
ments par paquets disjoints sont indépendants : si J1,...,J, sont des sous-ensembles de
{1,...,N}, deux a deux disjoints, les tribus « regroupées »

By ZU(Ai,iEJl),...,BTZU(A@',iEJT)

sont indépendantes.

Preuve. — De proche en proche, en utilisant le lemme précédent : d’abord, B, et les
A;, i ¢ J, forment une famille de tribus indépendantes ; ensuite, B,._1, B, et les A;,
i ¢ J.—1 UJ, sont indépendantes, etc.



Groupement de v.a. indépendantes

Remarques.

1. Si (2, F,P) est un espace de probabilité, si les sous-tribus B, ..., B, de F sont
indépendantes, si gi,...,g, sont des v.a. telles que g; soit B;-mesurable pour chaque
j=1,...,q, alors g1, g2, . . ., g, sont indépendantes.

En effet, si Aj,..., A, sont des boréliens de R, ’ensemble {g; € A;} est dans B;
pour j =1,...,¢, et 'indépendance de ces tribus (B;) implique

q

P({g1 € A1} & .. &{quA}:H ({g; € A1)

ce qui signifie que les v.a. g1, ..., g, sont indépendantes.

2. Si (2, F,P) est un espace de probabilité, si les Xi,...,X,, sont des v.a. sur
(Q,F,P) et f une fonction borélienne sur R™, alors la composée f(Xy,...,X,,) est une
fonction o (X1, Xo, ..., X,,)-mesurable.

En effet, si on pose A = 0(X1,Xas,...,X,,), chaque X; est o(X;)-mesurable par
définition de la tribu engendrée par X;, donc X; est A-mesurable puisque o(X;) C A,

donc
X:iw— (Xi(w),...,Xmw)) € R™

est une application mesurable de (€2, .4) dans ’espace mesurable produit (R™, B®- - -®B),
qui coincide avec I'espace mesurable (R™, Bgm ). Finalement, la composition

foX iw— f(Xi(w),...,Xmw)) €R

de ces deux applications mesurables X et f est A-mesurable.

3. Si des variables aléatoires V1, Vo, ..., VN sont indépendantes, alors les fonctions
vr(V; : i € Ji) dépendant de paquets disjoints J,, C {1,...,N}, k = 1,...,r sont
indépendantes : par exemple, si X1,...,Xy,, Y1,..., Yy, Z1,...,Z, sont indépendantes,

et si f, g, h sont boréliennes, alors les trois variables aléatoires
FXe, o, X)), 9(Y1,...,Y,) et h(Zy,...,7Zp)

sont indépendantes.

D’apres le groupement par paquets de tribus indépendantes, on sait que les trois
tribus A = o(Xy,...,Xy), B=0(Y1,...,Y,) et C =0(Z,...,Z,) sont indépendantes.
Par le point 2, la fonction F = f(Xy,...,X,,) est A-mesurable, G = g(Y1,...,Y,) est
B-mesurable et H = h(Z1,...,Z,) est C-mesurable. Par le point 1, on déduit que F, G
et H sont des v.a. indépendantes.

Indépendance et espérance

Théoreme. Si X et Y sont indépendantes,
E(X||Y]) = (E[X]) (BIY]).
Si X, Y sont indépendantes et intégrables, alors XY est intégrable et
E(XY)=(EX)(EY).
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Si X4,...,X, sont indépendantes et intégrables, alors le produit X1X5...X,, est inté-
grable et

E(XiXs...X,) = (EXy)...(EX,).

Preuve. — Si X et Y sont indépendantes, on sait que la loi Pxy) du couple est la

probabilité sur (RQ, Brz2) égale au produit tensoriel des deux lois Px et Py. On a donc
par mesure image puis Fubini positif

BIX|[Y| = / lellol APy (o) = [ lallylaPx(a)dPy (o)

/ B / 1 dPy () dPx (e / 2| dPx(z / iyl dPy(y)) = E|X| E|Y].

Si X,Y sont intégrables, il résulte du point précédent que XY est intégrable, et le
résultat final est obtenu par Fubini (au lieu de Fubini positif). On peut aussi raisonner
en découpant XY = (XT — X7)(Y+ — Y ™), appliquer le cas positif et regrouper : mais
c’est bien ainsi qu’on démontre Fubini général a partir de Fubini positif.

Le dernier point se montre par récurrence sur n > 2, en utilisant le principe de
groupement par paquets disjoints. Faisons I'hypothese de récurrence que le résultat
est vrai pour n — 1 > 2; on note que les deux v.a. X; et Y = XyX3...X,, sont
indépendantes, comme fonctions des deux paquets disjoints {X;} et {Xo, X3,...,X,,}
de variables indépendantes. On a donc, par le cas déja traité de deux variables, et par
I’hypothese de récurrence,

E(X1Xs...X,) = B(X1(Xs...X,)) = (EX1)E(Xs...X,) = (EX))(EXy). .. (EX,),

ce qui démontre la possibilité de la récurrence.

Dans I'énoncé qui suit, on a choisi pour fixer les idées de s’intéresser au cas de
trois paquets de variables. Il va de soi que le résultat reste vrai pour quatre, cing,... ou
deux ! Le cas du groupement le plus général est facile & comprendre, mais serait un peu
désagréable a écrire : on devrait découper l’ensemble d’indices {1,...,N} en segments
disjoints {1,...,n1}, {n1+1,...,n2}, {na+1,...,n3}, jusqu’a ny = N. On a donc évité.

Corollaire 1. Si Xyq,..., Xy, Yi,...,Yy, Z1,...,7Z, sont indépendantes, et si f,g,h
sont boréliennes positives, alors

E(f(Xl, o X)) g(Yq, oo, Y h(Zy,. ..,Zp))

(%)
= (Ef(Xy,.... X)) (Eg(Y1,...,Y0) (ER(Zy,...,Zp)).

On a le méme résultat dans le cas intégrable : si f(Xy,...,Xp), g(Y1,...,Y,) et

h(Z1,...,Z,) sont intégrables, le produit des trois est intégrable, et son intégrale (ou

espérance) se calcule par la méme formule ().

Preuve. — D’apres les remarques sur les groupements (point 3), les trois variables
aléatoires F = f(Xy,...,Xy,), G = ¢g(Y1,...,Y,) et H = h(Z4,...,Z,) sont indépen-
dantes ; on peut appliquer le théoreme précédent.



Exemple : fonction caractéristique d’une somme de v.a. indépendantes

La fonction caractéristique ¢x d’une v.a. X est donnée par ¢x(t) = Ee'*® pour tout ¢
réel. On a le résultat simple mais important suivant : si X et Y sont indépendantes,

VEER, ox4v(t) = px(t)ev(t).

Vérification. — On prend, pour un t fixé, f(x) = e''® et g(y) = e ; on a

pxry(t) = Be'HY) = B(e!™ ™) = E f(X)g(Y) = (E /(X)) (Eg(Y)).

Exercice. Si U est uniforme sur [—1,1], sa loi est 1;_; ;j(x)dz/2 et on trouve pour t # 0

1 itx :
. . dx lre 1 sint
wult) =Ee 2 T ol dee T T

Pour ¢t = 0, on trouve toujours ¢x(0) = Ee® = 1, qui est aussi la limite quand ¢ tend
vers 0, puisque ¢x est continue (continuité sous 'intégrale).
Cette fonction caractéristique n’est pas intégrable,

+0o, o
sint
/ ‘i‘dt=+oo;
0 t

mais si Uy, Uy sont indépendantes uniformes sur [—1, 1], on a

sin ¢\ 2
PU, U, () = <T>

qui est intégrable sur R.

Corollaire 2. Les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement
si pour toutes les fonctions f, g boréliennes positives sur R, on a

() Ef(X)g(Y) =E f(X) Eg(Y).

Preuve. — On commence par appliquer le corollaire 1 pour montrer que la condition
(xx) est nécessaire pour avoir I'indépendance. Inversement, on suppose (x*) et on prend
f=1a,9g=1p, A,B € By ; alors

P(X € A)P(Y € B) = (E14(X)) (E15(Y)) = E14(X)15(Y) =P((X € A)&(Y € B)),

d’otu le résultat : X et Y sont indépendantes.



VI1.3. Techniques de Fourier

Si X est une variable aléatoire, on a posé
VteR, ¢x(t) =Eel* = / el dPx(z);
R

pour une mesure 4 positive bornée sur (R, Bg), on définit la transformée de Fourier [i
de la mesure p, qui est une fonction sur R,

VEER, fi(t) = / 11 ()
R

de sorte que R
ex(t) = Px(-t).

Si f est intégrable sur R, on définit sa transformée de Fourier f par

~

VteR, f(t) :/Re_im f(x)de,

ce qui est cohérent avec la définition donnée pour les mesures, dans le cas ot on a d’un
coté une fonction f > 0 intégrable et de l'autre la mesure du(z) = f(z)dx dont la
densité est la méme fonction f,

ft) = [ @y = [ e ato) = o)

R

Si f est nulle en dehors de [—m, 7], on voit que pour tout n € Z,

f(n) = /Re_im f(x)dz = /W e " f(r)dx

—Tr

est 27 fois le coefficient de Fourier ¢, (fy) de la fonction 2m-périodique fo sur R qui
coincide avec f sur [—m,7|. Toutes ces transformations sont des formes d’une méme
technique, la transformation de Fourier. On va envisager certaines des propriétés, en
choisissant les mots des probabilistes pour le dire.

Théoreme. La loi Px est uniquement déterminée par la fonction caractéristique ¢x ;
précisément, pour tous a < b réels

—ibu —iau
P(a<X§b)+P(G§X<b):lim e —'e @X(U)Q_E2U2/2%-
2 eNO0 Jr —iu 27

Comme Fx(b) est la limite de 3 (P(—n < X < b+ 1/n)+P(—n < X < b+ 1/n))
quand n — 400, on retrouve bien la fonction de répartition de X, donc la loi de X, a
partir de formules qui ne font entrer que la fonction caractéristique px.

On verra la preuve la prochaine fois, et on verra un cas particulier plus sympathique
a énoncer, quand ¢x est intégrable.



