cours 22, le jeudi 15 avril 2010

Rappel de théoreme. Si X est une variable aléatoire sur un espace de probabilité
(Q,F,P), on a pour tous a < b réels

b
1 .
Pla<X<b)+Pla<X<b)=2 li{Ié <% / e ite—e"t?/2 ex(t) dt) dx.
€ a R

Dans un autre langage, si p est une mesure positive finie sur (R, Bg), on a

b

plla.t]) + plle ) = 2lim [ (5 [ e R ) ar) da

Dans beaucoup d’exemples, on a affaire a une mesure p qui n’a pas de masse
ponctuelle, c’est-a-dire telle que pu({x}) = 0 pour tout = € R (en langage probabiliste :
une fonction de répartition Fx qui est continue sur R). Dans ce cas, la formule se simplifie
légerement en

b
(a0 = n(fa. ) =ty [ (50 [ e 0 ar) a,

Avant de passer a ce cas plus habituel, traitons un exemple ou les complications des
intervalles semi-ouverts prennent tout leur sens.

Exemple. Soit (€2, F,P) un espace de probabilité; si X est une variable de Bernoulli
symétrique définie sur €2, qui ne prend presque sturement que les valeurs —1 et 41, et de
fagon que P(X = £1) = 1/2, sa loi est

1 1
:P :—6_ —6
7 X =5 1+2 1,

demi-somme des mesures de Dirac aux points —1 et 1. En modifiant X sur un ensemble
négligeable N € F, on pourra supposer dans la suite, sans changer la loi de X, que X
ne prend vraiment que les valeurs —1 et 1 (tout cela pour dire : mentionner la variable
aléatoire X ici n’est pas tres sérieux, c’est un habillage probabiliste inutile; seule la
mesure Px importe).

La fonction caractéristique de X est égale a

R oit 4 o—it R
ex(t) = p(—t) = — = cost = fu(t).

Si on choisit justement a = —1, b = 1 dans le théoreme rappelé, pour le plaisir de
compliquer un peu les choses, on observe que, puisque X ne prend que les valeurs —1
et 1,

{-1<X<1}={X=1} et {-1<X<1}={X=-1};

on trouve donc d’apres le théoreme rappelé ci-dessus
P(-1<X<1)+P(-1<X<1)=PX=1)+PX=-1)=
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1
1 .
=1=2Ilim (— / e ite =t/ cos(t) dt) dx.

Ensuite par Fubini on obtient

1
—lim [ 1. —ita=e"1%/2 oo () dtda = 1 /(/ T da) e cos() di
™= lim » —1,1)(z)e cos(t) dtdx lim : _le x)e cos(t) dt,

qui devient

2sin(t in(2t
m = lim Sli() e t/2 cos(t) dt = lim m e t/2 g

E\,O R t E\,O R t

En effectuant le changement de variable u = 2t, on obtient

7 = lim Lm(u)
6\0 R u

2.2
e s /8 qu,

On peut raisonnablement espérer que cette expression va tendre, quand € — 0, vers

/ sin(u) du,
R u

et on va le démontrer par la méme méthode d’intégration par parties qui nous avait
permis de justifier la convergence (simple) de U'intégrale de sin(t)/t, en prouvant que

400 o0
sint 1 —cost
[T [Ty,
0 13 0 3

ramenant ainsi I'intégrale semi-convergente a une intégrale absolument convergente.
On a par parité

: +oo —e2u?/8
/ sin(u) e S8 gy = 2/ sin(u) g du
R U 0 u

—2u?/8 1 400 +o0 —e2u?/8 2
e ) [ (e

too 1 _ o0
= 2/ ST OB /8 gy g/ (1 — cos(v/e)) eV /8 qu
0 0

u?

(on a posé v = eu dans le deuxiéme terme) ; le deuxiéme terme tend évidemment vers 0
et le premier tend, par Lebesgue dominé, vers

2/+°°1—cosudu:2/JFOO sinudu.
0 0

u? n

Comme la limite de I’expression était égale a mw, on déduit le résultat classique

+oo o
SINn u 7T
du = —-
0 u 2




Remarque 1. Si deux mesures positives a densité fi(x) dx et fo(z)dz sur (R, B), finies
sur les bornés, sont égales, alors f1 = fo Lebesgue-presque partout.

Preuve. — On se ramene au cas de mesure finie en considérant pour tout entier n > 0
les deux densités intégrables

fl* = 1(—n,n)f17 f2* = 1(—n,n)f2-

On considere f = f{ — f5, dont 'intégrale sur tout borélien est nulle par hypothese ; on
pose

A={f>0}ehB,

et on voit que f+ = 14 f, donc

/Rﬁ(x) dz = /Af(x) dz = 0.

On en déduit que fT est nulle Lebesgue-presque partout, et le raisonnement analogue
pour f~ montre que f~ est nulle presque partout. Finalement, f est nulle presque
partout, comme annoncé.

Lemme 1. Si la fonction k réelle ou complexe est intégrable sur R, on a

lim b(/ eltr—"12/2 ) dt) dx:/b</ et k(1) dt) da.
eNO0 Jq VR R

a
Preuve. — On peut procéder sans Fubini avec deux Lebesgue dominés, ou bien avec
Fubini et un seul Lebesgue. Prenons le deuxieme chemin ; par Fubini,

b
/(/ e“f”—fztz/%(t)dt> dx:/ 1o (2) €2 k(1) dtda.
a R R2

L’intégrale double sur R?
F(e) = /R2 1ig5) () olte—e"t?/2 k(t)dtdz,
dépendant du parametre réel ¢, fait intervenir la fonction
fle2,8) = Lo (@) =2 k(1)

qui est continue en ¢, mesurable en (x,t) et vérifie

|f (e, 2, )| < Lpapp () [R(2)]

qui est un majorant intégrable en dxdt d’apres 'hypothese sur k et d’apres la finitude
de la mesure de [a,b]. On en déduit que F est continue sur R, donc

F(0) = / 1.1y (@) €% k() dtda
R2

est la limite de F(g) quand € — 0.



Cas ot px est intégrable

Proposition. Si la fonction caractéristique px est intégrable sur R, la loi de X admet

la densité

1 .
fxla) = 5= [ €7 px(o)do:

cette densité est une fonction continue et bornée. En langage d’analyste : si j est une
mesure positive finie sur (R, B) et si sa transformée de Fourier [i est intégrable sur R,
alors . admet la densité

1 izv -~
f@) = 5= [ e i) do
T JRrR
par rapport a la mesure de Lebesgue.
Preuve. — Le lemme 1 permet de calculer la limite quand € \, 0 qui figure dans le

théoreme rappelé ; on obtient ainsi

P(a<X§b)~l—P(a§X<b):2/b<i/chx(v)e_“”c dv) de,

o \27

pour tous a < b. Posons
1 —ivx
@)= 5 [ exte)e ™ do:
27 R

cette fonction g est continue et bornée sur R (c’est la transformée de Fourier de la
fonction supposée intégrable px). La majoration

Fx(b) —Fx(a) =Pla <X <bh) <

b
gP(a<X§b)+P(a§X<b):2/ g(2) dz < 2||gllee (b — a),

valable pour tous a < b, implique que la fonction de répartition Fx est continue, donc
P(X = ty) est nul pour tout réel g, et ’expression du théoréme se simplifie légérement

e1n
b

Pla < X <b)=Pla <X <b) =Fx(b) — Fx(a) :/ g(x)dx;
comme g est continue, cela montre que g est la dérivée de Fx (il en résulte en particulier
que g = F est une fonction réelle > 0), et par conséquent, la loi de X admet la densité

fx(z) =g(z) = % /Re_m ox (v) dv.

Cela termine la preuve du cas probabiliste. Le cas des transformées de Fourier de mesures
est identique, au signe pres dans I'exponentielle e+i7?.



On approche de I'inversion de Fourier. Si f est positive, intégrable sur R ainsi que
sa transformée de Fourier, la mesure positive finie du(z) = f(z)dz admet f comme
transformée de Fourier, donc par la proposition précédente,

i izt 7
/Re f@)de

g(x) = o

est une autre densité pour pu, donc elles sont égales presque partout d’apres la remarque 1.
La classe dans L!(R) de la fonction f admet donc le représentant continu g.

Le théoreme d’inversion est vrai dans le cas d’une fonction f non nécessairement
positive. On va le démontrer par une méthode un peu artificielle, qui nous est imposée
par le fait que nous n’avons traité que le cas des mesures positives.

Théoréme (inversion de Fourier). Si f € L'(R) a une transformée de Fourier f qui est
intégrable sur R, alors f admet le représentant continu

xER—>—/f Yelt® dt.

En particulier, si f est une fonction continue sur R, si f et sa transformée de Fourier f
sont intégrables sur R, on a pour tout x réel

1 -~ .
= —/f(t) e dt.
27T R

Preuve. — 11 suffit de traiter le cas des fonctions réelles ; en effet, supposons que [ soit
complexe, intégrable sur R ainsi que f la transformée de Fourier de la conjuguée f est
la fonction

t—>/Re_immdx:/Re”xf(x)dx:ﬂ,

qui est intégrable aussi; il en résulte que Re f et Im f sont réelles, intégrables ainsi que
leur transformée de Fourier. Si la formule d’inversion est vraie pour Re f et Im f, elle
est vraie pour f par la linéarité de la formule d’inversion. R

Supposons que f soit réelle, intégrable ainsi que sa transformée de Fourier f. Consi-
dérons les deux mesures positives finies du(x) = (|f(z)|+ f(z)) dz et dv(z) = | f(x)| dz.
Ces deux mesures a densité donnent une mesure nulle a tous les singletons, ce qui permet
d’écrire le résultat général rappelé au début de ce cours sous une forme légerement
simplifiée,

v(a,b]) = lim b<i /R () elte—e"t/2 dt)dac,

e\0 2T

méme chose pour u, et par différence

b
a8 = v(fa,) = i [ (5= [ ) = 2(0) =12 ar) o,

e\\0 27
c’est-a-dire
bf( )d — 1 b( 1 f(t) itr—e?t?/2 dt)d
) T :1:—81{% ) 7 A e x.
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Puisque fAest intégrable, on obtient d’apres le lemme 1, par limite quand ¢ — 0,
b b, q o
/ f(z)dz = / <— / f(t)e'™ dt)dx.
a a 27 R

o(r) = 5 / Fiyeite dt

est continue, et on a pour tous a < b

/abfu)dx:/abg(mdx;

on a donc pour s variant dans R,

La fonction

Fs) = | (@) de= / gz da

comme g est continue, F est dérivable, et comme f est réelle, F est réelle et sa dérivée g
est réelle.

Commencons par le cas plus simple ou on sait déja que f est continue. Alors la
formule précédente montre que f = F' = g partout.

Si on suppose seulement que f est une fonction mesurable qui est un représentant
d’une classe de L'(R), on peut dire que fi = f + |f| + |g| et fo = g+ |f| + |g| sont deux
fonctions positives, intégrables sur tout borné, et pour tous a < b on a

b b b b
[ @ds= [ f@dot [ (5@ +g@hde= [ fa(o)das
a a a a
les deux mesures positives duy () = f1(x) dx et dus(x) = f2(x) dz, finies sur les bornés,
coincident sur tous les intervalles [a, b], donc elles sont égales. Il en résulte que f1 et f

sont égales Lebesgue-presque partout, d’apres la remarque 1; on en déduit que f = g
presque partout, donc g est un autre représentant de la classe de f.

Exemple. Considérons la fonction intégrable et continue f(t) = e~I*I. Calculons
f(x) = / e~ Ithe=i7t gy .
R

on obtient

+oo +oo
() Z/e_te_m dt:/ e tmiat dt+/ e~ utiTu gy
R 0 0

/+OO< ~(1+iz)u 4 —(l—ix)u) d 1 n 1 2
- (§] e u = fd .
0 l+iz 1—ix 1422

Cette transformée de Fourier est intégrable. L’inversion de Fourier permet de trouver la
fonction caractéristique de la loi de Cauchy,

; d
Vi € R, /e”“t — el
R m(1+a?)




Fonctions bosses

Lemme. Si f est C? a support compact sur R, sa transformée de Fourier fest intégrable
sur R.

Preuve. — Si f est a support compact, il existe un intervalle ]a, b hors duquel f est
nulle ; par conséquent, la fonction continue f’ est nulle aussi hors de ]a, b[. Par intégration
par parties,

/Rf'(a:) e 1 dg = /ab f'(x)e 1 do = [f(x) e_im]z + it/ab f(z)e 1 dg

=0+ it/ Flz)e ' da = itf(t),
R

donc R R
Vit e R, f/(t) =itf(t).

En appliquant ’égalité précédente & la fonction f’ de classe C', on obtient
Fi(t) = it f() = = (1)

comme f” est continue a support compact, elle est intégrable sur R, sa transformée de
Fourier f” est donc bornée sur R, par conséquent

77 (1)

= 0(?)

HOIE

a l'infini, et il en résulte que fAest intégrable sur R.

Remarque. Si f est de classe C* & support compact sur R, sa transformée de Fourier
est O(t~*) a l'infini.

On veut construire des fonctions C? & support compact sur R, plus spécifiquement,
une fonction f de classe C? telle que

Tap) < f < Lja—npen

pour a < bet h > 0 arbitrairement petit. On note que cette fonction f doit étre constante
égale a 1 sur [a, b], et constante égale a 0 sur les deux intervalles |—oo, a—h] et [b+h, +0o0l.
Il faut (et il suffit d’) expliquer comment raccorder de fagon C? la fonction constante 0 &
la fonction constante 1, par exemple en faisant le raccord sur un intervalle [u,v], u < v.
On procédera de fagon analogue pour redescendre de 1 a 0.

Si le raccord avec les fonctions constantes est C?, et comme toutes les dérivées des
fonctions constantes sont nulles, on doit avoir

fw)=f'(v)=0, f'(u)=f"(v)=0.
Cherchons f’ sous la forme
g(@) = el (2) (@ —u)?(v — x)%,
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oll ¢ > 0 est une constante & déterminer ; alors g est de classe C! sur R, g s’annule, ainsi
que sa dérivée, aux points u et v ; de plus, on a g > 0 dans |u, v[, donc

/ g(z)dx >0,

ce qui permet d’adapter ¢ pour que

Alors

est de classe C? sur R, croissante, vérifie f(z) = 1 pour tout z > v et f(x) = 0 pour
tout « < w.

Sur [0, 1], on trouve, explicitement, la fonction polynomiale
f(z) = 1023 — 152* 4 62°,

qui est nulle en x = 0, vaut 1 en x = 1 et est « plate» en 0 et 1; la dérivée de f est
multiple de z2(1 — z)2.
Remarque. On a essentiellement tout fondé sur la remarque suivante : la fonction

go(7) = 1,50 27

est de classe C! sur R ; on a obtenu la fonction g sous la forme g(z) = go(x —u)go(v —2).
Si on était parti de ’observation a peine plus délicate que

go(z) = 1,50 e /"
est de classe C*° sur R, on aurait trouvé des bosses de classe C*>°.

Proposition. Pour toute bosse f de classe C? sur R et toute variable aléatoire réelle X,
on a

Ef(X) = / ox(t)F () dt.

Preuve. — Puisque la « fonction bosse » f est & support compact et de classe C? sur R,
sa transformée de Fourier est intégrable et on obtient par inversion de Fourier

VzeR, f(z)= %/Reim F(t)dt;

par Fubini,

Ef(X) = /Q F(X(w)) dP(w) = /Q (5 / X F(t) dt) dP(w)
1

= R(/Q !X () dP(w)) F(t)dt = 1 px () F(t) dt.



De Moivre-Laplace

Théoréme (de Moivre-Laplace). Si les (X,,),>1 sont des variables de Bernoulli indé-
pendantes, telles que P(X,, = £1) = 1/2 pour tout n > 1, la loi de

. _X1+...+Xn
n — \/ﬁ

tend vers la loi gaussienne centrée réduite, dans le sens suivant : pour tous a < b, on a

dx

b
Pla<s, <b —>/e_9”2/2 .
( ) — ) o

Preuve. — On a vu que pour chaque entier n > 1,

©x,, (1) = cos(t).

Par I’'indépendance, on sait que ’espérance d’un produit est le produit des espérances,
oo () = Beltsn = E<ei(t/\/ﬁ)x1 RIONDN N _ei(t/\/ﬁ)xn) = (cos(t/v/n))",

qui tend simplement vers e=t’/2 ; en effet, en passant au logarithme,

In(cos(t/v/n))" =nlncos(t/yv/n) =nln(l —2/(2n) + o(1/n)) — —t2/2.

Pour toute bosse f, de classe C? & support compact, on a par la proposition précédente

E f(s,) = / F()0s, () dt:

la fonction sous l'intégrale tend simplement, en étant dominée par la fonction intégrable

|fA(t)\, vers le produit de f(¢) et de la fonction caractéristique g (t) = e=t*/2 d'une

gaussienne centrée réduite G,

~ ~

f@)ps, (t)dt — f(t)pal(t),

donc par Lebesgue dominé

E f(s,) = / Ft)ps, (t)dt — / F(t)ea(t)dt = B £(G).

Supposons a < b, et soit € > 0 tel que 2¢ < b — a; comme la densité de la loi
gaussienne réduite Pg est une fonction < 1 en tout point de R (le maximum de la
densité est (27)~1/2 < 1, atteint au point 0), on a

r+e
/ dPg < ¢

pour tout z. Si fp est une bosse égale a 1 sur [a, b], nulle en dehors de [a — &, b+ €], telle
que
1[a,b] < fO < 1[a—s,b+5]a
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on aura pour n assez grand, quand n > ng,

b
P(a<sn<b)§Ef0(sn)<Ef0(G)+e§/ dPG+5</ dPg + 3¢.

a—¢e a

b+e

On procede de méme pour la minoration : si f; est une bosse égale a 1 sur [a +¢,b — €],
nulle en dehors de [a, b], on aura pour n assez grand, quand n > n;

b—e

b
P(a<sn<b)2Ef1(sn)>Ef1(G)—52/ dPG—5>/ dPg — 3e.

a+te

Quand n > max(ng,n1), on obtient ainsi que

b
P(a < s, < b) —/ dPg(ZL')‘ < 3e,
a
ce qui termine la preuve.
Remarque. On a seulement utilisé dans la preuve le fait que
ox(t) =1—12/2 4+ o(t?)

quand ¢t — 0. On verra a la rentrée des vacances le théoreme de la limite centrale, qui
généralise la convergence en loi de s,, vers la loi gaussienne, sans presque rien changer a
la preuve précédente, aux lois centrées ayant un moment d’ordre 2.
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