cours 23, le lundi 3 mai 2010

Rappel. On a démontré a I’aide de la formule d’inversion de Fourier (et de Fubini) la
formule suivante (%) qui nous sera utile dans ce cours : si X est une variable aléatoire,
si px est sa fonction caractéristique et si f est une fonction de classe C? sur R, & support
compact, on a

(* BS(0 = 5- [ et

Il en résulte que la fonction caractéristique détermine la loi : pour tous a < b, on peut
approcher (au sens de la limite simple) 'indicatrice de 'intervalle semi-ouvert |a, b] par
une suite (f,,) de fonctions bosse de classe C2,

Vo €R, ful) — Lay(a), |fale) <1:

par convergence dominée, on voit que

Fx(b) — Fx(a) =P({a <X < b}) = / 1100 (X(w)) dP(w)
—hm/fn )) dP(w )—hmEfn( )—hm—/fn Yx (t) dt

s’exprime en termes de px.

Exemple. On a vu que si G est une variable aléatoire gaussienne, suivant la loi gaus-
sienne centrée réduite

—JJ2/2 dZL'
V2T

Y

dv(z) =e

la fonction caractéristique de G est
pg:teR — e /2,
La détermination de la loi au moyen de la fonction caractéristique permet de trouver
facilement la loi de combinaisons linéaires de gaussiennes indépendantes : si les (G;);>1
sont des variables aléatoires indépendantes de loi 7y et si les coefficients réels (a;) vérifient
Pégalité 3°7_ a7 = 1, la variable aléatoire X = 37, a;G; suit aussi la loi . En
particulier, la loi de
Gi+Gy+---+Gy

vn
reste égale a la loi gaussienne =, pour tout n > 1 : c’est un cas tres particulier du
théoreme de la limite centrale qu’on verra un peu plus loin.

Pour montrer que la loi de cette v.a. X est égale a -, il suffit de montrer que la
fonction caractéristique de X est égale a celle des gaussiennes centrées réduites. On a
pour tout ¢ réel, en utilisant I'indépendance des (Gj),

EeitX — Eei Z:: ta; G <H eltaj ) f[( 1taj )

= f[ SOGJ' (ta]) — H e_(taj)Q/Q — e—t2 (Z?:l a?)/Q _ e_t2/27
. e

ce qu’il fallait démontrer.



Lemme 1. Soit (Z,,) une suite de variables aléatoires réelles sur un espace de proba-
bilité (2, F,P) ; si la fonction caractéristique de Z,, converge simplement sur R vers celle
d’une v.a. Z, alors pour toute fonction bosse f de classe C? sur R on a

Ef(Zn) — E f(Z).

Preuve. — On utilise le théoreme de convergence dominée et la formule (x) : pour tout
entier n,

B(Z) = 5= [ Oz 0t

on a vu que les fonctions caractéristiques sont bornées par 1 en module sur R ; on voit
donc d’apres les hypotheses du lemme que

~ ~

VtER, f(t)ez, (t) — f(t)pa(t),

avec la domination

~ ~

[f @) @z, ()] < |f(?)]

par la fonction \ﬂ qui est intégrable sur R (transformée de Fourier d’une fonction de
classe C? & support compact). Le résultat découle du théoréme de convergence dominée.
Théoreme de la limite centrale

Avant d’attaquer le théoreme, rappelons que la fonction caractéristique px d’une v.a. X
est de classe C2 sur R quand E X2 < +00. On a vu que dans ce cas, on a

W% (0)=iEX et ¢%(0)=—-EX2

Théoréme de la limite centrale, version 0. Soit (Y,,) une suite de variables aléatoires
indépendantes, centrées, de méme loi, et avec un moment d’ordre deux EY?2 qui soit tel
que EY? = 1; la suite des variables aléatoires

s _Y1++Yn
n — \/ﬁ

converge en loi vers la loi gaussienne centrée réduite, c’est-a-dire que pour tous a < b on
a

b
2 d:(,‘
(o< s <)) /e V2

Preuve. — Les variables aléatoires (Y,,) ayant toutes la méme loi, elles ont la méme
fonction caractéristique qu’on appellera ¢y (on a py = ¢y, = @y,, pour tout j > 1).
Comme Y, est de carré intégrable, la fonction caractéristique ¢y est de classe C?, donc
au voisinage de 0 on peut écrire par Taylor-Young

2

pv(t) = oy (0) + L (0) + = G4 (0) + P (1),

ou €1(t) tend vers 0 quand t — 0. On a ici
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donc, en remplacant, on obtient le développement limité

2

t
wy(t) =1- 5 + t2€1(t).

Par I'indépendance des v.a. (Y;), pour tout ¢t € R fixé, on obtient

@5, (t) = Ee't*n = E(ﬁ eitYJ’/\/ﬁ> = ﬁ(E eith/\/ﬁ> =
j=1

J=1

= (BN < ey

On a par ailleurs
In(1+u) = u+ uea(u)

au voisinage de 0, ou e2(u) tend vers 0 quand v — 0. On a donc

In g, () = nin gy (t/y) = nin(1 = = + Loy a/vm).
Posons

2 2
n — — — t ’
u 2n+n€1(/\/ﬁ)

qui tend vers 0 avec n, ce qui entraine que e2(u,,) tend vers 0 ; de plus
nu, = —t/2 + e (t/\/n)
tend vers —t2/2 quand n — +o0; on en déduit que
Inp, (t) =nln(l + u,) = nu, + nuyea(uy,)

—t2/2

tend vers —t2 /2. Donc pour tout ¢ réel, o, (t) converge vers e = ¢g(t), en désignant

par G une v.a. gaussienne centrée réduite.

On va conclure grace au lemme 1. Donnons nous a < b, et € > 0 tel que 2¢ < b — a,
de sorte que a + € < b — e. Considérons deux bosses fi, fo de classe C? telles que

Lagep—e) < f1 < 1ap) < fo < Lig—c pye)-
D’apres le lemme 1, E f;(s,) tend vers E f;(G), i = 1, 2. Pour n > ng, on aura
Efi(sn) —Efi(G)|<e, i=1,2;
en utilisant le fait que la densité (27) /2 e=*"/2 de la loi gaussienne vy est < 1, on obtient
I'inégalité P(x < G < x + ¢) < € pour tout réel z, donc pour n > ng
Pla<G<b)<Pla+e<G<b—¢)+2e=El4c—0)(G)
<Efi(G)+2¢ <Efi(sp) +3c <P(a<s, <b)+3¢
et de méme pour l'autre coté,
Pa<G<b)>Pla—e<G<b+e)—2¢
> E f2(G) —2¢ > E fa(s,) —3e > P(a < s, <b) — 3e.
Pour n > ng, on a donc
‘P(agsn §b)—P(a§G§b)} < 3¢,

ce qui termine la preuve.



Théoréme de la limite centrale, version 1. Soit (X,,),,>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes, centrées, de méme Ioi, et avec un moment d’ordre deux E X2 fini ; posons
0? = E(X; — EX;)? = Var(X;) et supposons Var(X;) > 0. La suite

Sn =

ovn

o

X1+ +X,—nEX; _Lz”:Xj—EXj
Vi

converge en loi vers la loi gaussienne centrée réduite.

Preuve. — Comme les X; sont de carré intégrable par rapport a la mesure finie P sur €2,
elles sont aussi P-intégrables; comme elles ont la méme loi, elles ont la méme intégrale
m — EX; = EXy. Posons

ces variables sont indépendantes comme fonctions Y; = g(X;) de variables indépendantes,
ou
rT—m

g(x) = .

et les (Y;) ont la méme loi (elles sont obtenues par la méme fonction g a partir de v.a.
de méme loi). On a EY,; = (EXi — m)/a =0et

1 1
EY? = S EX; —m)?* =
i Xi=m) = X, —Ex, 2

o2

E(X; -EX;)? = 1.

Le résultat annoncé découle de la version 0, appliquée aux (Y;).

Convergence des lois, topologie étroite

Pour une probabilité p sur (R, B), on définit la fonction de répartition F,, par
Vz €R, F,(z)=p(]—o0,z]).

On a envie de se servir de la fonction de répartition pour introduire une notion de con-
vergence des lois de probabilité sur R. Par exemple, si (u,,) est une suite de probabilités
sur R et si les fonctions de répartition F,,, convergent uniformément sur R vers la fonc-
tion de répartition F,, d’une probabilité v, alors certainement on a envie de dire que (uy,)
tend vers v. Mais se limiter & ce cas serait trop restrictif. En effet, si la suite (x,) de
réels converge vers x, on veut dire que les mesures de Dirac (¢, ) convergent vers d,,
par exemple parce qu’on veut stirement dire que la loi de la v.a. constante X,, = x,
converge vers la loi de la constante X = z, dans la mesure ou les v.a. X,, convergent
(uniformément) vers la v.a. X = x. Or, quand z,, # x, on a

Pour s’en sortir, on va accepter de comparer les fonctions de répartition en des points
légerement différents.

Définition. On dit qu’une suite (u,) de probabilités sur (R, B) converge étroitement
vers une probabilité v si pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout n > ng on ait

VeeR, Fyz—¢)—e<F, (z) <F,(x+¢)+e.
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On peut définir une distance sur l’ensemble des probabilités sur (R,B) qui cor-
responde a cette notion de convergence ; ’ensemble des £ > 0 tels que

Ve eR, Fu(z)<F,(z+¢)+¢

est fermé parce que F,, est continue a droite, on peut donc définir le plus petit nombre
e(p,v) > 0 tel que

Ve eR, F,(z) <F,(z+e(p,v))+e(pv)
et poser

d(p,v) = min(e(p, v), (v, p)).

C’est une distance, et la convergence des suites de probabilités sur (R, B) pour cette
distance est la méme convergence que celle qui est donnée dans la définition précédente.

Exemple. On peut voir que

d(6z,6y) = min(1, [z — yl).

Attention! Si on consideére la suite des mesures de Dirac (d,,) aux points n € N, la
suite des fonctions de répartition Fs_ converge simplement sur R vers la fonction nulle,
mais la fonction nulle n’est pas une fonction de répartition de probabilité. Il n’y a pas
convergence étroite dans ce cas. De méme on n’a pas que

1
Hn = §<6O+5n)

converge étroitement vers %50, qui n’est pas une probabilité, bien que la suite des fonc-
tions de répartition I, converge simplement vers %F(;O.

En fait, si les (u,) sont des probabilités et si on a, sans dire d’avance que v est une
probabilité, que pour tout € > 0, on a pour n assez grand

VeeR, Fyz—¢)—e<F,, (z) <F,(x+¢)+e¢,
il en résulte que

limsup |1 —F,(z)| <e,

r—-+00
pour tout € > 0, donc F,, tend vers 1 en +oo et v est une probabilité sur (R, B).

Remarque. Si (u,) tend étroitement vers v et si xqy est un réel tel que v({zo}) =0, on
a
Fpu, (z0) — Fu(zo).

Preuve. — Sous cette hypothese sur zq, la fonction F, est continue au point xq ; étant
donné € > 0, il existe a tel que 0 < a < ¢ et tel que

‘Fu(y) - FV('CCO)‘ <ég
des que |y — zo| < a. Pour n > ng convenable, ng dépendant de o > 0, on aura
Fu.(z0) <Fy (xo+a)+a<F,(rg)+ec+a<F,(xo) +2¢
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et de meme
Fu. (x0) > Fy(zog—a) —a>F,(z9) —e —a>F,(zg) — 2¢,

ce qui prouve 'affirmation.

Théoréme. Si v et les (u,) sont des probabilités sur (R, B), les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. — la suite (u,) converge étroitement vers v ;
2. — pour toute fonction continue bornée f sur R, réelle ou complexe,
/ fdpn — / fdv;
R noJR
3. — il y a convergence simple sur R des transformées de Fourier :

VEER, Jin(t) — D(t).

n

Esquisse de preuwve. — Traitons d’abord 1 = 2; supposons que u, tende vers v
étroitement ; il existe un ensemble D au plus dénombrable de points y tels que v({y}) > 0.
Alors R\ D est dense dans R (Cantor). Soit f continue et bornée, disons par 1 pour fixer
les idées ; on peut trouver a < b tels que a, b ¢ D et que I'intervalle ]a, b] soit suffisamment

grand pour que
F,(b) —F,(a) =v(a,b]) >1—c.

D’apres la remarque, pour n assez grand on a F,, (b) —F,, (a) = pn(Ja,b]) > 1 —¢c. On
a donc pour ces valeurs de n

pn (R\]a, b)) <e, v(R\]a,b]) <e.

On a donc aussi pour ces valeurs de n

‘/ 1R\ja,p) f dpin| < / 1p\ja,p)|f] dpin < pin (R\]a, b)) < e,
R R

et de méme

)/R Ie\ja.bf dv) < v(R\]a,b]) < .

La fonction f est uniformément continue sur le compact [a,b], il existe donc § > 0 tel
que |f(x) — f(y)] < e dés que a < z,y < bet |z —y| < d; on peut découper [a,b] en
a=ay<a; <...<an=>baumoyen de points (a;) qui ne sont pas dans D, et avec un
pas de subdivision vérifiant maxo<;j<n(a; —aj—1) < ¢ ; alors la fonction étagée

N
P = Z f(a“j)l]ajflvaj]
=1

J

est a distance uniforme < ¢ de 1), f, donc

)/ 1]a,b]fdﬂn—/sodun <e et )/ 1]a,b]fdu—/godu‘ <e,
R R R R
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alors que

’/ 1R\]a,b]fd/~lzn < g, ‘/ 1R\]a,b]fdy‘ <e.
R R
on a donc
‘/fd,un—/fdy’ < ‘/god,un—/gpdu’—kéle.
R R R R
Par ailleurs
N N
/RSOd“” =Y _flapm(aj-r.a5)) = Y _ f(a;)(Fu,(a;) = Fu,(a;-1))
Jj=1 Jj=1
converge d’apres la remarque vers
N
Zf(aj)<Fu(aj) - Fu(aj—1)) = /Rgodv.
j=1

On en déduit que 1 = 2.

Comme z — e~ 1'% est continue bornée sur R, on déduit de 2 la convergence simple
des transformées de Fourier. Pour terminer avec 3 = 1, on utilise des bosses de classe C2,
comme on a fait pour la preuve du TLC.



