cours 6, le lundi 15 février 2010

Inégalité de Markov

Elle est aussi appelée de Tchebychev, de Bienaymé-Tchebychev (prouvée vers 1869), mais
si 'idée en est la méme, elle n’est pas exactement celle de Markov, qui est ultérieure et
donne le principe extrémement simple et général, qui est (en renversant le cours de
I’histoire) a 'origine de celle de Bienaymé-Tchebychev.

Lemme. Soit f une fonction F-mesurable sur X, a valeurs dans [0,+o00|; pour tout
nombre réel a > 0, on a

p({f >a}) < é/xfdw

Preuve. — Considérons 'ensemble A = {f > a}; on sait que A € F et on remarque
que la fonction F-étagée = alp vérifie I'inégalité

p=ualp < f;

en effet, siz € Aona f(z) >a=p(x),etsiz g Aonap()=0< f(x);il résulte de
I'inégalité ¢ < f que
ap(A) = / pdp < / fdp,
X X
« ce qu’il fallait démontrer ».

Corollaire 1. Si f > 0 et [, fdu =0, alors

p({f #0}) = p({f >0}) =0.

Si [y fdp < 400, alors
p({f =+oo}) =0.

Preuve. — Si 'intégrale de f est nulle, on obtient par Markov, pour tout a > 0,
1
p({f>a}) <= [ fdu=0,
aJx

donc la mesure de {f > a} est nulle; on applique ceci successivement a a,, = 27", pour
tout entier n > 0, et on remarque la formule de réunion suivante : on a

Uir=2y={f>0}={r#0},

qui est donc de mesure nulle comme union dénombrable d’ensembles de mesure nulle, ce
qui termine ce premier cas.
Si 'intégrale de f est finie, on applique Markov avec a = n entier > 0 pour obtenir

1
n({f = +och) < u({f zn}) < - [ o
X
majorant qui peut étre rendu arbitrairement petit, d’ou le résultat.
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Remarque. Si I'intégrale de f est finie, on a

/ 1{f=+oo}fdﬂ = 0.
X

En effet, 'ensemble N = {f = 400} est de mesure nulle ; toute fonction étagée ¢ telle
que 0 < ¢ < 1nf est nulle en dehors de N, donc I’ensemble des points o ¢ est non nulle
est de mesure nulle ; si on exprime ¢ sous la forme 2?21 a;la,, olt A; est une partition,
on note que a;/(A;) = 0 pour tout j : soit parce que la valeur a; est nulle, soit, quand
a; # 0, parce que la mesure p(A;) d’un ensemble A; ol ¢ prend une valeur non nulle
est nulle (si a; # 0, on aura A; C N). On a donc [y ¢ dp = 0, pour toute ¢ < 1y f, d’on
le résultat.

Exemple. On pose
+oo
fa) =Y e el e 0, 4oc],
n=1

ol (rp)n>1 est une énumération des rationnels. Il est tres difficile (et méme impossible
si on n’a pas indiqué comment on a énuméré) de dire en quels points = cette fonction
est finie. Néanmoins

) +o0 5 +oo 5
/e—n |z =77 dA(z) :/ e~ lz=rnl qp :/ e ™ vl dy
R — 0 o

“+o0
2
= 2/ e_n2y dy = —
0

n

et d’apres la version séries du théoreme de convergence monotone,

N2 [ ol
/Rf(a:) dA(z) :;/Re AN (z) < +oo.

Il en résulte que ’ensemble
N={zeR: f(z) =400} €B

est de mesure nulle : il y a vraiment beaucoup de points x en lesquels la série qui
définit f(x) a une somme finie. On dit qu'une propriété des points de la droite est vraie
(Lebesgue) presque partout quand l’ensemble des points ou elle n’est pas vérifiée est
contenu dans un borélien de mesure (de Lebesgue) nulle. Ainsi, la série qui définit f(x)
converge presque partout.

Fonctions mesurables a valeurs dans R

Soit (f,) une suite de fonctions F-mesurables & valeurs dans R; on rappelle que la
fonction

limsup f,, = lim<sup fk)

n N A\g>n

est obtenue par des opérations qui préservent la mesurabilité, le sup dénombrable et lim,,,
qui est une limite d’une suite décroissante, donc un inf dénombrable. Si ¢ = lim,, f,,(x)
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existe dans R, supposons d’abord que ¢ soit réel, et soit € > 0; il existe un entier ng tel
que
C—e < fr(zx)<l+e

pour tout k > ng, donc pour tout n > ng on a £ — e < supys,, fr(z) < £+ e, ce qui
entraine le méme encadrement pour limsup,, f,(z), et comme ¢ est arbitraire, on conclut
que limsup,, fn(z) = £ = lim,, f,(z).

Si la limite est —oo, on écrit que pour tout A > 0, il existe ng tel que pour k > ng

fk (:L‘) < —A,

ce qui implique liminf,, f,(z) < —A, pour tout A, donc dans ce cas on conclut que
limsup,, fn(z) = —oco = ¢ = lim,, f,,(z) & nouveau. Le cas d’'une limite +oo est analogue.
Dans tous les cas on constate que quand la limite simple existe, elle est égale a lim sup
(et aussi a liminf), donc

Si une suite (fy,) de fonctions F-mesurables tend simplement vers une fonction f,
cette fonction limite est JF-mesurable.

Une fonction F-étagée réelle est une fonction ¢ : X — R, de la forme

= Z aila;,
=1

ol les a; sont dans R et les A; dans F forment une partition de X. Si ¢, 1) sont deux
fonctions étagées réelles, on peut supposer qu’on a raffiné la partition de sorte que
puisse s’exprimer avec la méme partition que celle utilisée pour ¢, sous la forme

= bila,.
=1

Si F: R?> — R est une fonction quelconque, il est clair que la fonction F(p, ) iz —
F(p(x),v(x)) est F-étagée, puisqu’elle admet la représentation

m

F(o,9) = > Flai,bi)1a,.

=1

Proposition. Une fonction f de X dans R est F-mesurable si et seulement s’il existe
une suite (yp,,) de fonctions F-étagées qui tend simplement vers f ; on peut supposer que
lon| < |f] pour tout n.

Preuve. — On écrit
f=r=f,
ou fT = max(f,0) et f~ = max(—f,0) sont F-mesurables positives. On a vu qu'il existe
une suite (5, 1) de fonctions F-étagées > 0 qui tend vers fT en croissant, et de méme
il existe une suite (¢, 2) pour f~ ; alors ¢, = @1 — pn,2 est F-étagée pour tout n, et
tend simplement vers f (car on n’a jamais +00 et —oo en méme temps dans ’expression
ft(x)—f~ () ; bien stir on n’a plus le caractere croissant pour la suite ((p,, ) maintenant) ;
la majoration |p,| < |f| est claire pour ce choix particulier des ¢,

[onl = lon1 — n2l < Oni+en2 < fT+ 7 =1f]
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Conséquence. Si f, g sont mesurables a valeurs dans R, alors f +g, fg, —f, max(f,g),
\fl, f+, f~. af + By, etc., sont F-mesurables. Plus généralement, si F : R* — R est une
fonction réelle continue, la fonction x € X — F(f(x), g(x)) est F-mesurable.

Preuve. — 11 suffit de vérifier I’énoncé général avec F(f,g). On trouve (v,) et (¢,)
étagées qui tendent simplement vers f et g. Comme F est continue, les fonctions étagées
F(¢n, ¥n) tendent simplement vers F(f, g), qui est donc F-mesurable.

I1.2.4. Intégrale de fonctions réelles

Définition. On dit qu'une fonction F-mesurable réelle f : X — R est intégrable par
rapport & p si [y |f|dp est finie.

Si f est la différence f1 — fo de deux fonctions mesurables a valeurs dans [0, +oo[ (infini
exclus ; pour changer) d’intégrale finie, la quantité

[ fran= | ndu
X X
ne dépend que de f.

En effet, si f1 — fo = g1 — g2, avec g1, g2 elles aussi positives et d’intégrale finie,
alors f1 4+ g2 = g1 + f2, et comme on a montré 'additivité de I'intégrale des fonctions

positives, on a
/fldu+/gzdu=/fzdu+/gldu,
X X X X

ce qui donne bien le résultat voulu car toutes les quantités sont finies, et les soustractions
possibles pour conclure que

/fldu—/fszZ/gldu—/ggdu.
X X X X

Définition. Si f est F-mesurable a valeurs dans R, intégrable par rapport a u, son

intégrale est définie par
/ fdp :=/ f*du—/ f~dp,
X X X

mais on sait que 'intégrale peut se calculer avec n’importe quelle décomposition comme
différence de fonctions > 0 intégrables.

Si f > 0, lintégrale nouvelle est cohérente avec 'ancienne. En effet, on a dans ce
cas f=f*r, f-=0et [ f-du=0.
Linéarité et croissance

On donne f, g intégrables. On écrit f = fT— f~ et g = g™ — g~ ; on a une représentation
de la somme sous la forme f+¢g = (f*+g")—(f~ +g~), différence de fonctions positives
intégrables, qui permet de calculer I'intégrale de la somme et de vérifier que

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu-

Jrardu= [ (g [ +a)du

En effet,
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=Lf*du—Lf‘du+/>(g+du—/>(g‘du=/}(fdu+/><gdu-

Si a est un réel positif, on écrit af = af™ — af~ et on utilise la posilinéarité de
'intégrale des fonctions > 0, et pour a < 0, on écrit af = |a|f~ — || fT pour voir que

dans tous les cas,
/(af)duza/ fdp.
X X

Si f < g, la fonction g — f est > 0, donc son intégrale est > 0 et la linéarité donne

OS/X(g—ﬁdu:/ngu—/deu,

qui donne la croissance de 'intégrale.
On a clairement

S LR WAy Waky BRVEY Wass Walsy vk

ce qui donne
[ s < [ 1710
X X

Résumé. Soient f, g deux fonctions F-mesurables sur X, a valeurs dans R et intégrables
par rapport a (. ; on a

Vo, B € R, /X<af+ﬁg>du=a/xfdu+ﬂ/xgdu,

Oéfég:s/xfdué/xgdu, ‘/deu‘é/xlfldu-

Parenthese : espaces L', £?

L’espace L1 (X, F, 1) est 'espace vectoriel des fonctions f : X — R qui sont F-mesurables
et intégrables par rapport a . On le munit d’une semi-norme,

11l = /X (@) dp(z),

qui peut étre nulle pour des fonctions f qui ne sont pas identiquement nulles sur X (mais
qui sont tout de méme presque partout nulles d’apres le corollaire 1).

L’espace L£2(X,F, ) est 'espace (vectoriel lui aussi) des fonctions f : X — R qui
sont F-mesurables et de carré intégrable, c’est-a-dire que |f|? a une intégrale finie (on
peut dire encore |f|? € LY(X, F, 1)). On le munit de la semi-norme

11l = ([ 1) aut@)

et il faut un procédé de passage au quotient pour obtenir I’espace de Hilbert L?(X, F, )
dont on parlera plus tard.



Théoréme de Lebesgue, premiere version. Si une suite (f,) de fonctions F-mesurables
a valeurs dans R tend simplement vers f réelle, et s’il existe une fonction intégrable g a
valeurs dans [0, +oo] telle que

Ifal < g

pour tout n, il en résulte que les f,, sont intégrables, ainsi que f et I'intégrale de la limite

est la limite des intégrales,
/ fd,u:hm/ fndp.
X noJX

Preuve. — On sait que f est F-mesurable comme limite simple; de plus, on obtient
|f| < g ala limite, donc f est intégrable.

Comme
[ = [ gau] < [ 15 11,

il suffit de prouver que la deuxieme intégrale tend vers 0. Par I'inégalité triangulaire, on
obtient aussi

et |fn — f| tend simplement vers 0 sur X. Les fonctions 2g — | f,, — f| sont positives et
tendent simplement vers 2¢g ; d’apres Fatou,

2 [ g < timint [ (29[, -~ f1)dn
X n X

ce qui entraine en retranchant l'intégrale (finie!) de g

iimsup [ [, fldu <0,
n X

d’ou le résultat.



