cours 9, le jeudi 25 février 2010

Rappel, théoreme : continuité en un point. On suppose que f est une fonction réelle
ou complexe, définie sur X x Y, ou (X, F, ) est un espace mesuré et (Y,d) un espace
métrique. On fixe un point y* de Y, et on suppose aussi que

1, — pour tout y € Y, la fonction x — f(x,y) est F-mesurable définie p-presque
partout ;

2 — pour u-presque tout x € X, la fonction y — f(x,y) est continue au point y* ;

3 — il existe une fonction p-intégrable g : © € X — g(x) telle que pour tout y € Y,
on ait p-presque partout la majoration |f(z,y)| < g(x).

Alors, la fonction F définie sur Y par

F(y) = /Xf(:v,y) du(x)

est continue au point y*.

Exemple 1. On suppose donnée une fonction réelle ou complexe h définie et Lebesgue-
intégrable sur [0, +oo[. On pose, pour tout y > 0,

Dans le cas ou h est continue, on a vu dans les rappels sur l'intégrale de Riemann
que F est dérivable (de dérivée h), donc F est continue. Quand h est seulement supposée
intégrable, il n’y a aucune chance que F soit partout dérivable, mais on va montrer que F
est continue sur [0, 00|, en utilisant le théoréme de continuité précédent.

On peut récrire F sous la forme

VyeyY, F(y) =/

(0,400

Lo (@h(z) dN@) = [ Flay)dA(o),
X
ou X =Y = [0, +00] et ou la fonction f utilisée est

f(@,y) = 1p,y) (z)h(z).

On fixe y* > 0, par ailleurs quelconque. Si x > 0 est donné, la fonction

fory€eY — f(z,y) = 1y<y h(2)

est nulle quand y € [0, z[, puis constante égale & h(x) quand y > x : elle a au plus un
point de discontinuité, le point yo = x; la fonction f, est donc continue au point y*
quand = # y*; comme le singleton {y*} est de mesure de Lebesgue nulle, on voit que
I’hypothese 2 est satisfaite ; de plus, la majoration 3 est facile a obtenir,

f (@, 9)] = Lo,y () ()] < [h(2)] = g(x),

majorant intégrable indépendant du parametre y, donc F est continue au point y*, et
ceci pour tout y* € Y.

On notera que I’hypothese « globale » 2g de continuité du corollaire énoncé au cours
précédent n’est pas satisfaite : au contraire, pour tout = € X tel que h(z) # 0, la fonction
y — f(x,y) est discontinue sur Y !



Exemple : transformée de Fourier.

Si f est une fonction intégrable sur R, on pose
weR fly) = [ fla)e i da,
R

C’est la transformée de Fourier de f ; quand f est intégrable, fest une fonction continue
bornée sur R. En effet,

Fwl< [15@e = da| = [ |f@)]de < +oc
R R
donne le caractere borné ; pour la continuité, posons
a.y) = f(a)e = alons Fy) = [ hla.y)dAa),
R

Pour tout x, la fonction y — h(x,y) est continue (’exponentielle est continue), et on a

h(z,y)| = |f(z) e | = |f(2)],

un majorant indépendant du parametre y, et qui est intégrable par hypothese.

Transformée de Fourier : cas gaussien

Posons
—z2/2

V2r

C’est une fonction positive d’intégrale 1. On a vu que

Ve e R, ~(x)= ©

dx 2
Vz € C, /’y(:)s) e’ dx = / o 2rwE T 0272
R R V2w

En appliquant a z = —iy on obtient

~ —1‘2/2—imy dx —y2/2
= [ e —— =e ,
’7<y) /R o

un résultat important qu’on reverra de plusieurs fagons.

Dérivation
Maintenant on va essayer de dériver la fonction F définie par une intégrale dépendant
du parametre y, en recherchant la limite quand A tend vers 0 de la quantité

Fly*+h) —FQy") _ / flz,y* +h) = fz,y7)
h X h

du(z).

Le chemin est tout tracé : si (h,) tend vers 0, on va devoir étudier la convergence d’une
suite d’intégrales. On va se placer dans une situation de convergence dominée.



Théoreme. On suppose que 1 est un intervalle ouvert de R, y* un point fixé de I,
(X, F, u) un espace mesuré et f une fonction sur X x I telle que
1 — pour tout y € Y, la fonction x — f(x,y) est u-intégrable ;

2’ — pour p-presque tout x € X, la fonction y — f(x,y) est dérivable au point y*,
de dérivée notée 5= 8 ( YY)

3 il eX1ste une fonction p-intégrable x — g(x) telle que pour tout y € 1, on ait
pour u-presque tout x € X la majoration

|f(z,y) = f(z,y")] < g(x) |y — v~

Alors la fonction F définie par F(y fx x,y)du(x) est dérivable au point y* et

o .
=/Xa—y<as,y ) dpa).

Si I est de la forme [a,b] on obtiendra si y* = a une dérivée a droite F/;(a), si on a
supposé dans 2’ la dérivabilité a droite au point a de la fonction y — f(x,y); méme
chose pour une dérivée a gauche au point b.

Preuve. — On considere une suite (hy,) réelle tendant vers 0, avec h,, # 0 assez petit
pour que y* + h,, € I pour tout n; on pose

An({lf) _ f(xay* + h;;) B f(xay*) :

par I'’hypothese de dérivabilité, on a

0
An(z) — 6—£<x,y*>

quand n tend vers U'infini, avec, d’apres ’hypothese 3', la majoration |A,, (z)| < g(x) par
la fonction intégrable g. D’apres le théoreme de convergence dominée,

tend vers l'intégrale de lim,, A,,(x),

F(y*+h;LLZ—F(y*> . /Xg_z(x,y*)du($),

et comme cette limite est indépendante de la suite (h,) qui tend vers 0, c’est bien la
dérivée de F au point y*.




Exemple 2. On donne une fonction h Lebesgue-intégrable sur R. On pose
F(y) :/h(:v) e~ l*=vl g,
R

On voit que la fonction ¢(t) = e~ I*l est lipschitzienne de constante 1 sur R, dérivable en
tout point ¢ # 0, avec ¢'(t) = —sign(t)e(t). On vérifie 1, 2° et 3’ qui impliquent pour
tout y* réel

F'(y*) = /Rh(x) sign(z — y*) e 17V dg.

Pour vérifier les hypotheses, posons

f(@,y) =h(z)e 1"V = h(z)p(z — y).

On a |f(z,y)| < |h(x)|, ce qui donne 1; comme ¢ est lipschitzienne,

|f(z,y) — flz,y")] = |h(2)| |o(x — y) — o(x — y")| < ()] ly —y™)I,

donc 3’ est vraie; enfin, quand y* est fixé et = # y*, la fonction f,(y) = h(z)p(x — y)
est dérivable au point y*, donc 2’ est vraie. La dérivée de f, en un point y # x vaut
fily) = —h(x)¢'(x —y) = sign(z — y)h(x)p(z — y), d’ou le résultat.

En utilisant le théoréme de continuité en un point fixé (comme on ’a fait dans
I’exemple 1) on pourra voir que F’ est continue.

Corollaire. On suppose que 1 est un intervalle ouvert de R, (X, F, u) un espace mesuré
et f une fonction sur X x I qui vérifie les propriétés suivantes :

1 — pour tout y € Y, la fonction x — f(z,y) est u-intégrable ;
2, — pour p-presque tout x € X, la fonction y — f(z,y) est dérivable sur I, de
derlvee notée 8 (:B Y);

3, - pour tout y* € Y, il existe un voisinage V* de y* dans Y et une fonction
intégrable gy« tels que pour p-presque tout x € X, on ait

Y
yevt = \a—;c(x,y)\m*(x).

Alors la fonction F définie par F(y fx x,y) du(x) est dérivable en tout point de 1,

et
* * 6 *
weel, Pt = [ ey duta).
Xay

De plus, si pour presque tout x la fonction y € I — f(z,y) est de classe C!, alors F est
de classe C! sur 1.

Preuve. — Fixons y* dans [ ; on va se ramener a ’application du théoreéme précédent a la
restriction de F a un voisinage convenable de y*, ce qui suffira pour évaluer la dérivée au
point y*. Par 'hypothese 2’g, il existe un ensemble p-négligeable N; tel que, pour tout =
en dehors de Ny, la fonction f, : y — f(x,y) soit dérivable sur I; par I'hypothese 3, il
existe un voisinage V* de y* et une fonction intégrable g = gy« tels que, pour tout z
en dehors d’un certain ensemble p-négligeable No D Ny, la dérivée de f, soit majorée
sur V* par g(x). Considérons un intervalle ouvert J tel que y* € J C V*. Pour tout
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x ¢ Ng, on aura par le Théoréeme des Accroissements Finis, pour tout y € J, 'existence
d’un point ¢, entre y et y* tel que

fe@) = foy™) = (y = y") fr(ca) ;

comme ¢, est entre y et y*, qui sont dans l'intervalle J, on a aussi ¢, € J C V*, ce qui
permet d’utiliser la majoration de I'hypothese 3y,

|f(zoy) = flay)] = o) = fo )] = |(y — ") falca)| < 9(@)ly— v

on a donc la majoration du type 3’ voulue pour appliquer le théoréme précédent.
L’hypothese 2’g globale donne évidemment ’hypothese 2’ ; d’apres le théoreme précédent,
la dérivée de F en y* existe, et elle est égale a

F/(y) = /X g—iu,mdu(w).

Si f, est C! pour u-presque tout x, cette dérivée F’ est continue d’apres le théoreme de
continuité des intégrales a parametre.

Remarque. L’exemple 2 plus haut (avec e~*l) ne peut pas étre obtenu par le résultat
global : dans cet exemple, la fonction y — h(z)e~¥=? n’était dérivable sur I = R tout
entier que si h(z) = 0, ce qui pouvait ne jamais arriver !

Exemple, dérivées de I' : on voit que s — 2° = e*% admet pour dérivée (Inz)z®,

donc la fonction f(z,y) = e % 2°~! dont I'intégrale sur [0, +oo[ donne I'(s) admet pour
dérivée partielle par rapport a s, pour tout z > 0

(Inz)e * 2t = (Inx) f(x,s);
on peut réutiliser le majorant de f(z,s) introduit au cours précédent pour prouver la
continuité de I' ; on avait obtenu le majorant intégrable g; pour f(x,s), valable dans le
voisinage V* =]s*/2,2s*[ d’'un s* > 0,
g1(z) = Lo, y(w)e™™ 25 /2y 11 oof(z) ™™ 2 L
On peut donc écrire la majoration
Y 0, 9)] < el ga ()
dont on vérifiera I'intégrabilité sur [0, +00[, en utilisant pour £ > 0 petit et x > 1
f<e” = elnz<a®, et 0<z<1) = eln(l/z) <z ¢,

donc pour € < s*/2,

400 1 400
£ / |In(x)| g1(z) de < / e Tt /2 mE dy / e T el dy < 400,
0 0 1

Par conséquent,

+oo
Vs >0, T'(s)= / e 7 ln(z)z* ' da,
0
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puis on peut recommencer pour obtenir
“+oo
I'(s) = / e (In(z))%2* "t dx >0,
0

donc I est convexe sur |0, +o00[. On voit facilement que I' est de classe C* en continuant
de la méme facon.

Exemple 3. Soit f une fonction sur R ; on suppose que f’ existe partout et est bornée ;
on pose

b
W ER, F(y):/ f(z +y) da.

La fonction f est continue puisque dérivable, et on obtient par changement de variable
dans l'intégrale de Riemann une deuxieme expression,

¥ = | Cfaty)de= / " fwa

+y

On a deux fagons de calculer la dérivée de F, ce qui donne

b
F(0) = [ f()de=1(b) - fla).
Pour justifier le premier calcul, on écrit

h(z,y) = 1ap(2) f(T +y),

qui est dérivable par rapport a y, pour tout x

oh

8_y(x7 y) = 1[a,b](x) f,(fL’ + y)a
et par hypothese f’ est bornée, disons par M, donc

oh

3y (©0)| < M (@) = g()

qui est intégrable. Le deuxieme calcul est le calcul habituel de la dérivée de l'intégrale
dépendant des bornes, dans le cas d’une fonction continue sous I'intégrale.

Remarque. Supposons que f, fonction lipschitzienne de constante M sur R, soit déri-
vable presque partout (en fait, ¢a n’est pas une hypothese, c’est toujours vrai d’apres un
théoréme de dérivation de Lebesgue) ; on pourra encore conclure que

£(b) - fla) = / £(t) dt

ou f’ est la fonction mesurable définie presque partout provenant de I’hypothese. On
le verra en appliquant le théoreme sur la dérivée en un point, au lieu de son corollaire.
L’hypothese 3’ est garantie par ’hypothese Lipschitz, et la dérivabilité en y* pour presque
tout x est vraie parce que le translaté d’un ensemble Lebesgue-négligeable est négligeable.

En revanche, il existe des fonctions continues, qui admettent une dérivée presque
partout, dérivée bornée, mais telles que f(b) — f(a) ne soit pas égal a l'intégrale de f’
entre a et b : la fonction de Cantor est continue sur [0, 1], f(1) # f(0) et admet presque
partout une dérivée nulle.



