Intégration et Probabilités (M43050) 2009-2010
Examen de rattrapage du lundi 14 juin 2010 durée : 3 heures

On pourra admettre le résultzat d’une question et tgaiter les questions suivantes. On rappelle que
pour tout s réel, on a [pe™" [2+iws Qg =\ 2me 5 /2,

— Exercice I —

. + _ + 1 L
a. Montrer que pour tout entier n > 0, on a fo Fare ™ dr = nfo g~ 1e=? dx; en déduire
o + _
la valeur de l'intégrale fo F e du.

b. Donner les valeurs de o > 0 pour lesquelles la fonction f, définie sur R par

1
fa(0) =0 et Vz#0, fa(x):W

est Lebesgue-intégrable sur R; pour quelles valeurs de a > 0 la fonction x — x f,(x) est-elle
Lebesgue-intégrable sur R 7
On posepour a #let y € R

+o0
9a(y) = /0 fa(x) cos(zy) dx.

Montrer que g, est continue sur R. Montrer que pour tout o > 2, la fonction g, est de classe C*
sur R.

¢. On pose pour tout x réel

2w
- dé
J(ZL‘) :/ ela:cos(e) 5 .
0 T

anx pour tout x réel;

Montrer qu’il existe une série entiere > a,x” telle que J(z) =
| <1 pour 1t tout entier n > 0.

exprimer a, sous la forme d’une intégrale ; vérifier que n!|a,

d. On pose pour s et t réels
F(S,t) _ / ef(z2+y2)/2+i(zs+yt) dzdy.
RZ

Déterminer la valeur de cette intégrale double. Pour p > 0 et ¢ réel, montrer au moyen d’une
intégration en coordonnées polaires que

—+o0
F(pcos(p), psin(p)) = 27T/ e /2 J(rp)rdr.
0

Montrer que pour tout réel v > 0 on a l’égalité fooo e " J(2y/uv)du = e~ ". En déduire la valeur
des coefficients (a,)n>0 de la série entiere de la fonction J.

— FExercice I —

— Dans tout Iexercice, on considére un espace de probabilité (2, F,P); on désigne par 7 la
probabilité gaussienne centrée réduite sur (R, B), définie par dvy(z) = (2r)~ /2 e~ /2 dg.

Premiére partie

a. Si (Ag)k>0 C F est une suite d’événements telle que -, -, P(Ay) < +oo, montrer que

/ 3 14, (@) dP(w) < +o0;
2 k>0
montrer que pour P-presque tout w € €, il existe un entier kg(w) tel que pour tout k > ko(w),

on ait que w ¢ Ay.
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b. On considere la fonction F définie sur [0, +oo[ par
1 2 oo 2 dt
Fa::—e“;/z—/ e /2 .
(z) =5 : oP

Calculer F(0) et lim,_, - F(z) ; étudier la variation de F sur [0, +o0o[ et en déduire que F(z) > 0
pour tout x > 0. Si G est une variable z;léatoire de loi v définie sur €2, montrer que pour tout
nombre réel t > 0, on a P(|G| > t) < e t/2.

c. Sit est réel et si Xq,...,X, sont des variables aléatoires réelles définies sur 2, montrer que

P(max(Xy,...,X,) > 1) <Y P(X; > ).
j=1

— Dans toute la suite de l'exercice on désigne par (Gy),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes définies sur ), toutes de loi v ; on gappe]]e que la fonction caractéristique des
variables aléatoires G; est donnée par ¢g,(s) =e™* /2 pour tout s réel et tout j > 1.

d. Si aq et as sont deux nombres réels, déterminer la fonction caractéristique de a1 G1+asGso. Sin
est un entier > 1 et si les coefficients réels cy,. .., ¢, sont tels que c? + -+ + c2 = 1, montrer que
la variable aléatoire G = ¢1 Gy + - - - + ¢, G, est de loi . Pour tout ¢ > 0 et pour tous coefficients
réels aq,...,a,, montrer que

P(‘;Z:lajGj‘ > t(]z: af)m) < e t/2,

Deuxiéme partie

— Pour tout entier k > 0, pour tout w € et tout x € [0,27] on pose
sin(nz) 27y . ok
fe(z,w) = Z Gn(w)T, Fk(w):max{‘fk(4—k,w>‘ :0<j<4 }
2k <2kt
et My(w) = max{|G,(w)|: 2F <n < 2¥*1}.

On fixe un nombre réel ¢ > +/21n 2, de sorte que 2 e=/2 < 1.
a. Vérifier que 22k<n<2k+1 n~=2 < 27F Montrer que pour tout z fixé,
P({w € Q:|fu(z,w)| > 2cVE27H/2}) < e 2k,

Montrer que pour P-presque tout w € Q, l'inégalité Fy(w) < 2cvVk27F/2 est vraie pour k assez
grand (assez grand dépendant de w, c’est-a-dire qu'il existe un entier ko(w) tel que 'inégalité soit
vraie pour tout k > ko(w)).

b. Vérifier que P(My, > t) < 28P(|G1| > t) pour tout réel ¢t > 0. Montrer que pour P-presque
tout w € Q, I'inégalité My (w) < ¢k est vraie pour k assez grand.

c. Vérifier que |fk(:13,w) - fk(y,w)‘ < 2FMy (w) |z — g/ (utiliser |sinu — sinv| < |u — v|). Montrer
que pour P-presque tout w € €2, il existe un entier ky(w) tel que pour tout k > ko(w), on ait que

V$,y€ [0,271'], |fk(aj>w)_fk(y7w)‘ §C\/E2k|$—y|
d. Montrer que pour P-presque tout w € €2, I'inégalité
max {|fx(z,w)| : @ € [0,27]} < Fp(w) + 24~k ek 2k

est vraie pour k assez grand. En déduire que pour P-presque tout w fixé, la série de fonctions de
terme général x — fi(z,w) a pour somme x — >, < fx(7,w) une fonction continue sur [0, 27].



