
Intégration et Probabilités (M43050) 2009-2010

Examen de rattrapage du lundi 14 juin 2010 durée : 3 heures

On pourra admettre le résultat d’une question et traiter les questions suivantes. On rappelle que

pour tout s réel, on a
∫

R
e−x2/2+ixs dx =

√
2π e−s2/2.

—Exercice I—

a. Montrer que pour tout entier n > 0, on a
∫ +∞

0
xn e−x dx = n

∫ +∞

0
xn−1 e−x dx ; en déduire

la valeur de l’intégrale
∫ +∞

0
xn e−x dx.

b. Donner les valeurs de α > 0 pour lesquelles la fonction fα définie sur R par

fα(0) = 0 et ∀x 6= 0, fα(x) =
1

|x|α + |x|1/α

est Lebesgue-intégrable sur R ; pour quelles valeurs de α > 0 la fonction x → xfα(x) est-elle
Lebesgue-intégrable sur R ?

On pose pour α 6= 1 et y ∈ R

gα(y) =

∫ +∞

0

fα(x) cos(xy) dx.

Montrer que gα est continue sur R. Montrer que pour tout α > 2, la fonction gα est de classe C1

sur R.

c. On pose pour tout x réel

J(x) =

∫ 2π

0

eix cos(θ) dθ

2π
.

Montrer qu’il existe une série entière
∑

anxn telle que J(x) =
∑+∞

n=0 anxn pour tout x réel ;
exprimer an sous la forme d’une intégrale ; vérifier que n! |an| ≤ 1 pour tout entier n ≥ 0.

d. On pose pour s et t réels

F(s, t) =

∫

R
2

e−(x2+y2)/2+i(xs+yt) dxdy.

Déterminer la valeur de cette intégrale double. Pour ρ ≥ 0 et ϕ réel, montrer au moyen d’une
intégration en coordonnées polaires que

F
(

ρ cos(ϕ), ρ sin(ϕ)
)

= 2π

∫ +∞

0

e−r2/2 J(rρ)r dr.

Montrer que pour tout réel v > 0 on a l’égalité
∫

∞

0
e−u J(2

√
uv) du = e−v. En déduire la valeur

des coefficients (an)n>0 de la série entière de la fonction J.

—Exercice II—

— Dans tout l’exercice, on considère un espace de probabilité (Ω,F ,P) ; on désigne par γ la

probabilité gaussienne centrée réduite sur (R,B), définie par dγ(x) = (2π)−1/2 e−x2/2 dx.

Première partie

a. Si (Ak)k>0 ⊂ F est une suite d’événements telle que
∑

k>0 P(Ak) < +∞, montrer que
∫

Ω

(

∑

k>0

1Ak
(ω)

)

dP(ω) < +∞ ;

montrer que pour P-presque tout ω ∈ Ω, il existe un entier k0(ω) tel que pour tout k ≥ k0(ω),
on ait que ω /∈ Ak.
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b. On considère la fonction F définie sur [0,+∞[ par

F(x) =
1

2
e−x2/2 −

∫ +∞

x

e−t2/2 dt√
2π

.

Calculer F(0) et limx→+∞ F(x) ; étudier la variation de F sur [0,+∞[ et en déduire que F(x) ≥ 0
pour tout x ≥ 0. Si G est une variable aléatoire de loi γ définie sur Ω, montrer que pour tout
nombre réel t ≥ 0, on a P(|G| > t) ≤ e−t2/2.

c. Si t est réel et si X1, . . . ,Xn sont des variables aléatoires réelles définies sur Ω, montrer que

P
(

max(X1, . . . ,Xn) > t
)

≤
n

∑

j=1

P(Xj > t).

— Dans toute la suite de l’exercice on désigne par (Gn)n>1 une suite de variables aléatoires

indépendantes définies sur Ω, toutes de loi γ ; on rappelle que la fonction caractéristique des

variables aléatoires Gj est donnée par ϕGj
(s) = e−s2/2, pour tout s réel et tout j ≥ 1.

d. Si a1 et a2 sont deux nombres réels, déterminer la fonction caractéristique de a1G1+a2G2. Si n
est un entier ≥ 1 et si les coefficients réels c1, . . . , cn sont tels que c2

1 + · · ·+ c2
n = 1, montrer que

la variable aléatoire G = c1G1 + · · ·+ cnGn est de loi γ. Pour tout t > 0 et pour tous coefficients
réels a1, . . . , an, montrer que

P
(∣

∣

∣

n
∑

j=1

ajGj

∣

∣

∣
> t

(

n
∑

j=1

a2
j

)1/2)

≤ e−t2/2 .

Deuxième partie

— Pour tout entier k ≥ 0, pour tout ω ∈ Ω et tout x ∈ [0, 2π] on pose

fk(x, ω) =
∑

2k6n<2k+1

Gn(ω)
sin(nx)

n
, Fk(ω) = max

{
∣

∣

∣
fk

(2πj

4k
, ω

)
∣

∣

∣
: 0 ≤ j < 4k

}

et Mk(ω) = max{|Gn(ω)| : 2k ≤ n < 2k+1}.
On fixe un nombre réel c >

√
2 ln 2, de sorte que 2 e−c2/2 < 1.

a. Vérifier que
∑

2k6n<2k+1 n−2 ≤ 2−k. Montrer que pour tout x fixé,

P
(

{ω ∈ Ω : |fk(x, ω)| > 2c
√

k2−k/2}
)

≤ e−2c2k .

Montrer que pour P-presque tout ω ∈ Ω, l’inégalité Fk(ω) ≤ 2c
√

k2−k/2 est vraie pour k assez
grand (assez grand dépendant de ω, c’est-à-dire qu’il existe un entier k0(ω) tel que l’inégalité soit
vraie pour tout k ≥ k0(ω)).

b. Vérifier que P(Mk > t) ≤ 2k P(|G1| > t) pour tout réel t ≥ 0. Montrer que pour P-presque
tout ω ∈ Ω, l’inégalité Mk(ω) ≤ c

√
k est vraie pour k assez grand.

c. Vérifier que
∣

∣fk(x, ω) − fk(y, ω)
∣

∣ ≤ 2kMk(ω)|x − y| (utiliser | sin u − sin v| ≤ |u − v|). Montrer
que pour P-presque tout ω ∈ Ω, il existe un entier k0(ω) tel que pour tout k ≥ k0(ω), on ait que

∀x, y ∈ [0, 2π],
∣

∣fk(x, ω) − fk(y, ω)
∣

∣ ≤ c
√

k2k |x − y|.

d. Montrer que pour P-presque tout ω ∈ Ω, l’inégalité

max
{

|fk(x, ω)| : x ∈ [0, 2π]
}

≤ Fk(ω) + 2π4−kc
√

k2k

est vraie pour k assez grand. En déduire que pour P-presque tout ω fixé, la série de fonctions de
terme général x → fk(x, ω) a pour somme x → ∑

k>0 fk(x, ω) une fonction continue sur [0, 2π].


