Intégration et Probabilités (M43050) 2009-2010
Corrigé de 'examen de rattrapage du lundi 14 juin 2010
On rappelle que pour tout s réel, on a fR e~ /2+iTs o = 2 o= /2,
— FEzercice I —
a. Montrer que pour tout entier n > 0, on a f0+oo e dzr = nf0+oo 2" te™% dx ; en déduire
la valeur de I'intégrale f0+°° z"e” " dx.
Solution. — Par intégration par parties, on a que pour tout n > 0 et tout réel A > 0,
A A A A
/0 e " dr = {—x” e*w}o + n/o " e dp = —A"e A —i—n/o " e dua;

quand A tend vers 400, on voit que A” e~ tend vers 0, d’apres I'étude des croissances comparées
des puissances et des exponentielles. On montre ainsi le premier résultat demandé.

. “+o0 _
Si on pose I, = fo " e " dz, on a

L,=nl,_1=nn—-1I,_ o=---=nll

—+o0
Iy = / e ¥ dxr=1,
0

donc n! est la valeur de l'intégrale I,,.

et

b. Donner les valeurs de o > 0 pour lesquelles la fonction f,, définie sur R par

1
2(0)=0 et Vx#0, o(r) = ——
est Lebesgue-intégrable sur R ; pour quelles valeurs de a > 0 la fonction x — z f,(x) est-elle
Lebesgue-intégrable sur R 7
On pose pour a # 1 et y € R

+o0
9a(y) = /0 fa(x) cos(zy) dx.

Montrer que g, est continue sur R. Montrer que pour tout o > 2, la fonction g, est de classe C!
sur R.

Solution. — Pour tout a > 0, on voit que fo = f1/4, il suffit donc de résoudre le cas 0 < o < 1.
La fonction f, est paire, et mesurable > 0; on s’intéresse a la finitude de l'intégrale

/Rfa(m) do = 2/0+OO fa(z)dz € [0, 400].

—+o0 “+o0 d
/ fi(z)dx = / ar _ +00,
0 0

donc f1 n’est pas Lebesgue-intégrable sur R. Pour traiter le cas « # 1, on écrit pour tout x > 0
que

Quand « = 1, on voit que

% < ¢ _1_331/017 xl/a < z@ _1_331/017
par conséquent
falw) <a™% falz) <a™to;
dans le cas 0 < a < 1, on en déduit que
400 1 400
1 1 1+«
/ fa(z)dz < / % dx —I—/ eV de = + _ < +o0.

0 0 1 l—-a 1l/a—-1 1l-a«
Comme fo = f1/4, on conclut que f, est Lebesgue-intégrable sur R pour tout nombre réel o qui
est > 0 et différent de 1,

a €]0,1[U]1, +o0l.



Par ailleurs,

+oo
x
/R|x|fa(a:) dxr = 2/0 —o T g1/ dz € [0, +o0].

Si on suppose encore 0 < o < 1, 'intégrale

/lefa(a:)d:rg /01 Fulw) da

est finie, donc l'intégrale de |z|f,(z) sur R est finie si et seulement si 'intégrale

+oo
z
—F d
*) /1 zo + /e

est finie ; puisque 0 < o < 1, on a I'inégalité o < 1/ et la fonction sous 'intégrale est équivalente

quand x — +00 a
€ 1-1/a .

— ~ I 3

rl/a
lintégrale () est donc finie si et seulement si 1 — 1/a < —1, ce qui correspond &4 0 < a < 1/2.
Compte tenu de I'égalité f, = fi/q, la réponse finale a la question de I'intégrabilité de la
fonction x — = f,(x) est la suivante : il faut et il suffit que 0 < a < 1/2 ou 2 < a,

a €]0,1/2[U]2, 4+o0].
Etudions maintenant la fonction y € R — go(y) pour a # 1; la fonction sous l'intégrale,

h(z,y) = fa(x)cos(zy),

vérifie les propriétés suivantes : pour tout x fixé, la fonction y € R — f,(x) cos(xy) est continue,
et h(z,y) admet la majoration

\h(@,y)| = |fa(z) cos(zy)| < fa(z)
par la fonction intégrable f,, indépendante du parametre y. D’apres le théoreme du cours sur la
continuité des intégrales, la fonction g, est continue sur R.
On suppose ensuite o > 2 et on cherche a dériver g, ; on voit que la fonction h est dérivable

par rapport a y,

%h(:}:,y) = —x fo(z)sin(zy);

notons que cette dérivée dépend contintiment de y € R. D’autre part, on a la majoration de la
dérivée
|2 fo(z)sin(zy)| < |2|fa(z)

par une fonction qui est intégrable puisque a > 2. On en déduit que g, est de classe C! sur R, et

+oo
VyeR, g.(y)= —/0 z fo(z) sin(zy) da.

c¢. On pose pour tout x réel

2w
- dé
— iz cos(0) .
I(@) A ¢ 27

Montrer qu’il existe une série entiere Y a,x™ telle que J(x) = Z:i% anx™ pour tout x réel;

exprimer a,, sous la forme d’une intégrale ; vérifier que n!|a,| < 1 pour tout entier n > 0.

Solution. — En développant I’exponentielle en série entiere, on obtient
I(x) /2”<J§:O(imcos«9)") de
€Tr) = _— —_
0 ne0 n' 2

2



Pour intervertir intégrale et série, il suffit de montrer que

2 I |iz cos @™\ dé
I
0 — n! 27

ce qui est vrai puisque cette intégrale est dominée par

A Y A AR L U
Z =e =e" < +00.
0 "0 n' 27T 0 27T

On peut écrire par conséquent pour tout z réel

“+oo 27 /- “+o0
(icos®)™ do
J e _— n — n n
(=) ;::O(/O nl 27r)$ nz::a .
ou
" _/27r (icos®)" db
" Jo n! o’

et on peut majorer le module de a,, sous la forme

a |</2”|ic050|”d_9< 1 2”d9_ 1
-~ Jo

n! 2r — !l )y 27 n!

d. On pose pour s et t réels
F(s, ) = / o= @) 2 s t) qpdy.
Rz

Déterminer la valeur de cette intégrale double. Pour p > 0 et ¢ réel, montrer au moyen d’une
intégration en coordonnées polaires que

+o0 R
F(pcos(y), psin(p)) = 277/ e "2 J(rp)rdr.
0

Montrer que pour tout réel v > 0 on a I’égalité fooo e " J(2y/uv)du = e”". En déduire la valeur
des coefficients (ap)n>0 de la série entiére de la fonction J.

Solution. — Par le théoréme de Fubini,

F(S,t) — \/]Rz e—(m2+y2)/2+i(ms+yt) dzdy =

:/ efz2/2+ia:s efy2/2+iyt d{L’dy: (/ efa:2/2+ia:s d{L’) (/ e*y2/2+iyt dy),
R2 R R

qui est égal, d’apres le résultat rappelé au début du corrigé, a
V2me 52 ame /2 = o o (TH)/2 = F(s,t).

Si on passe en coordonnées polaires en posant x = rcosf, y = rsinf, on obtient

“+oo 27
F(,OCOS ©, psin QO) — / efr2/2 (/ elrp(cosecos p+sin @ sin @) d9>7’d7‘.
0 0

Pour l'intégrale intérieure, on voit au moyen des formules de trigonométrie que
27 ) ) ) 27 )
/ elrp(cosecos @+sin 0 sin ) do = / elrpcos(efgo) d9,
0 0
et comme la fonction de @ sous l'intégrale est 27-périodique, on a que

27 2m—p 27
/ eirpcos(efgo) do = / eirpcosu du = / eirpcosu du = 27TJ(7’p)
0 0

—¢

3



On termine le calcul en écrivant
+oo 5
F(pcosy, psiny) = 271/ e "2 J(rp)rdr.
0

En comparant a la premiere expression donnée pour F(s,t), on obtient

. +o0
o P2 = F(pcosjf’sm@) - / ¢ 12 J(rp)r dr.
™ 0

Posons finalement u = r2/2 et v = p?/2, de sorte que 72p? = 4uv, et

+oo
e V= / e v J(Z\/ﬁ) du.
0

On a donc pour tout v > 0

too +o0
/0 e (Z G, (2@)“) du=e"".

n=0

Si on peut justifier I'interversion, on écrira

+oo +00 +oo k Kk
n, n/2 —u, n/2 _ (_1) v
nEZO an2"v (/0 e “u du) = E T

k=0

2 on obtient une égalité entre deux séries entieres en w,

+i:.o a 2n( Toe e un/2 du),wn _ io (_1)kw2k
>, 2

Si on pose v =w

pour tout w > 0, ce qui entraine ’égalité des coeflicients, et comme la série a droite définit une
fonction paire, on déduit que asp,41 = 0 pour tout p > 0; quand n = 2p, le coefficient de w™ est
égal a

o [ 2 (=1)”
azp?2 p/ e " uf du = ag,27p! = o
0 .

et donc
(=P

220plp!

agp

L’interversion série-intégrale est justifiée par le fait que la fonction S, égale a la somme de
la série des modules des fonctions, est intégrable (on utilise la majoration de |a,| trouvée a la
question c¢),

+oc = . o IR oy
/0 S(u)du—/o (T;)e la,|(2v/uv) )du§/0 e (Z 7) du =

n!
n=0

“+oo “+oo
= / e U2V qq, < / e U2V qy = 22 < 00,
0 0

ot on a utilisé que 2y/uv < u/2 + 2v (développer le carré (1/u/2 — v/2v)?).

— FExercice I —

— Dans tout I'exercice, on considére un espace de probabilité (0, F,P); on désigne par 7 la
probabilité gaussienne centrée réduite sur (R, B), définie par dvy(z) = (27)"1/2e=*"/2 dz.



Premiére partie
a. Si (Ag)r>0 C F est une suite d’événements telle que Zk>0 P(Ay) < 400, montrer que
[ (X 14.0)) aP) < oo
2 k>0

montrer que pour P-presque tout w € €, il existe un entier ko(w) tel que pour tout k > ko(w),
on ait que w ¢ Ay.

Solution. — D’aprés le cours, on peut toujours intervertir intégrale et séries dans le cas de
fonctions mesurables positives, donc
/(ZlAk )) dp( Z/lAk JdP(w) = 3" P(Ay) < +oc.
k>0 k>0 k>0

Puisque la fonction mesurable f > 0 définie sur §2 par
Z 1 Ak O —|-OO]
k>0

a une intégrale finie, il en résulte que f(w) est fini pour P-presque tout w € Q, c’est-a-dire que
I’ensemble
N={weQ: f(w) =+o0}eF

vérifie P(N) = 0. Quand w ¢ N, on a
Z 1Ak < +00,

k>0
et comme les termes de cette série numérique valent 0 ou 1, la convergence de la série numérique
impose que le terme général soit nul pour k£ assez grand, dépendant de w :

pour tout w ¢ N, il existe un entier ko(w) tel que k& > ko(w) entraine 14, (w) = 0, ce qui
signifie que w ¢ Ay pour k > ko(w).

b. On considére la fonction F définie sur [0, +oo| par

Py oo _2jp dt
F(z) 5 € /m e NGT:
Calculer F(0) et lim,_, o~ F(x) ; étudier la variation de F sur [0, +oo[ et en déduire que F(x) > 0
pour tout x > 0. Si G est une variable a]eatmre de loi vy définie sur ), montrer que pour tout
nombre réel t >0, on a P(|G| > t) < e~t*/2,

Solution. — Pour x = 0,

1 oo 2 dt 1 2 dt
FO)=-— eft/2—:—(1— eft/z—):(),
0) 2 /0 Vor 2 R V2o

et la limite de F(x) quand = — +o00 est nulle,

dt
lim e */2=0= lim —t7/2 |
T—+00 z—+oo [ DY s
Par ailleurs,
1 2 T 1 2
Fl(z)= ——ze® /24 —z2/2 (__ i ) —*/2,
( ) 2 V 2m 2 2T

qui est > 0 pour 0 < z < zp := +/2/m, et négatif ensuite. La fonction F croit de F(0) = 0 a
F(zg), et ensuite elle est décroissante avec limite nulle & U'infini. Il en résulte que F(x) > 0 pour
tout & > 0, ou encore
/*OO /2 dt <1 1 2 a s
v Vo T 2
Pour la variable aléatoire G de 1’énoncé, et pour ¢ > 0,

Foo 2 dS
PG>t:2PG>t:2/ e 5 /2 <et/2,
(1G] > 1) ( ) t NeT:



c. Sit est réel et si Xq,...,X,, sont des variables aléatoires réelles définies sur €, montrer que

P(max(Xy,...,X,) >t) < zn:P(Xj > ).

Solution. — On a

{maX(Xl,... ,Xn) > t} = CJ{XJ > t}

d’ou le résultat, puisque la probabilité d’une réunion finie d’événements est majorée par la somme
des probabilités.

— Dans toute la suite de I'exercice on désigne par (G, ),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes définies sur §2, toutes de loi ~v; on rappel]e que la fonction caractéristique des
variables aléatoires G; est donnée par ¢g,(s) =e™* */2 , pour tout s réel et tout j > 1.

d. Siaq et as sont deux nombres réels, déterminer la fonction caractéristique de a1 G1+asGo. Sin
est un entier > 1 et si les coefficients réels cq, ..., c, sont tels que c% + -+ ci = 1, montrer que
la variable aléatoire G = ¢1Gy1 + - - - 4+ ¢, Gy, est de loi . Pour tout t > 0 et pour tous coefficients
réels ay, . ..,a,, montrer que

P(‘jzn;ajG

Solution. — On a pour Y = a1G1 + a2Go
SOY(t) — EeitY — E(eitalGl eitagGg) :

comme G; et Gy sont indépendantes,

n 1/2
() )=t

Jj=1

SOY(t) — Eeitale Eeita2G2 — eftzaf 2e7t2a§/2 — ef(aerag)tz/Q )

On calcule de la méme fagon quand G = " =1 ¢Gj et SN =1,

J=1"3
2 2
@G(t) — Eeltchl Eelt02G2 B .Eeltc"G" — e—(cl+---+cn)t /2 _ et /2’

ce qui montre que la loi de G est égale a ~ (la fonction caractéristique détermine la loi).
SiY = ZJ 1a;Gj, soit o > 0 tel que o? Zk 1 ak ; dans le cas ¢ > 0 considérons

¢j = aj/(z ai)m =a;/o;

ces coefficients (c;) vérifient Z] L 12 = (ZJ 1 J)/a =1,donc Y/o = 2?21 ¢;Gj est de loi 7.
Ainsi,

n n 1/2
P ] > (X)) =P(¥I > t0) =P(V/ol > ) <.
j=1 j=1
Le cas 0 = 0 est évident : quand o = 0, tous les coefficients a; sont nuls, Y = 0 et

P(Y| >to) =P(|Y| >0)=0<e /2.

Deuxiéme partie

— Pour tout entier k > 0, pour tout w € 2 et tout x € [0,27] on pose
. o
o= Y G ) = max{ | (3 )] 0 < < 47
2k {n<2k+1 n
et Mp(w) = max{|G, ()| : 2¥ <n < 281}

On fixe un nombre réel ¢ > +/21n 2, de sorte que 2 e=/2 < 1.



a. Vérifier que sz<n<2k+1 n~2 < 27F. Montrer que pour tout x fixé,
P({w € Q:|fu(z,w)]| > 2cVE27H/2}) < e 2k,

Montrer que pour P-presque tout w € €, I'inégalité Fy(w) < 2¢VkE27%/2 est vraie pour k assez
grand (assez grand dépendant de w, c’est-a-dire qu’il existe un entier ko(w) tel que I'inégalité soit
vraie pour tout k > ko(w)).

Solution. — On note qu'il y a 2 termes dans la somme

2. n”

2k <n<2k+1

et chaque n~2 dans cette somme est < (2¥)72 = 47%. La somme est donc < 2¥4=F = 27K,
Pour z fixé, 'expression fi(z,w) est une combinaison linéaire de gaussiennes indépendantes,
et les coefficients a,, = sin(nx)/n de la combinaison linéaire vérifient

1 2
2im X (P e Y oarent

2k {n<2k+1 2k {n<2k+1

(on choisit la racine o, ) positive ou nulle, 0 < o, < 2—k/ 2). D’apres la question 1.d, on a pour
tout ¢ > 0 que

P(|fi(z,w)] > 2752t) < P(|fu(w,w)| > o0 pt) <e /2,
et si on choisit ¢t = 2¢vk on obtient le résultat voulu
P(|fu(z,w)| > 2cVk27F/?) < o2

La variable aléatoire Fy, est le sup des 4 variables aléatoires w — fj (zj,w), ot z; =27 4~k
et 0 < j < 4F; en utilisant simplement I'inégalité e=c’/2

précédente pour chaque fi(x,w) on obtient que

< 1/2, la question 1.c et l'estimation

P(F), > 2eVk2752) < N7 P(|fulay,w)| > 2eVk27H/2) < 4be 2k < gl = 92k

0<j <4k

qui est le terme général d’une série convergente. D’apres la question I.a, on déduit que pour
presque tout w, il existe un entier ko(w) tel que I'événement Fj(w) > 2¢vk27%/2 ne se produise
plus pour k > kg(w) : on a alors

Fr(w) < 2eVE27F/?
pour k > ko(w).

b. Vérifier que P(My, > t) < 28P(|Gy| > t) pour tout réel t > 0. Montrer que pour P-presque
tout w € Q, 'inégalité My,(w) < cVk est vraie pour k assez grand.

Solution. — D’apres la question I.c, on a

POM,>t) < Y P(Gn|>1),

2k Ln<2k+1

et comme toutes les variables aléatoires G,, ont la méme loi que la variable aléatoire G on obtient
linégalité P(My, > t) < 28 P(|G| > t). Dans le cas ot t = ¢k, on déduit de 1.b que

P(Mk > C\/%) < 2k efCQk/2 = (2 eiCZ/Q)k = ak7

avec a = 2e~%/2 < 1. La série & termes positifs > P(My, > c¢vk) < > a” est donc convergente.
Le résultat découle de la question I.a (Borel-Cantelli).



c. Vérifier que ‘fk(a:,w) = fk(y,w)‘ < 28My,(w)|x — y| (utiliser |sinu — sinv| < |u —v|). Montrer
que pour P-presque tout w € €, il existe un entier ko(w) tel que pour tout k > ko(w), on ait que

Vz,y € [0,27], !fk(m,w) — fk(y,w)‘ < C\/E2k|a; —yl.

Solution. — En utilisant I'indication sur les sinus, on obtient que

sin(nz)  sin(ny)

frlww) = o) < 0 (Gl |2 | <
2k<n<2k+1
<Y G Je -yl < 2My(w)lw g,
2k Cn< 2k +1

Pour presque tout w on aura My (w) < cVk pour k assez grand, donc

| fr(z,w) = fre(y,w)| < 28My(w) |z — y| < 2%eVE|z —y).

d. Montrer que pour P-presque tout w € (), I'inégalité
max{|fk(x,w)\ rx € [0, 27T]} <Fp(w)+ 214k e/ k2"

est vraie pour k assez grand. En déduire que pour P-presque tout w fixé, la série de fonctions de
terme général x — fi(r,w) a pour somme x — >, fx(z,w) une fonction continue sur [0, 27].

Solution. — Commencons par rassembler en une seule les informations presque siires obtenues
dans les questions précédentes : il existe un ensemble N € F tel que P(N) = 0 et tel que pour
tout w ¢ N, il existe un entier kg(w) vérifiant les deux propriétés suivantes :

— pour tout k > ko(w) on a, pour tous y1,ys dans [0, 2], la majoration
| iy, w) = fu(ya, w)| < eVE28 |y — yal.

— pour tout k > ko(w) on a Fy(w) < 2cvE27F/2,

Fixons w ¢ N et k > ko(w). Si z est donné, quelconque dans l'intervalle [0, 27], il existe un
point x; = 27j 47F tel que v <w<uwj+ 274=% donc

[fr(z, )| < [fe(zy, w)| + [ fe(z),w) = fr(z,w)] < Fr(w) + [fr(z),w) = fe(z,w)] <
<2eVE2TR2 4 eVE2R |2 — 1)) < 2eVE2TR? 4 V2R 2maE
Comme z est quelconque dans [0, 27], on déduit que
v (w) = max{|fr(z,w)| : 0 <z < 27} < 2eVEk27%2 4+ eVE2r27F < 10eVE27F/2,

et le dernier majorant est le terme général d’une série numérique convergente. Par conséquent,
la série ) wvi(w) converge pour tout w ¢ N : pour un tel w, la série des fonctions continues
x — fr(z,w) est normalement convergente sur [0, 27|, donc sa somme est continue.



