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Exercice I

On munit I'espace IR? de la tribu borélienne et d’une mesure yu telle que pour tout r € IR*T, les
ensembles Q, = {(z,y) € R?|z? + y* < r?} soient de mesure finie et u(Q,) = 7.r%. On considere la
fonction borélienne définie sur Q par h(z,y) = 2% + y>.

1) Construire une suite croissante (h,) de fonctions étagées et invariantes par rotation qui
converge vers h.

2) Calculer /Q hypdp. En déduire la valeur de . hdu.

Exercice 11
Soit (p;)iew une suite de mesures définies sur un espace mesurable (£2, 4) et (a;);en une suite
de réels strictement positifs.

1) Montrer que g = Y ;e it est une mesure sur (§2, A).

2) Montrer que pour f mesurable positive, puis pour f u-intégrable que: / fdu = Z Q; / fdu;.
@ ien /9
3) Appliquer la question précédente lorsque 2 = IN et y; = d,, (mesure de Dirac au point z;).

Exercice III
Soit (€2, A, 1) un espace mesuré et f,g: Q — [0, +0oc| des applications mesurables et positives.
Démontrer que:

1) sil'intégrale /fdu < 400 est finie, alors f est p-pp finie (c-a-d p({f = +oo}) = 0);
2) lintégrale / fdu est nulle si et seulement si f est p-pp nulle;

3) si f=g ppp,alors / fdp = / gdy;
4) si f et g sont seulement mesurables, égales p-pp , alors f est intégrable si et seulement si
g l'est et dans ce cas /fd,u = /gd,u.

Exercice IV Intégration par rapport a une mesure-image

Soit ¢ : (X, A, u) — (Y, B) une application mesurable.

1) Sif:Y — [0,+00] est mesurable, on a: /de(qﬁ(,u)) = /X(f o ¢)dp.

2) Si f est seulement mesurable alors f € L (Y, B, ¢(u)) si et seulement si fop € L(X, A, p).
Dans ce cas on a: /Y fd(o(p)) = /X(f o ¢)dju.

3) Application: Soit ¢ une fonction intégrable sur ([0, 1], B([0,1]), A) ou A désigne la mesure de
Lebesgue sur [0, 1]. Montrer que /[ }g(t)d/\(t) = /[ ]g(l —u)dA(u).
0,1 0,1

Exercice V
Soit p une mesure finie sur (€2,.4) et f une application mesurable finie p-presque partout.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

a) f est p-intégrable. b) , |fldu — 0.

{IfI>n oo

&) Y nu({n < [f] <n+1}) < +oo.  d) X p({lf] > n}) < +oo.

n>1 n>0



Exercice VI
Soit f une fonction mesurable positive sur (€2, A, 1). On définit v : A — [0, +00] par

= /Afdu ::/Qf - 14dp, pour tout A € A.
1) Montrer que v est une mesure sur (£2,.4) (la mesure de densité f par rapport a pu ).
2) Montrer que si g :  — [0, +00] est une fonction mesurable positive,/Q gdv = /ngdu.
3) Montrer que si g : 2 — IR est mesurable, alors g est v-intégrable si et seulement si fg est
p-intégrable et dans ce cas, on a /Q(fg)d,u = /di(y)

4) Montrer que tout ensemble N p-négligeable est v-négligeable (on dit que v est absolument
continue par rapport a p est on note v << p.)

Exercice VII
Soit f: (IR, B(R) — (IR, B(IR)) une fonction intégrable. On note A la mesure de Lebesgue sur

b
IR. Pour a € R, on pose: F(b) = / f(z)d\(z), avec la convention

/ Fl@)dA (@ / F(a)d\(x
afin que la relation de Chasles (i.e. F(b) — F(c) = / f(z)dX(z)) soit satisfaite.

1) Montrer que F' est continue sur IR.
2) Montrer que si f est continue en b, alors F' est dérivable en b.

3) Montrer, réciproquement, qu’une fonction de clazsse C! est I'intégrale de sa dérivée.

Exercice VIII
Les fonctions suivantes sont elles Lebesgue-intégrables sur IR?

2) g qroy(r)  b) x(x£0) = 1ilay) ) w(x#£0) — sin(l/z)

0 — 100 0 — 100
Exercice IX
1) Montrer que pour tout a > 0 on a: / (1— E)"xa_ld)\(av) — e Tt ().
[0,n] n n—+0o00 JIR+
2) Etudier lirf (1+ E)"e_‘”d)\(x) dans les cas a > 1 et a < 1.
n—-+00 J[0,n2] n
Exercice X
Etudier:
+oo ]
1) lim Me_x cos zdz.
n—+o0 Jo n
11 +oo ]
2) lim T dr et lim R dx
n—too Jo (14 x) n—too J1 (14 x)

Exercice XI
On se place sur 'espace E = [—1, 1] muni de sa tribu Borélienne B et de la mesure de Lebesgue .
On considere pour n > 1 la suite de fonctions définies sur E par f,,(z) = n.1j5 1)(x) —n.1_1 ().

1) Montrer que (f,) converge A-pp vers une fonction f.

2) a — ? i ?
) A-t-on: /fnd)\ vt [E\fnydAnjm/EmdA.

n—-+oo

m)/E| fo=flX — 07 iv) VAeB/fnd)\ ., /def

n——+00
b) Peut-on appliquer le théoreme de Lebesgue (de convergence dominée)?



