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Exercice 1
Soit £ = [0,1] x [0, 1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.

2 _ 2

1) Soit f : E — R définie par f(z,y) = M si (z,y) # (0,0), f(0,0) = 0.

En remarquant que —( - ) = vy calculer / (/ f(z,y)d\(x))dA(y), puis
4 € 5z 22+ y2 (224 y2)?’ [0,1] J[0,1] Y b

/[0,1}(/[071] [, y)dA(y))dA(z).

1 1
(:1:—5)_3 si0<y< \x—i\
0 sinon.

3) On munit maintenant un des intervalles [0, 1] de la mesure u de comptage. Calculer

/ (/ hdX)dp, et / (/ hdp)dXA ou h(z,y) =1si z =y et h(z,y) = 0 sinon.
[0,1] J[0,1] [0,1] J[0,1]

4) Montrer que f, g, h sont mesurables, et expliquer pourquoi le théoréme de Fubini ne
s’applique pas.

2) Méme question avec g : E' — IR définie par: g(z,y) = {

Exercice II intégration par parties

Soient 1 et us des mesures finies sur (IR, Br) de densité f et g par rapport a la mesure
de Lebesgue. On note F(x) = puy(] — o0, z]), G(x) = pa(] — oo, z]).

Soient Ay = {(z,y)la <y < x < b}, et Ay = {(x,y)la <z <y < b}. En considérant de
deux manieres différentes la quantité (p; ® p2) (A1 UA,), établir la formule “d’integration par
parties”:

FO)GE) - Fla)Gla) = [ F@la@)d\@) + [ G f@)irm)

[a,b]

Exercice II1

Soient (E, A, 1) un espace mesuré o-fini et f: £ — IR une fonction mesurable.

1) Montrer que I'application g : E x IR — IR? définie par (z,t) — g(z,t) = (f(x),t) est
A ® B(IR)-mesurable. En déduire que le sous-ensemble suivant de E' x IR, appelé graphe de
f, est mesurable:

G(f) ={(z,1) € ExR; f(x) = t}.

2) Soit (z,t) € E x IR. Vérifier que 1g(p(2,t) = 1) (t) et en déduire la valeur de
1 ®NG()).

3) En réciproque a la question (1), montrer que si f est positive et le sous-ensemble de
E x R défini par Hyp(f) = {(z,t) € E x R;0 <t < f(z)}, appelé hypographe de f, est
dans A ® B(IR), alors f est A-mesurable.
(Indication: Montrer que Hyp(f){z € E;(x,t) € Hyp(f)} est mesurable.)

Exercice IV
1) Montrer que la fonction f : [0,1] x Ry — IR définie par f(z,y) = e Ycos(zy) est

intégrable pour la mesure de Lebesgue.
1

241

+oo
2) Montrer que, pour tout x € IR, / e Yeos(xy)dy =
0

+o0 1
3) Calculer / eV %dy.
0 y



Exercice V

d
1) Pour z € R, calculer / v
R 22 + y?
2) Soit f: IR — IR une fonction telle que la fonction = +— f(z) soit intégrable. Montrer
x
que pour tout y € IR, la fonction z +— Z :_x) est intégrable.
Z y?
3) Pour y € IR*, posons g(y) = 5 :_) dx et g(0) = 0. Montrer que g est intégrable
R 22 + 12
et que / g(y)dy = @dx.
R R ||

Exercice VI

+00
1) a) Calculer / sint-e “du pour t > 0. Appliquer le théoréme de Fubini pour calculer
0

+% sint T
I'intégrale impropre (de Riemann) / Td 5
0
A T7a: 5 . , . . , . +oo Sin2t T
b) A T'aide d’une intégration par parties, en déduire / tTdt =3
0

+o0o
2) a) Soit t €]0, 4+00[. Sachant que / e dr = \/27? montrer que l'application (z,y) —
0

exp(iz — xy®) est Lebesgue intégrable sur ]0,¢[x]0, +o00[. Etablir alors les égalités suivantes:

t —+o0
ﬁ/ cosxdx:/
2 Jo x 0

VT /1t smx +oo

oo ¢~ (32 cos t — sint)
yt+1

dy;

+oo e~ (42 sint + cost)
yt+1

dy.

dx ainsi

b) Etablir la convergence des intégrales impropres /
0

ﬁ /+OO Cosxdm _ /+OO 4y2 dy’
2 Jo NS o y*+1

100 cosx +o0 gin
T e
0

Nz v

que les égalités:

“+oo +o00 1
\/_ smx dp — dy.
o yt+1
Au moyen du changement de varlable y=-e" appliqué al+Jetal—J, calculer les intégrales:
+o00 2
Y
1= Sy et J = / dy.
o yt41 Y yt+1 Y
+oo
¢) En déduire les valeurs des intégrales impropres (dites de Fresnel) / cos 22dx et
0

+oo 9
/ sin z°dx.
0

Exercice VII
Calculer I'intégrale / (y —z)d\(z,y) ou D = {(z,y)[1 <ay <4,0<2zx<y,z+y<8}
D

(Indication: Poser u = \/ry,v = Tty et utiliser Fubini). rep 24 — 7v/2).




