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Exercice I
Soient P = {(x, y, z) ∈ IR3 | x = 0, y ≥ 0} et A un borélien de P . On note Ã le sous-

ensemble de IR3 engendré par la rotation de A autour de l’axe Oz. Montrer que Ã est borélien

et que λ(Ã) = 2π
∫
A
ydydz.

Calculer le volume du tore Ã associé à A = {(0, y, z) | (y − a)2 + z2 ≤ r2} où a > r > 0.

Exercice II
Soit f :]0,∞[→ IR définie par f(t) =

∫ ∞
0

exp(−t(x− 1)2)dx.

1) On pose In =
∫ ∫

IR2
exp(−n(x2 + y2 − 1)2)dxdy, (n ∈ IN∗). Calculer In au moyen de f

et lim
n→∞

In.

2) Soit h une fonction continue bornée sur IR2.

Calculer lim
n→∞

√
n

∫ ∫
IR2
h(x, y) exp(−n(x2 + y2 − 1)2)dxdy.

Exercice III
On pose Ω = {(x, y) | x > 0, y > 0, 1 < x2 + 4y2 < 4}, G = {(x, y) ∈ Ω | y < x},

Ω′ = {(x, y) |1 < x < 4, y > 0} et G′ = {(x, y) ∈ Ω′ | y < 1}.
1) Trouver un C1-difféomorphisme T : Ω→ Ω′ tel que T (G) = G′.

2) Soit f : IR2 → IR2, f(x, , y) =
x2 − 4y2

4x2
si x 6= 0, f(0, y) = 0. Montrer que f est

borélienne intégrable sur G et calculer l’intégrale. La fonction f est-elle intégrable sur Ω?

Exercice IV

Soit f :]0,∞[→ C telle que x 7→ f(x)

1 + x2
soit λ−intégrable.

1) Montrer que la fonction g :]0,∞[→ IR, g(u) =
∫ ∞

0
f(x) exp(−ux)dx est continue.

2) Pour 0 < a < b, montrer que, si Ia,b =def

∫ b

a
g(u) sinu du, on a

Ia,b =
∫ ∞

0
f(x)

∫ b

a
sinu exp(−ux)dudx.

3) Montrer que lim
a→0,b→∞

Ia,b =
∫ ∞

0

f(x)

1 + x2
dx.

Exercice V
Soient (Ω, T , µ) un espace mesuré σ−fini et f : Ω→ IR+ une fonction mesurable.

On rappelle que le graphe et l’h́ypographe de f sont T ⊗ B(IR)-mesurables. Montrer que,

pour p ≥ 1, on a
∫

Ω
fpddµ = p

∫ ∞
0

yp−1µ({x | 0 ≤ y ≤ f(x)}dy.
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Exercice VI
1) Montrer que la mesure image de λn par l’application φ : IRn → IR+, x 7→ ‖x‖ est la

mesure de densité t 7→ ant
n−1 (où an est une constante) par rapport à la mesure de Lebesgue

sur IR+.
2) Montrer que, sur IRn, on a :∫

{x | ‖x‖≤1}

dx

‖x‖α
<∞ si et seulement si α < n

∫
{x | ‖x‖≥1}

dx

‖x‖α
<∞ si et seulement si α > n.

Exercice VII
Soient f, g les fonctions définies par :

f(x) =
1

π
√

1− x2
1|x|<1, g(x) = x exp(−x

2

2
)1x>0.

On veut calculer
∫ ∫

P (a)
f(x)g(y)dxdy où P (a) est l’ensemble des couples (x, y) tels que xy ≤ a.

On commencera par faire le changement de variable (x, y) 7→ (z, y) = (xy, y) puis on posera

u =
√
y2 − z2.

Exercice VIII
Soient a, b tels que −1 < a < b. Montrer que la fonction f(x, y) = yx est intégrable dans

le rectangle a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ 1. Calculer l’intégrale
∫ 1

0

yb − ya

ln y
dy.

Exercice IX
Calcul du volume de la boule euclidienne unité
Soient n ≥ 1 et Vn le volume de la boule euclidienne unité Bn définie par

Bn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ IRn, x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1}.

1) Calculer V1 et V2.

2) Soit n ≥ 3. Etablir que Vn =
2π

n
Vn−2. On remarquera que

(x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1)⇐⇒ (x2
n−1 + x2

n ≤ 1 et x2
1 + · · ·+ x2

n−2 ≤ 1− x2
n−1 − x2

n).

3) En déduire Vn =
π

n
2

Γ(n
2

+ 1)
.
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