Exercice 0.1. L’ensemble N des applications de N dans N n’est pas dénombrable.

Exercice 0.2. Soit E et F' des ensembles. On suppose qu’il existe une injection de E dans
F etune injection de F' dans E. Il existe alors une bijection de E sur F' (Cantor-Bernstein).

Exercice 0.3. Soit f: N x N — N définie par

(x+y)(x+y+1)
2

fxy)=
f est bijective.

Exercice 0.4. Soit E un ensemble, F = P (E). Montrer qu’il n’existe pas de bijection
entre £ et F.

Exercice 0.5. Soit A une partie [au plus] dénombrable de R?. Montrer que, pour tous
points M et N de A, il existe un segment brisé joignant M et N et contenu dans A€.

Exercice 0.6. Soit f : |a,b| — R une fonction monotone. Montrer que f est réglée et que
I’ensemble de ses discontinuités est au plus dénombrable.

Exercice 0.7. Soit E un ensemble ; on définit I’opération A suivante sur P (E) (différence
symétrique) :
V(A,B) € (P(E))*, AAB=(AUB) — (ANB).
Montrer :
V(A,B) € (P(E))*, AAB = (ANB) U (BNAS) = BAA.
V(A,B) € (P(E))?, (AAB)° = (ANB) U (AN B).
V(A,B,C) € (P(E))*, (AAB) AC = AA (BAC).
JIX CEavecVACE, AAX =XAA=A.(R: X =0).
VACE, A CE, AN =A'AA=X.(R:A' =A°);
N est distributive par rapport a A.
Caractériser les éléments de AABAC (Une réponse : AABAC = {14 + 1+ 1¢ impair}).

Exercice 0.8. Soit f : E — F. On définit une application f, : P(E) — P (F) par :
SIACE, fu(A)={yeF|IxecA y=f(x)}
et une application f*: P (F) — P (E) par :
siBCF, f*(B)={x€E|f(x)€B}.

f* est aussi notée £

Montrer que f, est injective (resp. surjective) si et seulement si f est injective (resp. sur-
jective). Quelle(s) condition(s) doit vérifier f pour que f* soit injective (resp. surjective) ?

Exercice 0.9. Soit pour n € N,

1
A =/ (1—x2)"dx.
0

A T’aide d’une intégration par parties, établir une relation simple entre J, et J,_;. En
déduire la valeur de J,,.



Exercice 0.10. Soit a, b € N* et P, (X) = LX" (bX —a)".

1) Montrer que pour tout k € N, P,Sk) (0) e Net P,Sk) (4) eN.
2) Montrer que la suite

T
Un:/ P, (x)sinxdx
0

tend vers 0 quand n tend vers oo.

3) On suppose T = 3. Montrer que U, est un entier pour toute valeur de n. Conclusion ?

Exercice 0.11. Soit, pour f € C([a,b]) || f|| = supye[qp) |/ (x)]. Montrer : pour y € IR ([a, b]),

b b
SupfeC([a,b])Jfgl/a llf(x)f(x)dXZ/a [y (x)|dx

(Indication. Le montrer d’abord pour ¥ en escalier).

Exercice 0.12. (Polynomes de Laguerre)

1) Montrer la convergence, pour tout n € N de / e 't"dt.
0

2) Soit j € N ; montrer que ’ensemble E; des polynémes P € R [X] vérifiant

/ e '"t/P(t) dt =0
0

est un sous-espace vectoriel de R [X].

3) Soit L,, un polynéme de degré n tel que : / e 'L,(t)dt=1et
0

V1< j<n, / e "t/L, (1) dt = 0.
0

a) Calculer L; et L,.
b) Soit R, un polyndme de degré n tel que :

VOgjgn,/ e*tthn(t)dt:().
0

Montrer : / e 'R2(t) dt ; en déduire : R, = 0. En déduire I’existence et ’unicité de L,
0

pour tout n € N*,

b/) Montrer : L, (1) = et% (e7'1").

¢) Montrer que / e """, (1) dt £ 0
0

Indication. On pourra montrer que 1’on aurait sinon : / e "tL2(t)dt =0 ..
0

4) Montrer :
V2 < j<n, / e 'L (1) t/dt = 0.
0

Calculer / e 'L (t)tdt et / e 'L (¢) dt en fonction de P, (0).
0 0
5)Soit S,—y =L, — L] | +L,_. Vérifier :

v1§j§n,/ e 'S,_1 (1) dt = 0.
0



En déduire : / e 'S2  (t)t/dt =0et S, = 0. Démontrer alors que :
0

/
L,=-1 _Zlgjgn—lLJ"

Calculer L, (0). Retrouver ’expression de L. Calculer L3 et Ly et le terme de plus haut
degré de L,.

6) Les polyndémes {XL,_,L,1,...,L1,1} forment une base de I’espace des polynémes
de degré au plus n. Montrer qu’il existe des scalaires o, 3, et ¥, (que ’on calculera) tels
que :

Ly, =0, XLy—1+ ﬁnLn—l + YuLln—2-
R:Ly1=2n+1—x)L,—n’L, ).
En déduire les expressions de

Kn:/ e "L, (1) dt etln:/ e 2L, (1) dt.
0 0

7) Montrer :

(n)” sim=n

/Oooe—th(t)Lm(t)dt:{ 0 i sim#n |

8) Montrer : pour tout z € C avec |z| < 1, ¥,>¢ %Ln (x) = l%Zexp (—lx—fz)
9) Montrer : XL, =n L, —n*L,_j et XL+ (1 —-X) L, +nL, =0.

10) Soit pour m, n € N, m <n,

dm

s (Ln)

Montrer que L, ,, vérifie I’équation différentielle :

me:
2.1 / o
xy +(m+1—x)y +(n—m)y=0.
Montrer :

) 0 sin' #n,
/ e "Ly (1) Ly (1) dt = ()3
0

! s
(n——m)! Sin =n.

Exercice 0.13. Soit /: R, — R continue et telle que / = / f(¢)dt converge. Soita >0;
0

montrer que
J= / f ( ) dx
0

a2

L « —<x2+7) ® —x2 1
Application : Calculer | e x*/dx sachant [ e ™ dx= z\/ﬁ.
0 0

a2
x__
X

existe et que J = 1.

Exercice 0.14. 1) Soit « et B des paramétres réels. Montrer que la fonction g définie sur
|27, 2x] par

g(0)=oa
g(x) = L ix £ 0,

T X
ZSlni

est de classe C'. Que vaut g’ (0) ?



2) Soit f de classe C' sur |—27,27[. Montrer qu’il existe un réel C tel que :

VA €R, <C

l/onf(u) sinAudu

(on pourra intégrer par parties). En déduire

T
lim,l_m/ f(u)sinAudu = 0.
0

3) Montrer que pour tout n € N* et tout x € |0, 27|,
. (2n+1)x
! I
3 +Zl§k§ncoskx = 2sind
4) a) Donner une primitive de x — (0x+ fBx?) cosAx (at, B, A €R, A #0).
b) Montrer qu’il existe des réels a et b tels que

T 1
VkeN*,/ (ax+bx*) coskx = —.
0

k2
| T ) | T 5\ sin (2n42rl)x
c) Montrer que 2/0 (ax—+bx )dx+Zl§k§nk_2 :/0 (ax—+bx )wdx.

s . . 2
d) En déduire : hm,H(x,ZKKnkl2 =z,

VY
Exercice 0.15. Apres en avoir justifié I’existence, calculer pourn € N, T, = / S dx.
0

Exercice 0.16. 1) Soit ¢ : t — ¢ () une fonction numérique strictement positive, définie
sur |—1, 1], dérivable en 0. Montrer

s (35) -on(58)

2) Soit f une fonction numérique continue sur [0, 1], strictement positive.

i) Montrer que
1
tER = J (1) :/ (F () dx
0
est une fonction de classe C'.
1 1/t 1
ii) En déduire : lim,_; (/ (f (x)) dx> = exp (/ log f (x) dx).
0 0

Exercice 0.17. 1-i) Montrer : V(z,x) € ]0,1[ x [—1,1],
1—t < 1+tx< L+1
I+t~ 1—tx = 1—1¢

ii) En déduire que I’intégrale

1 1+1tx dt
F = 1
®) /o Og<1—tX)t 1—1¢2

est convergente pour tout réel x € [—1,1].

2) Montrer que F est continue sur [—1, 1].
3) Montrer que F est dérivable sur |—1,1].
4) Soit x € |—1,1[; calculer F’ (x). En déduire I’expression de F.



Exercice 0.18. Soit f : [a,b] — [0, 1] continue.
1) On suppose que sup,(, 5 f (x) = 1 et que {x € [a,b] | f (x) = 1} est fini.

b
Alors, / f"(x) dx— 0.
a

2) On suppose que {x € [a,b] | f(x) = 1} = a et qu’au voisinage de a, avec A > 0,

fX)=1—-2A(x—a)+o(x—a).

b oo
. n L — —x2 1
Montrer : \/ﬁ/a frx)dx = - ouﬁ—/O exp—x’dx (= 3y/7)
(pour le calcul de /, on pourra se reporter a I’exercice 0.19).

T

Exercice 0.19. (Intégrales de Wallis) Soit, pour n € N, [,, = / : sin” xdx ; montrer que
0

T

. 2
I’on a aussi [,, = / cos" xdx.
0

1) En faisant une intégration par parties, montrer :

1
n+I

VneN* [,.,= )
ne y dn+2 n+2n

2) En déduire les valeurs de I,. En particulier, (2n+4 1) by 15, = 5.

vy ontl Lig
3) Montrer : %2 = 1= “ i L.

4) En déduire : \/nb, = \/TE Compléter I’exercice 0.18.

Exercice 0.20. (Formule de Stirling) 1) Montrer que, pour tout n € N*,
n n+1
nlogn—n < / logxdx <logn! < / logxdx= (n+1)log(n+1) —n.
0 1

2) Montrer que, pour 0 < x < 1,

1. 1+x 1 [x dt 1,1 ¥
—1 —1=- —1€|x% = :
2 1 x x/o 1—1¢2 E} g [

3) Soit, pour n € N*, §, =log(n!) — (n+ 5) logn +n.

Calculer 6, — 6,41 (n € N¥) en fonction de 2n]T

1

— m)) est croissante

Utiliser 2) pour montrer que la suite (8, — lé—n)p] (resp. (6,
(resp. décroissante). B

4) En déduire qu’il existe une constante K avec,

0
n! =K't exp | —n+ 6(n) ,
12n

oﬁl—ﬁ <0(n)<l1 etK:/_me_iwzdw:\Qn'.

5) En utilisant (par exemple) I’exercice 0.19, montrer : kK = / e 2 dw = V27



Exercice 0.21. Calculer les limites des suites définies par
= Yicicnitr " = Yacken v 0% = 5 /(14 1) (0 +2) . (n+n)
Un |<k<nntk> Vn I<k<nVar@ StWn =5 n :

1
Exercice 0.22. Soit [, = / t"log (1 —|—t2) dt. Montrer : [, j 0.
0 n—reo

C

1
Soitce]o,l[,An:/t”log(1+t2)dt,Bn:/ t"log (1+12) dt
0 c

Montrer:% — 0.
n p—yoo

Exercice 0.23. Soit g deux fois dérivable sur [0, 1]. Soit, pour n € N*,

1 k 1

Montrer que ny, — %(g (1) —g(0)). Que se passe-t-il si on remplace 1’hypothese deux
fois dérivable par dérivable et concave ?

Exercice 0.24. (Intégrale de Poisson) a) Décomposer X" — 1 en facteurs premiers dans
R[X].
b) Soitae R—{—1,1} et

T
P(a):/ 10g(1—2acos@—|—a2) do.
0

Montrer que P (a) est bien définie et calculer P (a).

Exercice 0.25. A I’aide de sommes de Riemann, montrer que les suites ci-aprés convergent ;
en déterminer leur limite :

1 1 . 1 N o _
%Zlgkgn—ﬁ+ > f (%) Zlgkgn—2+cosk7” ou f est dérivable en O et £ (0) = 0.

b
Exercice 0.26. Soit f continue et strictement positive sur [a,b]. On pose I = / f(x)dx.
a
a) Montrer que, pour tout n € N*, il existe une subdivision {x;},-, de [a,b] telle que :
Xit1 1
Vi=1,..., n,/ fx)dx=—-1
Xi n

b) Soit u, = %Zl<k<nf (xy). Déterminer lim,, uy,.

Exercice 0.27. Soit f continue sur [a,b] et pour n € N*, 0 <k <n, x; =a-+ k’%. On
pose :

b b—a
= [P0 S,
a) Encadrer (u,) lorsque f est croissante sur [a, b].

b) On suppose f lipschitzienne sur [a, b]. Majorer |u,|.
¢) On suppose f de classe C! sur [a,b]. Donner un équivalent de u,,.

l—xcost ™"

/A
Exercice 0.28. Soit x € |—1,0[{U]0, 1[. On pose : I, (x) :/ cosnt_ g
0

a) Soit a € ]0, z[. Calculer / mdt puis Iy (x). En déduire I; (x).
0

b) Exprimer [, (x) + I, (x) en fonction de I, (x).
c¢) Déterminer une expression simple de 7, (x).



Exercice 0.29. Soit f positive, décroissante sur [1,o[, avec / f(t)dt = eo. On pose :
1

I":/l f@)de, Sp=3Y, i, f()-

Montrer que la suite (S, —I,;) est décroissante et convergente. En déduire : lim,, éi =1.

Exemple - Zlgjgn% —logn n:)w ¢ (constante d’Euler).

Exercice 0.30. Soit f continue sur [0, 1] et strictement positive. Montrer que Jlf est inté-

grable sur [0, 1] et que
</01f(x)dx> </01}(x)dx> > 1.

Exercice 0.31. Soit f: [0,1] — R de classe C! et T € |0, 1[. Etudier le comportement de

n (/Olf(f) dt — %Zogkgn—lf <k:T>)

Exercice 0.32. Soit f,g € IR ([a,b]). Si £ et 6 sont des marques de la subdivision

quand n — oo.

S={a=s50<s1 <.c.. <5 < $py1 = b},

ZOSjgnf (éj)g (9/') (Sj+1 —Sj) — /abf(t)g(t) dt.

Exercice 0.33. Soit f, g des fonctions réglées sur [a,b], a valeurs réelles, avec f décrois-
santeet 0 < g < 1.

b
Soit A = / g (t) dt. Montrer I’inégalité de Steffensen :
a

b b a+A
/ f(t)dt</f(t)g(t)dt</ f(t)dt
b—A a a
sauf lorsque g = 0 (ou g = 1) en tous les points ou elle est continue, auquel cas les trois
nombres sont égaux.
y
Indication. Dans 'intégrale / f(¢) dt, faire varier les bornes d’intégration.
X

Exercice 0.34. Soitx € [0,1]. On écritx = &+ ;2- +caveca, b€ {0,....9}  etc € [0, 5 -
On définit f: [0,1] — [0, 1] par

1
Montrer que f est intégrable. Calculer / f(x)dx.
0

Exercice 0.35. (voir aussi I’exercice 0.28) Soit z € C avec |z| > 1.
a) Calculer a I’aide de sommes de Riemann I (z) = [y’ Z_Cﬁdx.

cosnx
Z—COSX :

b) En déduire par récurrence I, (z) = /
0



1

Exercice 0.37. Soita, o >0et ®,(x) =4+ +. .+ L (xeR—[0,n]).

X—n

Exercice 0.36. Etudier la suite n € N* +— Z,, = 21 <k<n

a) Montrer que 1’équation @, (x) = o a dans |n, o[ une unique racine o,.
b) Montrer o, ~ —=2
n—oo

l—e "

Indication. Pour A € ]0,1[, on pourra chercher lim, ®, (%) en utilisant des sommes de

Riemann associée a ﬁ

_1 —Q 1
¢) Montrer : 0, — = — 3 (M)

l—e @

1Y 2 0l

Exercice 0.38. Soit y € R. Déterminer la limite de o

Exercice 0.39. Soit 0 < a < b et intégrable sur [0, b], continue en 0. Montrer que

bx b
~&dt 2 £(0) xlog;.

ax t X—U4

Exercice 0.40. Soit f et g réglées sur |a,b|, strictement positives. Montrer que les inté-

b b
grales / (ﬁ) (x)dx et / inf ( f, é) (x) dx sont de méme nature.
a a
Exercice 0.41. Soit a > 0 et f > 0, décroissante sur |0, oo[. On suppose
/ t%f (1) dt < oo.
0

Montrer que, pour tout x > 0,

[ rwar< (ﬁ)

Indication. Le démontrer d’abord pour f = ljg, (a > 0), puis pour une combinaison
linéaire a coefficients positifs de telles fonctions, puis passer a la limite.

o

/Owt“f(t) dt



