Exercice 0.1. Soit (,LL j)j ., une famille de mesures sur I’espace mesurable (X,X). On

définit pour A € X
(nguj) [A] =), milAl

Montrer que Y jc; i est une mesure sur (X, X).
Exemple : mesure de comptage (on peut prendre X = P (X)) :

xx = ZxEX 5x

ol &, est la masse de Dirac en x (6, [A] = 14 (x)).

Montrer que pour f > 0, /fd <Zjel‘uj) :Zjej/fduj.

(On le montrera d’abord pour f étagée, puis on reviendra a la définition d’une intégrale).

En particulier erxf (x) = /fdxX.
On rappelle que,

e pour une famille (&), cx de nombres de [0, ],

Zke[(ék = SUPHCK, H fini Zke 6k

e pour v mesure positive sur I’espace mesurable (¥,Y) et g fonction mesurable de (Y,Y)
dans ([0,0], B ([0,°])),

/ gdv = sup ( / ydv | v Y-mesurable étagée a valeurs dans [0,o0[ majorée par g) .

Exercice 0.2. Soit & € |0,0[; la série de terme général (_}x) n € N*) est convergente et
g " g

est absolument convergente si [et seulement si] oo > 1. Soit @, B € |0, 0] et pour n > 2,

B — (=D (=" * n 1
wyP _Zlgkgnq kP (=1) Zlgkgnflka(n_k)ﬁ‘

Pour ¢, B € ]1,0,

(ZnZl(;_}x)n) (anl (;_;3)") - anz ng,ﬁ_

Sia, B<leta+p>1,
_ 1 atp-1(1 1
= Zlgkgn—lka(n—k)ﬁ =n*P (521<k<n—1 (k)a(l_k)ﬁ)

~ no Bl /1 dx - 0
0 X% (1=x)P | neo

Exercice 0.3. 1) Soit s € |1,0[. La famille (n™*), .+ est sommable ; sa somme est notée
§(5)-

2) La famille (log (1 —n™")),,~, est aussi sommable, de méme que la famille (—log (1 —p~))
ou P désigne I’ensemble des nombres premiers. Soit
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Montrer —},cplog (1—p~) = ZpGT,nZl%pins = anl rl; o (ns).
3) Montrer que, si H C P est fini,

Hpeﬂ{ l—;p—Y = ZmeN(ﬂ-{) m=

ol N () est I’ensemble des entiers dont les facteurs premiers appartiennent a H. En

déduire
[Lep == =exp—) cplog(1-p7") =L (s).
4) Montrer, pour s > 1, les inégalités
e(s—1)o(s) < (s— I)Zn>2n_s <278(s+1);
* ZnEZ% @ (ns) < ZnZZ%z_ns <3;
el <(s—1)¢(s) <.
Montrer (s — 1) (50 2@ (ns)) — Oet1=lims1, (s—1){ (s) =limg1, (s— 1) @ (s).

S—>l+

q q
Exercice 0.4. On pose, pour p et g dans N*, u,, , = % (%) — Iﬁ (1%) .

Calculer Zp>1 (Zq>1”1’-,‘1) et Zq>1 (Zpﬂup’q). Conclusion ?

Exercice 0.5. Soit f: [0,1] x [0,1] — R telle que :

e Vx € [0,1], y— f(x,y) est continue ;

o VreQnlo0,1], x— f(x,r) est borélienne.

Soitn € N* et f,, (x,y) = f (x,0) +Zogk§2n_] Ligancxs (e 1)2-n) f (6, 6277).
Montrer que f;, est borélienne. En déduire que f est borélienne.

Exercice 0.6. 1) Soit, pour x € Ry, x = Zn c7*n2"" le développement [réduit] de x en
base 2. Montrer que, pour tout n € Z, x € Ry — &, (x) = x, € {0, 1} est borélienne. On
prolonge &, a R par &, (o) = 0 et on définit & = 1 (o).

2) Soit f: (X,X,u) un espace mesuré et f une fonction X-mesurable a valeurs dans

R . Montrer

=Y 2 "5 mE () = 1.

Exercice 0.7. Soit y une mesure sur 1’espace mesurable (X,X) ; une partie M de X est
négligeable s’il existe N € X, avec M C N et i [N] = 0. On désigne par N, (X) I’ensemble
des parties u—négligeables de X.

1) On désigne par X* la tribu & (X, Ny, (X)) ; montrer que

X ={AUM|AeX,MeN,(X)}.

2) SoitA, A" e X, M, M" e N, (X)avec AUM = A" UM’ ; montrer : u [A] = p[A'].

En déduire que I’on définit une application ft sur X* par
HAUM]=p[A] (AeX, MeNy).

Montrer que & est une mesure sur X* et que Nz (XH) =N, (X).
3) On dit que I’espace mesuré (E, £, V) est complet si Ny (€) est contenu dans E.



Montrer que (X, X", [r) est complet.
XH s’appelle la tribu complétée de X pour u ; 1’usage est de rebaptiser it en .

Soit f: X — R ; montrer que f est X*—mesurable si et seulement si il existe fy: X — R,
X-mesurable avec f = f, U—presque partout.

4) Soit X = [0,1], X la tribu borélienne de [0, 1] et A-la mesure de Lebesgue sur [0, 1].
Soit f une fonction une fonction Riemann—intégrable sur [0, 1] ; montrer que f est XA
mesurable et que I'intégrale de Riemann de f coincide avec 'intégrale (de Lebesgue)

fdA.
0,1]

5) Soit U une sous—tribu de X ; décrire la tribu u(()“ — (U, Ny (X)) engendrée par U
et Ny (X) ; c’est une sous—tribu de X, contenant la complétée de U pour il ; I’espace

mesuré (X ,u(()“ )’mu“‘)) est complet.
0

Exercice 0.8. Soit (H,H) un espace mesurable, M (H) I’ensemble des mesures positives
sur H ; pour € M (H), H* est la complétée de H pour pu et H* = ﬂ“eM(j{)ﬂ{“. Soit
(E,E) et (F,JF) deux espaces mesurables et f une application mesurable de (E, ) dans
(F,3).

1) Soit it une mesure positive sur (E, &) et pour BE ¥, f(u)[B] = p [~ (B)] ; montrer
que f (1) est une mesure positive sur F (mesure image de  par f).

2) Montrer : f~1 (%) C &*.

Exercice 0.9. Soit E un ensemble dont le cardinal est strictement supérieur au dénom-
brable.

1) Montrer que la plus petite tribu A sur E engendrée par les singletons est la classe des
ensembles qui sont, soit dénombrables, soit de complémentaire dénombrable. Dans le cas
E =R, comparer A a B(R).

2) Pour A € A, on pose m|A] = 0 si A est dénombrable, w[A] = 1 si A° est dénombrable.
Montrer que ceci définit une probabilité sur (E,A).

3) Décrire toutes les probabilités sur (E,.A).
4) Décrire toutes les applications mesurables de (E,A) dans (R, B(R))
Indication : on pourra montrer que, pour f mesurable, si

A =sup{x | {f < x} est dénombrable},
{f = A} est non dénombrable.

Exercice 0.10. Soit K I’ensemble triadique de Cantor, A la mesure de Lebesgue sur [0, 1]
et ¢ la fonction continue de K sur [0, 1] définie par :

Px)=) _ %2 "six=Y _ (2x,)3"etVn>1,x,€{0,1}.

1) Soit (A,),c une suite de parties de [0, 1]. Montrer :

¢ [Kﬂ (UneNA">] - UneN QKNA]

et que le complémentaire de @ [K NA] est la réunion de ¢ [KNA€] et d’un ensemble au
plus dénombrable.

2) En déduire que I’ensemble T des parties A de [0, 1] telles que @ [K NA] soit borélien est



une c—algebre qui contient les boréliens de [0, 1].

3) On définit sur la tribu B des boréliens de [0, 1] une fonction u par
uiAl=Alp[KNA]
Montrer que i est une mesure c—additive et que p [K] = 1 tandis que A [K] = 0.

Exercice 0.11. Soit P une probabilité sur (N, P(N)).
1) Montrer que J(IP) = {IP[A] | A C N} est un sous-ensemble compact de [0, 1].

2) Montrer que J(IP) est soit fini, soit a la puissance du continu (on admettra qu’un com-
pact métrique sans points isolés a la puissance du continu)

3) Montrer que si P[{n}] = 27"~! pour tout n, J(P) = [0, 1].

4) Montrer que si P[{n}] > P[{n+ 1}] pour tout n, la condition
Vi, P[{n}] <P[[n+1,00[]

est nécessaire et suffisante pour que J(P) = [0, 1].

5) Décrire toutes les probabilités telles que J(P) = [0, 1].

Exercice 0.12. Soit (Q, A, ) un espace mesuré ; un ensemble A € A est un p—atome si
W [A] > 0 et, pour tout B€ A avec BC A,ona tt[A—B] x u[B] =0.
On dit que la mesure u est diffuse (ou non atomique) si elle n’a pas d’atomes.

On dit que la mesure p est purement atomique si tout A € A avec p [A] > 0 contient un
u—atome.

On suppose dorénavant que U est une probabilité [ou une mesure bornée]

1) I existe une famille au plus dénombrable (A j)j ¢, de p—atomes deux a deux disjoints
telle que tout p—atome soit équivalent (i.e. €gal yu—presque sirement) a I'un des A ;.

C
2) Si Qo= (UJ,EJA j) , la mesure lg, - 1 est diffuse, la mesure lg¢ - 1L est purement
atomique.

Toute mesure positive bornée se décompose donc [de fagon unique] en somme d’une
mesure diffuse et d’une mesure purement atomique (étrangeres 1’une a I’autre).

3) Avec les notations de I’exercice 0.9, quels sont les atomes de la mesure 7 ?

Exercice 0.13. Soit (Q, A, P) un espace probabilisé non atomique(cf. exercice 0.12) :
VAe A, P[A]>0=3Bc A, BCAet0<P[B] <P[A].

1) Soit A € A avec P[A] > 0. Montrer qu’il existe B€ Atel que BC Aet0 < P[B] <e.

2) On pose, pour A € A, e [A] =sup{P[B] | BE A, BC A, P[B] <¢}.

Montrer :

i) P[A] >0< ue [A] > 0;

ii) Prouver qu’il existe une partition de Q en une famille finie d’éléments de A de proba-

bilités inférieures a €.

3) Pour tout x € [0, 1], il existe B € A avec P [B] = x.

4) 1l existe une fonction A-mesurable f a valeurs dans |0, 1], telle que I’image de P par f
soit la mesure de Lebesgue sur |0, 1].



Exercice 0.14. 1) Soit [P une probabilité sur (,.A).

a) Soit (A;), < j<p des éléments de A. Etablir la formule de Poincaré :

P [UlgignA’} :ZlgignP[Ai] _ZlgiqgnP [AiNA/] tot (=)' [mlgignAi_ )

b) Soit (A j)o <j<n des éléments de A. Montrer que la probabilité que seul Ag soit réalisé

est: P[Ag]— Y PlAoNA]+ Y, P[AOmA,-mA,-]+...+(—1)"P[Aom M Al -

1<i<n 1<i<j<n 1<i<n
c) Soit (A j)l <j<n des éléments de A. Montrer que la probabilité qu’un seul des événe-
ments Ay, ..., A, soit réalisé est :

ZlgignP [Ai] - 221§i<j§nP [Ai ﬂAJ’]

-1
+3Zl§i<j<k§n]P) [AiﬂAjﬂAk] + ...+ (_1)” nP [mlgiSnAi] .
2) Onprend Q = {1,...,n}", A = P(Q) ; P est la probabilité uniforme sur Q :

VoeQ, P{o}]=n".

Un point @ de Q s’identifie & une application de {1,...,r} dans {1,...,n}; il correspond
aussi placement [“naivement” au hasard, puisque PP est uniforme] de r boules (distin-
guables) dans n cases (distinguables) (r > n).

a) Quelle est la probabilité p,., pour qu’aucune case ne soit vide ? Plus généralement, soit
V le nombre de cases restées vides ; calculer, pour 0 < j < n, la probabilité de I’ensemble
{V = j}. velle est la loi de la variable aléatoire V égale au nombre de cases restées vides ?
b) On suppose 11 — oo, r (1) — co et ne~""/" — ) >0 . Montrer que Pr(n),n tend vers et
3) Soit E et F deux ensembles finis ; on suppose : Card (E) > Card (F). On définit, pour

touty € F,Ay={f:E~— F|y€ f(E)}. Quel est le nombre d’éléments de F£ — A,. En
remarquant que 1’ensemble 8 (E,F) des surjections de E dans F est [),cpA,, utiliser la
formule de Poincaré pour dénombrer 8 (E, F).

Exercice 0.15. Donner des exemples de mesures bornées u sur (R4, B (R, )) avec :

1)vp>o,/ xpd,u(x):ooet/ llogx| dit (x) < oo
R, R,

2)Vp > o,/ X (x) < ooet/ llogx] it (x) = oo.
R, R,

Exercice 0.16. Soit (j,) une suite d’entiers positifs et (z,) une suite de nombres com-

plexes vérifiant lim,, e j, = o et lim, e (ju24) = A € C. Montrer : limy,_,e (1 +z,)"" =

et

Exercice 0.17. Soit H la fonction définie, pour x € R, par :

X 2 1
H(x) = e Cdu) + [ e (1) %.
0 0 +

o 2
1) Montrer que H est continue, que H (0) = 7 et que ( / e du) = limy oo H (x).
0

(o]

2) Montrer que H est dérivable et que H' = 0. En déduire : / e du = ‘/TE
0
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Exercice 0.18. Pour quelles valeurs de ¢ > 0, I'intégrale / cos (x') dx est—elle absolu-
0

ment convergente (resp. convergente) ?

Exercice 0.19. On rappelle que / e 2 dx = V2T
R

Montrer que, pour tout z € C avec |z| <1,

— 1
/Rex e 7 dx= \/_Z”>0 \/m'

1
Montrer /R prerpe dx= /7 Zn>0 T

Exercice 0.20. 1) Soit a € R, r € R’.. Montrer que, pour tout z € C avec Rez <1, x —
e“ e~ ™ est intégrable sur R, et

bl 1
/ e Ndx=—.
0 t—z

En déduire / sin (ax) e ¥ dx = 52
0

24a?"

2) Montrer que, pour tout x € ]0, o[, —— = 22n>0e_(2”+1)x.

sin(ax)
“sinhx

sin (ax)
=2
/0 sinhx inhx aZ”>0

Montrer que, pour a € R, x — est intégrable sur R et

1
24 (2n4+1)*

Exercice 0.21. Soit A la mesure de Lebesgue sur R et, pour n € N, f,, = %1%%[. Mon-
trer que (f,) est monotone, décroissante, convergeant uniformément vers 0, mais que

lim, | f,dA = . Cela contredit-il le théoréme de convergence monotone ? Le lemme de

R
Fatou s’ applique-t-il ?
Exercice 0.22. Soit / la fonction définie sur R X ]0, oo par

__Jy_ 1 <1,
h(x,y):{eXp( —x2> si |l

0 si |x| > 1.

Montrer que H :y € |0,00[— H (y) = / h(x,y) dx est continue. Etudier son comportement
R

quand y tend vers I’infini et quand y tend vers 0. Montrer qu’il existe un unique yg € |0, 00|
avec H (yo) = 1.

Exercice 0.23. Montrer que, pour 0 < x < 1,

1 2n
T = anox (1—x).

En déduire : pour p € C avec Rep >0, g € R,

p—1
/o ic+qu - ano (p+2nq)(pq+(2n+l)q)'



Exercice 0.24. Construire une fonction numérique continue positive sur R, non bornée et
cependant dans £? pour tout p > 1.

Exercice 0.25. Soit K un compact de R et f : K — R vérifiant :

fO)-f()

y—x yeK,y—x

VxeK, 0.

Montrer que f (K) est Lebesgue—négligeable.

Exercice 0.26. Montrer que I’ensemble A des nombres algébriques est dénombrable (A
est I’ensemble des réels solutions d’une équation polynomiale P (x) = 0, avec P a coeffi-
cients dans Z). Donner un exemple de compact K C [0, 1], avec A; [K] >0et KNA = &.

Exercice 0.27. Soit (a,) une suite de nombres réels.

B
1) Montrer que pour @, 3 réels avec a < f3, limn/ cos? (nx+a,) = % (B —a).
[0

En déduire que, pour toute fonction f € £1 (4;), / f(x) cos? (nx+ay) dx — 5| f(x)dx
R

n—soo 2 R

En déduire que, pour f > 0, liminf, / f(x)|cos(nx+ay,)| dx > 0.
R

Exercice 0.28. Soit (E,.A, i) un espace mesuré, avec | [E] < .
1) Soit f: (E,A) — (R,R). Montrer que f est u—intégrable si et seulement si

Yo I = H <.

2) Soit (f,) une suite de fonctions mesurables sur (E,A).
i) Prouver que (f,) converge p—presque partout vers O si :

Ve>0,) o 1llfil > €] <o
ii) Soit w, I’'image de u par f,. On suppose f; p—intégrable et : Vn > 1, p, = ;.

Montrer % Jfan HRP 0,
n—yoo

Exercice 0.29. 1) i) Pour quelles valeurs du nombre complexe z la fonction ¢ — 2t

elle intégrable par rapport la mesure de Lebesgue sur (R, R, )?

est-

smt

ii) Pour quelles valeurs du nombre complexe z la fonction ¢ — est-elle localement

intégrable par rapport la mesure de Lebesgue sur (R4, R ) ?

iii) Montrer que I’intégrale généralisée H (z) = / Si%’dt existe pour tout z € C dont la
0

partie réelle x appartient a I’intervalle |0, 2 et que H (z) = /0 tfﬁsr dt.

2) Montrer que H est de classe C* sur ]0,2].

Exercice 0.30. 1) Montrer que, pour tout x € R, la fonction  — o (Firx)

Jintégrable sur R et que x — F (x) = / ¢~ (P+%) gt et dérivable sur R.
R

est [Lebesgue-

2) Montrer que F est solution d’une équation différentielle du premier ordre ; calculer F.
3) Retrouver le résultat précédent en développant e en série entiere (on montrera au-

2
paravant que pour 1 € N, / e " dt = 22n /7).
R
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Exercice 0.31. 1) Soit, pour a > 0, H (a) = / sinx| e~ dx.
0

i) Montrer :
1—e

T
H(a) = ;‘m/o |sinx| e”“dx ;

calculer explicitement H (a).
ii) Montrer : a’H (a) — 1.
a—oo

2) Calculer pour b > 0, 1 réel, / e~ P¥sin (tx) dx.
0

3) Montrer que pourt € R, a > —1

K(a,1) :/0 ¢ CER A=Y

4) Montrer que K est de classe C™ sur |—1,00[ x R et ‘?;712( + ‘Zz—tf =0.

Exercice 0.32. Soit, pour x > 0,

e—xl
H(x)= dt.
) /R+ 1412

1) Montrer que H est continue, décroissante et lim,_,.. H (x) = 0.
2) Montrer que H est de classe C* sur |0, 0| et

O"H . th
)= (1)

En particulier, H (x) — H' (x) = / =t — o dr

<., sic=
Ry v Ry
Résoudre I’équation différentielle ; en déduire c et H.
Exercice 0.33. Soit S la fonction définie sur R par
sintx
Sx)= | ———=dt
(x) /R 1(t241)
1) Montrer que S est continue ; montrer que, pour x > 0,

drt.

sint x2 1 —cost x* (x* 4 312)
Se) = [P = [ =3 :
R I t~4+x R (2 +x2)

En déduire : S (x) — /%WZ/%dt
R R

X—ro0

cette derniere intégrale étant définie comme limy o0 y——oo fyx %“t dt.

2) S est dérivable sur R, de dérivée S’ (x) = / Zidt; S est borné par S'(0) qui vaut 7
R

cosv
S (x) = / —— dv.
(x)=x M e %
Montrer que 7 = S’ est de classe C* sur R* et que 7" — T = 0. .
En déduire T, S et / %dt.
R

et pour x # 0,



Exercice 0.34. Soit f et g des fonctions continues sur |0, 1], intégrables.
1) Montrer que les fonctions sin f et gcos f sont intégrables.
2) Montrer que, pour tous x, y € R,

|sin (x4 y) — sinx — ycosx| < |/0HY) — ¢ — jyel®

]y|+‘eiy—1| <2lyl.

3) En déduire : lim,_,eon (sin ((f+ig) (1)) dr— /01 sin (£ (t)) a’t)
= [stwyeos(r ).

Exercice 0.35. Soit u une mesure positive bornée sur (R,R) et @ la fonction définie sur
R par

® (1) = / ¢y (x).
R
1) Montrer que & est continue.
2) Soit n € N* ; montrer que si / x|" d (x) est fini, @ est de classe C".
R

3) On suppose ® deux fois dérivable en 0 ; on rappelle que 1’on a alors

®(h) + D(—h) —20(0) |
2 ’

" (0) = limy 0

montrer que / x*dp (x) est fini.
R

4-1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
() limgye0 at [|—o0,a] U, [] = 0;
(B) Timgse. 6-11/ 2 (x) = 0:
[7a7a]
(7) lima%wfsinzﬁd/.t (x) =0.

ii) Montrer que si () est vérifiée,

limg_ye (a/singdu (x) —/[ ]xdu (x)) =0.

iii) En déduire que @' (0) existe si et seulement si :

limg_seapt [|—oo,a]U[a,eof] =0 et £ = lima%w/ xdu (x) existe;

[_ava]

on a alors @' (0) = i/.

Exercice 0.36. Soit g continue bornée sur R ; on pose, pour x € Rety > 0,

(x—1)2

G(x,y):#nfy/ﬂ%e_ b g(t)dt.
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1) Montrer que G est continue sur R x |0, oo[. Montrer :

G (x,y) 2f/ g(x+vyy)dv

On prolonge G sur R x {0} par G (x,0) = g (x) ; montrer que G est continue sur R x [0, 0.

2) Montrer que et % 5 existent ; les exprimer.

3) Montrer que a? existe et que 5 a—G — %—g 0.

Exercice 0.37. Soita € |0, 1] et, pour x € ]0,00[, x # 1,

x1 v x 4—-1

U(x)::c,

1-1) Montrer que V est Lebesgue—intégrable sur |0, 1[.
ii) U est-elle Lebesgue—intégrable sur |0, o[ ?

I 1
2) Montrer que /0 V(x)dx= ano /0 (™ =1)x"dx= ano e T

o s
3) Soitr € 0,1 et s = % Montrer que /1+r)ia1dx:_/0 o

1

x” lxa 120
Montrer que /]0,1r[u]1+r,oo[U (x) dx rjbr A “dx = ano (n—a+t1)(nta)"

21
Exercice 0.38. On pose, pourn, pe N, [, , = / cos?? (nt) dt.
0

1) Montrer : I, , = %In,p—l (p € N*); en déduire que la suite (v2p+11,p) _y est

21
V2p+1°

2) Soit G (1) = Z N+ P L c0s?” (pt). Montrer que G est finie A;—presque partout. Que vaut
G(t)siteQ?

peN
décroissante. Montrer 1, , <



