Exercice 0.1. Soit (Q, A, 1) un espace mesuré et T une application mesurable de (,.A)
dans (Q,.A) qui conserve la mesure U, i.e. telle que :

VAEA, u[T~1(A)] =ulA].

1-i) Montrer que, pour toute f A-mesurable positive, / foTdu= / fdu.

ii) En déduire que I’on définit une isométrie T de L2(Q,A, 1) dans lui-méme en posant
Tf=foT.
2) On pose, pour n € N*, A, f = %Zo<k<n—1fkf (T9 est I'identité de L?).

i) Etablir, pour f, g dans L? €l’inégalité : |A,.f — Angll, < ||f —gll,.
ii) Montrer que M = { f € L* | (A,f) converge dans L} est un sous—espace fermé de L.

iii) Montrer que, pour f € M, ¢ =1lim, A, f vérifie : T¢) = ¢.
3-i) Montrer que M contient J = {f cL?| Tf= f}.
ii) Montrer que M contient H = {f — ff | f € LZ}.

g—TgHZZZRe (/?(g—fg> a’u) ;

iii) Montrer : Vg € 12,

en déduire H+ C 7.
iv) En déduire M = L2,
4) Soit A la mesure de Lebesgue sur (R,R) et g € L2 (R, R, A). Soit, pour n € N*,

Gn ()= %Zogkgnlg(- +k).

Etudier la convergence de la suite (G,,) ; identifier une éventuelle limite.
5) On suppose i [Q] < oo. Montrer que L? (Q, A, it) est un sous—espace dense de L' (Q, A, u).

Soit h € L' (Q,.A, i) ; montrer que (%ZKK”_IT’%) converge dans L' (Q, A, 1) et que
sa limite 1 vérifie fn =1.

Exercice 0.2. Soit (), une suite de £2 (E,.A, ). On suppose qu’elle est orthogonale
et bornée [dans L? (u)].

On définit, pourn € N*, g, = 1Y _, _ freth, =g,..
1) Montrer que la suite (g,),cx+ converge vers 0 dans L2 (11).

2) Montrer que Zk>l |hg|* est fini g—presque partout. En déduire que la suite (hn) peny
converge vers 0 I—presque partout.

3) Pour tout n € N*, on désigne par ¢, I’entier défini par les inégalités ¢ < n < (g +1)*;

soit
_ 1
On = ﬁzq%<k§nfk~

Montrer que (¢,),cn- converge vers 0 dans L? () et u—presque partout. Que peut—on en
déduire pour (gn),cn--



Exercice 0.3. R™ est muni de sa tribu borélienne R™ et de la mesure de Lebesgue.
1) Soit f intégrable et g borélienne bornée sur R™.

i) Montrer que la formule

(F8)@ = [ F=)g0)dy

Rﬂ'l

définit une fonction [borélienne] sur R™ telle que || f*g||.. < |If1 118l

ii) Montrer que f * g est continue

(Indication : on pourra traiter d’abord le cas ol f est continue a support compact).
2) Soit A un borélien de R avec 0 < A [A] < oo uy = 14 % 1_4.

Calculer uy4 (0) ; en déduire que {x € R™ | u4 (x) > 0} est un ouvert contenant 0.
En déduire que A—A ={a—d' | a, d’ € A} est un voisinage de 0.

3) Soit i une mesure positive sur (R, R™) non nulle, c—finie et invariante par translation.

i) Montrer qu’il existe ' € R™ avec 0 < A [[] <o et 0 < u [[] < eo.
ii) Montrer que, pour f borélienne positive sur R™,

[ =) Ir@Ir0) du ()i () = [ urfdp.
R xR™ Rm

iii) En déduire qu’il existe un voisinage borné de 0, soit K, tel que u [K] soit fini.

iv) Qu’en conclure pour la mesure L.



