Exercice 0.1. Soit (E, A, 1) un espace mesuré o—fini et f une application mesurable de
E dans R™; on note (u,v) le produit scalaire usuel de R”.

1) Soit C I’ensemble des éléments 6 de R™ tels que x € E +— e\ 9/ soit U—integrable.
Montrer que C est un sous—ensemble convexe de R"”. On posera, pour 8 € C,

6 (6) = log ( [0 an <x>) |

2) Donner des exemples ot C est vide, ot C est réduit a un point.

3) On suppose que m = 1, que (E, A) = (R,R) et que u est la mesure de densité

1 . ( 1 2)
X — =X
V21 P\™2

par rapport a la mesure de Lebesgue. Trouver C et calculer ¢.

4) Dans le cas général, on suppose I’interieur Q de C non vide. Montrer que ¢ est deux fois
contintiment différentiable sur Q ; calculer ses dérivées partielles premieres et secondes.

Exercice 0.2. Soit) <A <o, 0 <B< oo, p,r>1.

1) Soit ¢ une fonction continue positive a support compact dans ]0,A[ ; P est la primitive
de ¢ qui est nulle en 0.

i) Montrer que x — x~"®P (x) est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur |0, A[
et que

/OAxrfbp (x) dx = rf 1/OA (xlfr—AI*r) ¢ (x) D" (x) dx.

/OAerIDP (x) dx < <r€ l)p/OAxrq)p(x) dx.

2) Montrer (Inégalité de Hardy) que pour toute fonction borélienne f positive sur |0, B[,
B X P p \? (B
/ x " (/ ) dx) dx < < ) / x " fP(x) dx.
0 0 r—1 0

Exercice 0.3. 1) Soit, pour ¢ € 10, 1], ¢ (&) = / el gy,
0

ii) En déduire :

Montrer que ¢ est de classe C! sur |0, 1] et vérifie ¢ (o) = @ (1 — &) ; calculer ¢ (3).
2) Soit f et g des fonctions boréliennes positives sur (R ,R ), & une fonction borélienne

positive sur (Ri,fRi), p € |1,00[ et g I’exposant conjugué de p G, + é = 1).

Montrer que, pour tout r € R, / I (x) g (v) h(x,y) dxdy est majorée par
R+

(o9 ) st (w0 () iy o)



En déduire :

F280) 4y < o(4) ( [ ) dx)'lj (/Mg"(y) dy>;-

R x+Yy

3-i) Soit u € R ; étudier infp<;<» (#t + u+12_l).
ii) Montrer que, pour u € R4, ona:

1 1 1 1
/ ———dxdy= = ( + ) dxdy > .
0,17u+x+y 2Jo1 \u+x+y u+2—-x—y u+1

En déduire : Vim, n € N*, —L__ < / 1 dxdy.
mtn—1 = [m—1,m]x[n—1,n] xry Y

iii) Montrer : pour toutes suites (a,),cy €t (bn),cny de réels positifs,

1 | ;
Zm,nGNm+n+ 1ambn S ? (E) (ZmeNa51> X <Zm€Nbg”>

(on utilisera 2) avec f = ZneNl]”v”JFH apetg= ZneNl]mnH] by).
4) Montrer que, pour toute suite de réels (u,)

Q=

neN

1

1 2
/0 (Kl )” ax= S s L

5) Soit f borélienne positive sur [0, 1], de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue.
Montrer :
1 2 L
Y (/0 x"f(x)dx) gn(/o ¥ (x)dx).

Exercice 0.4. Soit 0 < a < b et A I’ouvert de R? :

A:{(x,y)eRZ]x>0,y>0,xy<1,a<)—7<b}.
X

Soit p € R. Calculer / (1 —xy)? dxdy.
A

Exercice 0.5. A, désigne la mesure de Lebesgue sur R ; ||¢|| est 1a norme euclidienne de

tERd;pourzeRdetr>0,
Br)={yer!|ly—z <r}.
Soit F un fermé de R? et § la distance a cet ensemble :
VxeRY, §(x) =inf{|x—y| |y F}.

1) Montrer que si z ¢ F, ’intégrale

_ 3(y)
I(z) = d
(2) /3(171) lz—y]|+! Y




est infinie. Donner des exemples d’ensembles F et de points z € F pour lesquels 7 (z) est
également infini. Le but des questions suivantes est de montrer que pour A4-presque tout
Z € F,1(z) est fini.

2) Montrer qu’il existe une constante ¢ indépendante de F telle que :
vz € RY / L _dy< S
P JE =TT T8 (2)

(Indication : comparer F et {x € R | |lx—z|| > & (2) }).

3) Soit pour x € R4, J (x) = / 60;?2 dy
Rd 1Yl

Montrer que J est borélienne et que / J(x) dx < cAg[F€].

En déduire que si A4 [F€] est fini, on a J (x) < oo pour A;-presque tout x € F.
4) Soit r > 0 et 8, la distance a F UB (0, r)“. Montrer que pour presque tout x de F,

/ 30,1 Hy(im dy <ee

5) Montrer que si r > 2, ||y|| < letxe FNB(0,r—2),ona:

Or(x+y)=0(x+y).

En déduire que / : (ﬁjf,) dy est fini pour presque tout x € FNB(0,r—2).
B(0,1) VY

6) Montrer que pour presque tout z de F, / 80)

dy est fini.
Z*)’Hd-H y

B(z,1) l
(On a donc : presque tout point z de F est “completement” entouré par les autres points
de F ; en effet, la distance de y a F tend vers 0 lorsque y — z, suffisamment vite pour faire
converger I’integrale ci-dessus. Si z est isolé dans F, par exemple, I’integrale est infinie).

Exercice 0.6. Soit 1 une mesure bornée sur (R, B (R)) et F un fermé de R avec u [F€] =0.

1 .
1) Montrer que pour toutz € C—F, t — pa— est -intégrable et que
-z

Z—>d>u(z)—/—du()

RI—2Z
est continue, dérivable sur C — F.

2) Soit xg € R ; on suppose qu’il existe 1 > 0 et g continue sur [xo — 1,x0 + 7] tels que,
pour tout borélien A inclus dans [xo — 1,x0 + 1],

wlA] = /A ¢ (u) du.

i) Montrer : lim, o

—d 0.
y>0 /R_[XO_TI:XO“'TI] (t— XO) +y 'u( )

ii) Montrer : lim,, / Y oD df = e (xn).
) ‘}>8 [¥o—17%0+11] (1—x0)" 12 g(t) g (x0)

iii) En déduire : lim, o Im (P (xo +iy)) = 7g (x0) -
y>0



Exercice 0.7. Soit A la mesure de Lebesgue sur (R,R), p > 1, € > 0. On définit pour
xeR, fell(A)

Hef (x) = Ml{‘x t‘>£}dt
RX

1) Montrer : Hgf (x / fx’—f(xmdt et

Hef (x) =Haf (x +/RJCT1)1{6|xt|§A}dt SIA > €.
2) Montrer qu’il existe une constante 7, telle que
1
supyer [He f (x)| < 1p€ 7 || f],,-
3) Montrer que He f est continue sur R et que H f (x) | |—> 0.
X|—ro0

4) Montrer que si f est de classe C U'sur R, He f converge quand € tend vers 0 vers une
fonction H f que I’on précisera.

5) Soit > €. Montrer que He f — Hy f est intégrable ; expliciter

[ & (Hef ~Ha ) (5) dy

Que se passe-t-il quand (€,1) tend vers (0,0) ?

Exercice 0.8. Soit o € [l 1[.

1-i) Calculer pour x € [0, 1] / = adx

ii) Soit ¢ € L' ([0, 1]) ; montrer que/[ oWl z dxdy est fini.

12 x—y|*

En déduire que

TN@= [ o f0)d

est défini pour presque tout x de [0, 1].

lx— |

2) Montrer qu’il existe une constante C () telle que pour g, i € L* ([0, 1]),

l 1
1 2
B gy < (@) yg 2 dx [h (y) dy
0,12 lx—y|* 0

3) On rappelle : soit p, g > 1 avec % + é < 1, et @ une fonction borélienne avec :

wyels, [ lolylda<clyl,

)

onaalors ¢ € LP et |||, <C.
Montrer que T est une application linéaire continue de L ([0, 1]) dans lui-méme.

4-i) Montrer qu’il existe une fonction N mesurable sur [0,1] telle que :

VfeL*([0,1]), T f(x) = /[0 1}N(x,y) f (v) dy pour presque tout x.



ii) Montrer qu’il existe des constantes C et D telles que

1
Vx,yE[O,l],/ du§C+D|x—y|1_2a.

0,1] x = u* [y —ul®

iii) Montrer que, pour & < 3, N est dans L? <[0, 1]2>.

Exercice 0.9. Soit f une fonction mesurable sur R?. On suppose que pour presque tout y

JUERIEE
R

1) Si ¢ est intégrable sur R, montrer que 1’on peut définir pour presque tout x

o)) = [ £x3)p () dy.

Montrer que T ¢ est une fonction intégrable et que 7" définit une application linéaire conti-
nue de L' (R) dans lui-méme, de norme inférieure a 1.

2) On veut prouver par 1’absurde que T n’est pas 1’application identité de L' (R). On sup-
pose pour cela que, pour tout ¢ dans L' (R), T = ¢.

a) Montrer que pour tout ensemble intégrable A, on a :

f(x,y)
dxdy=0
AxAc 1+y? ray

(Indication : utiliser @ (y) = 14c(y) ﬁyz)

b) Soit pour p € N*, n € Z, A, , = [ﬂ ntl [ et g, la fonction indicatrice de 1’ensemble

pp
C .
neZA”’P X A;, ,- Montrer :

JF(x.y)gp(x.y) _
2 T;z dXdy =0.

c¢) Montrer que g, tend presque partout vers 1 quand p — 0. Conclure.

Exercice 0.10. 1) (E, &, u) et (F,F, V) sont deux espaces mesurés avec U [E]+ V [F] < 0.

Soit p € ]1,00[ et K une fonction & ® F-mesurable positive bornée. Montrer

o ([([renove) wwm) < [ ([£amm) wo

Pq
(Indication : on pourra écrire K (x,y) = H (x,y) (8 +/K1’ (z,y)du (z)) ou %%—é =1,
E
€ > 0 et appliquer I’inégalité de Holder).

2) Etendre I’inégalité (f) a toute fonction G € ® F-mesurable positive (on pourra rempla-
cer G par inf(n,G) ou n € N).



3) Soit f une fonction localement intégrable par rapport la mesure de Lebesgue A sur
10,00 et pour x > 0,

1
i) Montrer : F (x) :/ f(xt) dt.
0
ii) A I’aide de () montrer : Vr € |1,00[, Vs <r—1,

lS—F * ' r ' lS r
/ox /Of(t)dt dx§<r_s_1) /ot |fI"(¢) dr.

Exercice 0.11. 1) Soit u une mesure bornée sur (R ,R ) et H I’ensemble des fonctions
h localement intégrables par rapport a la mesure de Lebesgue A sur (R, R ), telles que

/ hd?t’ =1 < oo,
[0,x]

SUPxeR,

Montrer

— 0.
a—oo

suppese| [0 e [ ([ nan) au o

2) Soit T € R, on définit pour (a,b) € R?,

T sinat sin bt * sinat sin bt
17; (a,b) _ s ar S1in dl‘, I(a7b) _ s ar Sin dl‘
0 12 0 12

i) Montrer que I, est de classe C! sur continue sur R? et

dt.

al; [T sin(at + bt) +sin(at — bt)
Spab= | t

ii) Montrer que / est de classe C! sur 'ouvert U = {(a,b) € R?, 0 < a < b} ; que vaut 9.

sur U ?

iii) Calculer les intégrales : / cos(Ar) e " dt (A eR,r>0),
0

/Rz (1—cos (A1) re " didr (A €R).

iv) Montrer : V (a,b) € R%, I (a,b) = %inf(a,b).

Exercice 0.12. Soit A la mesure de Lebesgue sur (R,R). Pour f: R — Cetx € R, f, est
la fonction définie sur R par fi(y) = f(y —x).

1) Soit p € [1,0], x € R et f une fonction borélienne sur (R, XR). Montrer que f; est boré-
lienne et que 'on a: || fi[|, = || f| ,-

2) Soit p € [1,00, x e Ret f € LP(R,R,A) ; montrer que x — f, est uniformément conti-
nue de R dans £? (on traitera d’abord le cas ou f est continue a support compact).

3) Ce résultat reste-t-il vrai pour £ ?



4) Soit f € L1(R,R,A). Montrer que pour 7 € R,
1
/Rexp(itx)f(x) dx = E/R exp(itx) (f(x) —f (x+ ;)) dx.

Soit f:1 € R — f(t) = /]R exp(itx) f(x) dx; montrer : f € Cy(R).

5) Pour ¢ € |0,0[ et m, x € R, g5 m(x) = (2mo) " 2exp <_%)-

—_— . 2
a) Montrer gg ,, € L' et montrer : gon(t) = exp (ltm - %)

b) Soit f € L' (R,R,A), m € R, 6 > 0. Montrer :
SEom € L ®RRA), Foome L ®RRA) et [ f8amdh = [ Feamdh.
¢) Soit f, h € L1 (R, R, ), avec f = h. Montrer :

vyeeo®). [ fyar= [ hyar:

en déduire : f = h A-presque partout.

6) Soit A (R) = {f| fex! (R,Jz,/l)}.

a) Montrer que A (R) est une algebre pour I’addition et la multiplication des fonctions.
b) Montrer que I’on définit une norme sur A (R) par: |||, = || f]|; si ¢ = f.

Etablir : Vo1, @2 € A(R), |12 o < l[@1lla < P24
c¢) Montrer que la norme ||.||, n’est pas équivalente a la norme de la convergence uni-
forme. En déduire que A (R) est différent de Co (R).

Exercice 0.13. Soit P I’ensemble des nombres complexes de partie réelle strictement
positive.

1) Soit pour a € P, f, la fonction définie sur R par

—X

fa(x) = 1{x>0}xaile

Montrer que f;, est intégrable et que la fonction I" définie sur P par

I'(a)= / fa(x) dx
R
vérifie :
['(a+1)=al(a).
Montrer que fa n’est pas intégrable si Rea € |0, 1].

2) Montrer que ¢ = fa est de classe C™ sur R et vérifie I’équation différentielle :

En déduire :
fa(t) =T (a)exp—a (% log (1 -|-t2) — iArctgr)



3) Montrer que I" ne s’annule pas sur P et que pour tous a, b € P,

f a f b _ f a+b
* ——— - =~/ . 7N .
I'(a) I'(b) I'(a+Db)
4-i) Montrer que f, est de carré intégrable si et seulement si Re (a — %) est positif et que
pour Rea > % et Reb > %,

F(Czl;—f;l) =TI'(a) T (b) /Re 43" log (1412) yila—b)Aretet 7y
D@ T() [ 0 e g,
202

(Indication : on pourra utiliser le théoréme de Plancherel).
ii) En déduire que pour Rea € 10, 1],
/4

['(a)xT'(1—a)= P

Exercice 0.14. SoitP={z€ C|Rez>0}.Pourne N, zePetx € R,

8n(x,2) = 1{0<x<n} (1 - E)rlxz_l.

n

1) Montrer que pour tout z € P, / |gn (x,2)] dx est fini et que
0

z)z/owyn(x,z) dx

[(z)= /w e x* Ly,
0

uniformément sur toute bande a < Rez<bou 0 <a <b < oo,

converge quand n — oo vers

2) Montrer que z — I'(z) = / e *x*~ ! dx est analytique sur P et que
0

I (z) :/0 e *x*!logxdx.

Montrer : Vz € P, I'(z+ 1) = zI'(2).

En déduire que I" se prolonge en une fonction holomorphe sur C\ (—N).

n!
Z2(z+1)...(z+n)

ii) Calculer explicitement G), (z). Montrer que

3-i) Montrer que pour z € P, n7*G, (z) =

IOg”_Zo§j<n]+1 ,Hw/ “Flogxdx = —.

iii) Montrer que pour |v| < l |(1 +v)e " —1| < v* et Jlog (1+v) —v| < [v]*.
Soitpourn € N, z€ C, U, ( Hl</<n(1+ )e_§.



Z
Z) e i & i-
mo< j<n (1 + j> e J converge uniformément vers une li

mite non nulle. En déduire que (U,) converge uniformément sur les compacts de C vers

U ou
U =11, ((1+§> e§>.

Quels sont les zéros de U, ?

Montrer que pour |z| < $my, H

. . 1 . s <
iv) En déduire que T se prolonge en une fonction entiere donnée par :

% (2) =2e"[ ]+, <(1 * %) e_j)

r 1 Z
(AR VEFTe)

etquesiz¢ —N,

Quelle est la nature de la singularité O pour I'?

4) On rappelle que, que pour tout z ¢ Z,

1 1
N

i) Montrer que pour z ¢ Z,

1 1 :
F@xp-a=l (1-%).

ii) Montrer que
2

mz z
— . 1——
¢ SinTCZHJZl ( j2>

se prolonge en une fonction entiere 4, ne s’annulant pas et valant 1 en 0. En déduire :

1 1 sin 1wz
= —(1-2)= .
lH(Z)><F( z) p

5) Soit, pour u, v P, Bu) = [ (1 -1
0

i) Montrer : I' (u) x ' (v) = /2 Xy =le= ) dxdy = B (u,v) x T (u+v).
R

+

if) Soit a € |0, 1]; montrer que B (a,1 —a) = /me"xﬁ dx

(Indication : faire le changement de variable : ¢ = %). En intégrant sur le rectangle de
sommets —R, R, R+ 2ix et —R + 2i7, montrer

T
sinza’

B(a,1 —a)=

Retrouver la relation des compléments d’Euler établie en 4-ii).
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Exercice 0.15. 1) Montrer que, pour x € [0, 1],
0<x—log(l+x) < Ix*

En déduire que la suite (c,), - définie par ¢, = Zl <k <n% —log(n+1) converge vers
une limite y €10, 1]. o
2) Soit, pour z € C, u(z) = (1 —z) €.

i) Montrer que, pour toutz € C, u(z) — 1 = —5z (ano %,ST;;? Z”)

etque [(1 —z)ef—1| < %]Z!zem.

ii) Montrer que, pour tout |z| <A, <u <5>> est multipliable.
177 j=A+1

iii) Soit, pourn e N*, z€ C, G, (z) = H1<j<nu (—f) . Montrer que la suite (G, ) converge
unformément sur les compacts de C. Soit G (z) = lim,, G,, (z). Quels sont les zéros de G ?

3) Montrer que, pour |z| < 1, la famille (%z”) est sommable et que sa somme
nJ n>2,j>1

@ (z) vérifie | ()] < |z|* et G (z) = ¢®©). Montrer que ® est dérivable et que
k
' (2) =} o Skt 1) (—2)

ou{(s)= Zn21n_s.
1
4) Soit, pourn € N, z € C avec Rez > 0, B, (z) = / N1 —1)" ar.
0
i) Montrer zB,+1 (z) = (n+ 1) B, (z). En déduire : B, (z) = m

ii) Montrer que, pour n € N*, z € C avec Rez > 0,

1 ( 1 _z
— o%(Xicken t—logn) ( g) -
n? By, (z) ze ‘ HlSan 1+ j)e

L 7¢"G(z), uniformément sur les compacts de Rez > 0.

En déduire : ———
nBy(2) p—soo

. 1 o
5) Montrer que les fonctions ¢ +— t*~le™ ettt le~7 sont [absolument] intégrables
sur [0, 1] et que les fonctions

1 1
e dretz T (z):/ i lemi dr
0

z'—>1“o(z):/1

0

sont holomorphes sur Rez > 0.

6-1) Montrer que, pour ¢t € R, la suite ((1 — %)n) est croissante, de limite e .
ii) Montrer que (n* By, (z)) converge vers ['g(z) +T'1 (z) =T'(z).

Etablir la relation : Rez > 0=TI"(z+1) =zI'(2).

7) Soit z € C, avec |z| < 1 et Rez > 0; montrer :

I’ 1
- F((ZZ)) B Z+Y+Zkzlg(k+ (2.

8) Montrer : y = —/ e ' xlogtdt.
0
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2y?
(14a24y2)*

Montrer que, pour tout x > 0 (resp. tout y > 0), I’application y — f(x,y) (resp. x —
£ (x,y)) est [Lebesgue-Jintégrable sur R*. Calculer

Exercice 0.16. On pose, pour x, y >0, f(x,y) =

g1 (x) = /0 T f (o) dyet g (y) = /O " ) dx.

Montrer que g et g, sont [Lebesgue-]intégrables sur R™ et calculer leurs intégrales. Ex-
pliquer.



