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Exercice 0.1. Soit (E,A,µ) un espace mesuré σ–fini et f une application mesurable de
E dans Rm ; on note 〈u,v〉 le produit scalaire usuel de Rm.
1) Soit C l’ensemble des éléments θ de Rm tels que x ∈ E 7→ e〈θ , f (x)〉 soit µ–integrable.
Montrer que C est un sous–ensemble convexe de Rm. On posera, pour θ ∈C,

φ (θ) = log
(∫

E
e〈θ , f (x)〉 dµ (x)

)
.

2) Donner des exemples où C est vide, où C est réduit à un point.
3) On suppose que m = 1, que (E,A) = (R,R) et que µ est la mesure de densité

1√
2π

exp
(
−1

2
x2
)

par rapport à la mesure de Lebesgue. Trouver C et calculer φ .
4) Dans le cas général, on suppose l’interieur Ω de C non vide. Montrer que φ est deux fois
continûment différentiable sur Ω ; calculer ses dérivées partielles premières et secondes.

Exercice 0.2. Soit 0 < A < ∞, 0 < B≤ ∞, p, r > 1.
1) Soit φ une fonction continue positive à support compact dans ]0,A[ ; Φ est la primitive
de φ qui est nulle en 0.
i) Montrer que x→ x−rΦp (x) est intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue sur ]0,A[
et que ∫ A

0
x−r

Φ
p (x) dx =

p
r−1

∫ A

0

(
x1−r−A1−r)

φ (x)Φ
p−1 (x) dx.

ii) En déduire : ∫ A

0
x−r

Φ
p (x) dx≤

(
p

r−1

)p ∫ A

0
x−r

φ
p (x) dx.

2) Montrer (Inégalité de Hardy) que pour toute fonction borélienne f positive sur ]0,B[ ,∫ B

0
x−r
(∫ x

0
f (t) dx

)p

dx≤
(

p
r−1

)p ∫ B

0
x−r f p (x) dx.

Exercice 0.3. 1) Soit, pour α ∈ ]0,1[, ϕ (α) =
∫

∞

0
t−α 1

1+t dt.

Montrer que ϕ est de classe C1 sur ]0,1[ et vérifie ϕ (α) = ϕ (1−α) ; calculer ϕ
(1

2

)
.

2) Soit f et g des fonctions boréliennes positives sur (R+,R+), h une fonction borélienne
positive sur

(
R2
+,R

2
+

)
, p ∈ ]1,∞[ et q l’exposant conjugué de p

(
1
p +

1
q = 1

)
.

Montrer que, pour tout r ∈ R,
∫
R2
+

f (x) g(y) h(x,y) dxdy est majorée par

(∫
R2
+

f p (x)
(

x
y

)pr

h(x,y) dxdy
) 1

p

×
(∫

R2
+

gq (y)
(y

x

)qr
h(x,y) dxdy

) 1
q

.
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En déduire :

∫
R2
+

f (x) g(y)
x+ y

dxdy≤ ϕ

(
1
p

)(∫
R+

f p (x) dx
) 1

p
(∫

R+

gq (y) dy
) 1

q

.

3-i) Soit u ∈ R+ ; étudier inf0≤t≤2
( 1

u+t +
1

u+2−t

)
.

ii) Montrer que, pour u ∈ R+, on a :∫
[0,1]2

1
u+ x+ y

dxdy =
1
2

∫
[0,1]2

(
1

u+ x+ y
+

1
u+2− x− y

)
dxdy≥ 1

u+1
.

En déduire : ∀m, n ∈ N∗, 1
m+n−1 ≤

∫
[m−1,m]×[n−1,n]

1
x+y dxdy.

iii) Montrer : pour toutes suites (an)n∈N et (bn)n∈N de réels positifs,

∑m,n∈N
1

m+n+1
ambn ≤ ϕ

(
1
p

)(
∑m∈Nap

m

) 1
p ×
(
∑m∈Nbq

m

) 1
q

(on utilisera 2) avec f = ∑n∈N1]n,n+1] an et g = ∑n∈N1]n,n+1] bn).
4) Montrer que, pour toute suite de réels (un)n∈N,∫ 1

0

(
∑n∈N |un| xn

)2
dx = ∑m,n∈N

1
m+n+1

|umun| .

5) Soit f borélienne positive sur [0,1], de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue.
Montrer :

∑n∈N

(∫ 1

0
xn f (x) dx

)2

≤ π

(∫ 1

0
f 2 (x) dx

)
.

Exercice 0.4. Soit 0 < a < b et A l’ouvert de R2 :

A =
{
(x,y) ∈ R2 | x > 0, y > 0, xy < 1, a <

y
x
< b
}
.

Soit p ∈ R. Calculer
∫

A
(1− xy)p dxdy.

Exercice 0.5. λd désigne la mesure de Lebesgue sur Rd ; ‖t‖ est la norme euclidienne de
t ∈ Rd ; pour z ∈ Rd et r > 0,

B(z,r) =
{

y ∈ Rd | ‖y− z‖< r
}
.

Soit F un fermé de Rd et δ la distance à cet ensemble :

∀x ∈ Rd, δ (x) = inf{‖x− y‖ | y ∈ F} .

1) Montrer que si z /∈ F , l’intégrale

I (z) =
∫

B(z,1)

δ (y)
‖z−y‖d+1 dy
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est infinie. Donner des exemples d’ensembles F et de points z ∈ F pour lesquels I (z) est
également infini. Le but des questions suivantes est de montrer que pour λd-presque tout
z ∈ F , I (z) est fini.
2) Montrer qu’il existe une constante c indépendante de F telle que :

∀z ∈ Rd,
∫

F

1
‖z−y‖d+1 dy≤ c

δ (z)

(Indication : comparer F et
{

x ∈ Rd | ‖x− z‖ ≥ δ (z)
}

).

3) Soit pour x ∈ Rd , J (x) =
∫
Rd

δ (y+x)
‖y‖d+1 dy.

Montrer que J est borélienne et que
∫

F
J (x) dx≤ cλd [Fc].

En déduire que si λd [Fc] est fini, on a J (x)< ∞ pour λd-presque tout x ∈ F .
4) Soit r > 0 et δr la distance à F ∪B(0,r)c. Montrer que pour presque tout x de F ,∫

B(0,1)

δr(y+x)
‖y‖d+1 dy < ∞.

5) Montrer que si r > 2, ‖y‖ ≤ 1 et x ∈ F ∩B(0,r−2), on a :

δr (x+ y) = δ (x+ y) .

En déduire que
∫

B(0,1)

δ (y+x)
‖y‖d+1 dy est fini pour presque tout x ∈ F ∩B(0,r−2).

6) Montrer que pour presque tout z de F ,
∫

B(z,1)

δ (y)
‖z−y‖d+1 dy est fini.

(On a donc : presque tout point z de F est “complètement” entouré par les autres points
de F ; en effet, la distance de y à F tend vers 0 lorsque y→ z, suffisamment vite pour faire
converger l’integrale ci-dessus. Si z est isolé dans F , par exemple, l’integrale est infinie).

Exercice 0.6. Soit µ une mesure bornée sur (R,B(R)) et F un fermé de R avec µ [Fc] = 0.

1) Montrer que pour tout z ∈ C−F , t→ 1
t− z

est µ-intégrable et que

z→Φµ (z) =
∫
R

1
t− z

dµ (t)

est continue, dérivable sur C−F .
2) Soit x0 ∈ R ; on suppose qu’il existe η > 0 et g continue sur [x0−η ,x0 +η ] tels que,
pour tout borélien A inclus dans [x0−η ,x0 +η ],

µ [A] =
∫

A
g(u) du.

i) Montrer : lim y→0
y>0

∫
R−[x0−η ,x0+η ]

y
(t−x0)

2+y2 dµ (t) = 0.

ii) Montrer : lim y→0
y>0

∫
[x0−η ,x0+η ]

y
(t−x0)

2+y2 g(t) dt = πg(x0).

iii) En déduire : lim y→0
y>0

Im
(
Φµ (x0 + iy)

)
= πg(x0) .
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Exercice 0.7. Soit λ la mesure de Lebesgue sur (R,R) , p ≥ 1, ε > 0. On définit pour
x ∈ R, f ∈ Lp (λ )

Hε f (x) =
∫
R

f (t)
x− t

1{|x−t|>ε} dt.

1) Montrer : Hε f (x) =
∫

∞

ε

f (x−t)− f (x+t)
t dt et

Hε f (x) = HA f (x)+
∫
R

f (t)− f (x)
x−t 1{ε|x−t|≤A} dt si A > ε.

2) Montrer qu’il existe une constante γp telle que

supx∈R |Hε f (x)| ≤ γpε
− 1

p ‖ f‖p .

3) Montrer que Hε f est continue sur R et que Hε f (x) →
|x|→∞

0.

4) Montrer que si f est de classe C1 sur R, Hε f converge quand ε tend vers 0 vers une
fonction H f que l’on précisera.
5) Soit η > ε . Montrer que Hε f −Hη f est intégrable ; expliciter∫

R
eixy (Hε f −Hη f )(y) dy.

Que se passe-t-il quand (ε,η) tend vers (0,∞) ?

Exercice 0.8. Soit α ∈
[1

2 ,1
[
.

1-i) Calculer pour x ∈ [0,1]
∫ 1

0

1
|x−y|α dx.

ii) Soit φ ∈ L1 ([0,1]) ; montrer que
∫
[0,1]2

|φ(y)|
|x−y|α dxdy est fini.

En déduire que

T ( f )(x) =
∫ 1

0

1
|x− y|α

f (y) dy

est défini pour presque tout x de [0,1].
2) Montrer qu’il existe une constante C (α) telle que pour g, h ∈ L2 ([0,1]),

∫
[0,1]2

|g(x)||h(y)|
|x−y|α dxdy≤C (α)

(∫ 1

0
|g(x)|2 dx

) 1
2
(∫ 1

0
|h(y)|2 dy

) 1
2

.

3) On rappelle : soit p, q > 1 avec 1
p +

1
q < 1, et ϕ une fonction borélienne avec :

∀ψ ∈ Lq,
∫
[0,1]
|ϕ (x)| |ψ (x)| dx≤C‖ψ‖q ;

on a alors ϕ ∈ Lp et ‖ϕ‖p ≤C.

Montrer que T est une application linéaire continue de L2 ([0,1]) dans lui-même.

4-i) Montrer qu’il existe une fonction N mesurable sur [0,1]2 telle que :

∀ f ∈ L2 ([0,1]) , T 2 f (x) =
∫
[0,1]

N (x,y) f (y) dy pour presque tout x.



5

ii) Montrer qu’il existe des constantes C et D telles que

∀x, y ∈ [0,1] ,
∫
[0,1]

1
|x−u|α |y−u|α

du≤C+D |x− y|1−2α .

iii) Montrer que, pour α < 3
4 , N est dans L2

(
[0,1]2

)
.

Exercice 0.9. Soit f une fonction mesurable sur R2. On suppose que pour presque tout y∫
R
| f (x,y)| dx≤ 1.

1) Si ϕ est intégrable sur R, montrer que l’on peut définir pour presque tout x

(T ϕ)(x) =
∫
R

f (x,y)ϕ (y) dy.

Montrer que T ϕ est une fonction intégrable et que T définit une application linéaire conti-
nue de L1 (R) dans lui-même, de norme inférieure à 1.
2) On veut prouver par l’absurde que T n’est pas l’application identité de L1 (R). On sup-
pose pour cela que, pour tout ϕ dans L1 (R) , T ϕ = ϕ .
a) Montrer que pour tout ensemble intégrable A, on a :∫

A×Ac

f (x,y)
1+ y2 dxdy = 0

(Indication : utiliser ϕ (y) = 1Ac (y) 1
1+y2 )

b) Soit pour p ∈ N∗, n ∈ Z, An,p =
[

n
p ,

n+1
p

[
et gp la fonction indicatrice de l’ensemble⋃

n∈ZAn,p×Ac
n,p. Montrer : ∫

R2

f (x,y)gp(x,y)
1+y2 dxdy = 0.

c) Montrer que gp tend presque partout vers 1 quand p→ ∞. Conclure.

Exercice 0.10. 1) (E,E,µ) et (F,F,ν) sont deux espaces mesurés avec µ [E]+ν [F ]< ∞.

Soit p ∈ ]1,∞[ et K une fonction E⊗F-mesurable positive bornée. Montrer

(\)

(∫
E

(∫
F

K (x,y) dν (y)
)p

dµ (x)
) 1

p

≤
∫

F

(∫
E

K p (x,y) dµ (x)
) 1

p

dν (y)

(Indication : on pourra écrire K (x,y) = H (x,y)
(

ε +
∫

E
K p (z,y) dµ (z)

) 1
pq

où 1
p +

1
q = 1,

ε > 0 et appliquer l’inégalité de Hölder).
2) Etendre l’inégalité (\) à toute fonction G E⊗F-mesurable positive (on pourra rempla-
cer G par inf(n,G) où n ∈ N).
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3) Soit f une fonction localement intégrable par rapport la mesure de Lebesgue λ sur
]0,∞[ et pour x > 0,

F (x) =
1
x

∫ x

0
f (t) dt.

i) Montrer : F (x) =
∫ 1

0
f (xt) dt.

ii) A l’aide de (\) montrer : ∀r ∈ ]1,∞[ , ∀s < r−1,∫ 1

0
xs−r

∣∣∣∣∫ x

0
f (t) dt

∣∣∣∣r dx≤
(

r
r− s−1

)r ∫ 1

0
ts | f |r (t) dt.

Exercice 0.11. 1) Soit µ une mesure bornée sur (R+,R+) et H l’ensemble des fonctions
h localement intégrables par rapport à la mesure de Lebesgue λ sur (R+,R+), telles que

supx∈R+

∣∣∣∣∫
[0,x]

hdλ

∣∣∣∣= 1 < ∞.

Montrer

suph∈H

∣∣∣∣∫ a

0
h(t) µ (]t,∞[) dt−

∫
]0,∞[

(∫
[0,x]

hdλ

)
dµ (x)

∣∣∣∣ →a→∞
0.

2) Soit τ ∈ R+, on définit pour (a,b) ∈ R2,

Iτ (a,b) =
∫

τ

0

sinat sinbt
t2 dt, I (a,b) =

∫
∞

0

sinat sinbt
t2 dt.

i) Montrer que Iτ est de classe C1 sur continue sur R2 et

∂ Iτ

∂b
(a,b) =

∫
τ

0

sin(at +bt)+ sin(at−bt)
t

dt.

ii) Montrer que I est de classe C1 sur l’ouvert U =
{
(a,b) ∈ R2, 0 < a < b

}
; que vaut ∂ I

∂b
sur U ?

iii) Calculer les intégrales :
∫

∞

0
cos(λ t) e−rt dt (λ ∈ R, r > 0),∫

R2
+

(1− cos(λ t)) re−rt dt dr (λ ∈ R).

iv) Montrer : ∀(a,b) ∈ R2
+, I (a,b) = π

2 inf(a,b).

Exercice 0.12. Soit λ la mesure de Lebesgue sur (R,R). Pour f : R→ C et x ∈ R, fx est
la fonction définie sur R par fx(y) = f (y− x).
1) Soit p ∈ [1,∞[, x ∈R et f une fonction borélienne sur (R,R). Montrer que fx est boré-
lienne et que l’on a : ‖ fx‖p = ‖ f‖p.
2) Soit p ∈ [1,∞[, x ∈R et f ∈Lp(R,R,λ ) ; montrer que x→ fx est uniformément conti-
nue de R dans Lp (on traitera d’abord le cas où f est continue à support compact).
3) Ce résultat reste-t-il vrai pour L∞ ?
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4) Soit f ∈ L1(R,R,λ ). Montrer que pour t ∈ R,∫
R

exp(itx) f (x)dx =
1
2

∫
R

exp(itx)
(

f (x)− f
(

x+
π

t

))
dx.

Soit f̂ : t ∈ R→ f̂ (t) =
∫
R

exp(itx) f (x)dx ; montrer : f̂ ∈ C0(R).

5) Pour σ ∈ ]0,∞[ et m, x ∈ R, gσ ,m(x) = (2πσ)−1/2 exp
(
− (x−m)2

2σ

)
.

a) Montrer gσ ,m ∈ L1 et montrer : ĝσ ,m(t) = exp
(

itm− σt2

2

)
.

b) Soit f ∈ L1 (R,R,λ ), m ∈ R, σ > 0. Montrer :

f ĝσ ,m ∈ L1 (R,R,λ ) , f̂ gσ ,m ∈ L1(R,R,λ ) et
∫
R

f ĝσ ,m dλ =
∫
R

f̂ gσ ,m dλ .

c) Soit f , h ∈ L1 (R,R,λ ), avec f̂ = ĥ. Montrer :

∀γ ∈ C0(R),
∫
R

f γ dλ =
∫
R

hγ dλ ;

en déduire : f = h λ -presque partout.

6) Soit A(R) =
{

f̂ | f ∈ L1 (R,R,λ )
}

.

a) Montrer que A(R) est une algèbre pour l’addition et la multiplication des fonctions.

b) Montrer que l’on définit une norme sur A(R) par : ‖ϕ‖A = ‖ f‖1 si ϕ = f̂ .
Etablir : ∀ϕ1, ϕ2 ∈ A(R), ‖ϕ1ϕ2‖A ≤ ‖ϕ1‖A×‖ϕ2‖A.
c) Montrer que la norme ‖.‖A n’est pas équivalente à la norme de la convergence uni-
forme. En déduire que A(R) est différent de C0 (R).

Exercice 0.13. Soit P l’ensemble des nombres complexes de partie réelle strictement
positive.
1) Soit pour a ∈ P, fa la fonction définie sur R par

fa (x) = 1{x>0} xa−1e−x.

Montrer que fa est intégrable et que la fonction Γ définie sur P par

Γ(a) =
∫
R

fa (x) dx

vérifie :
Γ(a+1) = aΓ(a) .

Montrer que f̂a n’est pas intégrable si Rea ∈ ]0,1[.

2) Montrer que φ = f̂a est de classe C∞ sur R et vérifie l’équation différentielle :

φ
′ (t) =− ai

1+ it
φ (t) .

En déduire :
f̂a (t) = Γ(a)exp−a

(1
2 log

(
1+ t2)− iArctgt

)
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3) Montrer que Γ ne s’annule pas sur P et que pour tous a, b ∈ P,(
fa

Γ(a)

)
∗
(

fb

Γ(b)

)
=

(
fa+b

Γ(a+b)

)
.

4-i) Montrer que fa est de carré intégrable si et seulement si Re
(
a− 1

2

)
est positif et que

pour Rea > 1
2 et Reb > 1

2 ,

π
Γ(a+b−1)

2a+b−1 = Γ(a) Γ(b)
∫
R

e−
a+b

2 log(1+t2)ei(a−b)Arctgt dt

= Γ(a) Γ(b)
∫
]− π

2 ,
π

2 [
e(1− a+b

2 ) log(1+tg2s)ei(a−b)s ds

(Indication : on pourra utiliser le théorème de Plancherel).
ii) En déduire que pour Rea ∈ ]0,1[ ,

Γ(a)×Γ(1−a) =
π

sinπa
.

Exercice 0.14. Soit P= {z ∈ C |Rez > 0}. Pour n ∈ N, z ∈ P et x ∈ R,

gn (x,z) = 1{0<x<n}

(
1− x

n

)n
xz−1.

1) Montrer que pour tout z ∈ P,
∫

∞

0
|gn (x,z)| dx est fini et que

Gn (z) =
∫

∞

0
γn (x,z) dx

converge quand n→ ∞ vers

Γ(z) =
∫

∞

0
e−x xz−1 dx,

uniformément sur toute bande a≤ Rez≤ b où 0 < a≤ b < ∞.

2) Montrer que z→ Γ(z) =
∫

∞

0
e−x xz−1 dx est analytique sur P et que

Γ
′ (z) =

∫
∞

0
e−x xz−1 logxdx.

Montrer : ∀z ∈ P, Γ(z+1) = zΓ(z).
En déduire que Γ se prolonge en une fonction holomorphe sur C\(−N).
3-i) Montrer que pour z ∈ P, n−zGn (z) = n!

z(z+1)...(z+n) .

ii) Calculer explicitement G′n (z). Montrer que

logn−∑0≤ j≤n
1

j+1
→

n→∞

∫
∞

0
e−x logxdx =−γ.

iii) Montrer que pour |v| ≤ 1
2 , |(1+ v)e−v−1| ≤ |v|2 et |log(1+ v)− v| ≤ |v|2.

Soit pour n ∈ N, z ∈ C, Un (z) = ∏1≤ j≤n

(
1+ z

j

)
e−

z
j .
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Montrer que pour |z| < 1
2m0, ∏m0≤ j≤n

(
1+ z

j

)
e−

z
j converge uniformément vers une li-

mite non nulle. En déduire que (Un) converge uniformément sur les compacts de C vers
U∞ où

U∞ (z) = ∏ j≥1

((
1+

z
j

)
e−

z
j

)
.

Quels sont les zéros de U∞ ?

iv) En déduire que
1
Γ

se prolonge en une fonction entière donnée par :

1
Γ
(z) = zeγz

∏ j≥1

((
1+

z
j

)
e−

z
j

)
et que si z /∈ −N,

Γ′

Γ
(z) =−γ− 1

z
+∑n≥1

z
n(z+n)

.

Quelle est la nature de la singularité 0 pour Γ ?
4) On rappelle que, que pour tout z /∈ Z,

cotgz =
1
z
+2z∑1≤ j

1
z2− j2π2 .

i) Montrer que pour z /∈ Z,

1
Γ
(z)× 1

Γ
(1− z) = z∏1≤ j

(
1− z2

j2

)
.

ii) Montrer que

z 7→ πz
sinπz∏ j≥1

(
1− z2

j2

)
se prolonge en une fonction entière h, ne s’annulant pas et valant 1 en 0. En déduire :

1
Γ
(z)× 1

Γ
(1− z) =

sinπz
π

.

5) Soit, pour u, v ∈ P, B(u,v) =
∫

∞

0
tu−1 (1− t)v−1 dt.

i) Montrer : Γ(u)×Γ(v) =
∫
R2
+

xu−1yv−1e−(x+y) dxdy = B(u,v)×Γ(u+ v).

ii) Soit a ∈ ]0,1[ ; montrer que B(a,1−a) =
∫

∞

−∞

eax 1
1+ex dx

(Indication : faire le changement de variable : t = ex

1+ex ). En intégrant sur le rectangle de
sommets −R,R,R+2iπ et −R+2iπ , montrer

B(a,1−a) =
π

sinπa
.

Retrouver la relation des compléments d’Euler établie en 4-ii).
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Exercice 0.15. 1) Montrer que, pour x ∈ [0,1],

0≤ x− log(1+ x)≤ 1
2x2.

En déduire que la suite (cn)n∈N∗ définie par cn = ∑1≤k≤n
1
k − log(n+1) converge vers

une limite γ ∈ ]0,1[.
2) Soit, pour z ∈ C, u(z) = (1− z)ez.

i) Montrer que, pour tout z ∈ C, u(z)−1 =−1
2z2
(
∑n≥0

2(n+1)
(n+2)! zn

)
et que |(1− z)ez−1| ≤ 1

2 |z|
2 e|z|.

ii) Montrer que, pour tout |z| ≤ A,
(

u
(

z
j

))
j≥A+1

est multipliable.

iii) Soit, pour n∈N∗, z∈C, Gn (z)=∏1≤ j≤nu
(
− z

j

)
. Montrer que la suite (Gn) converge

unformément sur les compacts de C. Soit G(z) = limn Gn (z). Quels sont les zéros de G ?

3) Montrer que, pour |z| < 1, la famille
(

1
n jn zn

)
n≥2, j≥1

est sommable et que sa somme

Φ(z) vérifie |Φ(z)| ≤ |z|2 et G(z) = eΦ(z). Montrer que Φ est dérivable et que

Φ
′ (z) = ∑k≥1ζ (k+1)(−z)k

où ζ (s) = ∑n≥1n−s.

4) Soit, pour n ∈ N, z ∈ C avec Rez > 0, Bn (z) =
∫ 1

0
tz−1 (1− t)n dt.

i) Montrer zBn+1 (z) = (n+1)Bn (z). En déduire : Bn (z) = n!
z(z+1)...(z+n) .

ii) Montrer que, pour n ∈ N∗, z ∈ C avec Rez > 0,

1
nz Bn (z)

= zez(∑1≤k≤n
1
k−logn)

∏1≤ j≤n

(
1+ z

j

)
e−

z
j .

En déduire : 1
nz Bn(z)

−→
n→∞

zeγz G(z), uniformément sur les compacts de Rez > 0.

5) Montrer que les fonctions t 7→ tz−1e−t et t 7→ t−z−1e−
1
t sont [absolument] intégrables

sur [0,1] et que les fonctions

z 7→ Γ0 (z) =
∫ 1

0
tz−1e−t dt et z 7→ Γ1 (z) =

∫ 1

0
t−z−1e−

1
t dt

sont holomorphes sur Rez > 0.
6-i) Montrer que, pour t ∈ R+, la suite

((
1− t

n

)n) est croissante, de limite e−t .
ii) Montrer que (nz Bn (z)) converge vers Γ0 (z)+Γ1 (z) = Γ(z).
Etablir la relation : Rez > 0⇒ Γ(z+1) = zΓ(z).
7) Soit z ∈ C, avec |z|< 1 et Rez > 0 ; montrer :

−Γ′ (z)
Γ(z)

=
1
z
+ γ +∑k≥1ζ (k+1)(−z)k .

8) Montrer : γ =−
∫

∞

0
e−t× log t dt.
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Exercice 0.16. On pose, pour x, y≥ 0, f (x,y) = x2−y2

(1+x2+y2)
2 .

Montrer que, pour tout x ≥ 0 (resp. tout y ≥ 0), l’application y 7→ f (x,y) (resp. x 7→
f (x,y)) est [Lebesgue-]intégrable sur R+. Calculer

g1 (x) =
∫

∞

0
f (x,y) dy et g2 (y) =

∫
∞

0
f (x,y) dx.

Montrer que g1 et g2 sont [Lebesgue-]intégrables sur R+ et calculer leurs intégrales. Ex-
pliquer.


