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Chapitre 0. Nombres réels. Suites numériques

Ce chapitre est consacré a des rappels de premiére année et a quelques compléments
sur les nombres réels, les suites réelles et complexes. Les ensembles de nombres seront
désignés par les notations classiques : N, Z, Q, R, C.

0.1. Nombres réels

Axiomes pour les nombres réels

Il y a de nombreuses facons de présenter les nombres réels en donnant un ensemble
restreint de propriétés qui soit suffisant pour reconstruire toutes les autres propriétés
des nombres réels. Certaines présentations insistent plutot sur les opérations algébriques
d’addition et de multiplication, et placent I'ordre au second plan. Nous choisirons ici de
privilégier la notion d’ordre, et de nous appuyer sur la connaissance des propriétés de
I’ensemble @ des nombres rationnels.

On suppose donc connu I'ensemble Q, avec son addition, sa multiplication, son ordre
et les relations entre I'ordre et les opérations. L’ensemble R des nombres réels peut alors
€tre caractérisé a partir d’un petit nombre de propriétés “axiomatiques”. Ces propriétés
seront classées ici en quatre points: (O) pour ordre, (E) pour extension des rationnels,
(D) pour densité (des rationnels dans les réels) et (C) pour coupures.

(O) L’ensemble R est totalement ordonné (c’est a dire qu’étant donnés =,y € R, on
ax <y ou bien y < x). L’ensemble R n’a pas de plus grand élément et pas de plus petit
éléement.

(E) L’ensemble R contient I'ensemble @ des rationnels, et I'ordre sur R prolonge
I’ordre des rationnels : si g; et g2 sont deux nombres rationnels, on a ¢; < g pour I'ordre
de R si et seulement si on a ¢; < ¢» dans Q.

(D) Etant donné deux nombres réels z, y tels que = < y, il existe un nombre rationnel
q tel que = < ¢ < .

(C) Pour toute partition de Q en deux classes non vides | et J telles que

Vgel,Vreld, g<r

(c’est a dire que tous les élements de | sont plus petits que les élements de J), il existe
un nombre réel z tel que
Veel,Vreld, g<z<r.

La derniére propriete (C) s’appelle la propriété des coupures, parce qu’on appelle
coupure dans QQ toute partition (I,J) de Q vérifiant les propriétés eénonceées dans (C).
Le nombre z introduit dans la propriété (C) est unique (exercice); on dira que z est
défini par la coupure (1,J). C’est I'unique nombre réel qui se trouve “coincé” entre les
ensembles | et J. Si ¢, sont deux nombres rationnels et siona g < z < r, alors g € |
et r € J. Si z n’est pas rationnel, on peut dire que | est I’ensemble de tous les nombres
rationnels ¢ tels que ¢ < z et J I’ensemble de tous les nombres rationnels r tels que
r > z; Si z est lui-méme rationnel, il y a deux cas possibles, selon que z € 1 ou z € J.

Exemple. Désignons par J I’ensemble de tous les nombres rationnels » > 0 tels que
r2 > 2 et par | I’ensemble Q \ J complémentaire de J dans Q. Le couple (I,J) est une
coupure qui définit le nombre réel /2 (si A et B sont deux sous-ensembles d’un ensemble
X, on note A\ B I'’ensemble des points de A qui ne sont pas dans B).



Proposition 0.1.1. Propriété des coupures. Pour toute partition de R en deux classes
non vides | et J telles que
Veel,Vyeld, z<uy,

il existe un nombre réel z unique tel que

Veel,Vyed, z<z<uy.

Esquisse de demonstration. C’est presque la méme chose que la propriété (C), sauf qu’on
s’est donné maintenant une partition de R au lieu d’une partition de Q. On désigne alors
par I’ I'ensemble des rationnels qui sont dans | et par J' I’ensemble des rationnels qui
sont dans J. On vérifie que (I’,J’) est une coupure de Q (micro-exercice), qui définit un
nombre réel z: c’est le nombre chercheé.

Exercice. (A traiter a partir des propriétés (O, E, D, C) seulement, en oubliant momentanément
ce qu’on a pu apprendre avant sur I'ensemble R)

— Montrer que pour tout nombre réel x il existe deux nombres rationnels p,q tels que
p<X<q.

- Si x,y sont deux nombres réels, montrer que I'on a x <y si et seulement si tout nombre
rationnel g plus petit que x est plus petit que y.

— Montrer qu’un nombre réel x est égal a 0 si et seulement si pour tout rationnel r > 0, on
a-rsx<r.

— Soit f une fonction croissante de R dans R, qui change de signe mais ne s’annule jamais.
Montrer gqu’il existe un nombre z unique tel que T(x) < 0 pour tout x < z et f(y) > 0 pour
touty > z.

Remarque. Approximation d’'un nombre réel par des nombres rationnels. Si z est un
nombre réel et si » est un nombre rationnel > 0 (qu’on peut imaginer petit), il existe
deux nombres rationnels pet g telsque p <z <qgetqg—p <.

Justifions cette a rmation. Prenons un premier rationnel ¢; tel que z < ¢4, et un
autre rationnel u tel que 0 < uw < r/2. Il existe un entier n > 0 tel que ¢; < nu, donc
r < nu, et de la méme fagcon on peut trouver un entier relatif m tel que mu < =x.
L’ensemble des entiers relatifs £ > m tels que ku < z est fini, puisqu’il est majoré par n
et minoré par m. Soit ky son plus grand élément; on aura alors (ko + 1)u > x, donc

p=kou—u<ku<z<(k+Lu=q
et on a bien obtenu ¢ — p = 2u < 7.

Majorant. Borne supérieure

Soit A un sous-ensemble de R; on dit qu’'un nombre réel M est un majorant de
I’ensemble A si tout éléement x de A est inferieur ou égal a M,

Ve e A, <M.

Il est important (et facile) de savoir exprimer qu’un nombre y n’est pas un majorant de
I’ensemble A : cela signifie qu’il existe au moins un nombre x € A tel que x > y. Si A est
vide, on est conduit & dire que n’importe quel M € R est un majorant de A. On dit que
I’ensemble A est majoré s’il existe un majorant M € R pour I’ensemble A. Un minorant
de A est défini de fagon analogue, et on dit que A est minoré s’il posséde un minorant
m € R. On dit que A est borné s’il est a la fois majoré et minore.
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Si A est un sous-ensemble non vide et majoré de R, considérons I’ensemble J des
majorants de A et désignons par | son complémentaire. Alors (I, J) est une coupure dans
R : tout d’abord, J est non vide par hypothese. Puisque A est non vide, on peut trouver
a € A et un réel x tel que = < a parce que R n’a pas de plus petit élement, donc x n’est
pas un majorant de A, c’est a dire que = € I, donc | est non vide. Soient ensuite x € | et
y € J; puisque z n’est pas un majorant de A, il existe un éléement a € A tel que x < a,
et a < y puisque y est un majorant de A, donc x < y. On a bien montré que (I,J) est
une coupure.

Puisque (1, J) est une coupure, il existe un unique nombre réel b défini par la coupure,
c’est a dire tel que x < b < y pour tous = € I, y € J. Nous allons voir que

Le nombre b est le plus petit majorant de A.

Tout d’abord, on sait que b < y pour tout majorant y de A (c’est a dire tout y € J).
De plus, b est un majorant de A : sinon, il existerait a € A tel que b < a, puis un rationnel
q tel que b < ¢ < a d’aprés la densité (D) ; alors ¢ ne serait pas un majorant de A, donc
g € | mais b < ¢, contredisant la définition de b par la coupure (I,J). Par conséquent, b
est un majorant de A, donc finalement b est le plus petit majorant de A.

Définition 0.1.1. On dit que b est la borne supérieure d’un sous-ensemble A de R si b
est le plus petit majorant de A.

On a donc établi une propriété fondamentale de I'ensemble R :

Théoréeme 0.1.1. Tout sous-ensemble A non vide et majoré de R posséde une borne
supérieure.

Si A posséde un plus grand élément a, cet éléement a est évidemment la borne supé-
rieure de A. La borne inférieure d’un ensemble A, si elle existe, est le plus grand minorant
de A. Tout sous-ensemble non vide et minoré de R posséde une borne inferieure. Quand
elle existe, on désigne la borne supérieure de A par la notation sup A, et inf A pour la
borne inférieure.

Exemples. L’intervalle A =]0, 1] admet 1 pour borne supérieure et 0 pour borne inférieu-
re. Noter gu’aucun de ces deux nombres n’est élement de A dans cet exemple. L’ensemble
{1,1/2,1/3,...,1/n,...} admet 1 pour plus grand élément, donc pour borne supérieure,
et 0 pour borne inférieure.

Il est important de comprendre le fonctionnement de ces notions. Commencgons par
une propriété trées simple.

Si A C B C R, avec A non vide, B majoré, on a sSUupA < supB. Dans la méme
situation A C B C R, si A est non vide et B minoré, on a inf B < inf A.

Veérification. Le nombre sup B est par définition un majorant de B, donc c’est aussi un
majorant de A puisque A C B. Mais puisque sup A est le plus petit majorant de A, on
a bien sup A < sup B.

On va maintenant expliqguer comment on peut définir les opérations algébriques sur les
nombres réels en utilisant I’addition et la multiplication des rationnels et les propriétés d’ordre.
Précisons la régle du jeu pour la lecture de ce qui suit: on va faire semblant pour un moment
de ne plus savoir ce qu’est I’addition de deux nombres réels, et on va voir comment on pourrait
la définir a partir de ce qui précéde. La réalisation compléte de ce programme est longue et
pénible, et on ne fera ici que I’esquisser.



Addition des nombres réels

Etant donnés deux nombres réels x; et x2, on définit un nombre réel, noté provisoirement
[X1 + X2], par la formule

[X1 + X2] = sup{p1 + P2 : p1, P2 [Q, p1 < X1,p2 < X2}

Désignons par S(X1, X2) I'ensemble des sommes p1 +p2, ol p1, p2 sont rationnels, et p; < X1,
p2 < X2. Si X1 et X2 sont rationnels, on voit que [X1 + X2] = X1 + X2. En e[ef] dans ce cas,
X1 + Xz est le plus grand élément de S(X1, X2), donc aussi sa borne supérieure. Cette Vvérification
permet de noter simplement x; + X, pour la somme de deux réels.

Exercice (pénible et un peu délicat).
— Veérifier que X1 + X2 = Xz + X1 pour tous réels x1, Xz.
— Si X3 = y1 et Xo < y2, montrer que X1 + X2 < y1 +Yo.
— Montrer que X1 + (X2 + X3) = (X3 + X2) + X3 pour tous réels X1, Xz, X3.
— Montrer que X + 0 = x pour tout nombre réel x.

Pour terminer la mise en place des propriétés liées a I’addition, on définit un nombre réel
noté [—x] comme borne supérieure de I'’ensemble N(x) des rationnels g tels que x =< —q. On
montre alors que [—x] + x = 0. Cela permet de vérifier que si x est rationnel, [—x] est bien égal
au rationnel —x. Cette vérification étant faite, on notera simplement —x pour I'opposé d’un
nombre réel x. On voit que si X <y, alors —y < —X.

Multiplication

Le cas de la multiplication est plus embétant, parce que la multiplication par un nombre réel
< 0 va renverser I'ordre. On peut y arriver en définissant d’abord le produit de deux nombres
réels = 0, comme borne supérieure d’un ensemble de produits de rationnels, puis en définissant
les autres cas en raisonnant sur les signes. On commence donc par poser pour Xz, Xz réels positifs
ou nuls

[X1X2] = sup{p1p2 > P1, P2 [Q, 0< pP1 = X, 0= p2 = X2}.
On vérifie que [x1X2] = xix2 lorsque X; et X sont rationnels = 0. On omettra ici la suite
de la construction de la multiplication, qui commence ainsi: si X3 < 0 et X2 = 0, on posera
X1 X2 = —(—Xl)Xz. ..

Il faut se rappeler que si X,y sont =0, alors xy = 0. Il en résulte quesia<betu =0, on
a au < bu (il su X d'écrire bu —au = (b —a)u = 0).

Une construction des nombres réels

On pourra sans inconvénient sauter ce paragraphe en premiére lecture. L’objectif est
d’expliquer comment on peut fabriquer un “modéle” pour I’ensemble R en utilisant le langage
de la théorie des ensembles, et en ne supposant connu que I’'ensemble Q des nombres rationnels.
Ce modéle sera noté provisoirement R au lieu de R.

L’idée est assez simple. Si on “connait” déja I’ensemble R, on voit bien qu’un nombre réel x
est complétement détermingé par la connaissance de I’ensemble Ix de tous les nombres rationnels
g tels que q < x. Si on oublie R et qu’on cherche a I'introduire “proprement” a partir de Q,
on peut se dire qu’il su [I_de remplacer “I'idée” de x par “I'idée” de I, c’est a dire I'idée d’un
intervalle | de rationnels, majoré mais sans plus grand élément, et illimité a gauche.

On désignera donc par R I’ensemble des sous-ensembles | QI qui vérifient les trois pro-
priétés suivantes :

1LIBEtIEQ

2. Si | contient un nombre rationnel r, alors | contient tous les nombres rationnels g tels
que g =<r.

3. Pour tout r [l existe r' [Ikel que r < r’ (I'ensemble | n’a pas de plus grand élément).

Du point de vue ensembliste, R est un sous-ensemble de I’ensemble P (Q) des parties de Q.
Pour tout nombre rationnel g, posons

I(@={r CQ:r<gq}.

On vérifie que 1(q) est un élément de R. On a ainsi défini une application j : ¢ — 1(q) de Q
dans R. Cette application j est injective, ce qui permettra de “plonger” Q dans R. Si on n’aime
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pas “plonger”, on pourra dire que R sera la réunion de Q (le vrai) avec la partie R\ j(Q) de R
formée de tous les I [CH qui ne sont pas de la forme 1(q) pour un rationnel g.

On définit maintenant I'ordre sur I’ensemble R, en prenant I'ordre de I'inclusion des en-
sembles de rationnels : si 11,1, [CH, on dit que I1 < |5 si et seulement si 11 121 On vérifie que
I’ensemble R est totalement ordonné. De plus, I’ordre sur I'image j(Q) de Q est bien I’ordre de
Q, c’est a dire que I’on a p1 < p2 dans Q si et seulement si I(p1) [CI(b2). Il est clair que R n’a
pas de plus grand &lément ni de plus petit élement. On a donc Vérifié les propriétés (O) et (E)
pour I'ensemble R.

Supposons que I1, |2 soient deux éléments de R, tels que |1 < l,. Cela signifie qu’il existe
un rationnel q tel que q 13 mais q Y 14. Il existe aussi d’aprés la définition des éléments de
R un nombre rationnel g > g tel que q° [I3. Alors I3 < 1(q) < I(q") < Iz, ce qui montre la
propriété (D).

Terminons avec la propriété (C) de coupure. Soit (I,J) une partition de Q en deux classes
non-vides telle que tout élément q de | et tout élément r de J vérifient q < r; désignons par I’
I’ensemble de tous les éléments q CIpour lesquels il existe " CITkel que g < q’. On vérifie alors
que I’ R et que I(q) I LCI) pour tous g CLlr [ Autrement dit, I’ = z est I'élément
cherché dans la propriété (C).

La droite achevée R

La droite achevée, notée R, est I’ensemble obtenu en ajoutant a I’ensemble R deux
nouveaux élements, +oo et —oo. Pour bien se mettre d’accord sur le langage employg,
insistons un peu : ces deux nouveaux élements +oo et —oco ne sont pas des hombres réels
et ne devront pas €tre appelés nombres réels.

Il est utile de préciser un certain nombre de conventions concernant les symboles
+00 et —oo. Tout d’abord, si = est réel, on considére que —oco < = < +o00; 0N pose

ensuite z + (+o0) = z — (—o0) = +o0, x — (+0) = x + (—00) = —o0; 0N POse aussi
(+00) + (+o0) = +oc et la convention analogue pour —oo, a savoir (—oc) +(—o0) = —oo.
Si x > 0, on pose z.(+¢) = (—x).(—x) = +o0 et z.(—x) = (—x).(+0) = —o0;

on pose aussi (+00).(+o0) = (—00).(—0) = +oo et 1/(+o0) = 1/(—o0) = 0; les autres
cas sont considérés indétermings : (+o00) — (+00), 0.(+00) ou 0.(—o0) et 1/0.

On pourra noter que tout sous-ensemble A de R posséde une borne supérieure dans R (et
une borne inférieure) : si A est vide, son plus petit majorant est I'élément —oo; si A n’est pas

majoré par un nombre réel, son plus petit majorant dans R est +oo. Si A est non vide et majoré
par un nombre réel, on utilise la propriété de borne supérieure dans R.

0.2. Limite des suites numériques

Une suite de nombres réels est une application z : N — R; la notation habituelle pour
une suite est (x,), ou plus précisement (x,),>0, plutot que les notations d’applications
telles que n — x(n).

Suite de nombres réels convergente vers un nombre réel

Définition 0.2.1. On dit que la suite de nombres réels (x,,) converge vers ¢ € R si pour
tout € > 0, on a pour tout entier n assez grand (dépendant de ¢) I'inégalité |z,, — ¢| < e.
En symboles

Ve>0,ANe N, VneN, (n >N = |z, — | <e).

On peut traduire la convergence de la suite (z,,) vers la limite £ en disant qu’il existe
une application e — N(¢) € N, définie pour tout £ > 0, qui contréle la convergence dans
le sens suivant : pour tout £ > 0, on a

vn €N, (n > N() = |z, — (] <e).
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Par exemple, la convergence vers 0 de la suite (1/n) est contrdlée par la fonction N(g) =
[1/e] + 1 (la notation [x] désigne la partie entiére du nombre réel z, c’est & dire le plus
grand entier relatif k£ tel que £ < z). Si la fonction ¢ — Ni(¢) contrdle la convergence
de la suite (z,,) vers /¢ et la fonction N5 la convergence de la suite (y,) vers m, on voit
facilement que si on pose N(g) = max{N;(¢/2), N2(¢/2)}, la fonction ¢ — N(e) contrdle
la convergence de la suite (x,, +vy,) vers £+m : c’est le theoréme sur la somme de limites.

Le lecteur devra réviser les propriéetés des limites : sommes, produits, quotients,. ..

Exercice. Etudier la suite définie par zo = 1, et z,,41 = % (z, +5/z,,) pour tout n > 0

(on calculera x,,,1 ++/5, et on montrera que 1 —2v/5/(x,, +v5) = (z,, — v5)/(z,, +/5)
tend vers 0).

Limite infinie
On dit que la suite de nombres réels (xz,,) tend vers +oo si pour tout A € R on a
pour tout entier n assez grand (dépendant de A) I'inégalité x,, > A. En symboles

VAER,INeN,VneN, (n>N=z, > A).

Il existe évidemment une définition analogue pour —oo que le lecteur formulera lui-méme.
On réserve le terme de suite convergente aux suites qui convergent vers un nombre réel
(c’est a dire que la limite est finie). Dans tous les cas la limite est unique quand elle
existe, et on la note lim,, x,,, finie ou +oo.

Si (z,,) et (y,,) sont deux suites qui admettent les limites (peut-€tre infinies) ¢ et m,
les suites (z,, + yn), (xnyn) OU (1/x,) tendent respectivement vers ¢ + m, ¢m ou 1/¢,
chaque fois que les conventions naturelles pour I'arithmétique de R (rappelées a la fin de
la section précédente) donnent un sens a I’expression limite.

Dans certains cas une suite numeérique ne commence pas avec n = 0, mais elle est
seulement définie pour n > ng ; la notation (x,,),>n», rend compte de cette situation. Les
modifications a faire dans ce cas a la définition des limites sont claires. La limite d’une
suite ne change pas si on modifie un nombre fini de termes de la suite, ou si on décale
tous les termes : si lim, z,, = ¢ € R, la suite (y,,) définie par y,, = x,,; Verifie aussi
lim, y, = ¢.

Principes simples
La propriété suivante est importante, c’est pratiqguement la définition de la limite :

Sia < ¢ =1im, x,, € R, alors pour tout entier n assez grand on a I'inégalité a < x,,.
De méme si b > ¢ =Ilimx, € R on a b > x, pour tout entier n assez grand.

Vérification dans le cas a < [dt [finie. Dans I'application de la définition de la limite, on choisit
€ = (#a)/2 = 0. Pour n = N(g), on aura |xn — [[I< ([ a)/2, ce qui donne [F X, < [+ a,
donc a < xn pour tout n = N(¢g).

Exemple : suites équivalentes; soit (y,),>o une suite numérique telle que y,, # 0 pour
tout n assez grand. La suite (z,,) est dite équivalente a la suite (y,,) si x,,/y, tend vers 1
quand n — +oc; alors pour tout £ > 0 on a pour n assez grand (1—¢) < =, /y, < (1+¢).
En particulier, on voit que z,,/y,, > 0 pour n assez grand (prendre ¢ = 1/2 par exemple),
ce qui indique que x,, et y,, sont de méme signe pour n assez grand.

Toute suite convergente (limite finie) est bornée.

Cela résulte du “principe simple” ci-dessus, appliqué avec par exemple a = /¢ — 1 et
b=1/(+1.



Passage a la limite des inégalités larges

Il s’agit d’une remarque bien simple mais qui doit devenir un des automatismes
fondamentaux de I'analyse: si ¢ = limz,, et si on a z,, < M pour tout n > ng, alors
“I'inégalité passe a la limite” et on obtient ¢/ < M.

Important : seules les inégalités larges se conservent par passage a la limite.

Limites de fonctions et limites de suites
Soient J =]c, d[ un intervalle ouvert de R et a un point de [c, d]; posons | = J\ {a};
si f est une fonction réelle définie dans I, qui vérifie
lim f(z)=/¢
r—a,x€l

(avec ¢ € R) et si (x,,) est une suite de points de | telle que z,, — a, alors la suite (f(x,))
tend vers /. Le résultat s’étend au cas ou d = a = +oo 0U bien ¢ = a = —o0.

Exemple : soit ¢ un nombre réel fixé; déterminer Iimn(l + %)" en utilisant la limite du
quotient In(1 + x)/z lorsque = — 0 (le seul cas intéressant est le cas ¢ # 0).

En particulier, ce qui précéde s’applique si f est une fonction continue en un point.
Soient J un intervalle ouvert de R et a un point de J; si f est une fonction réelle définie
sur J, continue au point a, et si (x,) est une suite de points de J telle que x,, — a, alors
la suite (f(z,)) tend vers f(a).

Suites croissantes et majorées

On rappelle que la borne supérieure d’un sous-ensemble A de R est le plus petit
majorant de A, et que tout sous-ensemble non vide et majoré de R posséde une borne
supérieure, notée sup A.

Théoréme 0.2.1. Toute suite croissante et majorée (x,) de nombres réels converge vers
un nombre ¢ € R. La limite ¢ est la borne supérieure de I’ensemble

{.’130,{131,. ey Ly .- }
des valeurs prises par la suite (x,). En particulier, on a x, < { pour tout n.

Autrement dit, une suite croissante de nombres réels est convergente si et seulement
si elle est majorée.

Démonstration. L’ensemble A des valeurs prises par la suite (x,) est non vide, et il est
majoré par hypothése. Nous pouvons donc considérer la borne supérieure ¢ = sup(A).
Soit ¢ > 0 quelconque; puisque ¢ — e < ¢ et puisque /¢ est le plus petit majorant de A,
nous savons que ¢ — ¢ ne peut pas €tre un majorant de A. Il existe donc au moins un
élement xn de A tel que ¢ — ¢ < zn (I’entier N dépend de ¢). Puisque la suite (z,,) est
croissante, nous aurons xy < x, pour tout n > N; par ailleurs x,, < ¢ puisque ¢ est un
majorant de I’ensemble A. Au total nous avons pour tout entier n > N

l—e<an <z, </,

ce qui entraine que |x,, — ¢| < . Explicitons complétement la conclusion, pour une fois :
nous venons bien de montrer qu’a tout ¢ > 0 donné, nous pouvons associer un entier
N = N(e) tel que |z, — ¢| < ¢ pour tout n > N, donc nous avons montré que la suite
(x,,) converge vers /.

A titre d’exercice, on montrera de fagcon analogue le théoréme qui suit :
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Théoréme 0.2.2. Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle [a, b[,
croissante et majorée sur cet intervalle; alors f(x) tend vers une limite £ € R lorsque
x tend vers b (par valeurs x < b). La limite ¢ est la borne supérieure de I’ensemble des
valeurs prises par la fonction f sur I'intervalle [a,b[. En particulier, on a f(x) < { pour
tout = € [a, b[. Le résultat reste valable pour un intervalle de la forme [a, +oo].

Convergence de suites complexes

On dit qu’une suite (z,) de nombres complexes converge vers ¢ € C si la suite réelle
des modules |z, — ¢| tend vers 0. On peut exprimer la convergence en utilisant les parties
réelles et imaginaires : la suite (z,,) converge vers ¢ € C si et seulement si les deux suites
réelles formées des parties réelles et imaginaires convergent respectivement vers celles de
la limite /,

lim z,=¢< ( lim Rez, =Rel et lim Imz,=1Im¢).
n—-+4oo n—4+oo n—-+4oo
Il est parfois (et méme souvent) nécessaire d’étudier une suite complexe directement
comme suite complexe, alors que I'étude des parties réelles et imaginaires conduirait
a des complications insurmontables. La méme remarque s’applique a certains calculs

matriciels ou vectoriels qui ne sont compréhensibles que si on raisonne globalement.

Reprendre I'exemple: zg € C, z,11 = 3 (2, + b/2,), avec b complexe, b # 0; discuter

suivant la position de zy par rapport aux deux racines carrées de b.

Sous-suites

La notion de sous-suite est source de malentendus, et il faut se mettre d’accord sur
le sens qu’on veut lui donner en mathématique. Etant donnée une suite (x,,) de nombres
(ou une suite de n’importe quoi, ¢a serait pareil), la donnée d’une sous-suite consiste
a sélectionner dans I’ordre donné et sans répétition certains élements de la suite
initiale, en conservant une infinité de termes de la suite donnée. Ce qui nous donne :

Définition 0.2.2. On dit que la suite (yx)r>0 est une sous-suite de la suite (z,,),>0 S'il
existe une suite strictement croissante d’indices entiers ng < n; < ... < np < ... tels
que pour tout entier £ > 0 on ait y, = x,, .

Dans la pratique, on notera souvent directement (z,, ), une sous-suite de la suite
(z,,). Si la suite (x,,) tend vers ¢ ¢ R, toute sous-suite de la suite (x,,) tend vers la méme
limite ¢; bien sUr I'inverse n’est pas vrai : la suite (x,,) = ((—1)") n’est pas convergente,
mais possede des sous-suites convergentes, par exemple les sous-suites (xs,,) et (z2,4+1)-
On verra plus loin un théoréme général sur ce sujet de I’extraction de sous-suites con-
vergentes (théoréme de Bolzano-Weierstrass 6.1.2 : toute suite bornée de nombres réels
admet des sous-suites convergentes).

Limite supérieure d’une suite bornée de nombres réels

Soit (x,,) une suite bornée de nombres réels. Désignons par | I’ensemble de tous les
nombres réels = tels qu’il existe une infinité d’indices n vérifiant x < x,,. Puisque (z,,)
est bornée, on peut choisir M tel que —M < z,, < M pour tout n > 0. Il n’y a donc
aucun indice n tel que M < z,,, par conséquent M ¢ I, et on a —M — 1 < z,, pour tous
les indices entiers n, donc —M — 1 € I. Par ailleurs il est clair que si z € | et 2’ < z, on
a aussi 2’ € I. Si on désigne par J le complémentaire de | dans R, on voit que (I,J) est
une coupure, qui définit donc un unique nombre réel z. Précisons les deux propriétés qui
caractérisent complétement le nombre z :



— pour tout z < z, il existe une infinité d’indices n tels que = < xz,,
— pour tout y > z, il n’existe qu’un nombre fini d’indices n tels que y < x,,.

Le nombre z ainsi défini s’appelle la limite supérieure de la suite (z,,), et on le note

z = limsup x,.
n—-+oo

Indiquons une autre approche. Pour chaque entier m = 0, considérons la borne supérieure
Um = SUP{Xm, Xm+1, Xm+2, - - -}

de I’ensemble A, formé par les termes de la suite au-dela du rang m. Il n’existe évidemment
gu’un nombre fini d’indices k tels que um < Xk (tous ces indices k sont < m, puisque um majore
tous les termes X, pour n = m), par conséquent z < um. D’autre part, les ensembles A, &tant
décroissants par rapport a m, la suite (um) est décroissante ; puisqu’elle est minorée par z, elle
converge vers une limite u, qui est en fait égale a z (si on avait z < u, on pourrait choisir v
tel que z < v < u. Il n’y a alors qu’un nombre fini d’indices n tels que v < xn, donc on peut
trouver m tel que Xn < v pour tout n = m, ce qui entraine Um <V, pUISU<Um <V < U, Ce
qui est impossible. On doit donc avoir u = z). On trouve ainsi une formule qui peut expliquer
le nom de limite supérieure,

limsupxn = lim (sup xn). On pose aussi liminfx, = lim (inf xpn).

N— 400 M—+00 n>m n—-+oo m—-+oco N>m

Propriétés de la limite supérieure.

1- Si lim,, x,, existe, on a limsup,, z,, = lim,, z,, = liminf,, z,,. Réciproque?

2-Si A >0, onalimsup,, Az, = Alimsup,, x,,.

3- Si a,, < b, pour n > ng, on a limsup,, a,, < limsup,, b,,.

4- Si z = limsup,, x,,, on peut trouver, aussi loin qu’on veut dans la suite, des termes
x, aussi prés qu’on veut de z :

Ve >0,VN, In >N, |z, —z| <e.

Ceci signifie que z = limsup,, z,, est une valeur d’adhérence de la suite (z,,).

Justifions ce qui précéde. Etant donné € > 0, on sait qu’il n’y a qu’un nombre fini d’indices
n tels que z + € < Xn, et il y a une infinité d’indices n tels que z — € < Xn; on peut donc
certainement trouver un indice n = N vérifiant la seconde condition et le contraire de la premiére,
Z—€<Xp<2z+eg, cequidonne |x, —2z| < 2¢.
Exemple, exercice. La suite ((—1)") posséde exactement deux valeurs d’adhérence, 1 et —1. Siy
est une valeur d’adhérence de la suite (xn), montrer qu’on peut construire une sous-suite (Xn, )
qui converge vers y (on tient alors une démonstration de Bolzano-Weierstrass).

0.3. Suites de Cauchy

Si une suite (z,,) réelle ou complexe converge vers ¢, on peut trouver pour tout
e > 0 un entier N tel que pour tout m > N, on ait |z, — £| < 5. Si on prend un autre
entier n > N, on aura aussi |z, — ¢| < 5, donc par I'inégalité triangulaire on obtient
|xm — xn| < e pour tous m,n > N, ce qui est une propriété vérifiee par toute suite
convergente, mais ou la valeur de la limite n’intervient pas. Nous allons donner un nom

a la propriété que nous venons d’isoler.

Définition 0.3.1. Une suite réelle ou complexe (x,,) est une suite de Cauchy si pour
tout € > 0, il existe un entier N (dépendant de ¢) tel que, pour tous les entiers m,n > N,
on ait |z, — z,| < €.



Toute suite convergente est donc de Cauchy. Une suite complexe est de Cauchy si
et seulement si les parties réelles et imaginaires sont de Cauchy. Pour que (x,) soit de
Cauchy il su t que

Ve >0, 3N, Vn > N, |z, —an]| < &.

Exercices.

1. Si (x,,) est une suite réelle ou complexe telle que |z,+1 — z,| < 27" pour tout
n > 0, montrer que la suite (x,,) est de Cauchy.

2. Soit f une fonction réelle définie et dérivable sur R, telle que |f'(x)| < 1/2 pour
tout z € R; montrer que pour toute valeur de x, la suite définie par x,,.1 = f(z,) pour
tout n > 0 est une suite de Cauchy.

Proposition 0.3.1. Toute suite de Cauchy de nombres réels ou complexes est bornée.

Démonstration. Soit (xz,,) une suite de Cauchy réelle ou complexe; en prenant ¢ = 1
dans la définition, on trouve un entier N; tel que |z, — zn,| < 1 pour tout n > Ny, donc
|z, | < |xn, |+ 1 pour n > Nj et finalement

M = max{|m0|, sy |IEN1_1|, |IEN1| + l}
borne la suite (z.,,).

Convergence des suites de Cauchy. Espaces complets

Théoréme 0.3.1. Toute suite de Cauchy, réelle ou complexe, est convergente (bien siir,
la limite est réelle si la suite est réelle). Par conséquent, une suite de nombres réels ou
complexes est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

Démonstration. Il su t de traiter le cas réel. Soit (z,) une suite de Cauchy de nom-
bres réels; on sait qu’elle est bornée, ce qui permet de définir sa limite supérieure
z = limsup,, z,,. On va montrer que la suite (z,) converge vers z. Donnons nous un
nombre ¢ > 0. Puisque la suite (z,) est de Cauchy, il existe un entier N tel que pour
tous n,m > N, on ait |z, — z,,| < §, d’apres les propriétés de la limite supérieure, on
sait que z est valeur d’adhérence de la suite (z,,), donc il existe un entier ny > N tel que
|zn, — 2| < e/2. Pour tout n > N, on aura

3 9
[ = 2| < @ = Tny | + |n, =2 < 5+ 5
ce qui montre la convergence de (x,,) vers z = limsup,, z,,.

On dit que R et C sont complets. On verra plus tard d’autres cadres dans lesquels
seront définies la convergence des suites et les suites de Cauchy. On dira alors qu’un
“espace” est complet si toute suite de Cauchy de cet espace converge vers une limite qui
soit élement de cet espace (ainsi Q n’est pas complet : toute suite de Cauchy de points
de Q a bien une limite dans R, mais cette limite n’est pas forcement dans Q).

Exemple. Soit f une fonction réelle définie et dérivable sur R, telle que |f'(z)| < 1/2
pour tout x € R; pour toute valeur de zq, la suite définie par récurrence par la donnée
de xq et par la relation x,, 1 = f(z,) pour tout n > 0 converge vers I'unique solution de
I’équation f(z) = .
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Chapitre 1. Séries numeériques

1.1. Introduction

Commencgons par donner quelques exemples frappants de séries numériques, avant
méme de donner la définition mathématique de cette notion.

1 1 1

4+ 4.+ F+...=1
) 272 on .
(B) 1+ ih vt —as

2 n
_1\yn+1

©) 1—E+---+¢+...:|n2,

2 n
(D) 1—14 -+ ()" +...=27?

Il faut certainement discuter ces exemples. La premiére saine réaction est la suivante :
avant que I'on ait posé une définition mathématique précise, on a tout a fait le droit de

dire que la notation

1 1

4+ 4+

2 4 2"
ne veut rien dire (ce sont les trois petits points a la fin de la ligne précédente qui posent
probléme). Si on est dans un état d’esprit plus conciliant, on peut accepter d’essayer de
deviner le sens qu’on donnera un peu plus loin. Essayons donc. Le premier exemple se
comprend bien avec un schéma de [0, 1] : de I'intervalle [0, 1], on e ace la premiére moitié
[0, %[. Il reste une longueur 1/2 dans I'intervalle restant [%, 1]; on enléve maintenant la
premiére moitié [3, §[ de Iintervalle restant, c’est & dire qu’on a enlevé en tout 1 + 1, et
il reste Iintervalle [, 1], de longueur 1/4. On continue. .. On “voit bien” qu’on épuisera
[0, 1] en enlevant successivement 1/2, 1/4, 1/8,. ..

Pour le second exemple on note que

TS S SV I S S IV S
=22 3=""4 2" 4 5 6 77 "8 277
et de méme pour tout entier n > 1
1 1 1
+ ...+ > -,
2n—1 2n —1 — 2
ce qui montre que
1 1 n
1+—+...+ > —.
2 2n —1 = 2

Le troisiéme exemple ne se devine pas, mais montre qu’une somme “infinie” peut devenir
finie quand on change les signes. Dans le dernier exemple il y a un choix a faire; on
pourrait se débrouiller pour donner une valeur a cette expression (exercice hors sujet :
laguelle ?), mais on choisira une définition pour laquelle la somme (D) ne sera pas définie;
on dira que cette série diverge.
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1.2. Séries convergentes a termes réels ou complexes

Définition 1.2.1. On suppose donnés des nombres réels ou complexes ug, u,... On
associe a ces nombres la suite (U,,) des sommes partielles définie par
Yn>0, U,=uy+- -+u,.

On dit que Ila série Y (uy)n est convergente si la suite (U,,),, des sommes partielles tend
vers une limite finie (dans le cas réel; vers une limite complexe dans le cas complexe).
Dans ce cas on définit la somme U de la série par U = lim,, U,, et on introduit la notation

“+o0
> u,=U= lim U,
n—-+oo
n=0
ou bien
ug+u; +---+u, +---= lim U,.
n—-+4oo

Remarque. Le lecteur pourra noter I’analogie avec la définition des intégrales convergentes
f_1+oo f(®) dt. Si f admet une primitive F, I'intégrale f1+°° f(#) dt converge si et seulement
si F(t) tend vers une limite quand ¢ — +oo. La suite des sommes partielles (U,,) joue
donc un rdle analogue a celui de la primitive F.

La notation lourde mais correcte ) (u,),>0 (que personne a part I'auteur du poly
n’emploie) est censée aider a distinguer entre I’étude de la série Y (un)n>0, €t la valeur
:Z% u, de la somme dans le cas ou la série converge. Pratiquement, et sauf exception
nous écrirons comme tout le monde “&tudier la série > u,,” (sans bornes de sommation).

En revanche nous essaierons de réserver le symbole z::g u, a la valeur de la somme.

Une série a termes complexes converge si et seulement si les deux séries a termes
réeels des parties réelles et parties imaginaires convergent, et dans le cas de convergence,
la somme de la série complexe est égale a

+o0 400
ZREun +iz Imw,,.
n=0 n=0

Souvent, cette méthode n’est pas la bonne pour calculer la somme de la série (elle
est cependant raisonnable pour déterminer si la série est convergente). Pour trouver
la somme, il est souvent préférable d’adopter un point de vue global, et de considérer
les sommes partielles complexes directement. On verra un premier exemple un peu plus
loin avec le calcul de la somme de la série geométrique.

On dit que u,, est le terme général de la série > (u,),>0. Une série qui ne converge
pas est appelée série divergente. La nature d’une série ne change pas si on modifie un
nombre fini de ses termes (mais bien entendu, la somme de la série peut changer dans
cette opération). On é&crira “la série ) u, converge”, ou “la série >  u,, diverge”, ou
“etudier la série > u,,”, sans indiquer les bornes de sommation ; en revanche la notation

:i’jm u, représentera un nombre bien précis, égal a la somme de la série
Uy, +Un0+1+"'
(qui sera donc supposée convergente).

Si la série > (uy), converge, alors lim,, u,, = 0; I’inverse n’est pas vrai, comme
le montre I’exemple (B) de I'introduction. De facon tout a fait étonnante, un certain
nombre d’étudiants persistent a oublier la phrase en gras qui précéde.
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Suites et séries

Donnons une interprétation “dynamique” pour essayer de balayer les confusions fa-
cheuses entre suites et séries. Quand on étudie une suite (z,), on peut penser que x,
représente la position a I'instant n, et que I'on s’intéresse a I’existence d’une position
limite quand le temps n devient trés grand. Quand on étudie une série > u,, il faut
penser que u,, représente le déplacement entre les instants n — 1 et n. Mais ce qui nous
intéresse, c’est tout de méme la position U,, = ug + - -- + u,, a I'instant n. L’&tude des
séries donne des critéres portant sur les déplacements qui permettent de garantir que la
position limite existe.

On peut facilement retourner la correspondance séries-suites :

Théoréme 1.2.1. Soit (x,,) une suite de nombres réels ou complexes ; la série numérique
Y (@Tnt1 — Tn)n>o converge si et seulement si la suite (x,,) tend vers une limite finie (ou
une limite complexe). Posons plus précisément ug = g €t Up+1 = Tyl — T pour tout
n > 1. Dans le cas ot la série Y u,, converge, on a

“+o0
lim z, = E U, .
n—-+4oo n n

n=0

Démonstration. On voit que
Up=wug+ - +u, =x0+ (1 —20) + -+ (Tp — Tp1) = T,

par conséquent la suite des sommes partielles (U,,) de la série > u,, est exactement la

suite (x,,). Par définition, la série > u,, converge si et seulement si la suite (U,,) converge,

c’est a dire si et seulement si la suite (z,,) converge. De plus, dans le cas de convergence,
oo

la somme ::O u, de la série est par définition la limite de la suite (U,,), c’est a dire ici
lim,, z,,.

Exemples.
1. Montrer que

1 1 1
[ S T + ..
12 23 (n+21)(n+2)

2. Montrer que la série

Zln(l+nil)

diverge. Dans ces deux exemples, on calcule directement (explicitement) les sommes
partielles U,, pour tout n > 0.

Proposition 1.2.1. Soient > u, et Y v, deux séries convergentes, et soit A € C; la
série Y (Au, + v,) est convergente, et

400 400 400
Z()\un +0,) = )\Zun + Zvn.
n=0 n=0 n=0
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Série géométrique
Soit z € C; on étudie la série > z™. Pour qu’elle converge, il est nécessaire que
2™ — 0, donc nécessaire que |z| < 1. Inversement, lorsque |z| < 1, on sait que 2"*! — 0

et la formule
1 Zn—i—l

14+24+... 4+ 2" =

1—-2z 1-2z

montre que la série converge. En résumeé :
La série géométrique > z™ converge si et seulement si |z| < 1. Dans le cas |z| < 1, on a

Remarque. Dans le cas complexe, le calcul de la somme serait bien plus di cile si on
séparait partie réelle et partie imaginaire.
Exercices et exemples.

1. (Question préparatoire) Montrer que pour tout ¢ € C, on a

. a”
lim— =0.
n nl
2. Séries obtenues par la formule de Taylor-Lagrange, ou Taylor avec reste intégral :
montrer que pour tout = € R,
2 n
e$:1+x+x_+...+x_+...
2! n!

Etudier la série de Taylor d’une fonction réelle f définie sur R, indéfiniment dérivable et
telle que |f(™(x)| < 1 pour tout n > 1 et tout = € R. Traiter les exemples de sinz et
CoS .

3. Montrer la convergence de la série de Taylor de — In(1 — x) pour z = —1 (ou par
la méme méthode, pour —1 < x < 1/2). Montrer que

G0

n

1
In2=1- - +- + ...
2

1.3. Séries a termes réels positifs

On dit que > u,, est une série a termes réels positifs si u,, > 0 pour tout n > 0. Dans
ce cas il est clair que la suite (U,,) des sommes partielles est croissante, donc d’aprés le
théoréme 0.2.1 on peut dire :

Théoréme 1.3.1. Une série Y u,, a termes positifs est convergente si et seulement si
la suite (U,,) des sommes partielles est majorée. Lorsque Y u,, converge, on a pour tout
entier n > 0 I'inégalité

U, < Z U+

m=0

Remarque. Si on a seulement u,, > 0 pour n > ng, la premiére partie du théoréme
subsiste, mais pas I'inégalité de la deuxiéme partie de I’'énoncé.

Remarque. Une série a termes positifs diverge si et seulement si U, — +oc. On écrit
parfois > u,, = +oo pour dire qu’une telle série diverge, et inversement on peut écrire
> u, < +oo pour exprimer qu’une série & termes positifs est convergente.
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Théoréme de comparaison 1.3.2. Supposons que 0 < u,, < v,, pour tout n > 0.
a. Si Y v, converge, alors ), u, converge et

o0 oo
Su< X
n=0 n=0

b. Si > u, diverge, alors ) v, diverge.

Dans le cas ou les hypothéses 0 < u,, < v,, ne sont vérifiees que pour n > ng, on
obtient encore les résultats de comparaison pour la nature des deux séries (qui n’est pas
modifiee quand on change un nombre fini de termes) mais bien entendu I'inégalité entre
les sommes des deux séries n’est plus nécessairement vraie.

Exemples.
1. La série > (27" /n),>1 converge.
2. Pour tout z € [0, 1], la série >_n2z™ converge (comparer a la série > 4™ pour un
y tel que z < y < 1).
3. Pour toute suite (k,,) d’entiers égaux a 0,1,...,9, la série > k,,/10™ converge.
Montrer que tout nombre = € [0, 1] est la somme d’au moins une série de la forme
ﬁ —+ ﬁ —+ kS —+
10 100 1000
avec k; € {0,1,...,9} pour tout ¢ > 1. Quelle est la somme de la série

=X 9 9 9 9
27:_+_+_+..‘?
4~ 10"*1 7 10 100 = 1000

On dit qu’un développement décimal est impropre si toutes les décimales a partir d’un
certain rang sont égales a 9, comme dans I’exemple précédent. Tout nombre décimal
posséde un développement propre et un développement impropre.

4. Généraliser au développement en base b, ou b est un entier > 2.

Indiquons un cas particulier utile du principe de comparaison : supposons que I’on
ait u,,v, > 0 pour tout entier n > 0 et que u,11/u, < v,41/v,; On Vérifie qu’alors
un < (up/vo) vy, Ce qui permet d’appliquer le théoréme de comparaison. Dans le cas ol
les hypothéses wu,,, v, > 0 et u,1/u, < v,4+1/v, Ne sont satisfaites qu’a partir des rangs
n > ng, on obtient de méme wu,, < (un,/vn,) v, POUr tout n > ng, ce qui permet encore
d’utiliser les principes de comparaison.

On dit que deux suites réelles ou complexes (z,,) et (y,) sont équivalentes, et on
note x, ~ y, Si pour n assez grand z,, et y, sont non nuls et si lim, z,/y, = 1. On
peut étendre la définition aux suites qui peuvent s’annuler pour certaines valeurs des
indices, en disant que (z,,) et (y,) sont équivalentes s’il existe une suite (a,) telle que
lim, a,, =1 et telle que y,, = a,z,, pour tout n > ny (bien entendu, a,, = y, /x, chaque
fois que x,, #0).

Corollaire 1.3.1. Si u,, ~ v, et > u,, a termes positifs, les deux séries Y u,, et > v,
sont de méme nature.

Exemples.

1. La série > (1/n%),>1 converge; on peut la comparer a la série convergente déja
étudiée plus haut, Y (1/n(n + 1))p>1.
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2. La série Y (1 — cos(1/n)),>1 est de méme nature que la série Y 1/n?, elle est
donc convergente.

3. On sait que la série ) (1/n),>1 diverge, mais on peut retrouver ce résultat d’une
autre facon que dans I'introduction en comparant cette série a la série > (In(1+1/n)),>1
précedemment étudiée en exemple.

ATTENTION! Le corollaire précédent est FAUX pour les séries dont les termes
changent de signe.

Les bons vieux critéres (Cours d’Analyse de Cauchy ~ 1820)

Mentionnons deux critéres de comparaison avec la série géométrique, que nous ap-
pellerons A et B (et qui ont quelques variantes). On suppose ici u, > 0 pour tout
entier n assez grand.

Critere A. S’il existe x < 1 tel que u,ll/n < x pour tout entier n assez grand, la série
> u, converge. Si u}/ " > 1 pour une infinité d’entiers n, la série > u,, diverge.

La deuxieme partie du critére est évidente, puisque si ur/™ > 1 pour une infinité

d’entiers, on a u,, > 1 pour une infinité d’entiers, et u,, ne tend pas vers 0. La vérification
de la premiére partie du critére A est trés simple. Si w/"<z<1 pour tout n > ng, on
a directement wu,, < z™ pour n > ng, et ™ est le terme général d’une série convergente
puisque x < 1. La premiére partie du critére peut s’exprimer de fagcon plus rapide avec
la notion de limite supérieure :

Critére Al. Si limsup,, /™ < 1, la série »_ u, converge. Si limsup,, uy/

> u, diverge.

n s
> 1, la série

Si limsup,, u}/” > 1, on est sr que (u,,) ne tend pas vers 0, ce qui justifie la deuxiéme

partie de A1l. ATTENTION: si limsup,, u/™ = 1, il est possible que lim, u,, = 0, et
on ne peut pas conclure (voir plus loin). Le critére ci-dessus implique le cas particulier
suivant :

Critere A’. Supposons que lim, u}/n existe. Si lim,, u}/n < 1, la série »_ u,, converge.

Si lim,, u/™ > 1, la série > u,, diverge.

On remarquera bien qu’il n’y a pas de conclusion possible dans le cas limite ou

lim, v/ =1.Ene et, onavu que >"(1/n),>1 diverge alors que > (1/n?),>1 converge.
Pourtant, on a lim,, u}/” =1 dans les deux cas (petit exercice de calcul de limite).

Le second critére utilise les quotients w,,,1/u,, : on suppose donc ici, non seulement
que u,, > 0 mais aussi que u,, > 0 pour tout entier n assez grand.

Critére B. S’il existe © < 1 tel que uyy1/u, < x pour tout entier n assez grand, la série
> u, converge. Si u,41/u, > 1 pour tout entier n assez grand, la série »  u,, diverge.

Ici encore la deuxiéme partie du critére est évidente, puisque Si wu,4+1/u, > 1 pour
tout n > ng, on aura w, > u,, > 0 qui ne tend pas vers 0. La vérification de la
premiére partie du critére B est trés simple. Si u,41/u, < z < 1 pour n > ng, on a
en posant v, = z" que up41/uy, < T = vy41/v, POUr n > ng, donc on peut majorer
> u, par une série géométrique convergente. Si lim,, u, .1 /u, existe, remarquons que
si lim, u,41/u, < 1, on est dans le premier cas du critére B, et si lim, u,1/u, > 1,
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on est dans le deuxiéme cas. Par conséquent, le second critére ci-dessus implique le cas
particulier suivant :

Critére B’. Supposons que lim, u,1/u, existe. Si lim, u,1/u, < 1, la série > uy,
converge. Si lim, w1 /u, > 1, la série > _ u,, diverge.

On remarquera ici encore qu’il n’y a pas de conclusion possible dans le cas limite ou
lim,, w,41/u, =1 (pour la méme raison que pour le critére A’).

Exercices.
1. Montrer que si lim,, u,,+1/u, existe, alors
. . u
limul/? = lim L.
n n Unp,

2. Applications des critéres. Retrouver la convergence pour tout a > 0 de la série
exponentielle >~ a™/(n!), étudier la convergence des séries > n’a™ pour a > 0, a # 1.
Veérifier que les deux critéres échouent sur la série de Riemann " n®.

3. Le critére " 2"uz» pour les séries & termes positifs décroissants :

Si 0 < uUn+1 < unp pour tout n = 0 (c’est a dire si le terme général est décroissant), la série
> un converge si et seulement si la série > 2"uz» converge.

(Remarquer que 2XUyk+1 < Ugi + -+ + Usrs1 4, < 25U, pour tout k = 0). Montrer que
I’application de cette régle a la série de Riemann )~ 1/n%, dans le cas a = 0, raméne a une série

- z - 1 A ari 1
géométrique et permet de conclure. Etudier de méme les séries de Bertrand > (n(ln n)°‘> :
n>1

1.4. Comparaison séries—intégrales

Proposition 1.4.1. Soit f : [1, +oo[— [0, +oo[ une fonction décroissante et positive; on
a pour tout entier n > 2

n n n—1
Ey@s/f@msZﬂw
i=2 1 i=1

En conséquence, la série Y f(n) converge si et seulement si I'intégrale 1+oo f () dt con-
verge.

On peut donner des informations plus précises. Si > u,, est une série convergente,
on appelle reste d’ordre n de la série la quantité
—+o00
Rn: Zum_un:un+1+un+2+"‘

m=0

Proposition 1.4.2. Soit f : [1,+oco[— [0, +oo[ une fonction décroissante et positive;
considérons la série de terme général u, = f(n). On a lorsque l'intégrale f1+oo f(@)dt
converge ’encadrement

+o0o

/%mﬂﬂﬁéRn=ﬂn+D+fm+D+~~§/] £t dt

+1 n
pour tout entier n > 1. Dans le cas ot 'intégrale est divergente,

ﬂD+ﬂD+w+ﬂm=wa1f®ﬁ (n - +00).
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Séries de Riemann : étude par comparaison a une intégrale
Théoréme 1.4.1. La série de Riemann ) (1/n%),>1 est convergente si et seulement si
a > 1. De plus pour a > 1
1 1 nl-«
+ + ..~ .
(n+1)> (n+2)~ a—1

Pour a =1,

1 1
1+§+---+— ~ Inn

n
et pour f <1

1+ ! + ..+ ! n "

28 nd 1-p83

Exercice. Constante d’Euler : montrer I'existence de la limite
. 1 1
C:I|m<1+—+-~-+——lnn)
n 2 n

en étudiant la série > uy de terme général u, = 1/k — In(1 + 1/k) (dé&fini pour k£ > 1).
Retrouver la somme de la série 375 (~1)"*!/n en utilisant I'existence de la limite
précédente.
Regle n®u,,
On suppose toujours ici que > u,, est une série & termes positifs.
Critére C. S’il existe un nombre réel a > 1 tel que la suite (n®“u,,) reste majorée, alors
la série Y u,, est convergente. S’il existe § > 0 tels que nu,, > & pour tout entier n assez
grand, la série Y u,, est divergente.
On obtient encore comme conséquence :

Critére C’. S’il existe o > 1 tel que la suite (n®u,,) tende vers une limite finie, alors
la série Y u,, est convergente. Si la suite (nu,) tend vers +oo ou vers une limite > 0, la
série Y, est divergente.

Exemples. Etudier les séries
Inn . 1
Z <?>n21 ' Z <\/ﬁ(|n n)2>n21'

N . . L 1 N
Exemple ou le critére C ne donne rien : la série de Bertrand »_ iy a traiter par
n n
comparaison avec une intégrale.
Exercice. Forme faible de la formule de Stirling. Montrer que

nl

Tn nn—|—1/2 e—n

tend vers une limite non nulle ¢ (en fait ¢ = +/27, mais on ne le montrera pas ici).
En passant au log on se raméne & montrer que

(n+ %)Inn —n —In(n!)

tend vers une limite réelle. On pose g(x) = (x—1/2) Inx — x et on montre que g(x+ 1) —g(x) —
Inx [CIX(12x?) quand X — ~+oo. On en déduit la convergence de la série de terme général
uk = g(k+1)—g(k) —Ink, k = 1. L’étude des sommes partielles de cette série donne le résultat.
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1.5. Séries absolument convergentes

Définition 1.5.1. On dit que la série a termes réels ou complexes > u,, est absolument
convergente Si la série des modules > |u,| est convergente.

Le critére de Cauchy pour la convergence des séries a termes réels ou complexes
consiste & exprimer que la suite (U,,) des sommes partielles est de Cauchy. La série > u,,
vérifie donc le critére de Cauchy si pour tout £ > 0, il existe un entier N = N(¢) tel que
pour tous entiers m,n tels que N < m < n on ait

U, — U] = |umyr + - Fuy| <e.

Puisque la suite (U,,) converge si et seulement si elle est une suite de Cauchy (théoréme
0.3.1), on voit qu’une série a termes réels ou complexes est convergente si et seulement
si elle vérifie le critére de Cauchy.

Théoréme 1.5.1. Toute série absolument convergente > u,, est convergente, et

+0o0 +0o0
2 un <D lunl.
n=0 n=0

Cette derniere inégalité peut €tre vue comme une forme d’*“inégalité triangulaire
infinie”.
Démonstration. Posons

Supposons m < n. On a
|Un_Um‘:‘um—|—1+"‘+un|§|um+1‘+"'+‘un|:vn_vm-

Puisque la série > |u,| converge, la suite (V,,) est convergente, donc de Cauchy, ce qui
entraine que (U,,) est de Cauchy, donc convergente. De plus |U,,| < V,, pour tout n >0
par I'inégalité triangulaire, d’ou I'inégalité entre le module de la somme de la série et la
somme de la série des modules, par passage a la limite des inégalités larges.

Indiguons une deuxiéme démonstration que nous qualifierons de “piétonne”. Pour
chaque entier n > 0, posons u, = v, — w,, OU ON a POsé v, = u,,w, = 0 dans le
cas u, > 0etwv, = 0,w, = —u, dans le cas u, < 0. On remarque que v,,w, > 0
et v,,w, < v, +w, = |u,|. La convergence de la série > |u,| implique donc par le
théoréme de comparaison 1.3.2 la convergence des deux séries » v, et > w,, qui donne
par di érence la convergence de > u,.

Exemples. La série géométrique complexe > 2™ est absolument convergente pour |z| < 1.
La série exponentielle complexe > z™/n! est absolument convergente pour tout z € C.
La série >"(—1)"*!/n est convergente, mais pas absolument convergente (on I'appelle
série harmonique alternée).

Sommation par paquets des séries absolument convergentes

Si > u, est une série convergente, on peut €tre amené a s’intéresser a la série des
termes pairs,
u0+u2+...+u2n+...
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Il faut voir que cette nouvelle série peut diverger (c’est le cas par exemple pour la série
harmonique alternée mentionnée ci-dessus). Si elle converge on dira qu’on a fait la somme
du “paquet” des termes pairs. Si > _ u, est absolument convergente, la série des termes
pairs est encore absolument convergente, donc convergente.

Soit > u,, une série absolument convergente a termes réels ou complexes, et soit A
un sous-ensemble de N; on définit une suite (xa(n)) de la fagon suivante: xa(n) =1
sin € A et 0sinon. On a |xa(n)u,| < |uy,|, donc la série > xa(n)u, est absolument

convergente. On pose
+o0
Z Up = Z XA(n) Unp.
neA n=0

On dira qu’on a e ectué la somme du “paquet” A de la série. Dans ce paragraphe,
on posera pour simplifier o(A) = > -, u,. Si A et B sont deux sous-ensembles de N
disjoints, on a xaus(n) = xa(n) + xs(n) pour tout n > 0, donc (A UB) = o(A) +
o(B). Cette propriété d’additivité s’étend a toute famille finie Ag, A4, ..., A, de paquets
disjoints. On va maintenant étudier ce qui se passe pour une famille infinie de paquets
disjoints.

Supposons fixée une série > u,, absolument convergente a termes réels ou complexes.
On posera donc o(A) = ) A u, et de la méme fagon 7(A) = > . |un|, pour tout
A C N. Pour tout A on a d’apreés le théoréme 1.5.1 I'inégalité

o (A)] < T(A).
Si A C B, il est clair que xa(n) < xgs(n) pour tout n > 0, donc

+o0
0<7(A) <7(B) < 7T(N) = ) fup| < +o0.

n=0

Théoréme 1.5.2. Soit Y v, une série a termes positifs; supposons choisie une suite
(Ar)k>0 de “paquets” deux a deux disjoints qui recouvre N, et telle que 1, = ZnEAk Un
converge pour tout entier k > 0. Alors la série > 1i, est de méme nature que la série
> vp, et dans le cas ou ces deux séries convergent,

+oo +oo

>ova =) (X va)-

n=0 k=0 nGAk
Démonstration. Posons C = {0,...,N}; chacun des entiers j < N appartient & un
certain ensemble Ay, . Si on pose K = max{ko, ki1,...,kx} on voit que I'ensemble A =

Ao UA; U...UAKk contient tous les éléements de C, donc
K +oo
T(C)=wy+---+ N ST(A)=ZTk SZTk.
k=0 k=0

Siz= ZLO‘S T < +00, il en résulte que la suite des sommes partielles (V) est majorée
par %, donc la série > v,, converge et :Z% v, < Z. Inversement on a déja observé que

“+oo
7-0+...+7-K:7-(A0U...UAK)ST(N)zzvn
n=0
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pour tout K, ce qui donne I'autre direction.
Remarque. Supposons donnée une famille (un k) @ deux indices de nombres réels positifs. On
peut se demander ce que pourrait signifier la somme Z:T(O:o Unk. Il'y @ au moins deux solutions

naturelles : on pourrait regrouper tous ces nombres par paquets A, comprenant tous les couples
(n, k) pour un n fixg, k variant dans N, ou bien par paquets Bk regroupant tous les couples (n, k)
pour un k fixé. Le résultat précédent nous permet de comprendre que ces deux solutions donnent
le méme résultat (ainsi que n’importe quel découpage de I'’ensemble des couples d’ailleurs).
Attention : ¢a ne marche plus du tout si le signe du terme général un x change.

Théoréme 1.5.3. Soit ) u,, une série absolument convergente a termes réels ou comple-
xes ; supposons choisie une suite (Ax)r>0 de “paquets” deux a deux disjoints qui recouvre
N. Alors la série ) o, de terme général o, =), A, Un est absolument convergente et

“+o0 +o0

Su=d (Y )

n=0 k=0 nEAk

Démonstration. Il su [I_de traiter le cas réel. Comme dans la démonstration dite piétonne,
écrivons Un = Vp — Wp, avec Vp,Wn = 0 et vnh + Wy = |un|. Puisque vn,Wn < |un|, les deux
séries a termes positifs > vn et > wn sont convergentes, ce qui permet d’appliquer le résultat
précédent. Le résultat en découle.

Changement de ’ordre des termes

Proposition 1.5.1. Soit m une bijection de N sur N et soit > u,, une série absolument
convergente; la série permutée ) () est absolument convergente et

“+o0 +o0
D tnn) = D un-

Démonstration. C’est un cas particulier du principe des paquets. Il su t de poser Ay =
{m(k)} pour tout entier £ > 0.

ATTENTION. Ce résultat est FAUX pour les séries qui ne sont pas absolument conver-
gentes. Par exemple, on peut trouver une permutation de la série > -, (—1)""!/n qui
est divergente. On peut aussi trouver des permutations telles que la nouvelle série soit
convergente, mais avec une somme di érente.

Exercice (di Lcil#). Soit ) un une série convergente telle que > |un| = +oo; pour tout nombre
réel x, il existe une permutation T des entiers telle que > "% Urny = X.

Produit de séries numériques absolument convergentes

Etant données deux séries > u, et > v,, on introduit une nouvelle série >  w,
appelée série produit et dont le terme général w,, est défini par

n
Wy = E Uk Up—k-
k=0

Théoréme 1.5.4. Si les deux séries » , u,, ety v, sont absolument convergentes, la série
produit est absolument convergente, et

fw _ (f ) (f o).
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Démonstration. On va appliquer deux fois la sommation par paquets a la série obtenue
en alignant les composants de wq, wy, wo, ...

to = uovo; t1 = ugv1,ta = urvg; tz = UgU2,ts = u1v1,t5 = U2, ...

(si on veut une définition précise du terme général t,, de cette série, on peut dire que
tn = UqUp—q Sin =p(p+1)/2+¢q, p>0et0<qg <p). On définit les premiers paquets
de sommation (A;) qui correspondent aux composants de w;, c’est a dire

A, = {k(k+1)/2,...,(k+1)(k+2)/2 —1}.

La somme sur A, donne donc wy. La deuxiéme famille de paquets (Bj) est définie en
prenant tous les termes ¢,, qui contiennent le facteur wu;, et la somme du paquet B, est
égale a uk(z;ﬁ‘(’) v,). En appliquant deux fois la sommation par paquets, on a

+oo +oo +oo +oo
an = Ztn = (Zuk> (ka>
n=0 n=0 k=0 k=0

Mais il faut aussi justifier que la série > t,, est absolument convergente. Si on e ectue
la somme des |¢,,| du paquet By, on obtient

+oo
T = |ugl Z |Vn |
n=0

qui est finie puisque > |v,| < +o0, et ensuite

Z |tn] = %:Tk = (;;ijf ‘UkD (2‘%‘) < +00

d’apres le théoreme 1.5.2.

Exercice.

1. Donner une formule explicite pour les ensembles Bk (si on n’a pas peur des séries doubles,
on évite ces problémes assez artificiels de numérotage des termes (tn) : on posera simplement
th.k = UnVk, et le découpage qui donne le terme général de la série produit correspond au
découpage de I’ensemble de tous les couples (n, k) selon la valeur de la somme n + k).

2. Montrer que le théoréme du produit de séries reste vrai si »_ un est absolument con-

vergente et » v, simplement convergente (il faut donner une démonstration complétement
di [Erknte de la précédente).

La fonction exponentielle complexe

On pose pour tout z € C
22 ik
@(Z)_1+Z+§+'~-+H+-~.

On a déja vu que o(xz) = e* pour tout z € R. Posons pour a,b € C
Up = — Up = —-

On vérifie avec la formule du binGme que

_ - _(a+ D)
Wn — E Uk Up—k — 0

n:

k=0
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ce qui montre par le théoréme des produits de séries que ¢(a + b) = ¢(a)e(b) pour tous
nombres complexes a, b. Par ailleurs, on a vu avec la formule de Taylor, pour tout y € R

] y3 y5 y2n+1 .
Slny:y—§+§ + (— l)n(2n+l)| = |mg0(2y)
y? y4 y2" .
COSy=1—§+ 4| + (— 1)”(2 )I = Re ¢(iy)

ce qui montre que pour tout y € R
o(iy) = cosy + isiny = e .
Finalement, si z = x + iy, on a

0(2) = p(x)p(iy) = e* e’ = e*(cosy + isiny).
Il est donc tout a fait raisonnable de poser pour tout nombre complexe z

2 n
:@(Z):1+Z+Z_+‘.‘+Z_+...
2! n!

On peut également prolonger aux nombres complexes les fonctions ch et sh, en posant

ch(z) = H% et sh(z) = %

pour tout z € C. On peut de mé&me prolonger les fonctions sin et cos aux valeurs com-
plexes, en utilisant les développements en série ci-dessus. On remarque que ch(iz) =
cos(x), sh(ix) = isin(x) pour tout nombre réel (ou complexe) .

1.6. Séries semi-convergentes. Séries alternées

Considérons ici des groupements de termes par paquets qui sont des intervalles : on
se donne une suite ny < n; < ... et on considére les ensembles Ay = {0,1,...,n0},
A; = {ng+1,...,n;} et plus généralement pour tout £k > 1 on pose Ay, = {n € N :
ng—1 < n < ng}. On pose aussi

Uk: E un:unk_1+l+"'+unk7
nGAk

Zk:UO"'“""Uk:UO"'"""Unk:Unk-

Si la série > wu, converge, la série > o) converge aussi puisque la suite (X;) de ses
sommes partielles est une sous-suite de la suite (U,) des sommes partielles de > u,.
L’inverse n’est pas toujours vrai, mais c’est I’inverse qui serait intéressant. On va ajouter
des hypothéses pour pouvoir I’obtenir.

Théoréme 1.6.1. Groupements de longueurs bornées. On suppose données une suite
ng < ny < ... d’entiers et une série »  u,, telles que

— les longueurs des intervalles (Ay) sont bornées, c’est a dire qu’il existe M tel que
pour tout k, on ait np —ni_1 < M.

— le terme général u,, tend vers 0 ;
alors la série y_ wu,, converge si et seulement si la série Y o}, converge.

23



Démonstration. 1l reste seulement & montrer que si > o est convergente, la série > u,
est convergente aussi. Posons > = z;:;; o, et montrons que la suite (U,,) converge vers
>. Soit ¢ > 0 donné; on peut trouver un entier ko tel que |~ — Z;| < ¢/2 pour tout
k > ko. Puisque u,, — 0, on peut ensuite trouver un entier k; tel que & > ko, et tel
que |u,| < €/(2M) pour tout n > ny,. Pour tout entier n > N = ny, + 1, on vérifie que
U, — Z| <e. En e et, il existe un entier & > k; tel que ny <n < nk+1, et alors

U — 25| = [Up — Uy | = Jtpyq1 + - Fup| <M =

I\)Im

2M

Applications.
S N . o
1. La série > (—1)""*/ n converge : en groupant par deux, on obtient une série a termes

positifs de terme général équivalent & cn—3/2, donc convergente.
2. Une permutation des termes d’une série simplement convergente peut changer la somme
de la série (ou bien la rendre divergente).

La série
1 1 1 1 1 1
1- - +-—-—-—Z+=-—
2 4 3 6 8 5

est une permutation de la série harmonique alternée. En groupant en paquets de longueur
2,1,2,1,..., on trouve exactement la moitié de la série harmonique, et la nouvelle somme est
donc la moitié de I'ancienne.

Exercice. Exprimer la permutation de N qui transforme la série harmonique alternée en la série
précédente. Retrouver la somme de la série précédente en utilisant I’exercice sur la constante
d’Euler. Montrer que pour tout x [CRlon peut trouver une variante des permutations précédentes
qui donnera la somme X pour la permutée de la série harmonique alternée correspondante
(en jouant simplement sur la proportion des termes positifs parmi les n premiers de la série
permutée).

Exemple de séries a terme général équivalent non positif de nature di érente. Etudier les
séries . .
Z (1) ’ Z In< (-1) )
vn+1 vn+1
On a vu que la premiére série est convergente. Pour la seconde : avec un DL de In(1 + u)
a 'ordre 3, on fait apparaitre la série convergente > (—1)"/4/n, une série absolument

convergente de terme général équivalent a cn=3/2 et la série divergente > 1/n. Ceci
montre que la deuxiéme série diverge.

ATTENTION. On voit donc que deux séries de termes généraux équivalents peuvent
€tre de nature di érente.

Théoréme 1.6.2 (des séries alternées). Soit ) u,, une série a termes réels telle que
Upt1u, < 0 pour tout n > 0, et telle que |u,| soit décroissant vers 0. La série Y uy,
converge.

Démonstration. Supposons par exemple uy, > 0; on constate que Uy, 1 < Uy, <
Us,12 < Usg, pour tout entier n > 1; la sous-suite impaire de la suite (U,,) est croissante
et majorée, et la sous-suite paire est décroissante et minorée, donc ces deux suites sont
convergentes. Puisque Uy, — Us, 11 = —us,41 tend vers 0, les deux sous-suites ont la
meéme limite et la suite (U,,) converge.

On peut aussi utiliser un groupement par paquets de longueur deux. On se ramene
donc & une série > _ o) de terme général o, = ugk + ugk1 > 0. Il su t de montrer que
ses sommes partielles sont bornées. Or on a, en posant v, = |u,|

>r = (o —v1)+ (va —wv3) + -+ (Vo — Vog41) =
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=vy— (v1 —v2) — (v3 —vg) — -+ — (Vag—1 — Va2x) — Vog4+1 < Vo = Ug.

Exemples. La série

(-D"
>

converge pour tout g > 0. Montrer que I'intégrale

+00
SInx
|
0 X

~ - s . s - 1 .
est convergente en étudiant la série de terme général u,, = frf;““ )”(sm x)/zdx.

La transformation d’Abel

Cette transformation, qui ressemble d’une certaine fagon a I’'intégration par parties,
consiste & remarquer que

Uovg + - + Upvp, = UpV, — (unVo +ugVy + -+ + 1, Vi _q),

ou on a posé comme d’habitude U,, = ug +--- +u,, et V,, = vy +--- + v,. On obtient
immeédiatement le principe général suivant :

Proposition 1.6.1. Si la suite (U,,V,,) tend vers une limite finie, les deux séries Y U, v,
et > up+1V, sont de méme nature.

Théoréme 1.6.3. Soit > u,, une série a termes réels ou complexes de la forme > A\, vy,
ot > [Apt1 — An| < +00. On suppose de plus

ou bien que la série Y v, converge,

ou bien que lim\,, = 0 et que la suite (V,,) des sommes partielles de la série > v,
est bornée (V,, = vg+ -+ v,).
Dans chacun de ces deux cas, la série Y A\, v, est convergente.

On remarquera que I’hypothése > |\,+1 — Ay| < +oo est satisfaite dans le cas
particulier ot (\,,) est monotone et bornée.

Démonstration. On écrit
Aovo + -+ A v, = AVo+ (Vi —Vo)+-- -+, 1(Vpo1 —Vp2) + A (V= V1) =

()‘O - /\l)VO +.+ (/\n—l - /\n)vn—l + Anvn

La série > (A, — \,+1)V,, est absolument convergente (parce que (V,,) est bornée dans
les deux cas) et la suite (\,,V,,) est convergente dans chacun des deux cas proposés (la
suite (\,) est convergente puisque la série > "(A,+1 — A,,) converge).

Exemple. Etudier la série

eina

n

oU « est réel.
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Exercices sur le chapitre 1

Etudier les séries
n (_1)n . _
Z/ (n(@))’dz; > T > emvm
—n? u _ cos(Inn)
2.¢ /oe Z(Hl/f)n' 2

> sin(nire); Z D In(1+ l)n
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Dans ce chapitre nous allons définir des notions de convergence pour des objets
autres que des nombres réels ou complexes : dans la premiére partie du chapitre nous
introduirons des notions de convergence pour les suites de fonctions; la notion centrale de
cette partie est la convergence uniforme; dans la seconde partie du chapitre on étudiera
les séries de fonctions.

Soient X un ensemble non vide, (f,) une suite de fonctions définies sur X, a valeurs
dans R ou dans C; on dit que la suite (f,,) converge simplement sur X si pour tout x € X
la suite numérique (f,.(z)) converge. On pose alors, pour tout x € X,

@)= lim_fa(@).

La fonction f ainsi définie s’appelle la limite simple, ou bien limite ponctuelle de la suite
de fonctions (f,,). Considérons par exemple la suite (f,,) de fonctions réelles définies sur
R par
_ 1
)= T

Pour tout point z € R fixg, la suite numérique (f,.(x)) converge vers une valeur f(z);
on voit que f(z) = 0 pour tout x # 0, et f(0) = 1. On obtient ainsi une “fonction
limite” f définie sur R. Cet exemple montre que la limite ponctuelle f d’une suite (f,,)
de fonctions continues n’est pas toujours continue. L’un des intéréts de la notion de
convergence uniforme est d’éviter ce phénoméne désagréable de perte de continuité.

2.1. Convergence simple et uniforme des suites de fonctions

Si f est une fonction réelle ou complexe bornée, définie sur un ensemble non vide X,
on appelle norme uniforme de f sur X, notée | f||, x, le plus petit nombre b tel que

Ve e X, |f(x)|<b;

ce nombre | f|,x est donc la borne supérieure de I’ensemble des modules |f(z)| des
valeurs de f, lorsque x varie dans X :

1 llux = sup{|f(z)| : 2 € X}.
Si la fonction = — |f(z)| atteint son maximum sur I’ensemble X au point x,, on aura
simplement || f||.. x = | f(zo)|. On voit que la norme uniforme de f est < « si et seulement
siona
Ve e X, |f(@)| < a.

La norme uniforme donne une fagon de mesurer la “taille” d’une fonction. Etant données
deux fonctions bornées f et g définies sur X, on utilisera la norme || f — g|l..x de la
di érence pour mesurer la “distance” entre les deux fonctions, et on appellera distance
de la convergence uniforme (entre les fonctions f et g) I’expression

du,X(f7 g) = ||f - g’ u,X-
Il est commode de poser ||f||, x = +oo dans le cas ou la fonction f n’est pas bornée
sur I’ensemble X. On appelle écart de la convergence uniforme la “distance généralisée”
obtenue en admettant la valeur +oo. Ces notations || f||., x et d,, x(f, g) étant trés lourdes,
on notera simplement || f|| = | fll.x et d(f,¢g) = ||f — g/l quand il n’y aura pas de
confusion a craindre.
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Exemples.

1. Considérons la fonction f, définie sur X = [0, +oo[ par f.(z) = xe~** (avec
a > 0). La fonction f = f, est positive ou nulle sur X, donc la norme uniforme de f
est simplement le sup des valeurs de f, sans valeur absolue. L’étude de cette fonction
montre que f est croissante sur [0, 1/a], et décroissante sur [1/a, +oo[, donc elle atteint
son maximum au point 1/a, et

| fallux =a e L.

2. Sur le méme ensemble X, considérons g : © — 1 —e~*. La fonction g est positive,
croissante. Elle n’atteint pas son maximum sur X, mais son sup est la limite quand x
tend vers +o0, [|g]l.x = 1.

3.8ur X ={z € C: |z|] <1/2}, le module de la fonction f : z — 2" atteint son
maximum sur le cercle de rayon 1/2, donc || f|l..x =2~ ".

X =a

Norme sur un espace vectoriel

On connaft la notion de norme pour un vecteur = = (a, b, c) de R3,

|z = Va2 + b2 + 2.

Cette fonction = — ||z|| € [0, +oc[ Vérifie trois propriétés essentielles :

1. ||z +y| < |z|| + ||y|| pour tous x,y € R? (inégalité triangulaire).
2. [[Az]| = |\|||z|| pour tout A € R et tout = € R3.
3. (=l = 0) & (z = Or2).

Nous allons généraliser cette notion a un espace vectoriel quelconque sur R ou C.

Définition 2.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C (pas nécessairement de
dimension finie) ; on dit que la fonction = € E — ||z|| € [0, +oo[ est une norme sur E si
elle veérifie les trois propriétés suivantes :

1. ||z +y| < ||z|| + ||y|| pour tous z,y € E (inégalité triangulaire).

2. ||Az|| = |A| ||z]| pour tout X € K et tout x € E.

3. Pour tout = € E, on a I'équivalence (||z|| = 0) < (= = Og) (ou Og désigne le
vecteur nul de I’espace vectoriel E).

Il résulte de la propriété (1) I'inégalité importante
ol = flwll| < flv—w]

(pour tous vecteurs v, w de E) ; c’est une deuxiéme forme de I'inégalité triangulaire, dont
on voit facilement gu’elle est équivalente a la premiére (poser par exemple v = z + y
et w = x). Etant donnée une norme sur E, on utilise la quantité ||z — y|| pour se faire
une certaine idée de la distance entre deux vecteurs x et y de E. On peut alors définir
une notion de convergence pour les suites de vecteurs de E en disant qu’une suite (z,,)
de vecteurs de E converge vers z € E si ||z — x,|| — 0 quand n tend vers I'infini. Nous
allons voir que la notion de convergence uniforme entre (en gros) dans ce cadre.
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Norme sur I’espace vectoriel des fonctions bornées

Soit X un sous-ensemble non vide de R ou C; on va vérifier que la “norme uniforme”
est e ectivement une norme au sens de la définition précédente, définie sur I'espace
vectoriel E = B(X) des fonctions complexes bornées définies sur X (on peut considérer
le cas réel comme un cas particulier du cas complexe).

Proposition 2.1.1. L’application f — || f||,,x est une norme sur I’espace vectoriel B(X)
des fonctions complexes bornées sur X.

Démonstration. Notons simplement || f|| pour la norme uniforme d’une fonction f. Mon-
trons que || + g|| < |If]l + |lg|l pour toutes fonctions bornées f, g (inégalité triangu-
laire). Soit = un point quelconque de X; par définition de la norme uniforme, on a
|f(@)] < [[f]| et |g(z)| < |lgl, par conséquent |(f + g)(x)| < [[f]| + [|g]|- Ceci montre que
M = || f|| + |lg|| est un majorant de I’ensemble des modules des valeurs de f + g, donc
1f+ gl <M =F]1+ llgll-

La deuxiéme propriété, |Af|| = |A|||f|| pour tout A € C est trés facile a vérifier.
Pour terminer, il est presque évident qu’une fonction f est égale a la fonction nulle Og
(c’est a dire que f(x) = 0 pour tout = € X) si et seulement si || f|| = 0.

Définition 2.1.2. Soient X un ensemble non vide, (f,,) une suite de fonctions définies
sur X, a valeurs réelles ou complexes; on dit que la suite de fonctions (f,) converge
uniformément sur X vers la fonction f (réelle ou complexe, définie sur X) si

[fn — f]

u,X—>O

lorsque n — +oo.

Rappelons que I'on a admis la valeur +oo pour || f,, — f|l.,x. Il est possible que les
premiers termes de la suite (|| f,, — f||..x) soient infinis, mais dire que la suite des normes
tend vers 0 implique que || f,, — f|l«.x est fini & partir d’un certain rang. Par ailleurs,
il est trés important de remarquer que la convergence uniforme de la suite (f,,) vers la
fonction f implique la convergence de la suite numérique (f,(z)) vers f(x) en tout point
x € X. En e et, on a pour tout = € X I'inégalité

[fn(@) = f@)] < ||fn — [l

Notons aussi que I’'inégalité triangulaire pour la norme uniforme implique

A= 1Lfall] < Wf = fall

Si chaque fonction f,, est bornée sur X et si la suite (f,,) converge uniformément sur X
vers f, il en résulte que f est bornée, et

lim [ full = [I£1]-

n—-+oo

u,X -

Exemples.

1. Pour la suite f,(xr) = 1/(1 + nz?) (exemple de I'introduction), on Vvérifiera que
| fn. — f|| = 1 pour tout n, donc la convergence de la suite (f,,) vers f n’est pas uniforme.

2. La suite (f,)n>0 définie par f,(z) = xe~"* tend uniformément vers la fonction
nulle f =0 égale a 0 sur I’ensemble X = [0, +oo[. En e et, on a vu que pour n > 1, on
al|fn—0| =|fu]| = n~te"!, quantité qui tend vers 0 (on remarquera que fo(z) = =
définit une fonction non bornée, donc ce premier terme || fo — f| est infini).

3. La suite des fonctions = — /22 + 1/n? tend uniformément vers x — |x| sur R.
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Interversion des limites

Le théoréme suivant s’appelle la propriété d’interversion de limites. On suppose ici
gue X est un sous-ensemble de R ou C. On cherche un énoncé de la forme
fim | Jim (@) = lim

n—+oo T 0
zeX reX

nﬂr—poo fn (IIJ) ’

Ceci est faux en général : considérons la suite (f,,) du premier exemple de ce chapitre,
fn(z) = 1/(1+n2x?) mais seulement sur I’ensemble X =]0, +oo[ (au lieu de R tout entier),
et posons o = 0. On a lim,_, f,(z) = 1 pour tout n, et lim,,_,, . f(x) = 0 pour tout
x € X. On a donc lim,, lim,_ f,(z) =1 mais lim,_,qlim,_ o fn(x) =0.

On va voir que tout se passe mieux avec la convergence uniforme. Soit X € C un
ensemble non vide ; on dit qu’un point a € C est adhérent a X si pour tout £ > 0 il existe
x € X tel que |a — z| < . Par exemple, le point a = i € C est adhérent au disque unité
ouvert X = {z € C: |z| < 1}, mais a = i n’est pas dans X. Il est clair en revanche que
tous les points de X sont adhérents a X. Dans la plupart de nos applications, X sera un
intervalle de R et a sera un point de X ou une de ses extrémiteés.

Soit f une fonction réelle ou complexe définie sur X et soit a € C un point adhérent
a X; on dit que f(z) tend vers b € C quand x tend vers a si

Ve>0,30>0,Vz e X (Jlr —a| <d=|f(z) —b| <e).

Le lecteur montrera en exercice que I’hypothése a adhérent a X entraine I'unicité de la
limite (quand la limite existe). Montrons d’abord une proposition préliminaire.

Proposition 2.1.2. On suppose que la suite (f,) converge uniformément vers f sur X,
et que xo est un point adhérent a X tel que £,, = lim,_,,, fn(x) existe pour tout n. Alors
lim,, o0 £, existe.

Démonstration. Montrons que la suite numérique (¢,,) est convergente. Pour le faire il
su t de montrer que cette suite est de Cauchy. On a |f,, () — fm(2)| < || fn — fm]| pour
tous n, m entiers fixés et pour tout z € X, donc par passage a la limite des inégalités
larges quand =z — x(, on aura

|£n - £m| < an - me

D’autre part, la relation || f, — fo || < [|fn — fI| + || fm. — f|| montre que pour tout ¢ > 0,
il existe N tel que ||f,, — fm|| < € pour tous n, m > N, donc la suite (¢,) est de Cauchy,
donc convergente vers un nombre k.

Théoréeme 2.1.1 (d’interversion des limites). On suppose que la suite (f,) converge
uniformément vers f sur X, et que xo est un point adhérent a X tel que limy,_,,, fn ()
existe pour tout n. Alors

lim_ lim fu@) = fim lim_fu(@) (= Jim f(a:)).

n—+oo T
zeX reX reX

Démonstration. On a déja vu que ¢,, = lim,_,,, fn(x) converge vers un nombre k. Il reste
a voir que f(z) tend vers k£ = lim/,, lorsque x tend vers xy. Soit € > 0 donné; on peut
choisir nq tel que

€ €
1f = Faoll < 5 € |k —lug| < 5-
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On peut alors choisir « > 0 tel que

Ve e X, (Jz—zo| <a=|fn,(@) = by < %)

On a aussi

@) = Fao @] < 1F = Fuall < 5

pour tout = € X. Supposons maintenant que |x — zy| < «; la conjonction des trois
inégalités précédentes donne alors |f(x) — k| < e pour tout = € X tel que |z — x¢| < a,
ce qui montre bien la convergence de f(z) vers k quand x tend vers xy.

Suites de fonctions continues

Soient I un intervalle de R, et (f,,) une suite de fonctions complexes continues définies
sur I; si la suite (f,) converge simplement vers une fonction f, il n’est pas vrai en
général que la fonction f soit continue (voir I’exemple de I'introduction de ce chapitre).
En revanche, si la convergence de la suite (f,,) est uniforme, on est str que la limite f
est continue :

Théoréme 2.1.2. Soit (f,,) une suite de fonctions complexes définies sur | et continues en
un point xg € |, qui converge uniformément sur | vers une fonction f ; alors la fonction
f est continue au point xo. En particulier, si une suite (f,) de fonctions complexes
continues sur | converge uniformément sur | vers une fonction f, alors la fonction f est
continue sur .

Démonstration. Ce résultat est une conséquence immeédiate du théoréme d’interversion
2.1.1, appliqué au point zy. Puisque chacune des fonctions f, est continue au point x,
on peut écrire lim,_,,, fn(z) = fn(x0), et le theoréme d’interversion donne alors

[@o) = lim fo(@o) = lim f(2).

Exercice. Si (f,,) est une suite de fonctions continues sur [a, b] qui converge uniformément
sur [a, b] vers une fonction f, et si (x,) est une suite de points de [a, b] qui converge vers
x, montrer que lim f(z,) = f(x).

Suites de fonctions dérivables

Commengons par un exemple. Considérons la suite de fonctions dérivables (f,)
définies sur R par f,(xr) = Va2 +n—2. Cette suite converge simplement vers la fonc-
tion x — |z|, qui n’est pas dérivable en 0. Pourtant, la convergence de cette suite de
fonctions est uniforme : en e et,

1
Vo R, |fale) —al < -

Ainsi, il faut imposer des conditions supplémentaires pour assurer que la limite f soit
dérivable. La convergence uniforme de la suite des fonctions dérivées est une telle condi-
tion. On remarquera d’abord que :

Proposition 2.1.3. Soit (f,,) une suite de fonctions réelles dérivables sur un intervalle
ouvert |, telle que la suite des fonctions dérivées (f]) converge uniformément sur | vers
une fonction g. S’il existe xq € | tel que la suite (f,,(xo)) converge, alors (f,,(x)) converge
pour tout x € |. De plus, si on pose f(x) = lim, f,(x) pour tout x € 1, la suite (f,)
converge uniformément vers f sur tout intervalle borné J contenu dans l'intervalle |.
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Démonstration. Puisque la suite (f,,(zo)) est supposée convergente, il su t de montrer
que pour tout = € I, la suite numérique y,, = (f.(z) — fn(xo)) est convergente, et pour
cela, il su t de vérifier qu’elle est de Cauchy. En appliquant le théoreme des accroisse-
ments finis a la fonction dérivable ¢ = f,,, — f,,, on aura pour un certain point c,, ,, entre
x et zp (donc un point ¢, ,, € I)

|ym - yn| = ‘(fm(x) - fm(x())) - (fn(x) - fn(xO))‘ = |§0({E) - 90(1‘0)| =

J— / / /

= |z = zol | (em,n)| < |z — 20| |1 — £l
La convergence uniforme des fonctions dérivées termine la démonstration de la premiére
partie. Si J est un intervalle borné contenu dans I, on peut choisir M tel que [—M, M]
contienne J et x(. Pour tout = € J, on aura d’aprés ce qui précéde, en faisant tendre n
Vers +oo

|(fn(@) = fin(20)) = (f(@) = f@o))| < |2 — w0l | 1, — 9llug < 2M | f7, = gllu,1,
donc |fm(z) — f(2)| <2M || f], — gllu.1 + | fm(z0) — f(x0)| pour tout = € J ce qui donne

[ frn = Fllug < 2MI[f7 = gllug + [fm(0) — f(xo)]-

u,l-

Théoréme 2.1.3. Soit (f,) une suite de fonctions complexes dérivables sur un intervalle
ouvert | ; on suppose que la suite des fonctions dérivées (f!) converge uniformément sur
| vers une fonction g, et qu’il existe un point xo € | tel que la suite (f,(xo)) tende
vers une limite. Alors la suite (f,,) converge simplement sur | vers une fonction f, cette
fonction f est dérivable, de dérivée g, et la suite (f,) converge uniformément vers f sur
tout intervalle borné J contenu dans l'intervalle |.

Démonstration. Il su t de traiter le cas des valeurs réelles; le cas complexe se traitera
en séparant partie réelle et imaginaire. Les résultats concernant la convergence de (f,,)
vers f ont été vus dans la proposition précédente, il reste seulement a demontrer que
f" = g. Fixons un point quelconque x; € I. Sur I’ensemble I* =1\ {z;}, on définit les
fonctions (f;) et f* par

Fu@) = Fr1) gy = S = Fn).

r — X xr — T

foa) =

Le théoréme des accroissements finis montre que |f(x) — f: @) < ||f}, — fi.llu1, €t
I’hypothése de convergence uniforme des dérivées donne pour tout € > 0 un entier N =
N(e) tel que ||f), — fl.llu1 < e pour n,m > N. En passant a la limite quand m — +oo,
on obtient |f}(z) — f*(z)| < e pour n > N et pour tout x € I*, ce qui montre que la
suite (f) converge uniformément vers f* sur 1*. On peut alors appliquer le théoréme
d’interversion, qui nous dit que

fi) = lim f*(@) = lim lim fi(z) = lim f;,(21) = g(21).

Intégration et suites de fonctions uniformément convergentes sur un intervalle de R

Rappel. Intégrales définies. On dit que f : [a,b] —» R est intégrable Riemann sur [a,b] si elle
est bornée sur [a,b] et si pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier hi, hz sur [a,b]
telles que

b
h=f<h, et / (h —h))(®)dt<e.
a
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Dans le cas ol la fonction T est a valeurs complexes, on dit qu’elle est intégrable Riemann si sa
partie réelle et sa partie imaginaire sont toutes les deux intégrables Riemann.

Proposition 2.1.4. Soit T une fonction bornée sur [a, b] a valeurs réelles ou complexes; si pour
tout a > 0 il existe une fonction intégrable Riemann fy telle que |f — fq| < o sur [a, b], alors
T est intégrable Riemann (en d’autres termes : si T est limite uniforme de fonctions intégrables
Riemann, alors f est intégrable Riemann).

Démonstration. Supposons d’abord f réelle. Donnons nous € > 0. On peut par hypothése trouver
une fonction intégrable Riemann g telle que |F—g| < a = &/(4(b—a)). Il existe h1, h, en escalier
telles que

b
hi<g<h, et /(hz—hl)(t)dt<g.
a

En posant ki = hy — a et ko = h, + a on obtient deux nouvelles fonctions en escalier sur [a, b]
telles que

b b
ki=f=k: et / (k2 —ki)(t)dt = / (hz — hy)(t) dt + g <e.
a a
Dans le cas complexe on applique ce qui précéde aux parties réelle et imaginaire de .

Passons maintenant au rapport entre convergence uniforme et valeurs des intégrales.
On note d’abord que

u,[a,b]

[ sar— [ swal<p-als -y

pour toutes fonctions intégrables f, g sur [a, b].

Théoréme 2.1.4. Si Ila suite de fonctions (f,) est uniformément convergente sur [a, b]
vers [ et si chaque fonction f, est intégrable Riemann sur [a,b], la fonction f est
intégrable Riemann sur [a,b] et on a

b b
/a feyde = tim_ / Fult) dt.

Démonstration. Le fait que la fonction limite f soit intégrable Riemann résulte de la
proposition précédente. Pour la convergence des intégrales, on a dit que

[ roa- [ noa<e-ou-

u,[a,b]>

ce qui montre immédiatement la convergence de I'intégrale de f,, vers celle de f.

ATTENTION! Le résultat précédent est faux pour des intégrales généralisées sur un intervalle
non borné. Par exemple, si on définit une suite de fonctions (f,) sur X = [0, +oo[ en posant
fa(X) = 27"si0<x < 2"et fi(x) = 0si x > 2", on voit que la suite (fn) converge
uniformément vers 0 (on calcule [F} Lok =2~ "), mais pour tout n=0o0n a

/ fa(t)dt =1
0

ce qui montre que la limite des intégrales (égale a 1) n’est pas égale a I'intégrale de la fonction
limite (égale a 0).
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Intégrale dépendant d’un paramétre

Théoréme 2.1.5. On suppose que | est un intervalle de R, et que f est une fonction
réelle ou complexe définie et continue sur [a,b] x |. La fonction F définie sur | par

b
vt e l, F(t)Z/ f(x, t)dx

est une fonction continue sur .

Démonstration. Soit 7 un point fixé de I; pour montrer la continuité de F au point 7, il
su t de voir que pour toute suite (¢,,) de points de I qui tend vers 7, la suite F(¢,,) tend
vers F(7). Cela va provenir de la convergence uniforme sur [a, b] de la suite des fonctions
x — f(x,t,) vers la fonction x — f(x,7): posons pour tout n >0

Va € [a,b], on(z) = fz,t0)

et posons p(x) = f(x, 7). Si on montre que la suite (y,) converge uniformément vers ¢
sur [a, b], on pourra écrire

F(r) = /b p(x)dr = |i7[Ln /b on(x)dr = IiTan F(t,).

Démontrons cette convergence uniforme par I'absurde, en admettant le théoréme de
Bolzano-Weierstrass 6.1.2. S’il n’y a pas convergence uniforme sur [a, b] de cette suite
de fonctions, il existe ¢ > 0 tel que pour tout N, on puisse trouver k(N) > N tel que
k) — @llu,[a,5) = € ON peut alors trouver un point zx € [a, b] tel que

lormn (2Nn) — e(zN)| > ¢,

Oou encore

() [flan, tuen) — flan, T)[ > e

D’apres Bolzano-Weierstrass, on peut trouver une sous-suite (xx;) qui converge vers un
point = € [a, b]. Les deux suites de couples (zn;,%r(n;)) €t (zn,,7) tendent alors vers
la méme limite (x, 7) lorsque j — +oc. En passant a la limite dans I'inégalité (x) (en
utilisant la continuité de f), on obtient I'inégalité impossible

@)~ f(e,7)| > et

2.2. Convergence normale des séries de fonctions a valeurs réelles ou com-
plexes

On considéere un ensemble non vide X (dans la plupart des exemples, X sera un sous-
ensemble de R ou de C). On suppose définies sur X des fonctions x — ug(z), r — ui(x),
.oy & = un(x),... a valeurs réelles ou complexes. On va étudier la série > wu,(z), qui
dépend du paramétre = € X. On va en fait établir quelques bases pour une théorie des
séries de fonctions. Il est un peu di cile de mettre au point une notation qui soit a la fois
raisonnablement simple et su samment correcte pour désigner “la série de fonctions”,
par opposition a la série numérique > u,(x) dépendant du paramétre x € X (nuance
subtile!). On pourrait noter simplement > w,,, ou chaque u,, est une fonction, mais on
risquerait d’oublier qu’il s’agit de fonctions ; on pourrait noter > {z — u,,(x)}, mais c’est
bien barbare! Je ferai ici le choix (contestable et personnel) d’écrire > w,,() pour désigner
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I’objet abstrait “série de fonctions”. Les parenthéses ne sont la que pour rappeler gu’il

s’agit de fonctions.
On verra a l'usage qu’il est di [cil# de toujours respecter un systéme de notations ‘“cor-
rectes”, et il serait (a mon avis) insupportable de ne pas admettre de temps en temps la phrase

~

un peu incorrecte “la série de fonctions > 27" sin(nx)...” & la place d’une phrase impitoyable-
ment correcte telle que “définissons pour tout entier n = 0 la fonction f, sur R par la formule
fn(x) = sin(nx) et considérons la série de fonctions > 27 "fn()...".

Définition 2.2.1. Soit > u, () une série de fonctions réelles ou complexes définies sur un
ensemble non vide X; on dit que la série de fonctions > | u,,() est normalement convergente
sur I’ensemble X Si

> " sup{|un(@)| 1z € X} < +o0
c’est a dire si

Dl lux < +oo.

C’est la définition précédente qui explique le nom convergence normale : la série de
fonctions converge normalement si la série des normes uniformes est convergente.

Définition 2.2.2. On dit que la série numérique > v, est une série majorante pour la
série de fonctions > u,() sur ’ensemble X si

Vn >0,Ve € X, |up(x)| < vy

Par définition, une série majorante est une série numérique a termes positifs. On
notera que > ||uy,ll,,x est évidemment une série majorante pour la série de fonctions
> un (). Inversement, si > u, () admet sur X la série majorante > v,,, on aura

[ tnlu,x = sup{|up(z)|: z € X} <o,

pour tout entier n > 0, donc ) ||uy,||.,x apparait comme Ila série majorante canonique,
et il pourrait sembler inutile d’introduire cette définition générale de série majorante.
Mais dans beaucoup d’exemples, il est assez di cile de calculer exactement le sup de
chaque fonction wu,,, alors qu’il peut €tre assez facile de trouver un bon majorant; c’est
ce qui fait I'intérét de cette notion de série majorante. On obtient donc un critére qui
est souvent utilisé dans la pratique :

la série de fonctions Y u,() est normalement convergente sur I’ensemble X si (et
seulement si) elle admet sur ’ensemble X une série majorante convergente > v,, < +oo.

Supposons la série de fonctions > u,,() normalement convergente sur X; on sait que
lun(x)] < ||u,|| pour tout x € X; on voit donc que pour chaque =z € X fixé la série
numeérique > u,(x) est absolument convergente, donc convergente, et on peut définir
une fonction x — U(x) sur X qui est égale en chaque point z € X a la somme de la série
numeérique > u,(x),

+oo
U@) =) un(a).
n=0

On dira que U est la fonction somme de la série de fonctions ) u,(). L’objectif de ce
chapitre est d’étudier les propriétés des fonctions U définies par ce procéde.
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Exemples.

Commencons par des exemples pour lesquels il est facile de calculer explicitement
la norme uniforme ||u, ||, x.

1. Posons X = {z € C : |z] < 1} et posons u,(z) = 2" pour tout z € X et tout
n > 0. On voit que ||u, ||, x = 27", donc la série proposée est normalement convergente
sur X puisque > 2~ < +oo. Si on considére le disque ouvert de rayon 1 dans le plan
complexe, D = {z € C: |z| < 1}, la “méme” série > u,(), o on pose encore u,(z) = 2",
n’est pas normalement convergente sur D puisque ||u,|/,,p =1 pour tout entier n > 0.

2. La série de fonctions " ., €™ /n? (premier accroc a nos conventions de nota-
tion!) est normalement convergente sur X = R. En e et, en posant u, () = €% /n?,
on voit que |u,(z)| = 1/n? pour tout = € R, donc ||u,|l.r = 1/n?, terme général d’une
série de Riemann convergente.

3. Autres exemples a étudier suivant le méme principe :

1 :
up(r) = T+ 12 avec X = [1, +oc[, ou bien u,(x) = x™e~"*, avec X = [0, +oc],
n<x

ou bien u,,(x) = n?e~"* sur le méme ensemble X.

4. Passons maintenant a un exemple ou la notion de série majorante est utile. Sup-
posons que wu,, soit définie sur R par

sin(nx)

1+ nad + 224 +n2
On n’a certainement pas envie de calculer exactement la norme de cette fonction w,,
mais on pourra se contenter de remarquer par exemple que

up(z) =

1
< =

donc la série > u,() admet sur R la série majorante convergente > v,, donc elle est
normalement convergente sur R.

Il arrive souvent que les séries de fonctions étudiées ne soient pas normalement
convergentes sur la totalité de I’ensemble X ou elles sont convergentes, mais seulement
sur des parties Y C X. Considérons par exemple, pour z € X =]1,+oo[ la série de

Riemann 1
((z) = Z e
n>1
Cette série de Riemann est convergente pour tout =z €]1,+oc[. Mais elle n’est pas
normalement convergente sur X =]1,+oo[: en e et, en désignant par u, la fonction
x—1/n* ona
|lunllux =sup{l/n” 1z >1} =1/n,

(le sup est obtenu quand =z — 1, bien que 1 ¢ X), donc la série des normes est la série
divergente > 1/n. En revanche, si a est un nombre > 1, on a sur I'intervalle [a, +o0],
puisque u,, est décroissante, ||u, ||(q,+0o[ = n~* €t la série ) ., n™* est une série de Rie-
mann convergente puisque a > 1 : ainsi, pour tout a > 1, la série donnée est normalement
convergente sur le sous-ensemble Y, = [a, +oo[ de X.

Donnons un autre exemple du méme type. La série

1
2 (x—n)?

n>o0
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. . . . . 1
converge simplement sur le complémentaire X de N dans R. Mais aucune des fonctions x=ny2
n’est bornée sur X, donc la convergence de la série n’est pas normale sur X. En revanche, R

étant un nombre réel > 0 donné quelconque, on a sur le sous-ensemble Yr = {x [X: |x| = R}
pour n >R

1 1
<
(x—=n)> " (n—R)?
ce qui prouve la convergence normale sur Yr de la série limitée aux indices > R

1
2 Gmme

0=

Proposition 2.2.1. Soit Y u,() une série de fonctions normalement convergente sur un
ensemble X ; la suite (U,,) des fonctions sommes partielles converge uniformément sur X
vers la fonction somme U.

Démonstration. On a pour tout = € X fixé

U(.’E) - Un(fll) = Un_|_1(:13) + Un—|—2(«'13) + ...

Ecrivons simplement ||| au lieu de |||/, x. On a I'inégalité |u,;(z)| < ||un+r||, donc

Un (@) — U@)| < |tngt]l + tunse] + - =Ry,

Puisque cette inégalité est vraie pour tout = € X, on en déduit que ||U,, — U], x < R,,.
D’autre part, R,, — 0 puisque >_ ||u, || est une série numérique convergente.

On va obtenir immédiatement une traduction des théorémes principaux sur la con-
vergence uniforme dans le cas des séries normalement convergentes.

Théoréme d’interversion des limites pour les séries

Le théoréme cherché est de la forme

+o0 400

i =27 = |i
E xll[go un(x) = 77 xILrQO 5 up ().
n=0 x&X rzeX n=0

Comme pour les suites de fonctions, un tel résultat est faux en général. Prenons par
exemple X = [0, 1], un(X) = x" (1 —X) et xo = 1. Alors limx_,1 un(X) = 0 pour tout n fixg, donc

+oo

> lim un(x) =0,

n=0 X<1

mais U(x) = Y722 un(x) = (329 X")(1 — x) = 1 pour tout x X, donc

lim io un(x) = 1.

xX—1
x<l n=0

37



Théoréme 2.2.1. Soit xoy un point adhérent a X; si la série de fonctions réelles ou
complexes Y u, () est normalement convergente sur X et si u,(x) admet pour tout n > 0
une limite (dans R ou C) quand © — ¢ (avec x € X), on en déduit

+oo +oo
> Nim ) = Jim > )
n=0 xe&X rzeX n=0

Démonstration. Pour chaque entier n > 0 on a

n
lin U =3 lim )
zeX k=0 zeX

donc d’aprés la convergence uniforme vers U de la suite (U,) des fonctions sommes
partielles,

n +o0
Jim UG@) =lim lim Uu@)=lim>_ lim w(e) =), lim (@),
reX reX k=0 zeX n=0 z€X

ce qui donne le résultat voulu.

Le résultat précédent est vrai aussi si X C R est un ensemble non majoré et si le
point adhérent (généralisé) considéré est +oo. Pour le voir, il serait facile de modifier
la demonstration précédente, mais on peut aussi déduire ce nouveau cas du précédent
(c’est peut-Etre moins naturel, mais les mathématiciens aiment bien ce genre de détour).

Corollaire 2.2.1. Soit X un sous-ensemble non majoré de R, et soit »_ u,() une série
de fonctions réelles ou complexes définies sur X ; si »  u,() est normalement convergente
sur X et si pour tout n > 0 la limite

lim  u,(x)
r—+00
rzeX
existe (dans R ou dans C) on en déduit
+o00 T
Soodim up()= lim > ().
r—+o00o r—+00

n=0 zeX rzeX n=0

Démonstration. La méthode est essentiellement un “changement de variable”, le change-
ment Z = 1/x qui transforme un probléme en +oc en probléme en 0. Posons X = {1/x :
x € X,z # 0} et pour tout ¥ € X, posons @,(Z) = u,(1/Z). Soit > v, une série
majorante pour » u,() sur X; alors ) v, est aussi une série majorante pour la série
de fonctions > u,() sur le nouvel ensemble X, et pour tout entier n > 0 la fonction
T — u,(7) tend vers une limite quand 7 — 0, donc le résultat découle du théoréme
précédent appliqué a >, (Z) quand ¥ — 0.
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Cas particulier. Séries numériques doubles. On considére ici une série numérique dépendant de

deux indices,
E a.n’k.
n,k

Corollaire 2.2.2. Soit »  an k une série numérique double; si pour tout n et tout k [Nlon a
|an,0 + ..+ an,kl = Vn,

Si ) vn <-+ocoetsi )  ank converge pour tout n, alors

+ +

8
+
8
8
+
8

ank = an k-

=)
Il
o
x~
Il
o
x
Il
o
=)
Il
o

La formule ci-dessus sous-entend un certain nombre de choses : par exemple, elle signifie
implicitement que pour tout k fixé, la série Zn an k converge, puis que la série des résultats
guand Kk varie converge aussi.

Démonstration. Pour rattacher aux énoncés antérieurs (dans le cas présent, nous aurons X = N [
R) on notera provisoirement X un entier quelconque, pour rappeler les notations précédentes.
On posera donc pour tout entier n et pour tout x CXI=N

Un(X) = an,o+ - +anx.

L’hypothése ci-dessus est que la série de fonctions >  un() admet sur X la série majorante

convergente » _ vn, et que pour tout n la limite liMx_,+c0,xex Un(X) = Z::(’) an,x existe. D’aprés
le corollaire précédent, on obtient donc

+oo +oo “+oo +oo
E E an,x = E lim un(X) = Ilim E un(x) =
X—+o0o X—+o0o
Nn=0 x=0 n=0 n=0
+oo X X +oo +oo +oo
= lim E E ank = lim E E ank = E E an k-
X—+o00 X—+oo
n=0 k=0 k=0 n=0 k=0 n=0

Exemple. On retrouve ainsi la sommation par paquets des séries numériques absolument con-
vergentes. Soit en e[efl Y bn une série numérique absolument convergente, soit (Ax),=5 une
partition de N en paquets deux a deux disjoints et posons

an,k = XA, (N)bn
pour tous n,k = 0. On voit que pour tous n et k
|an,o + -+ ank| = |bnl,
et d’autre part
Zan,k = Z bn, Zan,k = bn.
n=0 neAy k=0

Corollaire 2.2.3. On suppose que

+oo —+oo

> O lankl) < +eo.

n=0 k=0

Il en résulte alors que

+
8
+
8
+
8
+
8

=)
Il
o
x~
Il
o
x
Il
o
=)
Il
o



Démonstration. Posons va = ), |ank|. On a alors |ano + -+ ank| < vn et ) vn < +oco par
hypothese ; de plus la série ), an k converge pour tout n.

Exemple. Pour a > 0, étudier les séries de Riemann doubles

P —
no + kKo
n,k>1

Etant donné ¢ > 1, on pourra estimer Zk>1 1/(c + k%) en découpant la somme de la série en
deux, selon que k® < ¢ ou k™ > c.

2.3. Applications. Continuité et dérivabilité de la somme d’une série de fonc-
tions

Le premier théoréme est une application immédiate de la convergence uniforme des
sommes partielles et du théoréme de continuité 2.1.2.

Théoréme 2.3.1. Si la série de fonctions réelles ou complexes > u,() est normalement
convergente sur X et si chaque fonction wu,, est continue au point o € X, la fonction
somme x — U(x) = :i% un(x), définie pour tout x € X, est continue au point xy. En
particulier, si Y u,() est normalement convergente sur X et si chaque fonction u,, est

continue sur X, la fonction somme U est une fonction continue sur X.

Exemples. Il est souvent nécessaire de travailler sur un sous-ensemble Y de X pour
obtenir une convergence normale. Comme on I'a dgja dit, il arrive que les séries de
fonctions etudiées ne soient pas normalement convergentes sur la totalité de I’ensemble
X ou elles sont naturellement définies, mais seulement sur des parties Y C X. Cela
su ra souvent, comme on le verra, pour obtenir les résultats attendus, par exemple sur
la continuité de la somme sur I’ensemble X tout entier.

1. On a vu que sur ]1, +oo[ la série de Riemann

1
((z) = Z o
n>1
n’est pas normalement convergente, mais la série est normalement convergente sur tout
intervalle Y, = [a, +oc[ tel que a > 1. Ceci permet de montrer la continuité de la fonction
¢ pour tout z > 1. En e et, pour montrer la continuité en un point = > 1, on peut choisir
un nombre a tel que 1 < a < z, et la continuité de la fonction ¢ sur I'intervalle [a, +o0[
implique la continuité au point .
On peut étendre a une partie du plan complexe la définition et les propriétés de la fonction
. En e[ef] en posant n? = e?'"™ on voit que
1
nZ

1

" nRez

ce qui permet de voir que pour tout réel a > 1, la série > 1/n* converge normalement sur tout
sous-ensemble Z5 de C de la forme

Za={z [(:Rez=a}
donc z - {(z) est continue sur I'ensemble {z [Cl: Rez > 1}.

2. La série 1
09=2. oy

nez
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converge simplement sur le complémentaire X de Z dans R (il s’agit en fait de deux séries,
I’'une pour les n < 0 et I'autre pour n = 0, qu’il est commode ici de regrouper en une écriture
unique). Pour démontrer la continuité de la somme de cette série, il est commode de “localiser”
le probléme. Soit xo ¥ Zlquelconque. Il existe un entier relatif no unique tel que np < Xo < No+1.
Choisissons a, b de fagon que np < a < Xg < b < ng + 1. Pour montrer que la fonction f est
continue au point Xo, il su [I_de savoir qu’elle est continue sur I'intervalle [a, b], et pour le voir,
on va utiliser la convergence normale sur [a, b]. Coupons notre série en deux séries,

Nno —+ o0

1 1
Z(x—n)Z’ 2 (x—n)2’
—oo n=ngp+1

Etudions la seconde série (le raisonnement est analogue pour la premiére). Si on définit pour
tout n [Zl la fonction un sur [a, b] par un(X) = (x — n)~2, on constate que la fonction un est
croissante sur [a, b] lorsque N = no +1 = b, donc [Uh Lufap = (b — n)~2 pour n > no, terme
général de la série numérique convergente Zn>n0(b —n)~2. La somme de la seconde série est

donc continue sur [a,b]. On procéde de méme avec la premiére série et par suite, la somme de
la série donnée est continue au point Xo, pour tout Xo [Xl, donc f est continue sur X. Montrer
en exercice que le résultat de convergence et de continuité s’étend aux valeurs complexes, pour
tout z QN Z.

Dérivation des séries de fonctions
Dans ce paragraphe, X sera un intervalle ouvert de R et zo un point de X.

Théoréme 2.3.2. On suppose chaque fonction w, dérivable sur l'intervalle X. Si la
série des fonctions dérivées Y u! () est normalement convergente sur X et si Y u,(xo)
converge au point xo € X, la série Y u,(x) converge pour tout x € X et sa somme U(z)
est dérivable sur X, avec de plus

—+ o0
Vo e X, U(x) =) u,(x).
n=0

Démonstration. Puisque la série > u;, () converge normalement sur X, la suite des fonc-
tions sommes partielles (qui est la suite (U’,)) des dérivées des fonctions sommes partielles
(U,,) de la série > u,()) converge uniformément sur X. De plus la suite (U,,) converge
simplement au point xzy. D’aprés le theoréme 2.1.3, la fonction U est dérivable et sa
dérivée est la limite de la suite (U)), c’est a dire la somme de la série des dérivées.

Exemples.

1. Considérons la fonction de Riemann ( sur I'intervalle ]1, +oc[, donnée par la

somme de la série de fonctions
+oo 1

Z oy = ((2).

n=1

La série dérivée est donnée par
400

Z |nn
ks
n=1 n

Soit a un réel > 1; on voit que la fonction u/, est un multiple de u,,, donc

Hu;z’ u,[a,+oo[ = (Inn) Hun’

u?[a7+oo[
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et ||un||{a, 100 @ déja té calculé, donc

_ Inn
>l g ool =

qui est une série convergente. Par suite, la série derlvee est normalement convergente sur
I’intervalle [a, +oo[. Le théoréme 2.3.2 montre que la fonction ¢ est dérivable sur chacun
des intervalles Ja, +oo[ ; il en résulte qu’elle est aussi dérivable sur ]1, +ocf, et de dérivée

=Xinn
/ —_
==y
n=1
Il est trés facile de voir que ce calcul se généralise a toutes les dérivées successives, donc
¢ est de classe C* sur ]1, +oc[. En particulier,

+oo 2
C//(x) — Z (Inn)

nl‘

n=1
montre que la dérivée seconde est > 0, donc la fonction ¢ est convexe sur I'intervalle
11, +ool.
2. Pour tout entier £ > 1, on obtient pour tout z €]—1, 1]

1 =
+ + Lk — + n
a9 =Y (n+k)(n+k-1)...(n+1)z
n=0
en dérivant plusieurs fois la série geométrique et en vérifiant a chaque fois que la nouvelle
série dérivée est normalement convergente sur tous les intervalles [—a, a], pour 0 < a < 1.

2.4. Intégration terme a terme des séries de fonctions normalement conver-
gentes sur un intervalle de R

Les résultats sur la convergence uniforme des suites donnent immédiatement :
Proposition 2.4.1. Si la série de fonctions > un() est normalement convergente sur [a,b] et

si chaque fonction up est intégrable Riemann, la fonction somme x - U(X) = Z:;OO Un(Xx) est
une fonction intégrable Riemann sur [a, b].

Théoréme 2.4.1. Si la série de fonctions » | u, () est normalement convergente sur [a, b]
et si chaque fonction u, est intégrable Riemann sur [a,b], la série des intégrales est
absolument convergente et on a

b +oo 400 b
/(Zun(t))dt=2/ U (£) dt.
@ n=0 n=0 7%

Démonstration. On applique a nouveau le résultat correspondant pour la convergence
uniforme des suites. Puisque la suite (U,,) des fonctions sommes partielles converge uni-
formément vers U, on sait que

/abU(t) dt = lim /ab U,.(t) dt,

b n b
/Un(t)dtZZ/ uk(t) dt.
a L=0”C

et
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Corollaire 2.4.1. Soit | un intervalle de R ; on suppose que la série de fonctions » . u,()
est normalement convergente sur | et que chaque fonction wu,, est continue sur |. Soit a
un point de | et posons

Veel, fo(x)= /m Uy, (t) dt.

La fonction f, est la primitive de u, nulle au point a; pour tout intervalle borné J
contenu dans | la série des fonctions Y f() converge normalement sur J, et la fonction
F somme de la série >, f,(), définie par F(z) = n(x), est la primitive nulle en a
de la fonction continue U, somme de la série de fonct1ons > uy(), définie sur 1.

Démonstration. Soit J un intervalle borné contenu dans | et soit M tel que J C [—M, M]
et |a| < M; pour tout = € J on aura

| fn

donc la série ) 2M ||lu, ||, est une série majorante convergente sur J pour la série de
fonctions >_ f,,(). Comme tout point = € | est contenu dans un intervalle borné J, on en
déduit que la série > f,,(z) converge pour tout = € I, et on peut donc définir pour tout
x el

+00
Fz) =) ful@).

n=0
On va montrer que F'(x) = U(x). Supposons d’abord = > a. Pour tout x € |, on peut
appliquer le théoréme 2.4.1 a I'intervalle fermé borné [a, x], donc

o0 x x
F(z) = 2 dt = | U()dt.
=3 [ wou= |

Le cas x < a est analogue, ce qui permet de voir que

F(z) = / U dt

pour tout x € I, ce qui montre que F est une primitive de la fonction continue U.

Remarque. Pour une série de fonctions > w, () de classe C! telle que > w!’ () converge
normalement sur 1, le theoréme de dérivation 2.3.2 se déduit immédiatement du résultat
précédent.

Exemple. Représentation de — In(1 — x) pour z dans X, = [—a,a], 0 < a < 1. On sait
que pour tout = € X, on a
“+o0
l n
=)@
-7 n=0

et la série des fonctions u,,(x) = x™ converge normalement sur X,, donc

T +oo
Xo, —INQL—2)= [ —— n
V€ n(l — z) /O cdt = Z/ " dt = —

donc cette relation est vraie pour tout z tel que |x| < 1 (on a vu qu’elle est vraie aussi
pour x = —1, mais on ne l'obtient pas par les méthodes précédentes de convergence
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normale). On peut remarquer que ce résultat peut aussi s’obtenir par le théoréme de
dérivation lu a I’envers.

De la méme fagon on obtient pour |z| < 1

1 +00 , too p2ntl
122" nZ_g(—l) 2", donc Arctan(z) = 7;}(—1) o1

Equation de la chaleur. On suppose que Y, - n*|a,| < +oco, et que la fonction g(x) est
une fonction 27-périodique donnée par la formule

Vz € R, g(z)= Z a, e
nezZ

La fonction définie pour z € R et ¢ > 0 par

+oo )
fl,t)=) a,e” e

n=0
vérifie I’équation de la chaleur
of _ 0*f
ot 0x?
avec la condition initiale
f(z,0) = g(x).

On voit que lim;_,; » f(x,t) = ap pour tout = (on applique le théoréme d’interversion
des limites a la série normalement convergente qui définit f(x,t)).

L’exemple précédent est un cas particulier de la théorie des séries de Fourier. Pour
toute suite (c,) de coe cients réels ou complexes telle que > _, |c,| < +oo, On peut
définir une fonction f sur R par la formule

Ve e R, f(z)= ch gine
nez
La fonction obtenue est continue sur R, et elle est 27-périodique. D’aprés le théoréme
2.4.1, on peut obtenir les coe cients ¢,, a partir de la fonction f en calculant

1 27 )
Cn = — flx)e " du.

27 Jo
Ce qui fait I'importance de cette théorie, c’est que I'on peut exprimer la plupart des
fonctions périodiques sous la forme ci-dessus : on peut montrer par exemple que si f est
une fonction 27-périodique sur R, de classe C!, alors les coe cients (c,) calculés par la
formule précédente vérifient ) . [c,| < +oo et la fonction f est égale a la somme de
la série de Fourier correspondante (voir chapitre 6, théoréme 6.6.2).

Si on préfere les fonctions réelles, on peut décomposer I’exponentielle complexe en
sinus et cosinus pour obtenir des décompositions de la forme

+oo +oo
f(z) = ‘”—20 + 3" a, cos(na) + Y b, sin(nz).
n=1

n=1
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Séries alternées de fonctions

La méthode des séries normalement convergentes >  u,() n’est qu’une fagon trés
particuliére d’obtenir la convergence uniforme de la suite des fonctions sommes partielles
(U,,). Dans certains cas, d’autres méthodes sont beaucoup plus performantes.

Proposition 2.4.2. Soit (v,,) une suite de fonctions sur un intervalle X de R telle que

— pour tout z € X et tout n > 0, on a v,(x) > vy41(x) > 0 (c’est a dire que la suite
(vn(x)) est décroissante positive pour tout x € X)
— la suite de fonctions (v,,) tend uniformément vers 0 sur X, c’est a dire que

lim ||vy, ||.,x = 0.
n

Alors les sommes partielles de la série alternée de fonctions Y (—1)"v,() convergent
uniformément sur X. Il en résulte que la fonction somme est continue sur X si chaque
fonction v,, est continue sur X.

Démonstration. On remarque d’abord que pour chaque = € X fixé, on peut en posant
un(x) = (—1)"v,(x) appliquer le theoréme des séries alternées pour déduire que la série
> un(x) converge pour chaque z fixé; on peut donc poser U(z) = :[i% up(xz). On
montre ensuite que

U, — U

pour tout n. En e et, on voit que (Uy,(x)) est décroissante et (Us,11(x)) croissante,
donc Uz, 11(x) < U(z) < Uy, (x). L'ecart entre U(x) et Uy, () est donc au plus égal a
Us,(z) — Ugpi1 () = vop41(x), et on raisonne de la méme fagon pour U, 1 @ partir de
I’encadrement Us,11(x) < U(z) < Ugp,io(x).

u,X S ||Un—|—1’ u,X

Exercice. Montrer que

T 1 1
— =Arctan(1) =1—- -+ - —---
4 1) 3 5
en étudiant la série alternée
2n—+1

T
—1)"
Z( ) 2n+1
sur I'intervalle [0, 1].

Un exemple avec Abel.
La série )
eInX
> Ve
n
n>1
définit une fonction continue sur X = [a, 2 — a] pour tout a tel que 0 < a < 2m —a. En e[&f]
les fonctions sommes partielles convergent uniformément sur cet intervalle. On pose A = \/%

C’est une suite qui décroft vers 0. On pose aussi wn(x) = e'"*YX pour tout n = 0. On montre
que

IWn(X)| = T—eda|
pour tout x []d, 2m — a]. Ensuite la transformation d’Abel
AoWo(X) + - -+ + AnWn(X) = (Ao — A1)Wo(X) + - + (An—1 — An)Wn_1(X) + AnWn(X)

transforme en une série normalement convergente > " (An—1—An)Wn_1() plus un résidu AnWn(X)
qui tend uniformément vers 0 sur X.
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Intégrale généralisée dépendant d’un parametre

Théoréme 2.4.2. On suppose que | est un intervalle de R, et que f est une fonction
réelle ou complexe définie et continue sur [0, +o00] x |. On suppose qu’il existe une fonction
g sur [0, +oo[ telle que

— pour tout (x,t) € [0, +oo[x|, on a |f(z,t)| < g(z);
— l'intégrale de g est convergente, f0+oo g(x) dr < +o0.

Dans ce cas, la fonction F définie sur | par

vtel, F@) = /+0<> f(z,t)dx
0

est une fonction continue sur .

Démonstration. Pour tout entier n > 0, posons

n+1
un(t)Z/ i f(z,t)dx.

D’apreés le théoréme 2.1.5, cette fonction u,, est continue sur I'intervalle I. De plus, on a
pour tout ¢ € |

n+1 n+1
(1) s/ If(:v,t)ldtS/ o() dx = vy,

et la série numérique »_ v,, est convergente puisque

+oo “+o00
Z Uy = / g(x) dz.
n=0 0

La série de fonctions continues > u,, () admet donc sur | une série majorante convergente,
donc sa somme est une fonction continue. Mais on a

+o0 400
nz_%un(t) _/O f(z,t) dz = F(t).
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Chapitre 3. Séries entiéres

On a déja vu plusieurs exemples de séries entieres : le développement
(1_3;)_1 =14+z+ - - -+2"+...

valable pour |z| < 1, est un exemple de série entiére. On a vu aussi des développements
analogues pour In(1 — z), (1 + z?)~!, Arctanz, €%, sinz, cosz. Dans le cas de I’expo-
nentielle on a étendu la représentation aux nombres complexes : c’est ce que nous ferons
systematiquement dans ce chapitre.

Définition 3.0.1. On appelle série entiére une série de fonctions de la forme > a, 2",
ou les (a,,) sont des nombres complexes et ou la variable z est complexe. Pour s’exprimer
en termes plus corrects, une série entiére est une série de fonctions > u, () ot chaque
fonction u,, est de la forme u,,(z) = a, 2", z € C.

Le premier probléme que nous allons étudier est de préciser I’ensemble des points
z € C pour lesquels une telle série est convergente.

3.1. Rayon de convergence

Exemples

1. La série entiére > 2"2™ converge pour |z| < 1 et a pour somme (1 —22)~!; elle
diverge pour tout z € C tel que |z| > %

2. La série entiére > n!z" ne converge que pour z = 0. En e et, quand z # 0, le
terme général n! 2™ ne tend pas vers 0 (en fait son module tend vers +o0).

3. La série entiére > z™/n! converge pour tout z € C. Rappelons que la somme de
cette série s’appelle 'exponentielle complexe :

+00
e = -

n!
n=0

Lorsque z est réel, on retrouve bien sUr I’exponentielle au sens habituel.

Proposition 3.1.1. Supposons donnée une série entiére » . a,z"™. On suppose que 1o > 0
est donné et que la suite (a,ry) est bornée. Pour tout z € C tel que |z| < 719, la
série numérique Y  a,z" est (absolument) convergente. De plus, pour tout r1 tel que
0 < ry < rg, la série de fonctions ) a,z" est normalement convergente dans le disque
{z € C: |z| < ri1}. I en résulte que la fonction somme z — f(z) = Zi% anz" est une
fonction continue dans le disque ouvert {z € C: |z| < ro}.

Démonstration. 1l su t de démontrer la deuxiéme partie de I'énoncgé, qui implique en
particulier que > a,z" est absolument convergente pour tout z tel que |z| < ro (poser

simplement r; = |z|, et appliquer la suite de I’'€noncg) ; soit M un majorant de la suite
(Jan|r§) et soit ry tel que 0 < 1 < 7¢; pour tout z € C tel que |z| < r; on a la majoration

Z\" T n
o (2)' <M(2)" = o

To To
et la série majorante > v, est convergente puisque 0 < r;/ro < 1. Le reste de I’énoncé
provient des résultats du chapitre 2.

lan2"| =
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Indiquons une conséquence importante de I’énoncé précédent. Si la série > a,z{
converge pour un certain z; € C non nul, la série > a,z™ converge absolument pour
tout z € C tel que |z| < |z0]. En e et, la convergence de la série > a,z{ implique que
la suite (Ja,||2z0|™) est bornée, ce qui permet d’appliquer la proposition précédente avec
ro = |20].

Passons maintenant a la notion de rayon de convergence. Considérons I’ensemble B
des nombres réels » > 0 tels que la suite (a,,r"™) soit bornée. On a bien str 0 € B (et on a
vu dans I’exemple (2) ci-dessus gu’il est possible que B = {0}). Si B contient le nombre
r > 0, il est clair gu’il contient aussi tout le segment [0, »], donc B est un intervalle, de
la forme [0, a] ou bien [0, a[, ou bien [0, +oc[. Dans le cas ol I’ensemble B est majore,
désignons par R la borne supérieure de B, et dans le cas ol B n’est pas majoré posons
R = +o0.

Le nombre R, peut &tre égal & +co, a la propriété que la série > a,,2™ converge dans
le disque ouvert {z € C: |z| < R} et ne converge pour aucun z € C tel que |z| > R. En
e et, si |z| < R il existe ry € B tel que |z| < ¢ (parce que R est le plus petit majorant
de B) et la série > a, 2" est convergente d’aprés la proposition 3.1.1 (puisque la suite
(anry) est bornée et que |z| < rp). Si |z| > R, on en déduit que |z| ¢ B (parce que R est
un majorant de B) donc la série ne peut pas converger au point z puisque |a,||z|™ n’est
pas bornge.

Définition 3.1.1. Le nombre R ainsi déterminé (éventuellement égal a +oo) s’appelle
le rayon de convergence de la série entiére > a,2". Le disque {z € C : |z| < R} s’appelle
disque (ouvert) de convergence. Dans le cas o R < +oo, le cercle {z € C : |z| = R}
s’appelle cercle de convergence de la série entiere.

On ne sait pas en général si la série converge pour les points du cercle de convergence.
Elle peut converger pour certains points de ce cercle, ou bien pour tous les points du
cercle ou encore pour aucun point du cercle de convergence.

Exemples

1. La série géométrique > 2™ est une série entiére de rayon de convergence R = 1:
elle est en e et convergente pour tout nombre complexe z de module < 1, et divergente
pour tout nombre complexe z tel que |z| > 1. C’est un exemple o0 il y a divergence pour
tout point du cercle de convergence.

2. La série entiére > ., 2" /n converge pour z = —1, et elle diverge pour z = 1.
Par conséquent, son rayon de convergence est R = 1. Sur le cercle |z| = 1 il y a en
fait convergence pour tout z = e # 1 (o0 z € R). On a vu en e et au chapitre 1 (en
utilisant la transformation d’Abel) que la série

einm

n>1

est convergente pour tout x réel di érent des nombres 2kr.

3. La série entiére Y~ ., 2"/n? est de rayon de convergence R = 1, et elle converge
pour tout point z du cercle de convergence. La série entiére > nz™ est de rayon de
convergence R =1, et elle ne converge pour aucun point z du cercle de convergence.
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Résumé

Soit > a,z™ une série entiére; il existe un nombre fini ou infini R € [0, +oc], appelé
rayon de convergence de la série entiére, tel que

— pour tout z € C tel que |z| > R, la série Y a,2" diverge

— pour tout r tel que 0 < r < R, la série numérique ) |a,|r"™ converge, donc la série
> anz" converge normalement dans le disque {z € C : |z| < r}. La somme de la série
est une fonction continue dans le disque ouvert de convergence {z € C : |z| < R}.

Rappelons que le comportement sur le cercle de rayon R dépend de I'exemple con-
sidéré. Dans le cas R = 0, la série entiére converge pour z = 0 et seulement pour z = 0.

Calcul du rayon de convergence

" et désignons par R son rayon de con-

Lemme. Considérons une série entiére »  anz
vergence.
~ Sion ar >R, il existe une infinité d’indices n tels que r|a,|"/™ > 1. Autrement
dit, sir >0 et si on a7 |a,|'/™ < 1 pour tout n assez grand, alors r < R.
~Siona0<r<R,onarl|a,|/" <1 pour tout n assez grand.

~ On aR > 0 si et seulement si la suite (|a,,|'/™) (définie pour n > 1) est bornée.

Démonstration. Supposons r» > R; on sait alors que r ¢ B, donc la suite (a,, r™) n’est
pas bornée; il existe alors par exemple une infinité d’indices n tels que |a,|r™ > 2 et
pour ces indices on a r |a,,|/™ > 21/" > 1,

Soit 0 < r < R; on sait que la série > a,r™ est convergente, par conséquent on a
lim,, o a,r™ = 0. Il existe donc un entier N tel que pour n > N on ait |a,r"| < 1.
Ainsi, pour tout n > N, on a

lan |V r < 1.

On voit en particulier que si R > 0, la suite (Ja,|'/™) est bornée (prendre r = R/2 dans
I’argument précédent). Inversement, si la suite (|a,,|'/™) est bornée par M et si on prend
r=1/M > 0 on aura 7 |a,|"/" < 1 pour tout n, donc la suite (a,, r™) est bornée par 1,
donc r € B et R>r > 0. On a ainsi montré que le rayon de convergence R est nul si et
seulement si la suite (|a,,|'/™) n’est pas bornge.

Interprétons le lemme précédent avec la notion de limite supérieure, d’abord dans
le cas 0 < R < +o0. Soit y > 1/R; alors r = 1/y < R, donc r |a,|'/™ < 1 pour n assez
grand, donc il n’y a qu’un nombre fini d’indices n tels que y < |a,|'/™. Inversement, soit
x tel que 0 < z < 1/R; alors r = 1/ > R, donc d’aprés la premiére partie du lemme
il existe une infinité d’indices n tels que r|a,|/™ > 1, ou encore d’indices n tels que
x < |a,|'/™. On voit donc que 1/R est le point de coupure qui définit la limite supérieure
de la suite (|a,|*/™). On a donc

1
= = limsup |a,|"".
R = limsup a,|

Etant donnée une suite (xz,,) non majorée de nombres réels, on conviendra de poser
limsup,, z, = +o0. On avu que R = 0 si et seulement si la suite |a,,|'/™ n’est pas bornée;
si on interpréte 1/R = 1/0 = +oo, on aura encore 1/R = limsup,, |a,|*/" dans ce cas.
Finalement, si R = +oco on voit que limsup,, |a,|"/™ = 0 = 1/(+00). On obtient donc :

Proposition 3.1.2. Le rayon de convergence R de la série entiére » | a,2" est déterminé
par la formule
1
= = limsup |a,|'/™.
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Si la limite supérieure ci-dessus est +oo, le rayon est nul. Si la limite supérieure est nulle,
R = +o0.
Détermination pratique du rayon de convergence

Corollaire 3.1.1. Si la limite £ = lim,, |a,|'/™ existe (limite finie ou infinie), le rayon
de convergence de la série entiére Y  a,z" est égal a 1/¢ (avec les conventions naturelles
1/0 = +o0 et 1/(+o0) =0).

Exemples. Considérons les deux séries ) 2"2™, > nz" : on trouve ¢ = 2 pour le premier
exemple et ¢ = 1 pour le second. Les rayons de convergence sont donc 1/2 pour le premier
exemple et 1 pour le second.

Proposition 3.1.3. Soit > a,2" une série entiére; on suppose qu’il existe deux réels
p1, p2 > 0 tels que I'on ait pour tout n assez grand

An+1
p1 < ‘n—‘ < p2
an
Alors

L oret
P2 P1

En particulier, si lim,,_ o |ant1/an| = ¢, le rayon de convergence de la série entiére est
égal a R = 1/{ (avec les mémes conventions que précédemment).

Démonstration. On aura pour n > nyg

|ang| P < lan] < ang| p3 ™™,

donc |a,|p1"™ > |an,|p;"® > 0 pour tout n > ng; ainsi la suite (a, p; ") ne tend pas

vers 0, donc la série 3" a,, p; " diverge et on en déduit que R < p;*. De I'autre cotg, la
suite (a, p, ™) est bornge, donc p;* <R.

Exemples

1. Pour la série exponentielle > z™ /n! on voit que a,,+1/a, — 0, ce qui confirme que
le rayon de convergence est égal a +oc.

2. La série entiére > nz™ a pour rayon de convergence 1. En e et, on a

. n+1
lim =1.
n—-+4oo n

Bien souvent, le rapport a,,11/a, N’a pas de sens, et il est alors nécessaire de revenir
a la définition du rayon de convergence et d’encadrer le terme |a,|r™ par des termes
généraux de séries dont on connait dgja la nature.

Exercice. Si n~! < |a,| < n pour tout entier n > 1, montrer que la série entiére > a,, 2"
a pour rayon de convergence R = 1.
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3.2. Opérations sur les séries entiéres

Commengons par un rappel sur les séries numeériques. Etant données deux séries
numeriques > u,, et > v,, on considére la série produit > w,, dont le terme général est
Wy, = D0 Wi Upye
Rappel. Soient > u,, et > v, deux séries numériques absolument convergentes; la série

n

produit Y wy,, de terme général wy, =) ., u; vn—; est absolument convergente. De plus,
sion poseU =) "~ Oun etV = Zn oUn On a

+oo
Z w, = UV
n=0

On peut appliquer ceci aux séries entiéres, dont on sait qu’elles sont absolument
convergentes a l'intérieur du disque de convergence. On remarque d’abord que la série
produit > w,, de deux séries entiéres > a,z" et > b, 2" est encore une série entiére,

Wy, = (aobn + albn—l +...+ anb()) 2",

Proposition 3.2.1. Soient Y a,z" et > b,2" deux séries entieres de rayon de conver-

gence R et R’ respectivement ; posons ¢, = Y., a; by—;. Alors les séries entiéres

Z(an +0,)2", Z cn2"

sont de rayon de convergence > min(R, R’). De plus, si pour tout nombre complexe z de
module |z| < min(R,R’) on pose f(2) =" Oanz et g(z) = Z:i% b,z" on a

+o00 too
D (an +00)2" = f(2) +9(2), Y enz" = f(2)g(2).
n=0

n=0

Remarque. Il est possible que le rayon de la somme ou celui du produit soit strictement plus
grand que min(R, R’). Pour donner un exemple dans le cas de la somme il su[f_de prendre
an = —bn = 1 pour tout n; alors R = R’ = 1, mais la série somme est la série nulle, de rayon
de convergence +co. Pour un exemple avec le produit, prenons encore a, = 1 pour tout n, mais
g(z) =1—z. Alors R =1, f(z) = (1 —2)~! mais la série produit se réduit au premier terme
Co =1, et son rayon de convergence est +oo.

Dérivation des séries entiéres
Etant donnée une série entiére > a,, 2", la série dérivée est une nouvelle série entiére

définie par
Z nayz"

Proposition 3.2.2. La série entiére Y a,, 2™ et sa série dérivée Y, - na,z"~' ont méme
rayon de convergence.

Démonstration. Posons b,, = na,, ; on rappelle que n'/™ tend vers 1 lorsque n tend vers
+00, ce qui implique que les suites (|a,|*/™) et (|b,|'/™) = (n'/"|a,|'/™) sont équivalentes.
Il en résulte que

Ilmsup|an|1/” = Ilmsup|b i
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ce qui donne I'gégalité des rayons de convergence des séries entiéres > a, 2" et > na,z".
Le résultat voulu en découle.

Remarque. En utilisant la transformation d’Abel, on montre que si la série Y _ nanz"*

converge au point z, alors la série > anz" converge au méme point z.

Proposition 3.2.3. Soit R le rayon de convergence de la série entiére » . a,z"; sur
lintervalle | —R, R [ la fonction f définie par

+o0
@)= apa"
n=0
est dérivable, et de dérivée

+oo
fl(x) = Z napz™ L.
n=1

Démonstration. Il su t de constater que sur tout intervalle -, r [, avec 0 < r < R la série
deérivee > ., na,x™"! est normalement convergente, et la série > a,x™ convergente;
d’aprés le théoréme 2.3.2 de dérivation des séries de fonctions, la fonction f sera dérivable
sur ]—r, r[, de dérivée donnée par la somme de la série dérivée. Puisque ces intervalles
recouvrent | —R, R[ la fonction f sera dérivable sur | —R, R][.

Calcul des dérivées successives

Calculons les dérivées successives de la somme f(x) = :[i% a,x™ d’une série entiére

de rayon de convergence R > 0; pour tout entier £ > 1, on aura en itérant I’application
de la proposition précédente

+oo
Vo €]-R,R[, fH(@)=> nn-1)...(n—k+1)aa""".
n=k

On en déduit

Corollaire 3.2.1. Soit R le rayon de convergence de la série entiére > a,,2" ; la fonction
f définie sur lintervalle |—R,R[ par f(z) = :i% an,x™ est indéfiniment dérivable, et
on a pour tout entier n > 0

FM(0) = n!ay,.

Exemple. Si on se donne r > 0 et |z| < r,

n

g(x):1+§+...+x_+...: r ,
r rn r—x
et pour tout £ > 0,
+oo n—=k
Wy = "R _ _ z
g (a:)_(r_x),ﬁ1 d nn—-1)...(n—k+1) ——

n=~k
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Application : prolongement a C d’ggalités obtenues dans le cas réel. Supposons que f1(z) et
T2(z) soient deux fonctions sommes de séries entiéres de rayon de convergence = R > 0, et que
I’on ait pu démontrer que T(x) = g(x) pour tout x [J3R, R[. Il en résulte alors que f(z) = g(z)
pour tout z [ tel que |z] < R. En elef] I'égalité de f et g sur I'intervalle ]—R, R[ implique
I'égalité de toutes les fonctions dériveées fl(k) et fz(k) sur le méme intervalle, donc I'égalité de

tous les coe [Ciehts des deux séries entiéres, obtenus a partir des valeurs fl(k)(O) = fz(k)(O).

Pour donner un tout petit exemple, la formule ci-dessus donne le développement de la
fonction x — (1 —x)~, obtenu par dérivation. Mais on sait aussi que (1 —z)~~ se représente
par une série entiére pour tout |z| < 1, en faisant k fois le produit de la série de (1 —z)~*
par elle-méme. Cette deuxiéme méthode est plus compliquée, mais la remarque précédente nous
garantit que les coe [ciehts trouvés seront les mémes.

Proposition 3.2.4. Soit g(z) = > bnz" une série entiére a coe Lciehts b, = 0, de rayon de
convergence R > 0 et soit d’autre part f(z) = ) anz" une série entiére telle que |an| < bn pour
tout n = 0. On a alors pour tout k = 0 et pour tout z [CCltel que |z]| <R

@) < g®(z)).
Démonstration. Prenons d’abord k = 0. On aura

If@)| = \Zanz” =) lanllzI" = balz|” = g(lz]).
n=0 n=0 n=0

On remarque ensuite que les séries dérivées f/(z) = Y nanz" tet g'(z) = > nbnz" ! vérifient
la m&me hypothése de majoration des coe [Ciehts, puisqu’on a encore |[nan| < nbn pour tout
n =1, et ainsi de suite pour toutes les dérivées successives, ce qui donne le résultat.

On va en déduire une majoration des dérivées de la somme d’une série entiére f(X) =
Z::Z) anX", de rayon de convergence R > 0. Si on se donne r tel que 0 < r < R, on sait
que la suite (anr"™) est bornée, et il en résulte qu’il existe une constante M telle que pour tout
n = 0 on ait |an| < M/r", donc on pourra appliquer le résultat précédent avec la série entiére

a coe [ciehts positifs

M Mr
1—12z/r r—z

9(2) = § Mr—"z"
n=0

Il en résulte pour tout x CJ3r,r[

Mr

IO < g (Ix]) = k! =T

On retiendra le résultat sous la forme suivante : si f(x) = > anx" pour tout x [J3R, R[, alors
pour tout r tel que 0 < r < R il existe M’ (dépendant de r) tel que pour tout k = 0 et tout x
tel que |x| < r on ait
FO _ ™
k7 (r =[xkt

Ces arguments montrent que les dérivées des fonctions définies par une série entiére vérifient des
inégalités particuliéres. Les résultats de ce paragraphe doivent servir a expliquer les conditions
gue nous donnerons plus loin pour garantir qu’une fonction f soit développable en série entiére
(proposition 3.3.1).

Dérivée complexe
Soit f(z) = Z:i‘(’) anz" la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0; si
|z| + |h| = r < R, on a la majoration

n_ on
=2 s
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qui permet de montrer que
f(z+h)—Tf(2)

f'(z)= lim

( ) h—0
hec\ {0}

existe, et est égale a la somme de la série dérivée.

Intégration des séries entiéres

Proposition 3.2.5. La série entiére ) a,z" et la série entiére

a a a
2 3 n+1

ont méme rayon de convergence R. Si R > 0, la fonction f définie sur I'intervalle |-R, R [
par la formule

+oo
flx)= Z anpx”
n=0

admet pour primitive nulle en zéro la fonction

—+ o0

Fz) =Y o gntl,

n+1

n=0

Démonstration. La série donnée > a,, 2™ est la série dérivée de la deuxiéme série. Toutes
les a rmations découlent donc du théoréme sur la dérivation.

Exemples
La série entiere Y "(—1)"x™ a pour rayon de convergence 1 et pour |z| < 1on a

1 R
= (- a”.
n=0

1+2x

La série entiére >"(—1)" "1 /(n+ 1) a aussi 1 pour rayon de convergence, et sa somme
est la primitive de la fonction = — 1/(1 + x) qui s’annule pour x = 0. Ainsi, sur ]—1,1]

on a
xn—|—1

+oo
In(1+2)=> (-1)"
n=0

n+1

De méme, on a pour |z| <1

+oo p2n+1
Arctanz = )" —.
Z( ) 2n+1
n=0
Exponentielle complexe : rappels
On a posé pour tout z € C
o0 on
A—
=D T
n=0

et on a vu que pour tous u et v € C, on a e¥*? = e¥e?,
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Proposition 3.2.6. Soit z un nombre complexe quelconque ;

— le nombre €% est toujours non nul, et son inverse est €% ;

— sl z = x + 14y, avec x et y réels, on a € = e*(cosy + isiny). En particulier,
|e*| =e”.

— Soit Z un nombre complexe non nul, de module p, d’argument 6, avec 0 < 6 < 27 ;
alors I’équation

e*=Z

a une infinité de solutions, données par z = Inp + i0 + 2ikr, avec k entier relatif quel-
conque.

Démonstration. Les deux premiers points sont des rappels; pour Veérifier le troisiéme,
notons que le nombre complexe Z s’écrit Z = p(cosd + isinf), de sorte que I'équation
ci-dessus est équivalente au systéme d’équations

e*=p
cosy =cosf , siny =sinf
ce qui équivaut a x =Inp et y = § + 2kxw. D’ou le résultat.

Exercice Montrer que la fonction complexe définie sur R par ¢t — e** est dérivable, de
dérivée égale a ze'* .
Logarithme complexe
La série entiére ) 5 .
S S S LA
2 3 n

a un rayon de convergence égal a 1, et on sait que pour z = x réel, |x| < 1, sa somme est &gale
a In(1 + x). Posons pour tout nombre complexe z tel que |z] <1
2 3 n
z z 1z
Inl+z)=z— %+ —+- - +(-1)"""—+...
(1+2) 5+ 3 (-D)"

Nous allons calculer cette fonction. On suppose donc |z| <1, et on poseu=1+z = re'®. On
peut choisir un argument 6 tel que |8] < /2 (faire un petit dessin ou bien noter que Reu > 0).
Posons d = |z|] = Ju— 1| < 1 et posons u(t) = re'® pour tout t []0,1]. On a u(0) = r et
u(l) = u, et pour tout t []Qq, 1],

lut) — 1> = r® + 1 — 2rcos(t8) < r? + 1 — 2r cos(8) = |u — 1|*> = d°.

Cela montre que |u(t) — 1] = d < 1 pour tout t []0,1], ce qui permet de calculer, en posant
z®)=u®)—1
f(t) = In(u(®)) = In(1 + (u(t) — 1)) = In(1 + z(t))

au moyen de la série précédente,

2 3 n
207, 20, 2O,
2 3 n
On obtient une série de fonctions >~ un(), o0 Uo = 0 et un(t) = (—1)""*z(t)"/n pour tout

n = 1. Nous allons montrer que la série dérivée de cette série de fonctions de la variable t est
normalement convergente sur [0, 1]. La série dérivée est donnée par

(1) = z(t) —

Z/(t) — Z(t)z/(t) + Z(t)ZZ/(t) .o+ (_1)nflz(t)n—1z/(t) ... = - i:(ztzt)

On remarque que z’(t) = rife'*®, donc |z/(t)] = r|6|, et on a pour tout t []Q, 1]
lun ()] = rl8]|z®)|"* < r|6]d" " = vn,
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ce qui nous donne une série majorante convergente > vn pour la série de fonctions > up()
(parce que d < 1). Il en résulte que la somme de la série dérivée est bien la dérivée de la
fonction T,

Z/(t) _ rige'®
1+z(t) reite
On voit donc que la dérivée de T est constante, égale a i8. Il en résulte que

In(re'®) = In(u) = £(1) = £(0) + i6 = In(r) + i6.
Cela suggeére une extension de la définition de In(z) au moyen de la formule ci-dessus,

£ (0) = =i6.

In(z) =Injz| +iArgz,
ou on aura choisi pour z YT+ oo,0] I'argument tel que —11 < Argz < 1. A partir de cette
formule on voit que €@ = z et In(e?) = z + 2ikm lorsque tous les termes sont définis.
Séries entiéres et développements limités (en abrégé : DL)
On a vu que pour tout z tel que |z| < 1
2 n
T x
—Inl-z2)=axc+ —+---+ —+...
2 n
Cette information a un sens pour tout z fixé tel que || < 1, par exemple
1 1
—In(0.N= — +...+ +
©.9) 10 n 10"
D’un autre cotgé, I'information DL est par exemple du type suivant

2
—Inl—2z)=z+ % + z%e(x).

Cette information de DL n’a pas de sens intéressant pour une valeur fixée de x, par
exemple si x = 0,9 écrire

1 1 1
~In(0,98) = 75 + 5o= + 705 2(1/10)

n’a aucun intérét, car sous cette forme on ne sait rien de £(1/10). L’information donnée
par I’écriture DL est que lim,_,oe(z) = 0. Une information de DL est donc une infor-
mation de type “global”, ou bien de type “fonction”, par opposition a une information
ponctuelle. C’est ce qui rend son utilisation un petit peu délicate.

Classes O, (f) (lire “Grand O”)

Tout d’abord, un peu de vocabulaire : on dit que V est un voisinage d’un point
a € R si V C R contient un intervalle ouvert de la forme Ja — 0, a + [, pour un certain
n > 0. On appelle voisinage épointé de ce méme point a un ensemble obtenu a partir
d’un voisinage de a en enlevant le point a, ce qui donne un ensemble de la forme V\ {a}.
Soit a € R fixé; soit f une fonction définie sur un voisinage épointé du point «; on dit
gu’une fonction g définie sur un voisinage épointé de a appartient a la classe O, (f) s’il
existe £ > 0 et une constante M tels que

Vo ela—ca+el, (v #a= |g@)]| < MIf@))).

En termes un peu trop rapides, cela signifie que g/ f est bornée au voisinage de a.

Exemple. Posons f(x) = 1 pour tout z; on é&crit alors O,(1) plutét que O,(f). Si
g(x) =1/x, on aura g ¢ Oy(1), mais g € O;(1) par exemple.
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Propriétés.

1. f € 0au(f)

2. 04(f) + 0.(f) C Ou(f)

- 04(f1) - Ou(f2) C Ou(f1f2)

4. g € Oq4(f) implique que O.(g) C Oq(f)

5. Si lim,_,, f(z) existe (dans R ou C), alors f € O,(1)
6. f ~q g entraine O,(f) = O,(g).

On peut aussi définir des classes O . (f) selon le méme principe.

w

On va s’intéresser tout particuliérement pour les DL au cas ol a = 0, et ou les
fonctions f sont les fonctions mondmes pg, p1, ..., Pn, - . . définies sur R par p,(x) = ™.
On notera en fait en suivant la tradition

O(z") = Oo(pn)-
On a les régles suivantes
...CO@E"™)cOo@E@™) c...cO(x) c O(1)
Pour tous entiers m,n > 0,
O(z™).0(z™) C O(z™*™).
Un DL avec notations O() est par exemple une expression de la forme
z + 22 + O(z?).

Il s’agit d’une expression symbolique ou le dernier terme O(z3) représente un élément
indéterminé ¢ de la classe O(x?). Il faut savoir simplifier les expressions obtenues aprés
divers calculs, par exemple le carré de I’expression précédente sera

22 + 223 + 2t + 220(2?) + 2220(2?) + O(2®)0(z?)
qui se réduit simplement a

z? + 223 + O(z?).

Proposition 3.2.7. Sir > 0 et si f(x) = :i% a,x" pour tout x €|—r,r[, on a pour
tout n >0
f - (aopo +..-+ anpn) € OO(pn—l—l)

ce qu’on écrira simplement
f(x) =ap+arz+ - +a,z™ +O(x"M).

La fonction f admet donc des développements limités en 0 de tous les ordres.

Démonstration. Si on choisit 0 < ¢ < r on est sUr que la suite (a,t™) est bornée, disons
par M. On a alors pour |z| <t

Mt~
f _ + ...+ n k k — n+l
| (1') (ao anX )| < Mké t "zt =x —t )

ce qui donne le résultat.
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3.3. Séries de Taylor

On a vu qu’une série entiére de rayon de convergence R est indéfiniment dérivable sur
I'intervalle ]|—R, R[. On étudie ici le probléme réciproque. Soient | =]—r, r[ un intervalle
centré en 0 et de rayon r, et f une fonction indéfiniment dérivable, réelle ou complexe,
définie sur 1.

Question 1 : existe-t-il une série entiére > a, 2", de rayon de convergence R > r telle

que pour tout x € | on ait
—+o0
f@=> ana"?
n=0

Question 2 : si cette série entiére existe, est-elle unique ?

La réponse a la question 2 est immédiate : si cette série entiére existe, on doit avoir
d’apreés le corollaire 3.2.1
f™(0)

n!

ce qui donne l'unicité. Moyennant une translation, on pourra aussi étudier le probléme
plus général suivant : soient | =]x¢ — r, 2o + r[ un intervalle centré en z, et de rayon r,
et f une fonction indéfiniment dérivable, réelle ou complexe, définie sur I. Existe-t-il une
série entiére > a,,2", de rayon de convergence R > r telle que pour tout = € | on ait

vn >0, a,=

+oo
f@) =Y an(a —wo)"?
n=0

Comme avant, I'unicité d’une telle série est immédiate (par un petit changement de
variable pour ramener I'étude en zy a une étude en 0, on voit que a,, est nécessairement
égal a £ (z0)/(n!) pour tout entier n > 0).

Définition 3.3.1. Etant donnée une fonction f a valeurs complexes, définie et indéfini-
ment dérivable sur un intervalle ouvert J C R, et étant donné un point x, de J, la série
de fonctions de la variable x

+00 p(n
Z f( )(33_0) (x — )"

n!
n=0

s’appelle la série de Taylor de f au point zo (ou série de Mac-Laurin de f, dans le cas
ou o = 0)

Supposons que f soit une fonction indéfiniment dérivable définie sur I'intervalle
| =]xo — r, 2o + r[. Pour répondre a nos questions, il faut déterminer

— si la série de Taylor de f au point x converge pour tout = € I;

— si la somme de la série de Taylor est égale a f(x) pour tout x € I.

Si la réponse est oui pour ces deux questions, on dit que la fonction f est développable
en série entiére sur |. Le changement de variable h = x — 2y met la série de Taylor de f
sous forme de série entiére de la variable h. La fonction f est donc développable en série
entiére sur I'intervalle | =]xg — r, xo + r[ si on a pour tout & réel tel que |h| < r I'égalité

Fleo+h) = Z ),
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Il peut sembler peu naturel de ne s’intéresser dans la définition précédente qu’au dévelop-
pement de Taylor par rapport au point central xo de I'intervalle de définition Jxo—r, Xo+r[ de la
fonction f. On verra en fait que si T vérifie la définition précédente sur I'intervalle [xo—r, Xo + 1],
alors elle est aussi développable sur tout intervalle plus petit ]x1 — p, x1 + p[ CJXb — r, X0 + r[
(et on s’intéresse donc cette fois-ci au développement de Taylor au point x3).

En général, le rayon de convergence R de la série de Taylor de T en xo d’une fonction f de
classe C*° définie sur un intervalle | =]Xo — r, Xo + r[ n’a aucune raison d’€tre supérieur ou égal
a r. Par exemple, la fonction réelle définie sur R par

1

f(x) = To 52

est indéfiniment dérivable sur R. Mais la série de Mac-Laurin de la fonction f a I’origine, égale
ay (—n" x?" est de rayon de convergence 1, par conséquent cette série ne peut pas représenter
la fonction f pour les points x > 1. Il peut m&me arriver que ce rayon de convergence soit nul.
On peut en e [efl démontrer (théoréme d’Emile Borel) qu’étant donnée une suite arbitraire de
nombres réels (an), il existe une fonction indéfiniment dérivable sur R telle que £"(0) = an, pour
tout n = 0. Si on prend a, = (n!)?, on obtient pour cette fonction f une série de Mac-Laurin
de rayon de convergence nul.

Il peut aussi arriver que le rayon de convergence soit = r sans que la somme de la série de
Taylor soit égale a f sur I'intervalle I. Considérons par exemple la fonction réelle £ définie sur

R par
ﬂm={e

On vérifie sans di Cculté que cette fonction est indéfiniment dérivable, et que I'on a £(™(0) =0
pour tout entier n = 0. Ainsi, la série de Mac-Laurin de f est identiqguement nulle : pourtant,
quel que soit I'intervalle ]—r, r[ centré a I'origine, la fonction ¥ n’est pas identiquement nulle
sur cet intervalle.

2 .
“X7 65 xB0

0 si x=0.

Développement en série entiere des fonctions usuelles

Un premier moyen simple d’obtenir des développements de certaines fonctions usu-
elles est de procéder par intégration a partir d’autres développements connus. On a ainsi
obtenu par intégration les développements de Taylor suivants sur ]—1,1[

xn—i—l 2n—+1

T
2n+1

+o00 T
In(l + z) = Z(—l)”n 7 Arctanz = > =nn
n=0 n=0

Le moyen principal pour prouver gu’une fonction est développable en série entiére
est d’utiliser la formule de Taylor au point x(, a un ordre arbitraire n :

=+ % (;1; — .’L‘())n + Rn(f7 .’130,(13),

f(@) = f(xo) + f'(wo)(@ — zo) + - -
ou R, (f, xo, x) s’appelle le reste de Taylor. Montrer que f(x) est égal a la somme de la
série de Taylor au point x( revient exactement & montrer que le reste R, (f, zo, x) tend
vers zéro lorsque n — +oo. Il existe plusieurs fagons d’exprimer le reste, qui permettent
d’atteindre notre objectif; 'une d’elles est d’utiliser le reste de Lagrange et la majoration
qui en résulte. On obtient ainsi par exemple :

Lemme. Soient | un intervalle ouvert et f une fonction complexe indéfiniment dérivable
sur | ; on suppose qu’il existe un nombre réel M tel que pour tout x € | et tout entier
n > 0 on ait

F ()] < M.
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Pour tous points xg,x € | on a

ﬂ)—X: 260 (0 gy

Démonstration. D’apres la formule de Taylor-Lagrange, on a pour tout x = 2y +h € |

‘f(a:) Zf (xO)hk‘SM

|h["
(n+1)!

Le terme de droite tend vers 0 quand n — +oo. Par suite la fonction f est développable
en série entiére sur 1.

On peut appliquer ce résultat a la fonction e* sur n’importe quel intervalle borné
I =]—r, r[, puisque toutes les dérivées sont égales a la méme fonction, et donc majorées
sur | par M = e". On peut aussi I'appliquer a shx et chx, pour lesquelles la suite des
fonctions dérivées ne comprend que les deux fonctions shz et ch x (on peut aussi obtenir
ces deux développements a partir de e* et e~*). Pour les fonctions cos z, sin x, on obtient
le méme phénoméne, mais on peut prendre tout de suite | = R et M = 1. On obtient
ainsi que ces fonctions sont développables en séries entiéres sur R et que I'on a

+0oo " +00 2n—|—1 +oo x2n
e’ = ; he = 0
;} Z c@n+ny ; 2n)!
i@ 22" i@ 22+l
cosz =) (—1)" , sine =) (-1)" —F
— @n)!’ —~ (2n+l)I

Il ne faut pas oublier qu’on peut aussi considérer le développement de Taylor en un point
Xo & 0, par exemple

(X — Xo)? N
2!

Dans le cas de la fonction sin (ou cos) ce développement ne nous apprend en fait rien de bien
nouveau : en posant x = Xg + h on voit en regroupant les termes facteurs de sinxg et ceux qui
contiennent cos Xo que la formule ci-dessus revient a la relation trigonométrique sin(xp + h) =
sin(Xp) cos h + cos(Xp) sin h, jointe au développement de cosh et sinh a I’origine.

sin X = sin(Xo) + ¢c0s(Xo)(X — Xp) — sin(Xo)

On obtient parfois de meilleures estimations du reste de la formule de Taylor en
utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, que nous rappelons.

Lemme. Soient | un intervalle de R contenant 0 et f une fonction réelle ou complexe
indéfiniment dérivable définie sur | ; pour tout x € I,

f@)=fO)+ f(0)x +- f(n)(O) T / e f(”“)(t) dt.

Démonstration. Posons pour z fixé dans |

Fm@).

o= @)+ @ e+-+
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On voit que

(z —t)"
i

g @) = Fr @,

et on termine en écrivant

M@=M®+Agﬁmt

Nous allons exploiter cette expression du reste du développement de Taylor au point
xg =0,

RU&@—/(x " ey .

Proposition 3.3.1. Soit f une fonction de classe C> sur lintervalle | =]—r,r[, telle
qu’il existe M tel que

()
Vn >0, Vel ‘f I(t)‘g(r_'v'

[yt
On a alors pour tout x € |

n=0

Démonstration. Supposons d’abord = > 0. Désignons par g la fonction définie sur | par
M
g(t) = —-
r—t
On sait que cette fonction g est développable en série entiére sur I'intervalle ]—r, r[, donc

le reste R,,(g,0, x) tend vers 0 pour tout = tel que || < r. On vérifie que pour tout n > 0

ett >0
M

oo

qui majore |f(")(t)| d’aprés I’'hypothése de la proposition. On &crit alors

)ﬂ)—<§3ﬂ(® k /i@ Sy i < /i@ S dt <

/ [CN (”“)(t) dt = g(z) — (Z g* )(0) k)

qui tend vers zéro lorsque n — +oco puisque g est developpable en série sur |. Dans le
cas = < 0 on utilise la fonction g(t) = M(r +t)~*.
Exercice. Donner une autre démonstration du résultat précédent en utilisant, toujours pour X
fixg, 0 < x <'r, la série de fonctions de la variable t [Q, X]
() (v —
F(x—1) "+
n!

En posant un(t) = M (x —t)t"/n! on constatera que la série des fonctions dérivées uj,(t)
converge normalement sur [0, X] et que la somme de la série dérivée est nulle. Il en résulte que
la fonction ¢ est constante, donc

g =n

OO = F(x— 1) + F/(x—t+ - +

= f™ ©)
n!

f(x) = 6(0) = d(x) = Z

n=0
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On va voir qu’on peut obtenir des informations supplémentaires sans beaucoup se fatiguer.
Gardons les hypothéses de la proposition précédente, et fixons un point x; [J3r, r[. Posons
aussi p =r — |xa|. On a alors ]x1 — p, xa1 + p[ CJ3r, r[. Posons f1(h) = f(x1 + h) pour |h] <p.
On voit que pour tout entier n

)] _ [FP0a+h)| _ M <M
n! n! ~ (r—|xa+hpn+t — (p—[p]n+1

(car r — |[x1 + h| = r — |x1] — |h] = p — |h]), ce qui montre que la fonction f; vérifie la méme
hypothése que T, mais avec r remplacé par p. On obtient donc pour |h| <p

+oo £(n)
=S fln!(o) h"

n=0

ce qui donne par changement de variable, pour tout x [Jxh — p, X1 + [

+oo

Q)
f(x) = Z 70a) (x —x1)"-

n=0

Fonction de fonction
On est trés naturellement amené a se demander si une fonction telle que par exemple

. sinx
— ———— oubien x — tanx = ——
1-sinx cosx
est développable en série dans un voisinage de 0. Les méthodes présentées précedemment
seraient trés peu commodes sur un tel probléme. La bonne méthode est d’obtenir un
résultat général sur les compositions de fonctions. Le résultat qui suit est important;
sa demonstration est facile quand on dispose de la théorie des fonctions holomorphes
(qui est hors programme), mais assez délicate avec les outils dont nous disposons. Nous
I’indiquons pour les amateurs. ..

T

Théoréme 3.3.1. Soit f(x) = :{:6 a,x" une série entiere de rayon R > 0 et g(x) =
,2‘8 bpz® une série entiere de rayon p > 0, telle que
bo| = |9(0)] < R.

La fonction x — f(g(x)) est développable en série entiére dans un voisinage de 0.
Démonstration. Posons

An = [an], Bk = [odl, FOO =) Anx", G() = ) Bix*.
k=0

n=0

On sait que les séries entiéres de F et G ont les mémes rayons de convergence que celles de f et
g, a savoir R et p. D’autre part, pour tout entier n = 1 les puissances g" et G" sont également
développables en série entiére de rayon = p d’aprés le théoréme des séries produit. Ecrivons

9" (x) = an,kxk; G"(x) = Z BnkX~.
k=0 k=0

On montre par récurrence sur n = 1 que |bnk| < Bnk pour tous n,k; en elefl on a d’abord
|b1,k| = |bk| = Bk = B1k, puis

K K
[on+1,k] = ‘ E br,jbik—j| < E Bn,jB1,k—j = Bn+1k-
i=0 i=0
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Puisque G est continue et que |G(0)| = |bo|] < R, on peut trouver r > 0 tel que G(r) < R, ce
qui garantit que

ZAnG”(r) = F(G(r)) < +oo.
n=0

On écrit pour |X| <Tr

f(g(x) = io an (f Onsc X*)
k=0

n=0

et on montre que la série double est absolument convergente,

+oo +oo +oo +oo
D Janbax < Y AnBaklXl* =) An (Z Bn,krk) = F(G(r)) < +oo.
n,k=0 n,k=0 n=0 k=0

On peut donc intervertir I'ordre des sommations d’aprés le théoréme 1.5.3 ou le corollaire 2.2.3
et écrire

+oo  +oo

£(@00) = > (3" anbn )X~

k=0 n=0

Complément
Théoréme 3.3.2. Soit ) | anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et considérons

lorsque |z| < R sa somme f(z) = Z:i‘(’) anz". Lorsque |z| < R, notons aussi £ (z) la somme
de la niéme série dérivée, pour tout entier n = 0 (en convenant que £ = f). Pour tout z tel

que |zo| < R, la série entiére de la variable complexe u

Z fL)(ZO) u”
n!

a un rayon de convergence = R — |zo| et de plus pour tout u QA tel que |zo] + |ul < R on a
I'identité
“+oo
fM(z
f(zo+u) = Z L)

n!
n=0

Embryon de démonstration. Il s’agit essentiellement d’un cas particulier du résultat précédent,
si on pose g(x) = zp + X. Si on suit pas a pas la démonstration précédente, on voit qu’on aura
ici G(X) = |zo| + X, et cette démonstration précédente garantit le résultat dés que G(Jx|) < R,
ce qui donne bien la condition |zo| + |[X| < R. On retrouve la notion de dérivée complexe. En
e[efl la majoration du reste d’ordre 1 de la série de Taylor au point zo donne pour |u| < ug une
inégalité de la forme

[f(zo + u) — F(z0) — ' (zo)u| < M|u|?

donc
f'(zo) = lim f(20+u)_f(20)-

u—0,ucC* u

Solutions d’équations différentielles

Le développement en série entiére d’une fonction f peut parfois s’obtenir en montrant
que la somme de la série de Mac-Laurin satisfait, sur I'intervalle ou elle est convergente,
une méme équation di érentielle que f, avec mémes conditions initiales en un point;
on utilise alors I'unicité des solutions d’équations di érentielles satisfaisant aux mémes
conditions initiales pour conclure que la somme de la série entiére est bien &gale a la
fonction f.
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Lemme. Soit a une fonction réelle continue sur un intervalle | C R et soient zo € | et
yo un nombre réel quelconque ; I’équation différentielle

(E) y' = a(z)y

a une solution et une seule sur 'intervalle | satisfaisant a la condition initiale y(zo) = yo ;
cette solution est donnée par

y(&) = o exp( / " a(t) dt).

Démonstration. Considérons la fonction A définie sur | par la formule A(z) = fg‘:o a(t) dt.
Alors A est une fonction dérivable sur | de dérivée a, et on voit que (yo ) = yoae?,
donc la fonction f : z — yo e*(®) satisfait I’équation (E), et de plus f(z) = yo. Inverse-
ment, si y est solution de (E) vérifiant la condition initiale y(x¢) = yo, considérons la
fonction z — z(z) = e~ 2@ y(z). On vérifie que

2 (x) =72 (2) — a(@)y(x)) = 0

ce qui entraine que z est constante sur I'intervalle I, donc z(z) = z(zg) = yo et y(z) =

Développement en série entiére de (1 + x)®

Soit o un nombre réel; la fonction z — (1 + ) est indéfiniment dérivable sur
]—1,+oco[. Elle a pour série de Mac-Laurin

a(a—l)x2+‘“+ oz(a—l)...(oz—n+1)xn+

2! n!
Cette série entiére a pour rayon de convergence R = 1 dans le cas o ¢ N (appliquer le
critére a,+1/a,), €t pour a € N on remarque que ce développement est fini, et qu’on
retrouve simplement dans ce cas la formule du bindme. Il est donc raisonnable d’appeler
le cas général la formule du binéme généralisée. Posons

(a) _a(a-1).. (a-n+1)

n n!

1+ ax+

Ce coe cient du bindme généralisé vérifie encore la formule du triangle de Pascal,

() (20)=(2)

Désignons par g la somme de cette série entiére sur ]—1, 1[. Cette fonction est dérivable,
et sa dérivée est la somme de la série obtenue en dérivant terme a terme la série ci-dessus :

+oo _ _
J(x) = Z a(a :|.)(n_(?)I n+1) n—1

n=1
et sur |—1,1[ on a (1 + x)¢'(x) = ag(x) (utiliser la relation du triangle de Pascal
généralisée). Puisque ¢(0) =1 on voit que g(z) = (1 + x)® pour tout z €]—1,1].
On peut aussi utiliser les résultats des sections précédentes. Le calcul est plus
agréable dans le cas —1 < « < 0, qu’on peut écrire

1

f(l'):m
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avec 0 < B < 1. Les dérivées successives de f sont > 0, et pour tout x tel que |z| <1 on
a

fM@)=p@+1)...(B+n-1)(1-2)"""<
1
(@ — [+
ce qui permet d’appliquer la proposition 3.3.1. On récupere les autres valeurs de 3 par
intégration ou dérivation.

<11+1)..A+n-DA—-|z) " =n!

Exercice. Déduire de ce qui précéde le développement en série entiére de x — Arcsin x.

Recherche de solutions d’équations di [Erkntielles développables en série entiére

On traitera seulement un exemple. On considére I'équation di [Erkntielle linaire du second
ordre

(E) y'+xy' +y=0
Une solution de I'équation di [@rentielle (E) sur un intervalle | est une fonction x - y(x) deux
fois dérivable sur | et telle que pour tout x [Tbn ait

y" (%) +xy'(x) +y(x) = 0.

Une telle solution est obligatoirement indéfiniment dérivable (petit exercice), et les solutions sur
I'intervalle | de cette équation di [Erkntielle constituent évidemment un sous-espace vectoriel de
I’espace vectoriel des fonctions deux fois dérivables sur I. Cherchons si parmi ces solutions il y
en a qui sont développables en série entiére sur un intervalle ]—r, r[. Une telle solution s’écrirait

y(x) = Z anx".
n=0

On aurait alors par dérivation

+oo

y'(X) = Z nanx""t; y'(x) = Z n(n — 1)a,x"2
n=1

n=2
de sorte que y est solution de I'équation (E) si et seulement si pour tout x CJ=r,r[ on a

“+oo

S (0 + 1)(n + 2)an+z + nan +an) x" = 0.

n=0
Ceci équivaut a dire que (n + 2)an+2 +an = 0 pour tout entier n = 0, c’est-a-dire a

I G ) L o )L
2T Toppl 00 TP R s T (2p+1) T

Toute série entiére satisfaisant a ces conditions est déterminée par les nombres ap et a; qu’on
peut choisir arbitraires. Une telle série entiére est alors de rayon de convergence infini. On a ainsi
prouvé que les solutions de (E) qui sont développables en série entiére sur ]—r, r[ constituent un
espace vectoriel de dimension 2 engendré par les solutions

(_1)p 2p+1
..(2p+1) '

— a—x372, — ~
Yo) =725 yi(x) = 2; T3E
p:

Ainsi, ces solutions se prolongent a R.
Les solutions que nous venons de trouver sont les seules qui sont développables en série
entiére sur un intervalle ]—r, r[ centré a I'origine. On peut naturellement se demander s’il n’en
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existe pas d’autres, qui ne soient pas développables en série entiére sur ]—r, r[. La proposition
qui suit, qui peut s’étendre en fait a toute équation di [erkntielle linéaire du type

y’ +a()y’ +b(x)y =0

montre que ce n’est pas le cas :

Proposition 3.3.2. Soient ag et a; deux nombres réels; I’équation di [Erkntielle (E) n’a qu’une
seule solution y :]—r, r[- R satisfaisant aux conditions initiales y(0) = ag et y’(0) = a;. Cette
solution est donnée par

y(X) = aoyo(X) + aryi(x).

Démonstration. Il est clair que la solution x - y(x) = agyo(X) +aiy1(X) satisfait aux conditions
demandées. Pour montrer que c’est la seule, nous utilisons la méthode dite traditionnellement
méthode de variation des constantes, et qui permet de trouver les solutions d’une équation
di [Erkntielle linaire du second ordre quand on connait une de ces solutions.

Toute fonction deux fois dérivable y :]—r, r[ - R peut s’&crire

y(x) = z(x) e 2

ot z :]—r,r[» R est deux fois dérivable. Dire que y est solution de (E) avec les conditions
initiales y(0) = ao, y'(0) = a1 revient a dire que z est solution de I'équation di [&rkentielle
7" —xz'=0

et satisfait aux conditions initiales z(0) = ap, z’'(0) = a;. D’aprés le lemme, ceci est équivalent
a

X
Z/(x) = al/ e /2 dt:  2(0) = ao.
0

Ceci détermine z de maniére unique, et par suite y. Ceci démontre la proposition.
Exercice. On considére I'équation di [Erkntielle

/

y

y”+;+y=0.

Chercher une solution série entiére qui vérifie la condition y’(0) = 0 (qui permet d’espérer qu’on
pourra diviser par x et obtenir une limite en 0) et la condition y(0) = 1.
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Chapitre 4. Rappels d’algebre linéaire

4.1. Espaces vectoriels

Pour “fabriquer” un espace vectoriel, il faut d’abord se donner un ensemble E
(dont les éléments seront appelés vecteurs), puis donner deux opérations, I’addition des
vecteurs d’une part, et d’autre part la multiplication des vecteurs par des nombres ap-
pelés scalaires; on suppose que ces données vérifient les axiomes des espaces vectoriels,
que nous ne rappellerons pas ici; I'ensemble des scalaires doit €tre un corps, appelé le
corps de base de I’espace vectoriel E; ce corps sera noté K. On se limitera le plus souvent
dans ce cours au cas o K =R ou K = C; le corps K pourra €tre aussi un sous-corps de
C, par exemple K = Q. Strictement parlant, on devrait dire “I’espace vectoriel (E, +,.)”
mais lI’'usage courant est de dire simplement “I’espace vectoriel E”.

Pour tout entier n > 1, I’espace vectoriel K™ est I’ensemble des n-uplets (a1, ..., a,)
d’éléments de K, muni des opérations usuelles d’addition et de multiplication par les
éléments de K (les “scalaires™). Nous associerons souvent & un éléement = de K™ une
matrice colonne X pour pouvoir appliquer le calcul matriciel,

ai
n a2
x=(ay,...,a,) €e K", X=
n
(attention aux conventions : (ay,...,a;) est un n-uplet, pas une matrice ligne; une ma-

trice ligne ne contient pas de virgules).

La base canonique de I’espace vectoriel K" est formée des vecteurs e; = (1,0,...,0),
e; =(0,1,0,...,0), jusqu’'ae, = (0,...,0,1). Dans cette base le vecteur x ci-dessus peut
s’écrire z = a1€; + - - -+ a,€,.

Sous-espaces vectoriels et applications linéaires
Définitions.
4.1.1. Sous-espace vectoriel. Soit E un espace vectoriel sur K; on dit qu’un sous-

ensemble F de E est un sous-espace vectoriel de E si les trois conditions suivantes sont
veérifiées :
a. Le vecteur nul Og de E appartient a F, c’est a dire Og € F

b. Pour tous vecteurs xz,y de F,onax+y eF
c. Pour tout vecteur = € F et tout A € K, on a \x € F.

On peut résumer ces trois conditions en disant que F est non vide et que \x +y € F
pour tous x,y € F et tout \ € K.

4.1.2. Application linéaire. Soient E; et E, deux espaces vectoriels sur K; on dit
qu’une application u : E; — E5 est une application linéaire de E; dans E si

a. Pour tous vecteurs z,y € E1, on a u(z + y) = u(x) + u(y)
b. Pour tout vecteur z € E; et tout A € K, on a u(Azx) = Au(x).

On peut résumer en disant que u(Az + y) = A\u(x) + u(y) pour tous =,y € E; et tout
A € K. On rappelle que u(0Og,) = Og,, et u(—z) = —u(x) pour tout vecteur = € E;.
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Exemples de sous-espaces vectoriels.

1. Les ensembles {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.
2. Pour tout vecteur x € E non nul, on peut considérer la droite vectorielle

Kz = {\z: X € K}.

C’est un sous-espace vectoriel de E. Dans le cas ou K = R, le sous-espace vectoriel Rz
correspond vraiment a une droite au sens usuel, de vecteur directeur x et passant par
le point origine Og. Dans le cas complexe (si K = C), le lecteur devra bien comprendre
gu’une “droite complexe” ne correspond pas a I'idée géométrique usuelle de droite. Une
droite affine n’est pas en général un sous-espace vectoriel (elle ne passe pas toujours
par 0); c’est un ensemble de la forme a + Kz ; une telle droite a ne passe par le point
a € E, et elle admet le vecteur x # Og comme vecteur directeur. Un plan vectoriel est
un sous-espace vectoriel de la forme {\z + py : A\, u € K}, ou = et y sont deux vecteurs
non K-colinéaires.

3. L’intersection E; N E5 de deux sous-espaces vectoriels E; et E; de E est un sous-
espace vectoriel de E.

4. Etant donnés deux sous-espaces vectoriels F; et F, de E, on définit la somme des
deux sous-espaces par

Fi+Fo={y1 +y2:y1 € Fi,y2 € Fa}.

Par exemple, la somme de deux droites vectorielles distinctes est un plan vectoriel. Cette
opération est associative : (F; +F;)+F3 = F; +(F> +F3). On définit de méme la somme
F, +---+F, dune famille finie Fy, ..., F, de sous-espaces vectoriels de E.

5. Produit fini d’espaces vectoriels

Si Eq,...,E, sont des espaces vectoriels sur K, I’espace produit E; x - - - x E,,, qui est
I’ensemble des n-uplets (z1,...,z,) ol x; € E; pour chaque i =1, ...,n, est muni d’une
structure naturelle d’espace vectoriel sur K qui découle des structures de E4,...,E,, : les
opérations de I’espace vectoriel E; x --- x E,, sont définies par

(xlw"?xn)_'_(yl?"'?yn):(x1+y17"'7xn+yn)7

a(xy,...,xy) = (axy,...,axy,)

pour tout a € K. L’espace vectoriel K™ est un cas particulier de cette opération produit,
le cas o0 tous les facteurs E; sont égaux a K. L’application de E; x --- x E,, dans E;
définie par m;(zy,...,z,) = x; S'appelle la i-éme projection de I’espace produit sur le
1éme facteur E;.

Exemples d’applications linéaires.

1. L’application nulle, les projections d’un espace vectoriel produit sur les facteurs
sont des applications linéaires. L’application identique de E ou identité de E, qui sera
notée Idg dans ces notes, et qui est définie par Idg(z) = x pour tout = € E, est
évidemment une application lingaire de E dans E. On appelle endomorphisme de E
toute application linéaire de E dans lui-méme.

2. La somme de deux applications linéaires est une application linéaire. L’ensemble
de toutes les applications linéaires de E dans F est I'espace vectoriel L(E, F).

3. On appelle forme linéaire une application linéaire de E dans le corps K. Le dual
de E est I'espace L(E, K) de toutes les formes linéaires sur E. On le note en général E*.
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4. Quand elle est définie, la composition v o u de deux applications linéaires u et v
est une application lingaire.

5. Etant donné un systéme x = (xi,...,x,) de vecteurs d’un espace vectoriel E,
I’application de K” dans E définie par

p
SOX(A17 ) )\p) = ZAJ'ZBJ
j=1

est une application lingaire.

Une application linéaire « de E dans F est un isomorphisme (d’espaces vectoriels)
s’il existe une application linéaire v : F — E telle que v ou = Idg et uw o v = Idg. Dans
ce cas I'application v est I'application réciproque de « (au sens ensembliste) ; pour que
I’application linéaire « soit un isomorphisme, il su t que u soit bijective de E sur F;
I’application réciproque v = »~! sera automatiquement linéaire.

Soit u € L(E, F) une application linéaire; le noyau de u est I’ensemble des vecteurs
x € E tels que u(z) = O ; c’est un sous-espace vectoriel de E et on le note ker u. L’image
de u est I’ensemble u(E) des élements de F qui sont I'image d’au moins un élement de
I’espace E ; c’est un sous-espace vectoriel de F.

Rappel. Une application linéaire u € L(E, F) est injective si et seulement si ker u = {Og}.

Exemple. La somme Fi1 + F> de deux sous-espaces de E est I'image de F1 < F, par
I’application lingaire u de F; < F, dans E définie par u(xi, X2) = X1 +Xz. Le noyau de u est
le sous-espace de F; < F, formé de tous les couples (X, —x) oU X varie dans I’intersection
F1 n F2. L’application u est donc injective si et seulement si F1 n F> = {0} ; dans ce cas u
sera un isomorphisme de F1 < F, sur F; + F».

Exemples mettant en jeu des espaces vectoriels de dimension infinie

L’ensemble S des séries convergentes, muni de lasomme (3 un)+(O_va) = > (uUn+vn) et
de I'opération A " un = > Aun, est un espace vectoriel (de dimension infinie) ; I'espace des
séries absolument convergentes est un sous-espace vectoriel de S, I'application qui associe a
chaque série convergente la somme de la série est une application linéaire de S dans K=R
ou C (forme linéaire). La transformation d’Abel fournit des exemples d’endomorphismes
de I’espace vectoriel S : si (An) est une suite réelle décroissante tendant vers 0, I’'application
> Vn = > AnVn est linéaire de S dans S.

L’ensemble C(R) des fonctions réelles continues sur R est muni d’une structure naturelle
d’espace vectoriel sur R ol les opérations sont la somme de deux fonctions et la multipli-
cation d’une fonction par une constante réelle,

(F+9)(x) =F(x) +9(x), (@f)(x) =af(x).

Les fonctions de classe C* sur R forment un sous-espace vectoriel C1(R) de I’espace vectoriel
C(R). Les fonctions de classe C? forment un autre sous-espace C?(R), contenu dans C*(R).
Etant données deux fonctions a et b sur R, les fonctions ¥ de C?(R) telles que

XICRL, 7 (x) = a(x)f'(x) + b(x)f(x)

forment un sous-espace vectoriel de C%(R).
L’application qui associe a toute fonction f [CQ(R) sa primitive F nulle en 0 est une
application linéaire de C(R) dans C(R). L’application qui associe a toute fonction f CC(R)

la quantité fol T (t) dt est une application lingaire de C(R) dans R (forme lingaire).
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Combinaisons linéaires

Soit x4, ..., x, une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E sur le corps K; on dit
qgu’un vecteur z € E est une combinaison linéaire des vecteurs xq,...,xz, S'il existe des
coe cients A\q,..., A\, € K tels que

z=MANx1+ - -+ Az,

On notera (dans ces notes de cours) [z1,...,x,] 'ensemble des combinaisons linéaires
des vecteurs x4, ..., x,. Dans le cas d’un seul vecteur, on a [z] = Kz.

On voit que [z1,...,z,] est I'image de K" par I'application linéaire o« définie dans
I’exemple 5 ci-dessus. Par conséquent [z1,...,x,] est un sous-espace vectoriel de E.
Inversement, tout sous-espace F de E qui contient les vecteurs x1,...,x, contiendra
aussi toutes les combinaisons linéaires de ces vecteurs, donc [z4,...,z,] C F. Autrement
dit, le sous-espace vectoriel [x1,...,x,] est le plus petit sous-espace vectoriel de E qui
contienne les vecteurs x1,...,x,. On I'appelle le sous-espace vectoriel engendré par les
vecteurs 1, ..., x,.

Remarque. Si v : E — F est lingaire, on a u([y1, ..., y.]) = [u(y1), ..., u(y,)].

4.2. Dimension

A tout systéme X = (z1,...,x,) de n vecteurs de E, on a associé une application
linéaire px de K™ dans E, définie par

VA, .., A) €K™ oA, ..., A\) = Moy + -+ -+ Az, € E.

On a dit que I'image o« (K"™) est égale a I’ensemble [z, ..., z,] des combinaisons linéaires
des vecteurs xq,...,T,.

Systéme libre, générateur

Définitions.

4.2.1. On dit que le systéme de vecteurs X = (xz1,...,x,) est libre ou lindairement
indépendant si I'application ¢y est injective, c’est a dire si

v()\17~-~,)\n) EK“, ()\1{131+~'~+)\n{13n :0E:>)\1 :)\2 = :)\n:O)

4.2.2. On dit que le systéme de vecteurs X = (x1,...,x,) est un systéme de géné-
rateurs pour E si I'application ¢« est surjective de K" sur E, c’est a dire si tout vecteur
de E peut s’exprimer comme combinaison linéaire des vecteurs x4, ..., z,.
Remarques.

1. Image linéaire d’un systéme générateur : siu € L(E, F), et si le systéme de vecteurs
(z1,...,x,) est générateur pour E, alors (u(x1),...,u(x,)) est générateur pour I'image

u(E). En particulier, si u est surjective de E sur F, I'image d’un systéme de générateurs
pour E est un systeme de générateurs pour F.

2. Image inverse d’un systeme libre: si u € L(E,F), si (u(x1),...,u(x,)) est libre
dans F, alors (z4,...,z,) est libre dans E.

3. Si un systéme de vecteurs est libre, tous ses sous-systémes sont libres.

4. Un systéme de vecteurs (x4, ..., ;) est libre si et seulement si aucun des vecteurs
du systéme ne peut s’exprimer comme combinaison linéaire des autres vecteurs du
systeme.
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Lemme. Expression de I'indépendance linéaire par conditions successives. Le systéme
de vecteurs X = (x1,...,xy) est libre si et seulement si

1131#0]3 et W=l,...,n—1, {IJZ'+1¢[.’L‘1,...,{ZJZ'].

Démonstration abrégée. Supposons que la condition ci-dessus soit satisfaite, et montrons
que le systéme x est libre. Supposons donc que Zinzl AiXi = Og et montrons que tous les
coe [ciehts A; sont nuls; s’il existait des Aj non nuls, on pourrait considérer le dernier (le

plus grand) indice p tel que Ap E 0O, et on aurait alors puisque Ap+1 = -+ = An =0,
A1Xqy + - +)\po = Og,
donc

1
Xp = _}\_p()\l)(l + o+ Apo1Xpo1) D, . Xpa],

ce qui contredirait notre condition. Par conséquent tous les A; sont nuls, et on a donc
montré que le systéme (Xi,...,Xn) est libre.

Autre expression de I'indépendance linéaire : un systéme de vecteurs (x4, ..., x,) est
libre si et seulement si

{OE} # [21] # [z1, 2] # [21, 22, 23] # -+ F [71,..., 70].

Corollaire 4.2.1. Si (z1,...,x) est libre et y & [z1,...,xk], alors (z1,...,xk,y) est
libre.

Base d’un espace vectoriel
Un systéme X = (z4, ..., x,) de vecteurs de E est une base de E s’il est a la fois libre

et générateur pour E. Cela revient a dire que I'application oy est injective et surjective,
donc que px est un isomorphisme de K" sur E.

Exemple. Si E = [z], avec = # Og, tout vecteur y # Og est une base de E.

Si e = (e1,...,€e,) est une base de E, on définit les fonctions coordonnées €}, pour
j=1...,n par
e;f(alel + .-+ ape,) = aj.
Ce sont des formes linéaires. Elles forment une base du dual E*, appelée la base duale
e* de la base e.

Les théoremes sur la dimension pour les espaces engendrés par une partie finie
Dans ce paragraphe on suppose que I’espace vectoriel E étudié est di érent de {0y }.

Théoréme 4.2.1. (Théoréme de la base incompléte). Si X = (z1,...,x,) est libre (ou
bien si le systéme X est le systéme vide) et siy = (y1,...,Yq) est générateur pour E, il
existe une base de E contenant tous les vecteurs du systéeme X et complétée par certains
des vecteurs du systeme Y.

Corollaire 4.2.2. Si E est engendré par une partie finie, il existe une base pour E. Plus
précisément, si E est engendré par q vecteurs on peut trouver une base de n vecteurs
pour E, avec n < q.

Démonstration. On applique le théoréme de la base incompléte au systéme vide et a un
systeme de générateurs pour E.
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Théoréme 4.2.2. Si E posséde une base formée de n vecteurs, toutes les bases de E ont
n vecteurs. Le nombre n s’appelle la dimension de E, et on le note dimE.

Dans le cas de I’espace vectoriel E = {0} réduit au vecteur nul, on convient de poser
dim{0} = 0.

Remarques.

a. Si dim E = n, ’espace E ne peut pas contenir n + 1 vecteurs indépendants.

b. Si F est un sous-espace de E et si dimE = n, on adimF < n; sidimF =n =
dimE, alors F = E.

c¢. Sin =dmE et si (zq,...,z,) est un systéme libre formé de n vecteurs de E,
c’est une base de E.

Montrons le point a : si E contenait n+ 1 vecteurs indépendants, il contiendrait une base
ayant au moins n + 1 vecteurs d’aprés le théoréme de la base incompléte, ce qui contredit
dimE = n. Le premier point de b résulte de a. Pour le second, si on avait F [E] di[erknt

de E et de mé&me dimension n que E, on aurait, en prenant une base (y1,...,yn) de F et
un vecteur X FH, un systéme libre (y1,...,Yn,X) de n + 1 vecteurs dans E, ce qui est
impossible d’aprés le point a. Pour le point ¢, on remarque que si F = [Xq,...,Xn], On aura

dimF=n=dimE, donc F =E.

Proposition 4.2.1. Soit u une application linéaire de E dans F. Si E est de dimension
finie, on a
dim E = dimker v + dim u(E).

En particulier, si dimF = dim E, une application linéaire de E dans F est injective si et
seulement si elle est surjective.

4.3. Sommes directes

On a défini precedemment la somme de deux sous-espaces vectoriels F; et F; d’un
espace vectoriel E,

Fi+Fy={yi+y2:y1 € Fi,y2 € Fa}.
On dit que la somme F; + F5 est une somme directe si F; N Fy = {Og}. Cela entraine
I'unicité de la decomposition y = y; + yo d’un vecteur de F; + F, et I’existence des

applications projections de F; + F5 sur les deux facteurs. Dans le cas d’'une somme
directe, on note I’espace somme F; & Fs.

La somme Fq + F5 est directe si et seulement si 'application (y1,vy2) — y1 + y2 de
lespace F1 x Fy dans F; + F5 est un isomorphisme.

Pour définir une somme directe F; & --- & F, de plusieurs sous-espaces vectoriels

Fi,...,F, d’un espace vectoriel E, le plus simple est de partir de la propriété précédente :
on dit que la somme F; + --- + F, est une somme directe lorsque I"application linéaire
(y1,...,yp) € F1 x--- xF, = y; +---+y, est un isomorphisme de F; x --- x F, sur

F, + ...+ F,. Comme cette application est surjective par définition de la somme, dire
que la somme est directe signifie donc que I’application est injective, donc

la somme Fy + --- + F, est une somme directe si et seulement si pour tout choix de
vecteurs (y1, . ..,Yp) € F1 x--- xF,, la condition y; + - - - +y, = Og implique les égalités
y1:y2:"':yp:0E-
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Remarque. Le systéme (z1,...,x,) est une base de E si et seulement si
E=Kz: % & Kz,.

Caractérisation par conditions successives

La somme F; + - -- + F, est directe si et seulement si pour tout j =1,2,...,p—1,
I’espace F;;, rencontre F; + - .-+ F; seulement en Og,

FitiN(F1+---+F;) ={0g}.

Base d’une somme directe. Soit F; & - - - & F,, une somme directe de sous-espaces de
dimension finie; pour obtenir une base de F; @ --- @& F,, il su t de prendre un systéme
de vecteurs formé d’une base de F1, suivie d’une base de F5, ainsi de suite jusqu’a une
base de F,.

Lemme. Soient F1, ..., F, des sous-espaces de dimension finie d’un espace vectoriel E;
la somme Fy + -- -+ F, est une somme directe si et seulement si

dim(Fy +---+F,) =dimF; + ... +dimF,.

Matrice d’une application linéaire

On suppose donnée u : E — F une application linéaire, e = (eq, ..., e,,) une base de
Eetf = (f,...,fn) unebase de F. Pour chaque j =1,...,m soit Y; le vecteur colonne
de K" formé des coordonnées dans la base f (a I'arrivée) de I'image u(e;) du jiéme
vecteur e; de la base de départ e,

alvj
Yj = , avec u(ej) = a17jf1 + ...+ amjfn.
amj
La matrice M = mat(u, e, f) de u par rapport aux bases e et f est alors

matrice de taille n x m (c’est a dire n lignes, m colonnes) dont les colonnes successives
sont Yy, Yo, ..., Y,,. On notera M,, ,,,(K) I'espace vectoriel des matrices de taille n x m
a coe cients dans K (et M,,(K) si m = n). Si X est le vecteur colonne des coordonnées
de z € E dans la base e, le vecteur colonne Y = MX obtenu par produit avec la matrice
M est le vecteur des coordonnées de y = u(x) € F dans la base f.

Exemple. Rotation d’angle # dans R%. Sa matrice dans la base canonique est
R, = cosf —sind
0 sind  cosf )
Soit e = (ey,...,e,) Une base d’un espace vectoriel E et soit Idg I'application iden-

tique de E; la matrice de Idg en prenant la base e au départ et a I'arrivée est la matrice
identité de dimension n

1 0 ... 0

I, = 0 _1 : , |, =mat(ldg, e, e).
: . . 0
0O ... 0 1
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Rappel important. Produit d’applications lingaires et produit de matrices. Si v : E — F
et v : F — G sont deux applications linéaires, e une base de E, f une base de F et g une
base de G, la matrice de I’application composée v o u par rapport aux bases e et g est
égale au produit des matrices de v et de w,

mat(v o u, e,g) = mat(v, f, g) mat(u, e, f).
Si u est inversible, mat(v—1, f, e) est la matrice inverse de mat(u, e, ).

Rappel. Changement de base.

On considére deux bases e = (eq,...,e,) et f = (f1,..., fn) pour le méme es-
pace vectoriel E de dimension n. Pour un endomorphisme «» de E, désignons par Ae
et Ar les matrices de u relatives aux bases e et f respectivement, A = mat(u,e,e) et
A¢s = mat(u, f, f). Considérons par ailleurs la matrice V = mat(ldg, f, e) de I’application
identique de I’espace E, avec la base f au départ et la base e a I’arrivée. La matrice V
est inversible et son inverse V~! est la matrice de I’application inverse, qui est encore
I’application identique, mais avec la base e au départ et f a I’arrivée. On a d’apres les
principes généraux sur la matrice d’'une composition d’applications

Af =V IALV.

Par définition de la matrice d’une application linéaire par rapport a deux bases, la matrice
de passage V contient dans sa colonne j les coordonnées du vecteur f; de la base f
calculées par rapport a la base e.

Calcul par blocs

On va essayer dans ce paragraphe de convaincre le lecteur de I'utilité de se servir du
langage matriciel dans des situations plus abstraites, en introduisant des matrices dont
les coe Lciehts ne seront plus nécessairement des nombres, mais des applications linéaires,
ou des vecteurs, ou bien d’autres matrices. Expliquons le principe de I'opération. Sup-
posons donnés quatre espaces vectoriels E1, E2, F1 et F». Les deux espaces E joueront le
role d’espaces de départ, et les F seront les espaces d’arrivée. Supposons données quatre
applications linéaires uj k : Ex — Fj, J,k = 1,2. Elles permettent de définir une applica-
tion lingaire u du produit E; < E» dans le produit F; x< F2, en posant pour tout couple
(Xl, Xz) [EL < E>

u(X1, X2) = (Y1,¥2) = (U1,1(X1) + U1,2(X2), U2,1(X1) + U2,2(X2)) CEL < F>.
Il est assez naturel d’introduire la matrice abstraite
( U1 U2 )
Uz U222
et de remarquer que le calcul de u(xsi, x2) peut se comprendre en langage matriciel étendu,
en e [edtuant avec les régles presque usuelles le produit

()/1) — <U1,1 U1,2> <X1) — <U1,1(X1) + U1,2(X2)>

Y2 Uz2,1 Uzz2 X2 Uz,1(X1) + uz2(X2) ) °

Si on se donne maintenant deux autres espaces Gi, G2 et quatre applications lingaires
vi,j : Fj — Gi, il leur correspond une application linaire v : F1 X F> —» Gy %< G2, que I'on
peut représenter par une matrice 2 < 2 dont les coe [ciehts sont les (vi j). Ce qui est trés

sympathique, c’est que la composition v = u peut alors se représenter par le produit de ces
deux matrices abstraites, en écrivant simplement v; juj « pour la composition vj j © Uj k

Veu= <V1,1 V1,2> <U1,1 U1,2> — <V1,1U1,1 +Vi,0Uz2,1 V1,1U1,2+V1,2U2,2)
V2,1 V2.2 Uz,1 U222 V2,1U1,1 +V22U2,1 V21U1,2 + V2 oU22
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toujours avec les régles presque habituelles; il faut seulement faire attention a I'ordre des
facteurs, parce que par exemple vi,1U1,1 @ un sens alors que us,1v1,1 N'a pas de sens en
général (et méme si les deux ont un sens — quand E; = F; = G; — les deux produits sont
di [Erknts en général).

Supposons que I'espace vectoriel E soit égal a la somme directe E; [CE3 de deux sous-
espaces E1 et Ex. L’espace E est alors naturellement isomorphe au produit E; < E3, et on
peut appliquer ce qui a été dit précédemment. Tout vecteur x [CH se décompose alors de
facon unique en X = X1 +Xz, avec X; = pi(X) CEL, i =1, 2, les applications p; et p2 étant les
deux projections de E sur les facteurs de la somme directe. Pour chaque endomorphisme
u de E, on peut définir quatre applications linéaires u;j, ou i,j = 1,2, et ou u;j est
I’application linéaire de Ej dans E; définie par ui j(y) = pi(u(y)) pour tout y [H;. On
peut alors représenter u par la matrice

(Ul,l U1,2>
Uz1 Uzz2/°
On dira qu’on a e[edtué la décomposition en blocs de I’endomorphisme u par rapport a la

décomposition E = E; [CE3. On imagine facilement comment généraliser au cas ou E est
décomposé en une somme de plus de deux facteurs directs.

Si on se donne une base de chacun des deux espaces E;i de la somme directe, on pourra
remplacer les matrices “abstraites” qui précédent par de vraies matrices, mais considérées
comme des matrices découpées en blocs bien identifiés. Par exemple, si e1 = (z1,...,2p)
et e2 = (Zp+1,...,Zp+q) SONt des bases de E1 et E, respectivement, si on décompose un
vecteur x [H sous la forme X = x1 + X» avec xi [ H;, i = 1,2, on aura deux matrices
colonne X3 et X, des coordonnées de x; et de x, dans les bases correspondantes e; et ex.
On notera les coordonnées de x dans la base (z1,...,2Zp,Zp+1,...,Zp+q) de E obtenue en
prenant la base de E; suivie de la base de E» par une notation en blocs,

X1 ~ - — X1
(Xz) représenté par X = (Xz) .

Le vecteur colonne X a n = p + q lignes, réparties en p lignes pour X; et q lignes pour
X2. De méme, chaque application u;,;j sera représentée par sa matrice A;j par rapport aux
bases de E; (au départ) et de E; (& I'arrivée),

Ui11 Ui2 - ~ Al 1 Al 2 )
u= ’ ’ représenté par A = ( ’ SR
<U2,1 U2,2> P P Az1 Az
On dira qu’on a e [edtué la décomposition par blocs de la matrice A, décomposition associée
a la décomposition E = [z1,...,2p] CIZh+1, ..., Zp+q]. Les deux matrices A1,1 et Az > sont

carrées, respectivement de tailles p < p et g < ¢, mais les deux autres sont en général des
matrices rectangulaires, de tailles p < q et g < p. Si Y K" représente les coordonnées de
u(x), on écrira

Y — AX — <Al,l Al,z) (Xl) — <A1,1X1 =+ Al,zxz)
Azi Azz) \ X2 Ao X1+ AnoXo )

Supposons maintenant que v soit un autre endomorphisme de E, lui aussi représenté par une
matrice en blocs B = (Bij,j) pour les mémes bases. La composition v e u sera représentée
par la matrice produit BA, produit qu’on pourra calculer par blocs (en respectant bien
I’ordre des facteurs matriciels),

BA = <B1,1 Bl,Z) (A1,1 A1,2> — (B1,1A1,1 +B12A21 Bii1Aip+ Bl,ZAZ,Z)
B>1 B2po Asx1 Aop B21A1,1 +B22As1 B 1A12+B2oAsn /)

Il est bien sUr possible de généraliser ce qui précéde a une somme directe d’un nombre
fini quelconque de facteurs.

Exemple. On peut voir le produit usuel AB de deux matrices comme un produit par blocs,
en groupant A par lignes et B par colonnes.
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Matrices diagonales par blocs, triangulaires par blocs

Supposons que I’ensemble d’indices {1,...,n} soit découpé en p intervalles disjoints
l1,...,1,. On aura alors une décomposition du carré {1,...,n}? en p? rectangles I; x I,
qui permettra de décomposer une matrice carrée A de taille n x n en p? blocs (A; ;) ol
i et j varient tous les deux de 1 a p, et ot chaque bloc diagonal A;; est une matrice
carrée; on dit que A est diagonale par blocs si on a A; ; = 0 pour tout couple (i, 7) tel
que i # j. Sous les mémes conditions de décomposition on dit que A est triangulaire
(supérieure) par blocs si A; ; = 0 chaque fois que ¢ > j. Le produit AB de deux matrices
A et B diagonales par blocs, pour des décompositions correspondant a la méme partition
de {1,...,n}, est facile & exprimer : c’est la matrice diagonale par blocs dont les blocs
diagonaux sont les produits A; ;B; ; (dans le bon ordre!). On a donc dans ce cas AB = BA
si et seulement si A; ;B;; = B;;A;; pour tout ¢ =1,...,n. On voit aussi que le produit
de deux matrices triangulaires par blocs est triangulaire par blocs. Les blocs diagonaux
du produit sont les produits des blocs diagonaux.

Supposons que F soit un sous-espace vectoriel de E, et choisissons une base de
E formée d’une base (fi,..., f,) de F complétée par des vecteurs (g1,...,g,). Posons
G = [g1,-..,9¢]- On a w(F) C F (on dit dans ce cas que F est stable par u) si et
seulement si la matrice de u est triangulaire par blocs dans la décomposition par blocs
associée a la decomposition E = [f1,..., fpl ® [91,- .-, 94]-

Un exemple de décomposition en blocs
Soit a un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. On a toujours

{0} [kdra [kara® [} [kara®...

Comme E est de dimension finie, cette chaine de sous-espaces ne peut pas rester strictement
croissante, donc il existe un plus petit entier r = 0 tel que kera” = kera"™?* (si r = 0, on
a kera = {0g}, donc a est injective). Supposons pour fixer les idées que r = 2, c’est a dire
que {Oc} £ kera B kera? = kera®. On vérifie alors que keraP = kera? pour tout p = 2
(par récurrence sur p). Ensuite,

kera® n a?(E) = {Og}.

En e[efl si x [kéra? na?(E), on a a®(x) = O et on peut écrire x = a?(y) pour un certain
y [CH. Alors O = a?(x) = a*(y), donc y Ckéra* = kera?, ce qui donne a?(y) = x = Og.
Par ailleurs, d’aprés la proposition 4.2.1, on sait que dimkera? +dima?(E) = dimE. On a
donc

E = kera® Ca¥(E),

et cette décomposition est formée de deux sous-espaces stables par a. On a a fortiori
kera n a®(E) = {Og}, donc la restriction de a au sous-espace a®(E) est injective. Si a:
désigne la restriction de a a kera® et a la restriction a a®(E), on voit que a3 = 0 et a est
inversible.

Ecrivons kera? = kera [Flet soit (f1,..., fp) une base de F. Pour tout j =1,...,p, on
voit que a(fj) Ckéra, et a est injective sur F, donc a(F) [kdra est de méme dimension
que F, et les vecteurs a(fy),...,a(fp) sont linéairement indépendants. On peut choisir un
supplémentaire G de a(F) dans kera, muni d’une base (g1,...,0q) et par rapport a la
décomposition kera? = [g1,...,0q] [Ja(f1), f1,...,a(fp), fp], la matrice de u; aura une
décomposition par blocs de la forme

0 O N .
<0 B) ou B=
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Si on choisit une base (ya,...,Ys) de a2(E), la matrice de a aura par rapport a la décom-
position E = [g1,...,0q] C[alfy), f1,...,fp] A, ..., ys] la décomposition en blocs

0 0 O
A=|(0 B 0
0 0 C
ou C est une matrice inversible de taille s x s (c’est la matrice de a,).

4.4. Déterminants

On considére un espace vectoriel E sur K.

Définition 4.4.1. Une forme p-linéaire alternée sur E est une application ¢ de EP dans
K telle que

1. Pour tout j = 1,...,p et pour tous vecteurs (z1, ..., z,) fixés dans E, I'application
r€E—o(z1,...,25-1,2,2j41,...,2p) st lintaire de E dans K.
2. S’il existe ¢ # j tel que z; = z;, alors p(z1,...,x,) = 0.

Il en résulte que si i # j, la fonction ¢ change de signe quand on échange les variables
x; et Zj,

90(1131, ey Li—1,T4, .’L‘H_l, ey .’L‘j, ey .’L‘p) = —gO({ZJl, e i1, .’L‘j,{IJH_l, ey Ly ,{Ilp).
Proposition 4.4.1. Formes alternées et indépendance. Si un systéme (z1,...,zp) de
vecteurs de E est lié, toute fonction p-linéaire alternée sur E s’annule sur (z1,...,xp).

En e et, si par exemple z, = ajz1 +- -+ a,_12,-1 0N a en decomposant x,,
p—1 p—1
o(x1,...,2p) = p(z1, ..., Tp_1, Zaja:j) = Zajgp(zcl, ey Xy Tp1,25) = 0.
Jj=1 j=1

Construction de formes multilinéaires alternées

Supposons pour commencer que I’on s’est donné deux formes lingaires f;, fo sur E.
On pose alors pour tous x1,zs € E

(fi A f2)(@1, 22) = fi(x1) fa(x2) — fi(2) fa(1).

On peut voir que f1 A fo est linéaire par rapport a chaque variable et qu’elle est alternée.
Si f1 = e}, fo = ek, ol (eq,ey) est la base canonique de K?, et si z = (a,b) et y = (¢, d),
on aura
(ei Ned)(x,y) = ad — be.
Il est facile de voir que la seule forme 2-linéaire alternée sur K? telle que o(eq,e5) = 1
est donnée par
o(x,y) =ad — be

si x = (a,b) et y = (¢,d). En e et, on aura p(ei,e1) = p(es,e2) = 0 et p(ey,ey) =
—p(e1,e2) = —1, d’ou le résultat en développant I’expression

o(z,y) = p(ae; +beg,cep +dey).
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Passage aux ordres supérieurs

Expliquons pour commencer le passage de deux a trois variables. Supposons données une
forme linéaire f et une forme 2-linéaire alternée g sur E. Posons

(f CQ)(X1, X2, X3) = F(X1)g(X2, X3) — F(X2)g(X1, X3) + F(X3)g(X1, X2).

Il est facile de vérifier que ¥ [glest 3-linéaire alternée. Si f = e] et g = e5 €3, on posera
e1 [ed [ed =e; [(d;, [&J).

Dans le cas de K3, si on prend f = e} et g = e5 e}, on obtient, en développant g
dans I’expression de la forme ej [Cglci-dessus, une expression contenant six produits de
trois termes, et compte-tenu de I’'expression de g sur deux vecteurs X = (X1, X2,X3) et
y = (y1,y2,ys) CKP

g(X,y) = X2y3 — X3y2,
on aura si Xi = (Xi,1, Xi.2, Xi,3) CKE pour i = 1,2,3 I’expression

X1,1(X2,2 X3,3 — X2,3 X3,2) — X2,1(X1,2 X3,3 — X1,3 X3,2) + X3,1(X1,2 X2,3 — X1,3 X2,3).

C’est le déterminant de la matrice 3 < 3 des coordonnées des trois vecteurs (X1, X2, X3).

Expliquons maintenant le pas général pour passer de p — 1 variables a p variables. Sup-
posons données une forme linéaire et une forme (p — 1)-linéaire alternée g sur E. Posons

(f CQ(X1, X2, ..., Xp) = F(X1)9(X2, X3, ..., Xp) — F(X2)9(X1, X3, X4, . .., Xp)+

+F(X3)g(X1, X2, Xa, . . ., Xp) + + + (—1)P T HF(Xp)g(X1, . . ., Xp_2, Xp_1).

Il est facile de vérifier que ¥ [glest p-linéaire alternée : en e [efl il est clair que chacun des
p termes de la somme est linéaire par rapport a chacune des variables x;, et d’autre part,
si par exemple on suppose X1 = Xz, on aura g(Xi, Xz,...) = 0 pour tous les termes ou g
contient les deux vecteurs x; et x, (parce que g est alternée) ; de la somme ci-dessus, il
restera donc seulement les deux premiers termes

(F Cg)(X1, X1, X3, ..., %Xp) = F(X1)9(X1, X3, ..., Xp) — F(X1)g(X1, X3,...,Xp) = 0.

Supposons que (e1,...,€en) SOit une base de E et calculons (e7 - [e})(e1,...,en).
Posons g = e5 - [&], on aura

(e1 [g)(e1,...,en) =ei(e1)g(ez,...,en) +0+ - - +0= (e 1 [Cel)(ez,...,en)
parce que ei(ej) est nul pour tout j £ 1. En continuant de proche en proche on arrive a
(e1 1 Ced)(e1,...,en) =---=¢ej(e1) =1.

On a donc montré que sur tout espace de dimension n = 1 existe une forme n-lingaire
alternée non nulle.

Notons S,, I’ensemble des permutations de {1,...,n}, et soit o € S,,; on sait que
o peut €tre obtenue comme produit d’un certain nombre &k de transpositions. Si on
considére une fonction n-lingaire alternée ¢, I'expression o(zq(1),...,%s(n)) €St donc
obtenue a partir de ¢(z1,...,x,) par k transpositions des vecteurs, donc

(P(xo(l)7 sy xo(n)) = (_1)k90(x17 s 7"1:71)'

Supposons maintenant que (eq,...,e,) Soit une base de E et que ye Soit une fonction
n-lingaire alternée sur E telle que pe(e) = 1. On aura pe(eq (1), - - -5 €o(n)) = (—1)*, ce qui
montre que I’expression (—1)* ne dépend que de o. C’est la signature de la permutation
o, signature qui sera notée (o). On a donc

(P(xo(l)7 SR 7:130(71)) = 8((7-)90(:1317 SERE) xn)
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pour toute fonction alternée ¢ sur I'espace E, toute permutation o et tout systéme de
vecteurs (x1,...,2,).

Théoréme 4.4.1. Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1, muni d’une base € =

(e1,...,ep); solent x1,...,x, des vecteurs de E, et x; = Y ", a; je; leur décomposition
dans la base e, pour j = 1,...,n. Pour toute forme n-linéaire alternée ¢ sur E, on a
o(ry,. .., 2p) = <Z e(@)ag(1),1-- 'a'cr(n),n> o(e1,...,en).
oES,
11 existe une et une seule forme n-linéaire alternée pe sur E telle que pe(eq, ..., e,) = 1.

Toute autre forme n-linéaire alternée 1 sur E est proportionnelle a pe. L’espace vectoriel
des formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n (le méme n aux deux
endroits!) est donc de dimension 1.

Expliquons la démonstration dans le cas n = 3 pour simplifier. En utilisant la multilinéarité,
on obtient en développant

O(X1,X2,X3) = Z ai,,18i,,28i5,3 P(€i,, €iy, €is),

o0 la somme porte sur les 27 choix possibles de (i1, iz, i3) [{1,2,3}>. Mais ¢(ei,, €i,, €i;)
est nul chaque fois que deux des indices ij sont égaux. lls ne reste plus alors que les six
choix correspondant a une permutation o de I’ensemble {1, 2,3}, c’est a dire (i1, i2,i3) =
(6(1),0(2),0(3)), donc

¢(X1, X2, X3) = Z Ag(1),180(2),280(3),3 P(€s(1), €5(2) €a(3))s
0ES3

et on termine en utilisant ¢(e(1), €s(2), €o(3)) = €(0)P(e1, €2,€3). On a déja vu I'existence
et I'unicité de ¢e,

e =ei [ [}, Pe(Xa,....Xn) = Y &(0)a0(ay.1-- - Ao(m).n-
oES,

D’aprés les formules précédentes il est clair que pour toute forme n-linéaire alternée y sur
E on a Y = Y(e)de, ce qui montre que P est proportionnelle a ¢e.

Remarques.

1. Si ) et 1, sont deux formes n-linéaires alternées sur E et si ¥i(eq,...,e,) =
Yaleq, ..., ey,), alors ¢y = .

2. L’unique forme n-linéaire alternée e sur E telle que ¢e(eq,...,e,) =1 est donc

donnée par la formule

gOe({El, NN ,{En) = Z E(O‘)ag(l)’l - - Qg(n),n-

oES,

On aurait pu partir directement de cette formule pour définir e; [_1. e, mais I'autre
méthode est peut-€tre un peu moins féroce !

Déterminant dans une base

Soit e = (eq,...,e,) Une base de E; on appelle déterminant par rapport a la base e
I’'unique forme n-linéaire alternée pe telle que pe(es, ..., e,) = 1. On le notera dete.

Déterminant et indépendance. Si un systéme x = (x4, ..., x,) est lig, on a vu dans la
proposition 4.4.1 que dete(X) = 0. Réciproquement, si X = (x1,...,z,) est une base de
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E, la fonction dety est proportionnelle a dete, donc il existe A tel que detx = Adete; en
appliquant au systéme x on obtient dety(x) = 1 = X dete(X), ce qui montre en particulier
que dete(X) # 0. En appliquant au systéme e on voit que A = detyx(e), donc

detx = detx(e) dete .

Exemple d’application du principe d’unicité. La surface orientée S(x,z2) du parallélo-
gramme construit sur deux vecteurs x1, 2o de R? est une forme 2-linéaire alternée, &gale
a 1 pour la base canonique, donc elle est égale au déterminant dans la base canonique.
On peut généraliser aux volumes dans R?,

Déterminant des matrices

Considérons une matrice n x n comme formée de n vecteurs colonne. L’unique forme
n-linéaire alternée sur K" qui vaut 1 sur la base canonique donne le déterminant des
matrices n x n. Autrement dit :

Le déterminant d’une matrice n X n est I'unique forme n-linéaire des vecteurs colonne,
qui est nulle quand deux colonnes sont égales, et vaut 1 pour la matrice unité |,, de taille
n X n.

Le déterminant de la matrice A = (a;,j) de taille n % n est donc donné par la “grosse
formule”

det A = Z €(0)ag@y.1---ag(n),n-
OES,

On remarquera qu’on pourrait remplacer les nombres a; j dans I’expression ci-dessus par des
objets plus généraux, en particulier des polyndmes a coe [ciehts dans K. Si A est une ma-
trice dont les coe [ciehts sont des polyndmes P; j, son déterminant sera un polyndme D =
det A. Il est intéressant de noter que pour tout a [Kl, on aura alors D(a) = det(P; j(a)) :
la valeur au point a du déterminant-polyndme est égale au déterminant de la matrice des
valeurs au point a des coe [ciehts-polyndmes.

Développement du déterminant d’'une matrice suivant une ligne

Soit A = (a; ;) une matrice de taille n x n. Pour tous 7,5 = 1,...,n, désignons par
A7) Ja matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en e agant dans A la ligne i et la colonne j,
et considérons I’expression

0i(A) =) (—1)"a;; det Al

j=1

On peut déduire de la caractérisation précédente que ,;(A) = det A pour tout indice
1=1,...,n:ene et, laformule obtenue par ce développement suivant une ligne définit
une forme n-linéaire alternée des vecteurs colonne d’une matrice, égale a 1 pour la matrice
identité 1,,: siA=1,,onauraa;; =0sii#j,eta;; =1, A®) =1, ;, donc

pi(l,) = (=1)* detl,,_; = 1.
Transposition. Déterminant et lignes de la matrice. La “grosse formule” du théoreme
4.4.1 permet de voir que le déterminant de la transposée ‘A de la matrice A est le

méme que le déterminant de la matrice A. Il en résulte que le déterminant est aussi
une fonction alternée des lignes de la matrice, et qu’on peut caractériser la fonction qui
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associe a chague matrice son déterminant comme I'unique fonction définie sur I’espace
des matrices qui est une forme n-linéaire alternée des lignes des matrices et qui est égale
a 1 pour la matrice unité I,,. On déduit de ce qui précéde la formule de développement
suivant une colonne (qui revient a appliquer a la transposée le développement suivant
une ligne).

Remarque. Soient e une base de E, x = (x1,...,z,) un systéme de vecteurs de E et A
la matrice carrée dont les vecteurs colonne sont formés par les coordonnées des vecteurs
x; dans la base e. Le déterminant de la matrice A est égal a dete(x1,...,x,).

Ene et, on obtient quand le systéme x varie deux fonctions n-linéaires alternées sur
E qui corncident sur e, donc sont égales sur E™.

Cette remarque permet de montrer que le déterminant d’un produit de matrices est
égal au produit des déterminants. On voit aussi que le déterminant d’une matrice A est
non nul si et seulement si elle est inversible.

Déterminant d’une matrice triangulaire. La *“grosse formule”, ou bien plus simplement
le développement par rapport a la premiére colonne et une récurrence, permettent de
voir que le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure) est égal au produit des
coe cients diagonaux.

Proposition 4.4.2. Considérons une matrice carrée M de la forme

=3 9

ou A et D sont des matrices carrées. Le déterminant de M est égal a det A detD.

Démonstration. Supposons que A soit de taille p x p et D de taille ¢ x ¢q. Considérons
lorsque B et D sont fixées la fonction

A—>¢(A)=det('§ g).

C’est une forme p-lingaire alternée des colonnes de A, qui est donc proportionnelle a la
fonction A — det A, donc

o(A) = (1)) det A = det ( 'g g) det A.

Il est facile de terminer en montrant que

w(D)=det<|67 [B)) — detD

soit par le calcul (développer suivant la premiére colonne, puis récurrence sur p), soit
en considérant ce déterminant (D) comme une fonction alternée des lignes de D et en
raisonnant comme pour .

Bien entendu la formule se généralise dans le cas ou la matrice M admet une décom-
position en blocs qui est triangulaire supérieure, avec plus de deux blocs diagonaux
carrés. Le déterminant de M dans ce cas est égal au produit des déterminants des blocs
diagonaux.
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Exercice. Démontrer ce qui précéde avec la “grosse formule”, ou bien par développement
suivant la premiére colonne et récurrence sur p.

ATTENTION!! La formule qui pourrait sembler “naturelle” pour calculer le determinant
d’une matrice carrée décomposée en blocs (tous carrés) de la forme

_ (A B
m=(2 2)
n’est pas vraie : le determinant de M n’est pas en général égal a det Adet D —det B det C.

Exercice.

a. Si A et D sont carrées et si A est inversible, le déterminant de la matrice M
précédente est égal a det M = det A det(D — CA~!B).

b. Si A et D sont de méme dimension et si A commute avec C (c’est a dire que
AC = CA), on a detM = det(AD — CB).

Indépendance linéaire et changement de corps de base

Soient z1, ..., x, des vecteurs de R", linéairement indépendants. Si on les considére
maintenant comme des vecteurs du C-espace vectoriel C", on aura beaucoup plus de
choix de scalaires pour former des combinaisons linéaires (complexes), donc il n’est pas
tout a fait évident que les vecteurs proposés restent C-indépendants, c’est a dire que les
conditions

p
Aty A €C, ) N = 0cn
j=1
impliquent A; = --- = ), = 0. C’est pourtant vrai. Dans le cas de R et C, on peut
y arriver assez facilement en décomposant les coe cients \; en partie réelle et partie

imaginaire, mais nous allons voir un résultat plus général valable pour tout sous-corps L
de C.

Proposition 4.4.3. Soient L un sous-corps de C et z1,...,x, des vecteurs de L" ; si
les vecteurs x1,...,x, sont linéairement indépendants dans le L-espace vectoriel L", ils
restent C-indépendants quand on les considére comme vecteurs de C™.

Démonstration. Complétons le systéme (z, ..., xz,) en une base (z1,...,z,) de L™. Soit
A la matrice dont les colonnes sont z4,...,z,. Alors detA # 0. Mais quand on tra-
vaille dans C, le calcul du déterminant est le méme, donc les vecteurs sont aussi C-
indépendants.

Symeétrisation et antisymétrisation

Considérons la fonction de trois variables réelles (X1, X2, X3) = X1X2X3. Cette fonction
est certainement symétrique par rapport a I’ensemble des variables x;, X2, X3. En revanche,
la fonction (X1, X2, X3) = X1X35 n’est visiblement pas symétrique. Comment lui associer de
facon “naturelle” une fonction symétrique ? Essayons la fonction

— 2 2 2
g(X1, X2, X3) = X1X5 + X2X3 + X3X]

qui a déja I'air un peu plus symétrique. Mais elle n’est pas vraiment symétrique, mais
seulement invariante par permutation circulaire 1 - 2,2 - 3 et 3 - 1; si on eledtue la
transposition (1, 2) on obtient en reclassant les termes

X2Xo + X5X3 + X5X1

qui n’est pas la méme fonction que g!
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Pour comprendre le procédé de symétrisation, introduisons une famille d’applications
bijectives To de Z =R % R x R dans Z, définies pour toute permutation o de {1, 2, 3} par

To(2) = Xo-1(1), Xo-1(2): Xg—1¢3)) Pour tout z = (X1, X2, X3) [Z

On note que Tijg = idz et Tg, © Tg, = To,00, poOuUr tout couple 01,02 de permutations
de {1, 2,3}. On associera alors a toute fonction f de trois variables la nouvelle fonction fs
définie pour tout z = (X1, X2, X3) par la formule

@) =3 > F(Te@) =

0ES3
1
6 (f(Xl,Xz,Xg)4‘f(X1,X3,X2)4‘f(X2,X1,X3)4‘f(X2,X3,X1)4‘f(X3,X1,X2)4‘f(X3,X2,X1)>.

Cette procédure se généralise a tout ensemble Z sur lequel est définie une action T du
groupe Sn. On se limitera ici au cas ot I’ensemble Z est un produit X", et ot I’action d’une
permutation ¢ S} sur un élément z = (X1,...,Xn) [Zlest définie par

TG(Z) = (X071(1)7 ey Xo-fl(n)),
c’est a dire que I'action consiste simplement & permuter les coordonnées du produit X". Il
est encore clair que Tiqg = idz et que Tg, © To, = To,00, POUr tout couple 01,02 CSh.
Définition. La fonction réelle £ définie sur Z = X" est symétrique si on a f(z) = f(Ts(2))
pour tout z [Zlet pour toute permutation o [S}.

On associera encore a toute fonction réelle ¥ définie sur Z la nouvelle fonction fs définie
pour tout z = (X1, ..., Xn) par la formule

f@) =2 > f(To@).

oceS,
Si T est symétrique, il est clair que T = f5, parce que tous les termes f(Ts(z)) de la somme

sont égaux a f(z). Mais en fait, cette fonction fs est symétrique pour toute fonction f. En
e [efl

F(To@) = = 3 F(Ta(To@) = = 3 F(Treo(2).
mES, neSy,

La permutation o étant fixée, on vérifie que I'application m S}, - 1 = ¢ est une bijection
de Sn. Par conséquent, si on e [edtue le “changement de variable” p = m=o dans I’expression
ci-dessus, on verra que

f(Te@) = = 3 £(Tp2) = ).

PESH

Exemples.
1. Symétriser en trois variables les fonctions (X1, X2, X3) = X1X2, (X1, X2, X3) = X1X3.

2. Prenons un cas un peu plus compliqué. Prenons X = R3, puis Z = X3, et pour
éviter les doubles indices écrivons chaque x [X comme x = (a,b,c), ce qui donnera
Xj = (@j,bj, Cj) pour chaque vecteur x; composante de z = (X1, X2, X3) [Z1 Symétriser la
fonction (X1, X2, X3) = azhacs.

Passons maintenant a I’antisymétrie. Supposons comme avant que Z = X", et faisons
encore agir S par permutation des coordonnées. Une fonction réelle g définie sur Z est

antisymétrique si
9(T<(2)) = —9(2)
pour toute transposition T [S}. Il en résulte alors

9(To(2)) = €(0)9(2)
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pour toute permutation o (ou €(o) désigne la signature de la permutation o).
Exemple. La fonction g(xi, X2) = X1 — Xz est antisymétrique sur Z=R < R.
Exercice. Montrer que

g(o’) = H w

i<j
Pour antisymétriser une fonction f, on posera pour tout z [ Z1= X"
1
fa(2) = = > £(0) F(To(2)).
oES,

Si T est déja antisymétrique, on a f5 = f. Pour montrer que f5 est antisymétrique pour
toute fonction f, on &crit, en désignant par T une transposition quelconque de {1,...,n}

F(Te@) = & 3 smFTa(Te@) = = 3 e DF (Trer @),
MES, meS,

et on termine comme dans le cas symétrique.
Exercice. Antisymétriser en trois variables les deux fonctions

(X1, X2, X3) = X1X2, F(X1,X2,X3) = X1X5.

Revenons au cas linéaire. Soient E un espace de dimension n, e = (e, ..., en) Une base
de E et e7,...,ep les fonctions coordonnées dans cette base ; posons sur Z = E"
f(X1,...,%Xn) =€1(X1)...en(Xn).
Cette fonction est linéaire par rapport a chacune des variables X1, ...,xn CEL Il en résulte

que I'antisymétrisée f, est elle aussi linéaire par rapport a chaque variable. Considérons

n'fa(e,...,en) = Z g(0)ei(es)) - - - en(Eo(n))-

oceS,
Chacun des produits e1(eg(1)) . - - €n(€s(n)) st nul si 0 & id, et égal a 1 pour o = id, donc
n!'fa(e1,...,en) = 1.

On a donc trouvé une forme n-lingaire sur E, non identiquement nulle, a savoir n! f5. C’est
le déterminant dans la base e.
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Chapitre 5. Réduction des endomorphismes d’un espace vectoriel
de dimension finie sur un sous-corps de C

Dans ce chapitre, E est un espace vectoriel sur K, ot K sera le plus souvent un sous-
corps de C (par exemple: Q, R, C). Considérons deux exemples. Soit u I’application
linéaire de R? dans R? d&finie par u(z1, z2) = (21 + 22, 21 + 225) ; On voit que dans la
base (f1, f») de R? définie par f1 = (1,1), f» = (1, —1), la matrice de u est diagonale. En
e etonawu(f) =3f et u(fz) = fo. On dit que f, et fo sont des vecteurs propres de u,
et que les scalaires 3 et 1 sont des valeurs propres correspondant a ces vecteurs propres.
Une des questions fondamentales de ce chapitre est d’étudier la possibilité de trouver
une base de E formée de vecteurs propres d’un endomorphisme « donné. On dira dans
ce cas que u est diagonalisable.

Si on définit I’endomorphisme v de R? par la formule v(z1, z2) = (z2,0), on voit
que la seule valeur propre possible pour v est 0, et les seuls vecteurs propres possibles
sont de la forme (z1,0), donc on ne peut pas trouver une base de R? formée de vecteurs
propres de v. Il existe donc des endomorphismes non diagonalisables, et nous donnerons
des critéres de diagonalisabilite.

L’une des motivations pour I’étude de la diagonalisation est la suivante : dans un
certain nombre de situations, on étudie un systéme qui évolue dans le temps par étapes
successives, et on décrit son &tat au temps n par un vecteur X,, € R?: dans certains
modeéles simples (les chaines de Markov par exemple), I'état X,, 1 est obtenu en multi-
pliant X,, par une matrice carrée M de taille d x d, c’est a dire que X, 11 = MX,,, donc
X, = M"X,. Pour pouvoir prévoir I'evolution du systéme lorsque le temps n devient
grand, on est donc conduit a étudier la suite des matrices M™. Cette étude est évidente
si M est diagonale, et encore assez facile quand M est diagonalisable. On rencontre une
situation analogue lorsqu’on veut résoudre les systemes différentiels linéaires, qui sont des
systemes d’équations di érentielles linéaires que I’on peut écrire sous la forme matricielle
X'(t) = AX(t), ot X(t) est un vecteur dépendant du temps ¢ € R et A une matrice carrée
de taille d x d; si on sait diagonaliser A, le probléme se décompose immédiatement en d
équations d’une seule variable.

5.1. PolynGme caractéristique ; vecteurs propres et valeurs propres

Soit E un espace vectoriel sur K; rappelons qu’un endomorphisme de E est une
application linéaire de E dans E, et que nous avons noté ldg I’endomorphisme identité
de E, qui est défini par Idg(x) = x pour tout x € E. Le produit de deux endomorphismes
est obtenu par la composition des applications, uv = uowv. On désigne par L(E) I'espace
vectoriel des endomorphismes de E; muni de I’opération de produit, c’est une algébre.

Déterminant d’un endomorphisme

Soit E un espace vectoriel de dimension finie > 0 sur le corps K; on va montrer
qu’on peut définir le déterminant d’un endomorphisme » € L(E), indépendamment du
choix d’une base de E.
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Montrons d’abord une méthode “a la main”. Soit e une base de E, et notons Ae =
mat(u, e, €) = mate(u) la matrice de u par rapport a la base e; considérons le déterminant
det Ac de cette matrice. Si on change de base, on aura A = V1AV, donc

det A¢ = det V! det Ac detV = det A,

ce qui montre que le déterminant de la matrice de u ne dépend pas de la base choisie,
donc il serait raisonnable de dire que c’est le déterminant de u. Indiquons ensuite une
méthode super-conceptuelle. Posons n = dimE; I'espace vectoriel [("E* des formes n-
linaires alternées sur E est de dimension 1, et I’application qui associe a chaque ¢ [ II'H*
la forme T¢ définie par

(TH)(X1, ..., Xn) = d(U(X1),...,u(Xn))

est un endomorphisme de [MH*, donc c’est une homothétie. Le coe [cieht de cette ho-
mothétie sera appelé detu.

Pour finir, donnons la méthode que nous emploierons dans la suite de la section;
c’est une variante adoucie de la précédente. Soit u € L(E) et soit e = (ey,...,e,) UNe
base de E; la fonction

velx1,...,z,) = dete(u(xy),. .., u(xy,))

est une forme n-linéaire alternée sur E, donc elle est proportionnelle a la fonction dete.
Il existe donc A € K tel que pe = Adete. Il est facile de vérifier que A\ ne dépend que de
u et pas de la base e choisie : si on a une deuxieme base f de E, on sait qu’il existe u # 0
tel que dety = i dete, donc

of(x1, ..., x,) = dets(u(xy),. .., u(x,)) =
= pdete(u(xy), ..., u(xy,)) = prdete(zy, ..., z,) = Adets (1, ..., z,).
On va appeler déterminant de u cette constante A qui ne dépend que de w.

Définition 5.1.1. Soit E un espace vectoriel de dimension n > 0; le déterminant d’un
endomorphisme v € L(E) est donné par

detu = dete(u(ey), . . ., u(en)),

ou e est une base quelconque de E. On a alors pour tout systéme (xq,...,z,) de n
vecteurs de E
dete(u(zy), ..., u(x,)) = det(u) dete(zy,. .., x,).

Proposition 5.1.1. Le déterminant des endomorphismes vérifie les propriétés suivantes :

1. det(ldg) = 1.

2. Le déterminant d’un produit d’endomorphismes est égal au produit des détermi-
nants,

det(u o v) = detwu detw.

3. L’endomorphisme u est inversible si et seulement si det(u) # 0. Lorsque 'inverse
de u existe, det(u—!) = (det(u))~!.

4. Si e est une base de E, le déterminant d’un endomorphisme u de E est égal au
déterminant de la matrice de u par rapport a la base €.

Démonstration. Commengons par la fin. On a remarqué que pour tout systéme x =
(z1,...,x,) de vecteurs de E, le determinant dete(x1,...,x,) est égal au déterminant
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de la matrice My dont les colonnes sont les vecteurs colonne successifs des coordonnées
de z4,...,x, par rapport a la base e. On voit donc que det(u) = dete(u(ey), ..., u(e,))
est égal au determinant de la matrice de « dans la base e. Revenons au point 1. Il est
clair d’aprés la définition que det(ldg) = 1. Soit e une base de E; on aura

det(u o v) = dete(u(v(er)),. .., u(v(e,))) = detu dete(v(er), ..., v(e,)) = detu detw.

Passons au point trois. Si u est inversible, on aura 1 = det(uv~') = det(uw) det(u—1), ce
qui prouve que det(u) # 0. Réciproquement, si u n’est pas inversible, il existe un vecteur
x # 0 dans E tel que u(x) = 0. On compléte en une base (x,es,...,e,) de E, et dans
cette base la matrice M de « a une premiére colonne nulle, donc detu = detM = 0.

Interprétation physique dans R>. Le déterminant du systéme de vecteurs (Xi, X2, Xs3)
est égal au volume orienté du parallélépipéde construit sur ces trois vecteurs. Si u est un
endomorphisme de R, le déterminant de  est le facteur de transformation des volumes,
quand on prend I'image par w.

Valeurs propres, vecteurs propres

Définitions 5.1.2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur K et v € L(E);
un vecteur = € E est vecteur propre de u Si x # Og et si u(x) € Kz.

Si x est vecteur propre de u il existe donc A € K tel que u(z) = Az. Un &lément
A € K est valeur propre de u S’il existe un vecteur = # Og dans E tel que ux = Ax.

Exemple. L’application linéaire « de R? dans R? dont la matrice dans la base canonique

est
2 1
0 3

admet (1,0) pour vecteur propre, avec valeur propre A = 2.
L application linéaire de rotation d’angle 7 /2 dans R? n’admet aucun vecteur propre.

Proposition 5.1.2. Soient E un espace vectoriel de dimension n > 0 sur K et u un
endomorphisme de E; le nombre \ est valeur propre de u si et seulement si A € K et
det(u — A l1dg) = 0. Si A est la matrice de u dans une base de E, ce qui précéde équivaut
a dire que \ est valeur propre de u si et seulement si A € K et det(A — \l,,) = 0.

Démonstration. Supposons que A € K soit valeur propre de w. Alors il existe un vecteur
x # Og tel que (u — A\ ldg)(z) = Og, donc v — A Idg n’est pas injectif, donc pas inversible,
ce qui implique det(u — A ldg) = 0. Inversement si det(u — A ldg) = 0, I’endomorphisme
u — A ldg n’est pas inversible donc pas injectif d’aprés la proposition 4.2.1, donc il existe
x # Og tel que uz = \z.

Lemme. Soient ¢ une forme p-linéaire sur E et y1,...,yp, 21, ..., 2p des vecteurs de E
fixés; la fonction

AeK = oy + Az1, ..., yp + A2p)

est une fonction polynomiale de la variable \, de degré < p, a coefficients dans K : il
existe un polynéme P € K[X] de degré < p, de la forme

P:Sp(ylw"ayp)_l_clx_l_"'+Cp—1xp_1+90(2"17"'7Zp)xp

et tel que p(y1 + Az1,...,yp + Azp) = P(X) pour tout A € K.
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Démonstration. Par récurrence sur p; on peut en fait démontrer la formule plus explicite

(p(y1+)‘217~'~7yp+)‘zp): Z )‘lL‘gp(w{_‘77w;‘)
Lc{1,...,p}
ou |L| désigne le cardinal du sous-ensemble L, w]L =zjsijelLet w} =y;sijéL.llya
2P termes dans la somme, correspondant aux 2P sous-ensembles de I’ensemble {1,... p}.

Si E est de dimension n, le déterminant de v — A Idg est une fonction polynomiale
de degré n en \ d’aprés le lemme précédent, puisque dans toute base e de E on a

det(u — A ldg) = dete(u(er) — Xeq, ..., ule,) — Aeyp),
et il existe un polyndome y, € K[X], de la forme
Yo = det(u) + e X+ -+ ¢ XL+ (=1)" X"
tel que det(u — A ldg) = x.()\) pour tout \ € K. C’est le polynéme caractéristique de u.
On note que deg xy, = dimE = n.
Exercices.
1. Trace d’un endomorphisme. Montrer que le coe cient ¢,,_; est &gal a

DY an
=1

si A = (a; ;) est la matrice de u dans une base de E. En déduire que la quantité " | a;;
ne dépend que de u. On I'appelle la trace de I’endomorphisme u (et aussi la trace de la
matrice). On notera tr A, tru pour la trace de A et de .

2. Montrer que le coe [cieht cx du polyndme caractéristique peut s’exprimer a partir des
mineurs d’ordre n — k de la matrice de u dans une base e.

Remarque. Si e est une base de E et si A = (aj,j) est la matrice de u dans cette base, on
peut considérer la matrice B a coe [ciehts polyndmes dont les termes diagonaux sont les
polyndmes de degré un a; ;i — X et dont les coe [ciehts non-diagonaux sont les polyndmes
constants a; j. On peut écrire symboliquement B = A — X, et calculer le déterminant
det(A — X1,) qui est un polyndme. On vérifiera comme au début de la section que ce
déterminant-polyndme ne dépend pas de la base choisie, mais seulement de u: c’est le
polyndme caractéristique Xu.

Corollaire 5.1.1. Soient E un espace vectoriel de dimension finie > 0 sur K et u € L(E) ;
les valeurs propres de u sont les racines de x, qui sont dans K.

Exemple. Prenons K = R. L’endomorphisme r, de rotation d’angle 6 dans R* a pour

matrice
R, = ( 08 6 —sinf
9= \'sin6  cosh

dans la base canonique. Le polyndme caractéristique est y = X2 — 2X cosé + 1. Lorsque
sin® # 0, ce trindme n’a pas de racine réelle, donc I’endomorphisme 4y n’a aucune valeur
propre et aucun vecteur propre.

En particulier, lorsque ¢ = /2, I'endomorphisme r,,, de R? n’a pas de valeur
propre. En revanche, I’endomorphisme de C? d&fini par u(z1, z2) = (—22, z1) admet les
vecteurs (1,7) et (1, —7) comme vecteurs propres, avec —i et ¢ comme valeurs propres.
Dans ces deux exemples la matrice (dans la base canonique de R? ou C?) est la méme,
la di érence vient du changement de corps de base.
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Polynome caractéristique d’une matrice
Si A est une matrice n x n a coe cients dans K, on désigne par xa le polynome
caractéristique de I'’endomorphisme de K™ défini par Y € K" — AY € K". On a pour
tout A € K
xa(A) = det(A — \l,).
Si E est un espace vectoriel de dimension n sur KK, si on choisit une base de E et si A est
la matrice d’'un endomorphisme u de E dans cette base, on aura x, = xa.

Exemples de polynomes caractéristiques

1. Cas d’une matrice triangulaire A = (a; ;) : on voit directement dans ce cas que
xa = [1i—,(a;; — X) puisque le déterminant caractéristique est triangulaire. Les valeurs
propres de A sont donc les coe cients diagonaux de la matrice triangulaire A.

2. Calcul par blocs; le polyndme caractéristique d’une matrice triangulaire par blocs
est le produit des polyndmes caractéristiques des blocs diagonaux.

3. Etant donné un polyndme P = ag+ a1 X+ ---+a,_ 1 X" !+ X" de degré n > 1 a
coe cients dans K, on lui associe une matrice n x n appelée matrice compagnon de P,

0O 0 ... 0 —ap

1 0 ... 0 —aq
M(P)= 1| 0 : :

. . 0 —QAp—2

O ... 0 1 —-a,

Le calcul du polyndme caractéristique de la matrice M(P) se fait par récurrence sur le
degré n de P, en développant par rapport a la premiére ligne. On montre que

xmep) = (=1)" P.
Définition 5.1.3. Soit » un endomorphisme de E; on dit qu’un sous-espace vectoriel F
de E est stable par u si u(F) C F, c’est a dire

VreF, u(x) € F.

Exemples. Les sous-espaces {0} et E sont toujours stables. Si v € L(E), les deux sous-
espaces keru et u(E) sont stables par u. Si x est un vecteur propre de u, la droite Kz
est stable par .

Remarques.

1. Si F est engendré par (yi,...,y,), il su tque u(y;) € F pour tout j =1,...,q
pour que F soit stable par w.

2. Si F est stable par u, si f = (fi,..., fp) est une base de F et si

b:(flv"')fpaxp+17"'7xn)

est une base de E obtenue en complétant la base f de F, la matrice de « dans la base b
est triangulaire par blocs pour la déecomposition E = [f1, ..., f] © [Zp+1,- .-, Zn)-

Proposition 5.1.3. Soient u,v € L(E); si uov = v owu alors kerv et v(E) sont stables
par u.

Démonstration. Supposons que v(z) = Og. On voit que v(u(x)) = u(v(x)) = 0g, donc
u(x) € kerwv, ce qui montre que kerv est stable par u. Si y = v(z) appartient a I'image
de v, on aura u(y) = u(v(x)) = v(u(zx)) € v(E), donc I'image v(E) est stable par w.
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Si un sous-espace F C E est stable par u € £L(E), on peut définir un endomorphisme
v de F en posant v(y) = u(y) € F pour tout y € F (on aurait pu aussi définir une
application linéaire w de F dans E en posant w(y) = u(y) € E pour tout y € F! cela
peut sembler du pinaillage, mais il est important de comprendre que ces trois objets sont
di érents, parce que I’ensemble de définition ou bien I’ensemble d’arrivée n’est pas le
méme. Dans ce chapitre on ne se servira pas de w, mais de v).

Définition 5.1.4. Soient » un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel de E
stable par u; I’endomorphisme restriction de u au sous-espace F est I’endomorphisme
v = : F— F défini par

VyeF, v(y) =u(ly) € F.

Exemples. La restriction de Idg a F est Idg. Si F est stable par w, il est stable par toutes
les puissances u™ et la restriction de ™ a F est la puissance v™ de la restriction v de w.
Si F est stable par u; et uo, il est stable par Au; + us et la restriction de \u; + uo est
Avy + vy ; par exemple, la restriction de u — A ldg est v — A ldF.

Si on aime bien les grands mots, on peut traduire le paragraphe précédent en disant
gue I’ensemble Le(E) des endomorphismes u de E qui laissent stable un sous-espace donné
F est une sous-algébre de L(E), c’est a dire un sous-espace vectoriel de L(E), contenant
I’identité et tel que uiu, [T (E) chaque fois que ui,uy [CITk(E), et en disant ensuite que
I’application de restriction u — ujr est un homomorphisme d’algébre de Lr(E) dans L(F).

Polynome caractéristique de la restriction a un sous-espace stable

Supposons que u € L(E) admette un sous-espace stable F, et désignons par v la
restriction de v a F. On a dit qu’en formant une base de E en prenant d’abord une base
f de F, suivie d’une base d’un supplémentaire quelconque G de F dans E, on obtient pour
u une matrice M triangulaire par blocs pour la décomposition E = F & G, dont le coin
“nord-ouest” est la matrice A de v dans la base f. Cela implique d’aprés la proposition
4.4.2 que le polyndme caractéristique de v divise x,. Dans le cas ou I’espace est somme
directe de deux sous-espaces stables F; et F5, on choisit une base de E formée d’une base
f; de F; suivie d’une base f; de F,. Dans cette base de E, la matrice M est diagonale par
blocs, avec deux blocs diagonaux A; et A, qui sont les matrices des restrictions v, et vo
de u par rapport aux bases f; et f,. 1l en résulte que le polyndme caractéristique de u est
le produit des polyndmes caractéristiques des restrictions v; et vy de u aux sous-espaces
Fi et Fs.

Proposition 5.1.4. Si F est un sous-espace stable pour un endomorphisme u € L(E) et
si v désigne la restriction de u a F, le polynoéme Y, divise x,. Si E =F; @& Fy, ou Fy et
F5 sont stables par u, on a

Xu = Xvi Xva

ol vy et vo désignent les restrictions de u a Fy et Fs.

Valeurs propres, vecteurs propres : le cas complexe

Lorsque E est un espace vectoriel de dimension n sur C, toutes les racines du
polyndme caractéristique sont automatiquement dans K = C, donc toutes les racines
de x. sont des valeurs propres de u dans ce cas. De plus, on sait d’aprés le théoréme
de d’Alembert que tout polyndme de degré > 1 a coe cients complexes a au moins
une racine complexe (et en fait, exactement n quand on les compte avec leur ordre de
multiplicité) donc tout endomorphisme de E admet au moins un vecteur propre.
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Donc : sur C, tout endomorphisme a une droite stable.

Exemple des matrices de Jordan. Il est possible qu’il n’existe qu’une seule direction
propre pour une matrice donnée. C’est le cas pour une matrice de la forme

0 100

o O o
o O o
O O -
o - O

dont le polyndme caractéristique est y = X*, la seule valeur propre est A = 0 et les seuls
vecteurs propres sont de la forme (a, 0,0, 0).

Cas réel en dimension impaire

On sait que tout polyndme a coe cients réels de degré impair admet une racine réelle
(théoréme des valeurs intermédiaires). Un endomorphisme d’un espace réel de dimension
impaire a donc toujours au moins un vecteur propre.

Exemple. Une isométrie u« de R® admet toujours un vecteur z # 0 tel que u(z) = +z.

Valeurs propres d’une matrice a coefficients dans un sous-corps K de C

Une matrice A de taille n x n a coe cients dans K est en particulier une matrice a
coe cients dans C et définit donc un endomorphisme A® de C" auquel la discussion du
paragraphe précédent s’applique. L’endomorphisme AC est défini par le calcul matriciel,

VZ e C", A%(Z2) = AZ.

Exemple. Matrice Ry de la rotation d’angle 6 : pour cette matrice on a le polynéme
caractéristique y = X2 — 2(cosf#) X + 1, qui admet les deux racines complexes (con-
juguges) X = cosé + isin@. On trouve une base de C? formée de deux vecteurs propres
de I’endomorphisme R, les vecteurs (1,4) et (1, —i) de C2. 1l faut donc faire bien atten-
tion au changement de corps. La rotation ¢ d’angle 6 (avec sind # 0) dans le plan R?
n’a pas de vecteur propre, mais sa matrice a des valeurs propres complexes, qui donnent
des vecteurs propres pour I'endomorphisme R§ de C? qui a la méme matrice.

D’aprés le théoréme de d’Alembert, on peut factoriser dans C[X] le polyndme ca-
ractéristique ya en facteurs de degré 1,

xa =1 —X)...(A\n — X),

ou chaque )\; est une des valeurs propres de A. Chaque valeur propre peut apparaitre
plusieurs fois, c’est a dire que certaines valeurs propres peuvent €tre racines multiples du
polyndme caractéristique. Si on compte les valeurs propres avec leur ordre de multiplicité
comme racines de ya, on trouve par identification que det A est égal au produit des
valeurs propres.

Proposition 5.1.5. Soit E un espace vectoriel sur R, de dimension finie > 0; tout
endomorphisme u de I'espace E admet une droite ou un plan stable.

Démonstration. En passant a la matrice (réelle) A de « dans une base e = (e1,...,e,) de
E on trouve une valeur propre complexe A = a+14b de la matrice, a,b € R. Si b =0 (c’est
a dire que A € R), A est valeur propre de u, et il lui correspond une droite vectorielle
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stable par u. Sinon, on peut trouver un vecteur propre Z = X +iY € C" de la matrice
A, ou X, Y € R". On voit que X et Y sont R-indépendants (sinon, si Y = uX, u réel,
on aurait (1 +ip)AX = (1 +ip)(a + ib)X, donc AX = aX + ibX, ce qui est impossible
puisque AX est réel et b # 0, X # 0), donc X et Y engendrent un plan passant par 0. La
relation

AX+1iY) = (a +ib)(X+ 1Y) = (aX — bY) +i(bX + aY)

montre par identification que AX = aX — bY et AY = bX + aY. Si on écrit X =
(c1,...,cp) eR"etY =(dy,...,d,) € R" et si on pose

n n
[E:ZCZ‘GZ‘EE; y:Zdiei€E7
=1 =1

on aura aussi u(x) = ax — by et u(y) = bx + ay, donc le plan [z, y] est stable par .
Exemple. Réduction sur R de la matrice

0O 0 O
0
0
1

O O o

1 0
0 1
0 O

Le polyndme caractéristique est X*+1, on trouve quatre racines complexes A = v(+1+1)
ol v = v/2/2. Pour chaque racine X le vecteur (A, A2, \,1) € C* est vecteur propre et
on obtient un plan stable en séparant partie réelle et imaginaire.

5.2. Sous-espaces propres d’un endomorphisme

Si u € L(E) et si u € K est une valeur propre de u, le sous-espace vectoriel
E, =ker(u —pldg) = {z € E: ux = px}

est di érent de {Og}. Tout vecteur x # Og de E, est un vecteur propre de u de valeur
propre p. On appelle E,, le sous-espace propre de u associé a la valeur propre . Il est
clair que E,, est un sous-espace stable pour u. Si v € £(E) commute avec u, il commute
avec u— A Idg donc les sous-espaces propres de u sont stables par v d’aprés la proposition
5.1.3.

Proposition 5.2.1. Les sous-espaces propres d’un endomorphisme u forment une somme
directe.

Démonstration. On démontre cette propriété par récurrence sur le nombre de sous-
espaces propres considérés. Supposons donc que toute famille de & — 1 sous-espaces pro-
pres forme une somme directe, et montrons que cela reste vrai pour k. Soient \q,..., \x
des valeurs propres de u, deux a deux distinctes, et soient Eq, ..., E; les sous-espaces
propres correspondants; supposons que x; € E; pour j =1,...,k et que

l’1+"‘+l’k:0E-

Nous devons montrer que x; = x5 = - -- = x, = Og. On déduit en appliquant «, puisque
w(z;) = Xz pour j=1,...k

Aizy + -+ Az = Og,
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donc en retranchant \;(xz; + - -- + x;,) = O on obtient
(M = Az + -+ (Ap—1 — M\p)z—1 = O,

relation qui fait intervenir seulement & — 1 des sous-espaces propres, ce qui entraine que
(Aj — Ag)x; = 0g pour j =1,...,k — 1 par I’hypotheése de récurrence, donc z; = --- =
xp—1 = Og puisque A; # A, pour j < k, donc x;, = O aussi.

Définition 5.2.1. Soit « un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie
sur K; on dit que u est diagonalisable S’il existe une base de E formée de vecteurs propres
de u.

Proposition 5.2.2. SidimE = n et si u € L(E) admet n valeurs propres distinctes, u
est diagonalisable.

Démonstration. Soient \q, ..., A, les valeurs propres (supposées distinctes) ; pour chaque
J =1,...,n on peut trouver un vecteur propre f; tel que u(f;) = A;f;. On va montrer
que le systéme (f1,..., f) est libre (donc ce sera une base de E puisque n = dimE) : si
on a une relation

le1+"'+cnfn:0E

on aura en posant x; = c;f; pour tout j = 1,...,n, d’une part z; € E,, pour tout j
et x1 + .-+ x, = Og. Puisque les sous-espaces propres forment une somme directe, il
en résulte que z; = --- = z,, = O, donc ¢; f; = Og pour tout j =1,...,n, donc ¢; =0
puisque f; # Og par définition d’un vecteur propre, et on a montré que (f1,..., f) est
libre. On a donc trouvé une base de E formée de vecteurs propres de w.

Dans une base formée de vecteurs propres la matrice de u est diagonale, et les
coe cients diagonaux sont les valeurs propres, qui apparaissent éventuellement plusieurs
fois. Chaque valeur propre \ apparait un nombre de fois égal a la dimension du sous-
espace propre E, correspondant. Si u est diagonalisable, il existe donc une base de E dans
laguelle la matrice A de u est diagonale, avec diagonale A1, ..., A, formée d’éléments de
K, et alors

Xu=xa =[O = X)
=1

montre que toutes les racines de y, sont dans K.

Pour que u soit diagonalisable, il est nécessaire que toutes les racines de X, soient
dans K.

Dire que u est diagonalisable revient a dire que E est la somme des sous-espaces

propres de u. En e et, si f = (f1, f2,..., fn) est une base de E formée de vecteurs
propres de u, et si uq,..., 4, est la liste des valeurs propres (sans répétition), chaque
vecteur de base f; appartient a I'un des sous-espaces propres E,, , ..., E,, donc a fortiori

f; appartient au sous-espace F = E,, +---+E, , donc F = E puisque F contient tous
les vecteurs de la base f. Inversement, si F = E, on aura

E:EM@...@E%,

et on obtiendra une base de E en prenant une base de chaque sous-espace E,,;, puis en
rassemblant tous les vecteurs ainsi obtenus; une telle base de E est formée de vecteurs
propres de wu.
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Puisque la somme des sous-espaces propres est une somme directe, la dimension de
E., @©---®E,, estlasomme des dimensions, donc

I'endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions
des sous-espaces propres est égale a n = dimE.

Soit © € K une valeur propre de u, et soit » I’ordre de multiplicité de x comme
racine de x, ; alors dimE, <r. Ene et, si on écrit la matrice A de « dans une base de
E qui commence par une base de E,,, le bloc carré A,, correspondant au sous-espace E,,
est égal a pl,, ou p est la dimension de E,, et la matrice A est triangulaire par blocs,
donc le polyndme x4, = (1 — X)? divise le polyndme x.,, donc dimE, =p <.

Supposons que toutes les racines de y,, soient dans K, et soit u1, ..., ur € K la liste
des racines (deux a deux distinctes) du polynome x,, ; soient rq, ..., leurs multiplicités
comme racines de y,; onadimgE =n =r; +--- + r,. On sait que dimEHj < rj, donc
pour que u soit diagonalisable il faut que pour tout j =1,... k&, on ait dimEHj =r;j.

Pour que u soit diagonalisable, il faut et il suffit que toutes les racines de x, soient

dans K et que pour chaque racine ;1 de x,, de multiplicité r on ait dimE, = r.

Puisque E,, est le noyau de » — p ldg, on sait que sa dimension est donnée par la
relation dimE,, = dimE — dim(u — . 1dg)(E), c’est a dire dimE,, = n —rang(A — ul,,) si
A est la matrice de u dans une base de E. Cette remarque fournit une méthode pratique
pour appliquer le critére précédent.

Exercices.
1. Montrer que la matrice

[l
o or
oN o
o R

n’est pas diagonalisable.
2. Montrer que la matrice compagnon M(P) d’un polyndme P est diagonalisable sur
C si et seulement si le polyndome P a toutes ses racines simples.

Réduction réelle d’une matrice qui est diagonalisable sur C

Soit A une matrice réelle, qui définit un endomorphisme de R"™ par X € R" —
AX € R"; supposons que I’endomorphisme A® de C™ défini par la méme matrice soit
diagonalisable. Pour chaque vecteur Z € C" ou matrice B a coe cients complexes on
peut définir le vecteur complexe conjugué Z et la matrice B, et les régles habituelles pour
le calcul des conjugués des sommes et des produits restent valables. Puisque A est réelle,
I’équation AZ = uZ équivaut & AZ = i Z. Par conséquent, . est valeur propre de AC si
et seulement si z est valeur propre, et la correspondance Z — Z (qui n’est pas C-linéaire)
transforme les éléments de E,, en élements de E;. Soit o = a +ib, a,b € Ret b # 0

une valeur propre non réelle de A®; soit (Z,,...,Z,) une base de E,, et décomposons
Z; = X;+iY;, X;,Y; € R", pour tout j = 1,...,p; alors (Z,...,Z,) est une base de
Exet (Z1+21),...,(Zy, +Z,), —i(Zy — Z41), ..., —i(Z, — Z)) est une base (sur C) de
E, @ E;. Mais ces vecteurs sont les vecteurs réels (2Xy,...,2X,,2Y1,...,2Y}), qui sont

a fortiori R-indépendants. De plus, comme on I’a déja vu, on a pour chaque j =1,...,k
AXj = CLXj — ij, AYJ = ij + CLYj.
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Revenant au probléme réel, on obtiendra pour la partie d’espace R" engendrée par le
systeme libre (X1, Y1,...,X,,Y,) une matrice diagonale par blocs, avec k blocs de taille

2 x 2 tous égaux a
a b
—b a)’
Sous-espaces caractéristiques

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 0 sur K et u € L(E) ; soit p une
valeur propre de u, racine d’ordre » du polyndme caractéristique,

Xu = (1 —X)"Q,

avec Q(u) # 0. Le sous-espace propre E,, = ker(u — pldg) vérifie 0 < dimE, < r.

Dans les bons cas, on a dimE,, = r. Que faire dans les cas moins bons ou dimE,, < r?

(rappelons qu’on est déja str que u n’est pas diagonalisable dans ces cas moins bons).
Posons v = u — p ldg. On a

{0} C kerv C kerv? C --- C kero?...

La suite croissante des entiers d, = dimkerv? est majorée par n = dimE, donc elle
finit par etre constante : il existe un entier ¢, tel que d, = d,, pour tout ¢ > go, ce qui
entraine kerv? = kerv? pour tout ¢ > ¢o. On appelle sous-espace caractéristique de u
pour la valeur propre 1 ce “noyau limite” F,, = ker(u— . 1dg)? lorsque ¢ > ¢o. Il contient
le sous-espace propre E,. Dans le cas ou u est diagonalisable, on vérifie que ces deux
sous-espaces E,, et F,, sont égaux (petit exercice).

On peut en fait déterminer I’entier ¢y de la discussion précédente trés simplement :
désignons par p le plus petit entier ¢ > 0 vérifiant I'égalité kerv? = kerv?t!; on a
p > 0 car E, = kerv # {0} = kerv". On vérifie alors que kerv? = kerv? pour tout
entier ¢ > p par récurrence sur ¢ > p (exercice), donc ker v? est déja égal au sous-espace
caracteéristique F,, (on verra plus loin que p est inférieur ou égal a I’ordre de multiplicité
r de la racine ., donc on a aussi F,, = ker v" = ker(u — p 1dg)", ce qui donne une formule
plus directe) ; on va montrer que

E = kerv? & vP(E).

Tout d’abord, kerv? NvP(E) = {0}; en e et, si x € kervP NvP(E), on a vP(z) =0 et on
peut écrire x = vP(y) pour un certain y € E; alors 0 = v?(z) = v?P(y), donc y € kerv?? =
kerv? (puisque 2p > p), ce qui donne v?(y) = x = 0. Ensuite, la relation dimE =
dim ker v? + dim vP(E) finit de montrer que E = ker v? & vP(E) ; cette décomposition est
formée de deux sous-espaces stables par v, donc par w.

Théoréme 5.2.1. On suppose que i € K est valeur propre de u € L(E) et racine d’ordre
r du polynome caractéristique x,. Le sous-espace caractéristique F, de u correspondant
a la valeur propre y est égal a

F,=ker(u — pldg)" etona dimF,=r.

Sion pose v =u—pldg, Gy =F, =kerv” et G, =v"(E),ona E =G; ® Gy, et Gy, Ga
sont stables par u ; si on désigne par u; et us les deux endomorphismes restriction de u
a Gy et a Gy, 0na Xy = Xuy Xugs aVEC Xu, = (0 — X)) et xu, (1) # 0.
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Démonstration. On pose avec les notations établies avant I’énoncé
Gi1 = kervP; G, =VvP(E).

On a vu que E = G;1 G}, et cette décomposition est formée de deux sous-espaces stables
par u. On a a fortiori kerv nvP(E) = {0}, donc la restriction v = u, —p Idg, de v au sous-
espace G; est injective, ce qui signifie que la restriction uz de u a Gz n’admet plus la valeur
propre i, ou encore que Xu, () & 0. On sait que Xu = Xu, Xu,- Puisque (X — )" divise Xu
et Xu, (1) & 0, on déduit que (X — )" divise Xu,- Il en résulte que r < deg Xu, = dimG;.

On va montrer maintenant que p est la seule racine complexe de Xu,, Ce qui entrainera
que Xu; = (L—X)" et dimG;1 = r. Pour tout x G4, on a vP(x) = 0 par définition de G,
ce qui signifie que v§ = 0. Si on choisit une base f de G; et si A est la matrice de u; dans
cette base, la matrice de v, sera A—plgy (en posant d = dim G;) et on aura (A—plg)P = 0.

Si A est une valeur propre complexe de A et Z CCF un vecteur non nul tel que AZ = AZ,
onaura (A—plg)Z=A—wWZet0=(A—pulg)?Z=A—nPZ, donc A—pu=0.

On sait maintenant que Xu; = (L — X)" et dimG; = r. Pour finir, on remarque que
0 < dimkerv < dimkerv? < ... < dimkervP = dim Gy, ce qui montre que p < dimG; = .
On sait alors que G; = kervP = kerv". Enfin, v'(E) = vP(E) (on a v"(E) [MA(E) et ils
ont la méme dimension n —dimkerv"” = n — dimker vP).

Remarque. Le lecteur aura peut-€tre remarqué que nous avons renoncé a notre manie de
toujours écrire Og pour le vecteur nul de E, manie qui finissait par €tre insupportable.
Ca nous reprendra encore de temps en temps, mais rarement. . .

Dans le cas d’'un endomorphisme u € L(E) qui n’est pas diagonalisable, mais tel
que toutes les racines de y, soient dans K, on obtient une décomposition intéressante
en sous-espaces stables par u, plus grands que les sous-espaces propres. En e et, si
toutes les racines de y, sont dans K, on peut continuer la décomposition en sous-espaces
caractéristiques que nous avons commencée avec la valeur propre 4 : on a pour I'instant

E =ker(u — pldg)" & G,

et on continue la décomposition de E en somme directe en raisonnant sur la restriction
de u a G, qui nadmet plus la valeur propre .

Théoréme 5.2.2. Si toutes les racines de Yy, sont dans K, I’espace E est somme directe
des sous-espaces caractéristiques,

E:Fm @...@F#k,
ou 1, ..., pk est la liste des racines de x, (sans répétition).

Triangulation

Définition 5.2.2. On dit que u € L(E) est triangulable s’il existe une base f de E dans
laquelle la matrice A = mats(u) de u est triangulaire supérieure.

Si u est triangulable, on voit immédiatement que les coe cients diagonaux de la
matrice triangulaire A qui représente v dans la base f sont les racines de ., et ces
coe cients sont dans K. Pour pouvoir trianguler w, il est donc nécessaire que toutes les
racines de y, soient dans K.

Proposition 5.2.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K ; I’endomor-
phisme u € L(E) est triangulable si et seulement si le polynéme caractéristique x, se
décompose en facteurs de degré 1 dans K[X] (en d’autres termes si et seulement si x, a
toutes ses racines dans K).
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Démonstration. Si u est triangulable, le polyndome caractéristique a toutes ses racines
dans K. On montre le résultat inverse par récurrence sur la dimension de E. C’est trivial
quand n = dimE = 1. Supposons le résultat vrai pour les espaces de dimension < n,
et soit v € L(E) un endomorphisme d’un espace E de dimension n, dont le polyndme
caractéristique ait toutes ses racines dans K. Soit . € K I'une de ces racines; soit x un
vecteur propre tel que u(z) = ux et soit F un supplémentaire de Kx dans E; désignons
par p la projection de E = Kz @ F sur F et soit v I’endomorphisme de F défini par

Vy € F, v(y) = p(u(y)).

En écrivant la matrice A de u dans une base de E formée de z suivi d’une base de F,
on voit que la matrice A est triangulaire par blocs, avec un bloc diagonal de taille 1 x 1
égal a (i), et un autre bloc diagonal D de taille (n — 1) x (n — 1), et D est la matrice
de v dans la base choisie pour F. On a alors xao = (u — X) xp, donc xp a toutes ses
racines dans K, puisque toutes les racines de yp sont racines de x . D’aprés I’hypothése
de récurrence, il existe une base (f1,..., fn_1) de F dans laquelle la matrice de v est
triangulaire supérieure. On vérifie que dans la base («x, f1,..., f._1) de E, la matrice de
u est triangulaire supérieure.

Corollaire 5.2.1. Sur C, tout endomorphisme est triangulable.

Triangulation d’une matrice

Définition 5.2.3. On dit que A € M,,(R) est triangulable sur R s’il existe une base f de
R™ dans laquelle la nouvelle matrice B = As = V~'AV obtenue par changement de base
soit triangulaire supérieure. Autrement dit, s’il existe une matrice réelle V inversible telle
que VLAV soit triangulaire. On dira que A, matrice carrée complexe, est triangulable
sur C s’il existe une matrice complexe V inversible telle que VAV soit triangulaire
supérieure.

Corollaire 5.2.2. Sur C, toute matrice carrée est triangulable.

Proposition 5.2.4. Une matrice A € M,,(R) est triangulable sur R si et seulement si
toutes les racines du polynome caractéristique x a sont réelles.

Combinaison du théoréme des sous-espaces caractéristiques et de la triangulation

Examinons le cas particulier ou le polyndme caractéristique de la matrice A est
xa = (u— X)", avec u € K. Dans ce cas la seule valeur propre est u, donc la forme
triangulaire sera

[T
T= (_) H :
: .. .ok
0O ... 0 u

ou les étoiles représentent des coe cients inconnus. On peut écrire T = ul,, + N, ou la
matrice N est strictement triangulaire,

0 =« *
n=[% 0

C ok

0 0 O
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On montre par le calcul que N™ = 0, c’est a dire que N est nilpotente (on pourra aussi
le voir par le théoréme de Cayley-Hamilton 5.3.1, sachant que x,, = (—1)"X"). Puisque
wl, commute avec N, on a obtenu le résultat suivant : si ya = (uz — X)", avec i € K, il
existe trois matrices V,D,N a coe cients dans K telles que V est inversible, D diagonale
et N strictement triangulaire, et

A=V([D+N)V~! DN=ND.

Soit A € M,,(K) telle que toutes les racines de ya soient dans K (ce qui est au-
tomatique si K = C); soit p1, ..., 1, la liste des racines du polynome xa (deux a deux
distinctes) ; il existe une matrice inversible V € M, (K) telle que V~'AV soit diagonale
par blocs,

T ... 0
T=V'Av=| : .t |,
o ... T,
ot chaque bloc diagonal T, est une matrice carrée triangulaire supérieure de la forme
[
_| O g
=1 "
. " . *

Au total, T est triangulaire et peut s’écrire T = D+ N avec D diagonale et N strictement
triangulaire, et DN = ND.

Cette forme est trés utile pour calculer les puissance de A. En e et, la formule du
bindme s’applique parce que DN = ND, les puissances de D sont évidentes a calculer et
celles de N s’arrétent a n. On a donc pour tout k£ > 0

Tk — Dk + ka—lN + Ci Dk—2N2 + .+ c:TkL—le—TH—an—l7
et pour finir A* = VTkv—1,
Exercice. Réduire sous cette forme la matrice compagnon du polynome X?(X + 1)2.

5.3. PolynOmes d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel de dimension finie > 0 sur K; on rappelle que le produit
de deux endomorphismes est défini par la composition des applications, uv = u o v.

Puissances et polynémes d’un endomorphisme

On pose v = Idg pour tout v € L(E), et on définit par récurrence u™+! = v
pour tout entier m > 0. On vérifie par récurrence sur k entier > 0 que

um—i—k — k m

umoufF =uFou

SiP=cy+c X+ -+ ¢ XF € K[X] est un polyndme a coe cients dans K, on
définit un endomorphisme P(u) par la formule

P(w) = ¢ ldg +ciu + - - - + ¢pu* € L(E).
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Pour bien comprendre le remplacement il vaut mieux écrire P = coX%+- - -+¢, X" € K[X],

ol XY n’est pas simplement le nombre 1 mais le polyndme constant égal a 1. Il faut faire

attention a cet aspect un peu particulier de I'opération : il faut remplacer le polynome

constant X% par «° = Idg. Si P est un polyndme constant, disons P = )\, on pose

P(u) = M ldg, en particulier lorsque P est le polyndme constant égal a 1, on a posé
1(u) = Idg .

On voit facilement que (P+Q)(u) = P(u)+Q(u) et (AP)(u) = AP(u) pour tous polyndomes

P,Q € K[X] et tout ) € K.

Exemples.

1. Si u est la rotation d’angle +7 /2 dans R? et si P = X?+1, on trouve que P(u) = 0.

2. Application de P(u) a un vecteur propre: si u(x) = Az, on a P(u)(x) = P(\)x
pour tout polynome P € K[X].

3. Supposons que u soit diagonalisable, et soit (eq,...,e,) une base de E formée de
vecteurs propres de u, avec valeurs propres A, ..., \,; soit z un vecteur quelconque de
I’espace E ; on écrit

r =aiey +ageqg +---t+aye,,
ce qui donne en additionnant les égalites P(w)(e;) = P()\;)e;
P(u)(z) = a1P(A\1)er + aaP(A2)es + -+ - + a,P(\,)en.

4. Avec les mémes hypothéses (v diagonalisable), supposons que P();) = 0 pour
toutj =1,...,n. Il en résulte que P(u)(x) = 0 pour tout z, ce qui veut dire que P(u) est
I’endomorphisme nul. En particulier, si P = y,, on trouve y,(u) = 0. C’est le cas facile
du théoréme de Cayley-Hamilton, dont le cas général suit. En fait on peut faire un peu
mieux : si uq, ..., p, est la liste des valeurs propres sans répétition et si

P=(X—m)...(X— ),
le méme argument montre que P(u) = 0. Cette remarque anticipe la notion de polynéme
minimal qui sera vue plus loin.

La proposition qui suit est facile, mais elle joue un role important dans ce qui suit.

Proposition 5.3.1. Si P et Q sont deux polynémes a coefficients dans K et u un
endomorphisme de E, on a

P(u) 0 Q(u) = (PQ)(w) = Q(u) o P(u).

Démonstration. On le vérifie d’abord pour un mondme de la forme Q = d,X*. Dans ce
cas, Si P =co+c; X+ .-+ ¢,XP, on aura

(PQ)(u) = codyu® + - - + cpdpul ™™ = (co Idg +- - - + c,uP)(dyu™) = P(u) 0 Q(u).

Ensuite, on décompose un polyndme quelconque Q en somme de mondmes Q = >, Q
et on utilise I'associativité,

(PQ)() = O _PQu)(w) = > (PQu)(u) =
k

k

= P(u) o Q(u) =P(w) o O_ Qx(w)) = P(u) 0 Q(u).
k k

Corollaire 5.3.1. Deux endomorphismes de la forme P(u) et Q(w) (pour le méme u)
commutent.
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On définit de méme I'application d’un polyndme P € K[X] & une matrice carrée A
de taille n x n a coe cients dans K,

P(A) = col, + 1A+ - + ¢, AF € M, (K),

ou l,, désigne la matrice identité de taille n x n. Si A est la matrice d’un endomorphisme
uw par rapport a une base e de E, la matrice P(A) est la matrice de I’endomorphisme
P(u) dans la méme base e,

mate (P (u)) = P(mate(u)).

On remarque dans le méme ordre d’idées que P(VAV~!) = VP(A)V~L.

Si A est une matrice diagonale de taille n x n, avec éléements diagonaux Aq, ..., \,,
on voit facilement que pour tout entier £ > 0, la matrice A* est la matrice diagonale
de diagonale A\¥ ... Ak 1l en résulte immédiatement que pour tout polyndme P, la
matrice P(A) est la matrice diagonale de diagonale P(\,), ..., P(),,). Cette remarque se
généralise facilement aux matrices diagonales par blocs.

Si A est une matrice triangulaire supérieure de taille n x n, avec éléements diagonaux
A1, .., A, ON VoIt aussi que pour tout entier & > 0, la matrice A* est triangulaire
supérieure de diagonale A%, ... \F (mais les coe cients au dessus de la diagonale sont
en général di ciles a calculer). Il en résulte immédiatement que pour tout polynome P, la
matrice P(A) est triangulaire supérieure, de diagonale P(\,), ..., P(),,). Cette remarque
se généralise également aux matrices triangulaires par blocs.

Remarque. Si F est stable par w, il est stable par tout endomorphisme de la forme P(u),
ou P est un polyndome quelconque a coe cients dans K. Par exemple, ker u et u(E) sont
stables par P(u) pour tout polyndme P. Rappelons que si v o v = v o u alors les deux
sous-espaces kerv et v(E) sont stables par u; ils sont alors stables par P(u) pour tout
polyndome P € K[X].

Sous-espace stable engendré par un vecteur non nul

Soit z un vecteur non nul d’un espace vectoriel E de dimension finie n sur K, et soit
u € L(E); onva décrire le plus petit sous-espace stable par « contenant le vecteur z, et qui
sera noté F,, ,,, ou simplement F, si ’endomorphisme « est clairement identifié par le con-
texte. Puisque E est de dimension n, il n’est pas possible que les n+1 vecteurs du systéme
(z,u(x),...,u™(x)) soient linéairement indépendants; il existe donc un entier k£ < n qui
est le plus petit entier £ > 0 tel que u‘(x) € [z, u(x), ..., u*"(z)]. Posons z; = u/ (x) pour
j=0,...,k— 1. Ces k vecteurs sont linéairement indépendants, puisque zo = = # 0 et
que z; ¢ [xo,...,z;_1] pour i < k. Posons G = [z, u(z), u?(z), ..., u"~1(x)] et montrons
que G est stable par u. Pour cela, il su t de vérifier que les images par u des générateurs
xo,...,xx—1 de G restent dans G; pour j < k —1on a u(z;) = z;11 € G, et pour le
dernier générateur z;,_; = u*~(z) on a u(xp_1) = v*(x) € [z,u(x),...,v* 1(x)] = G
d’apreés la définition de k. Remarquons ensuite que tout sous-espace F stable par « et qui
contient z contient aussi u(z), u?(x), . .., donc G = [z, u(x), v?(z), ..., u*~1(x)] est con-
tenu dans tout sous-espace stable F contenant x. Tout ceci montre que F, = G est le plus
petit sous-espace stable contenant z, et que les vecteurs (z, u(x),...,u*'(x)) forment
une base de F,. Par ailleurs, il existe par définition de k£ des coe cients ag,...,ar_1
dans K tels que

uF(2) + ap_1uF (@) + - + aqu(z) + agz = 0.
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Si nous posons P, =P, =ag+a; X +---+a;_; X*~1 + X* nous voyons que
P.(u)(x) =0.

On dira que le polynome P, = P, est le polynéme annulateur de x associé a I’endo-
morphisme u. Dans la base (z,u(z),...,u*"1(z)), la matrice de la restriction de v a F,
a la forme

0 0 ... 0 —ao
1 0 ... 0 —a
0 0 - 0 —ap2
0 0 o1 —Qar_—1

c’est a dire qu’elle est égale a la matrice compagnon M(P,) du polyndme P,.

Remarquons que si R est un polynéme non nul de K[X] de degré < k—1, ona R(u)(x) & 0.
Enel@R =co+ 1 X+ -+ +ce_1. X5 1, donc

R(U)(X) = CoX + C1U(X) + - -+ + C_1U* (X)) B0

puisque (X, u(x), ..., u*"1(x)) est une base et que les coe [ciehts (c;) ne sont pas tous nuls.
Le polyndme Px est donc le polynome unitaire P du plus petit degré tel que P(u)(x) = 0.
Son degré est égal a la dimension de Fx.

Exemples.

Rotation de 1/2 autour de I’axe Oz dans E = R3, avec x = (1,0,1). Dans ce cas Fx = R3
et Py = X3 = X?+X—1.

Projection (y1,Y2,Y3) — (y1,Y2,0) de R® sur le plan ys = 0, en partant de x = (1,0, 1).
Dans ce cas Fx est le sous-espace de dimension deux formé de tous les vecteurs (y1, 0, y3),
et Px = X2 — X.

Partons de I’application linéaire de R® définie par u(y) = (y1, 2y2,3ys) pour tout y =
(y1,Y2,y3) CRE. Quand on part de x = e, par exemple, on a alaire & un vecteur propre,
donc u(ez) = 2e,, donc Fx = Rez, Px = X —2. Pour x = (1,1, 1), les vecteurs successifs

x=(1,1,1), u(x) =(1,2,3), u*(x)=(1,4,9)

forment une base de R3, donc Fx = R® et on voit que Px = (X — 1)(X — 2)(X — 3).
Il ne faut pas croire qu’on puisse toujours trouver un vecteur x qui donne un sous-espace
Fx égal a E tout entier : exemple de u = Idg, ou de la projection sur un plan vue ci-dessus.

Proposition 5.3.2. Soit E un espace de dimension finie > 0 et soit u € L(E) ; pour tout
vecteur x # 0, le polynéme P, ,, défini ci-dessus divise le polynome caractéristique de u.

Démonstration. Dans une base de E commencant par la base de F,

(z, u(z), ..., u""}(2)),

la matrice de « sera triangulaire par blocs pour la décomposition E = F, & G, avec un
bloc diagonal “nord-ouest” égal a la matrice compagnon de P, = P, ,, ce qui donne le
résultat d’aprés la proposition 4.4.2 et le fait que le polyndme caractéristique de M(P..)
est égal a +P,.
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Théoréme de Cayley-Hamilton

Le théoréme de Cayley-Hamilton pour une matrice carrée A dit que

xa(A) =0.

Il existe de nombreuses demonstrations de ce théoreme. Commencgons par indiquer des
cas particuliers faciles; on peut faire une vérification directe en dimension deux par
calcul matriciel. Dans le cas d’une matrice diagonale A de diagonale A4, ..., \,, on sait
que les valeurs propres sont Aq,..., A\, et on sait que P(A) est la matrice diagonale dont
la diagonale est P(\1),...,P(\,). Si P = xa, les \; sont racines de P donc xya(A) =0
pour une matrice diagonale. Si B est seulement diagonalisable, on aura B = V~!AV
pour une certaine matrice inversible V et une certaine matrice diagonale A. On aura
alors yg = xa et

xs(B) =V 'xs(A)V = 0.
Le théoréme de Cayley-Hamilton est donc facile dans le cas d’une matrice diagonalisable.

Théoréme 5.3.1. (Théoréme de Cayley-Hamilton) Soit E un espace vectoriel de dimen-
sion finie > 0 sur K ; pour tout endomorphisme u € L(E), le polynéme caractéristique
annule I’endomorphisme u,

Xu(u) = 0z (m).

Démonstration. Soit = un vecteur de E; si x = Og, on a bien x,(u)(x) = Og. Sinon,
soit P, = P, le polyndme annulateur de x associé a I’endomorphisme «; on sait que
P.(u)(x) = Og et d’aprés la proposition 5.3.2, le polynome P, divise le polyndome y.,
donc il existe un polynome Q tel que x, = QP.. Alors ., (u) = Q(u)P.(u) et x.(u)(z) =
Q(u)(Px(u)(x)) = Og. Ainsi I’'endomorphisme ., (u) annule tous les vecteurs de E, c’est
a dire que

Xu(u) = 0z (m).

5.4. Idéaux de polyndmes. Polyndme minimal

On dit qu’un polyndme P € K[X] est unitaire si le coe cient de son terme de plus
haut degré est égal a 1,
P=X"+a,1 X" "+ +ao.

Un polyndme unitaire est donc non nul par définition.
Définition 5.4.1. Un ensemble | de polyndmes de K[X] est un idéal de K[X] si

1. L’ensemble I contient le polyndme nul 0,
2. | contient P — Q chaque fois qu’il contient les polynGmes P et Q,
3. Pour tous P € | et pour tout polyndme Q € K[X], on a PQ € I.

Si P € 1, alors aP € | pour tout o € K. Si P # 0 appartient a I, on voit que |
contient aussi le polyndme unitaire P; de méme degré que P obtenu en multipliant P
par I'inverse du coe cient du terme de plus haut degré de P.
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Exemples d’idéaux.
1. {0} et K[X] sont deux idéaux de K[X].
2. Si P est un polyndme de K[X], I’ensemble des multiples de P, noté

(P) = {AP: A € K[X]}

est un ideal de K[X].

3. Les polyndmes P a coe cients réels tels que P(i) = 0 forment un idéal de R[X].
Posons o = 21/3. L’ensemble des polyndmes & coe cients rationnels qui s’annulent en o
est un idéal de Q[X]; il contient le polyndme unitaire X3 — 2.

4. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie > 0; I’en-
semble

I(w) = {P € K[X]: P(u) =0}

est un idéal de K[X]. On sait que x, appartient a cet idéal, donc cet idéal est non nul.

5. Soit C une partie d’un espace vectoriel E de dimension finie > 0 et soit u [CII(E) ;
I’ensemble
Ic(u) ={P CKI[X]: I, P(u)(x) =0}
est un idéal de K[X]. En particulier, Iz(u) = I(u) est I'idéal des polynomes tels que P(u) = 0.
Si x [Elest non nul et C = {x}, I'idéal 1«(u) contient le polyndme P , de la proposition
5.3.2.

Théoréme 5.4.1. Soit | un idéal de polynémes de K[X], avec | # {0} ; il existe dans | un
(unique) polynéme unitaire P de plus petit degré, et I'idéal | est exactement I’ensemble
(P) des multiples de P.

On dit que P est le générateur unitaire de I.

Démonstration. Puisque | # {0}, il contient des polyndmes non nuls. Soit & le plus petit
degré d’un polyndme non nul de I, et soit P un polyndme non nul tel que P € | et
degP = k; on peut supposer que P est unitaire (en multipliant P par une constante).
Montrons que tous les éléements de | sont multiples de P. Soit S € I, et e ectuons la
division euclidienne de S par P,

S=PQ+R, degR < degP

(avec la convention usuelle deg0 = —oc). Puisque P € 1, on a PQ € | et puisque S € I,
R =S —-PQ € I. Si on avait R # 0, on aurait trouvé dans | un polyndme non nul de
degré < k, ce qui est impossible par la définition de k. Donc R = 0 et on a montré que
tous les éléements de | sont multiples de P. Inversement tout multiple de P est dans I
par la définition d’un idéal. On a donc montré que I = (P). Si Q € | est unitaire et
degQ =degP,onaR=P-Q el etdegR < degP, donc R =0, Q =P, donc P est le
seul polyndome unitaire de degré minimal dans |I.

Exemples.

1. Soit u [CTI(E) et soit x & 0; le polyndme Px = Py u est le générateur unitaire de
Ix(u); en elefl on I'a introduit comme le polyndme unitaire de plus petit degré tel que
Px(u)(x) = 0. Si y [CEL, le polyndme Py divise Px. Dans le cas ou Px est irréductible, on
voit que Fy = Fx pour tout y non nul dans Fx (parce que dimFy = deg Py).

2. Les polyndmes P a coe Lciehts réels tels que P(i) = 0 forment un idéal de R[X] dont
le générateur unitaire est X? + 1. En e [ef] aucun polyndme unitaire a coe Lciehts réels de
degré < 2 ne s’annule au point i.

103



3. Posons o = 23, L’idéal des polyndmes & coe Lciehts rationnels qui s’annulent en o
contient le polyndme unitaire X*—2. Soit P le générateur unitaire de cet idéal ; si P & X3—2,
on aura X3—2 = PQ, avec P, Q [CQ[X], donc P ou Q sera de degré 1, donc aura une racine
rationnelle, ce qui est impossible puisque la seule racine réelle de X® — 2 est a qui n’est pas
rationnel.

Remarque. Soit | un idéal de K[X], avec {0} & | & K[X] et soit P un polynéme unitaire
irréductible de K[X]; si P [Llalors | = (P). En e[ef] puisque | & {0} cet idéal admet un
générateur unitaire G et G 8 1 puisque | & K[X]. Le polyndme G est alors un diviseur
unitaire di[&rknt de 1 du polyndme unitaire irréductible P, donc P = G.

Théoréme 5.4.2. (Bézout) Soient P et Q deux polynémes de K[X] premiers entre eux.
11 existe U,V € K[X] tels que
1=UP + VQ.

Démonstration. On montre facilement que I’ensemble de tous les polynomes de la forme
UP + VQ, lorsque U,V varient dans K[X] est un idéal I. Cet idéal n’est pas {0} parce
que P et Q ne sont pas tous les deux nuls. Soit G le générateur unitaire de I'idéal I.
Puisque P = 1P + 0Q et Q = OP + 1Q, les deux polyndmes P et Q sont dans I, ils sont
par conséquent multiples de G, donc G = 1 puisque P et Q sont premiers entre eux, et
1 = G est bien de la forme UP + VQ puisque G € I.

Polynéme minimal d’un endomorphisme, d’une matrice

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie > 0 et uw € L(E); d’apreés le
théoréme de Cayley-Hamilton (théoréme 5.3.1), I'idéal 1(u) de K[X] formé des polyndmes
P € K[X] tels que P(u) = 0 n’est pas réduit a 0. Le générateur unitaire de I'idéal I(u) est
le polyndme unitaire P de plus petit degré tel que P(u) = 0. On I'appelle le polynéme
minimal de u, il sera noté m,, dans ces notes.

Le polyndme caractéristique y, est donc un multiple du polyndme minimal. En
particulier, le degré du polynome minimal est < dimE. Il est clair aussi que degm,, > 1

(parce que E # {0}).

Si A est une matrice a coe cients dans K, on peut considérer I'idéal 1(A) de K[X]
formé de tous les polyndmes P a coe cients dans K tels que P(A) = 0. C’est un idéal
non nul, dont le générateur unitaire est le polynéme minimal de la matrice A, Noté ma.

Soit e une base d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie, soit u € L(E) et
A = matg(u) ; alors P(u) = 0 si et seulement si P(A) = 0, donc I(u) = I(A) et m,, = ma.

Exemples de polynéme minimal.

a. La rotation d’angle 7/2 dans le plan R? a pour polyndme minimal X2 + 1.

b. Si m, = X — ), alors u = \ld (et réciproquement).

c. Si my, = X(X — 1), u est un projecteur et I'image F = u(E) est telle que {0} #
F #E.

d. Posons a = 2173, Soit E [Cll’espace vectoriel de dimension < 3 sur Q engendré par
1, a, a?; la multiplication par a définit un endomorphisme uq de E. Pour tout polyndme
P [Q[X] I'endomorphisme P(uy) est la multiplication par P(a) dans C, donc P(ug) = 0 si
et seulement si P(a) = 0, donc I'idéal 1(ug) est égal a I'idéal de Q[X] formé des polyndmes
a coe [ciehts rationnels qui s’annulent en a, dont le générateur unitaire est X3 — 2.
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Valeurs propres et polynéme minimal

Proposition 5.4.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) ; les
polynomes x,, et m,, ont les mémes racines complexes.

Démonstration. Puisque m,, divise x,,, chaque racine de m,, est une racine de x,,. Récipro-
quement, soit e une base de E et soit A la matrice de u dans cette base; soit A € C tel
qgue x.(\) = 0; il existe alors un vecteur colonne non nul Z € C™ tel que AZ = \Z, et il
en résulte que P(A)Z = P()\)Z pour tout polyndme P € K[X]. En particulier,

0=m,(A)Z =m,(N)Z,
donc m,(A\) = 0.

Puisque les valeurs propres de u sont les racines de y, dans K, on obtient :

Corollaire 5.4.1. Les valeurs propres de u € L(E) sont celles des racines du polynéme
minimal m,, qui appartiennent au corps K.

Exemples.
1. Polyndme minimal d’un endomorphisme diagonalisable : soit © € £(E) un endo-
morphisme diagonalisable et soient p, ..., 1, € K les valeurs propres de u (deux a deux

distinctes) ; d’aprés ce qui précéde, chaque p; est une racine de m,, donc

P=X-pu)...(X— pp)

divise m,,. Pour chaque ¢, écrivons P = (X — ;)Q; avec Q; € K[X]. Soit z; € E,, ; on
aura

P(u)(z;) = Qi(u)(u — p; 1dg)(z;) =0
donc P(u) annule chaque sous-espace propre E,, de u, donc P(u) annule E tout entier
puisque E =Y  E,,, ce qui entraine que m, divise P, donc

my = (X —p1) ... (X = pp).
Remarquons que m, a toutes ses racines dans K, et toutes ses racines sont simples.

2. Matrice de Jordan. Si la matrice de « dans une base de E est une matrice de taille
n x n de la forme

A1 0 ... 0
0 X 1 .o
0 0 A\ 0
S |
0 ... 0 0 X

la seule racine possible de m, est X\, donc m, est de la forme (X — \)", avec r < n. On
vérifie qu’en posant v = u— X Idg on a v(e;) = e;_1 pour j > 2, donc v"~*(e,) = e; # 0,
donc r = n.

3. Calcul du polyndme minimal d’une matrice compagnon de la forme

O 0 ... 0 —ap

1 0 ... 0 —ai
M(P) = : :

0 O . 0 —an_2

0 O - 1 _a.n_]_



Soit (e1,...,en) la base canonique de K™ ; désignons par u I’endomorphisme de K" dont
la matrice dans la base canonique est M(P). En posant xo = e1, on voit que u! (Xo) = €j+1
pour tout j < n, ce qui montre que tout vecteur de K" peut s’écrire Q(u)(Xo) et que
R(u) & 0 lorsque deg R < n. Le polyndme unitaire

P=X"+an 1 X"+ . +aX+ap

est tel que P(u)(Xo) = 0, donc P(u) = 0, donc P est le polyndme minimal de la matrice
M(P).

4. Polyndme minimal d’un endomorphisme lorsque I’espace est somme directe de deux
sous-espaces stables. Dans ce cas le polyndme minimal est le PPCM des polynémes mini-
maux des deux restrictions u; et u,. Cette remarque s’applique aux matrices diagonales
par blocs.

Proposition 5.4.2. Les polyndmes minimal et caractéristique ont les mémes facteurs
irréductibles dans K[X].

Démonstration. Si P est un facteur irréductible de my, il divise Xu, puisque my divise Xu
d’aprés Cayley-Hamilton. Inversement, soit Q un facteur irréductible (et unitaire) de xu et
soit A une racine complexe de Q, donc de Xu ; on a vu que A est racine de my. Considérons

I'idéal 1 = (G) (avec G unitaire) des polyndmes a coe [ciehts dans K qui s’annulent au
point A. Alors G & 1 et G divise Q, donc G = Q, et Q divise my puisque my appartient a
I'idéal 1.

Critere de diagonalisabilité

Théoréme 5.4.3. Soient E un espace vectoriel de dimension finie > 0 sur K et u
un endomorphisme de E; ’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si son
polynoéme minimal m,, se décompose en facteurs du premier degré dans K[X], et si les
racines sont deux a deux distinctes.

Démonstration. On a vu que lorsque u est diagonalisable, on a

My = (X = ). (X = 1)

ol p, ..., pp est la liste des valeurs propres de u (deux a deux distinctes; par définition,
wi € K). Inversement, supposons que

my = (X —p1) ... (X — pg)
avec uq, ..., i elements deux a deux distincts de K. Il est utile de dégager la remarque
suivante, qu’il su ra d’appliquer au polyndome m,, pour terminer.

Lemme. Soient pq, ..., ur des éléments deux a deux distincts de K, et considérons le
polynome
P=MX-pu1)...(X— ).

Si P(u) = 0, I'endomorphisme u est diagonalisable. En résumé, si un endomorphisme
u est annulé par un polynome ayant toutes ses racines simples et toutes dans K, il est
diagonalisable.

Démonstration. Pour chaque j = 1,...,k soit P; le polynome de degré k£ — 1 qui est le
produit des facteurs (X — u;) pour i # j et soit ¢c; = P(u;)~'; le polyndme

k
1- Z Cij
j=1
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est de degré < k — 1 et s’annule en k points distincts (il s’annule en chaque ;) donc ce
polyndme est identiquement nul. Soit v; = ¢;P;(u); puisque P = (X—p;)P; et P(u) =0,
il est clair que I'image de v; est contenue dans le noyau de v — y; Idg. On a

VreE, z= Zvj(a:),
J

ce qui montre que E est la somme des sous-espaces propres de u, donc u est diagonalisable.

Exemple. La rotation d’angle 7/2 dans R? admet (X2 + 1) pour polyndme minimal. Les
racines de ce polyndome sont +i, qui ne sont pas dans K = R, donc la rotation n’a pas
de vecteur propre. En revanche, tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe tel
que m, = X? + 1 est diagonalisable (et plus généralement d’aprés le lemme, tout endo-
morphisme u d’un espace vectoriel complexe E tel que u? = — Idg est diagonalisable).

Sous-espaces stables d’un endomorphisme diagonalisable

Soit u [CII(E) diagonalisable et soit G un sous-espace stable par u; désignons par v [
L(G) la restriction de u a G. Puisque my annule v, my est un multiple de m,.. Puisque my,
a toutes ses racines simples, on voit que m, est le produit de certains des facteurs (X — ;)
de my. L’espace G est donc de la forme

G=Gy + -+ Gy,

somme de sous-espaces G,,, des sous-espaces propres E,, de u, et I’endomorphisme v est
diagonalisable.

Invariance du polynéome minimal

Théoréme 5.4.4. Le polynéme minimal d’une matrice A € M,,(K) ne dépend pas du
corps (pour tous les sous-corps L de C contenant les coefficients de la matrice A, le
polynéme de L[X] de degré minimal qui annule A est le méme).
Démonstration. Soit L un sous-corps de K contenant les coe [Ciehts de la matrice A, et soit
m__ le polyndme minimal calculé dans M (L). A fortiori, m__ est un polyndme a coe [ciehts

dans K qui annule A, donc mi est un multiple de ma. On adonc p = degm_ = degma = q.
Mais dire que m_ est de degré = p équivaut a dire que les matrices

In,A A2 ... AP1

sont des vecteurs L-linéairement indépendants du L-espace Mn (L), que I’on peut considérer
comme étant I'espace vectoriel L. D’aprés la proposition 4.4.3, ces matrices restent K-

linéairement indépendantes dans K" M (K), ce qui implique que le degré de ma ne
peut pas étre <p. Onadonc p=get ma =m..

Sous-espaces caractéristiques et polynome minimal

Rappels sur les projecteurs. Un endomorphisme p de E est appelé projecteur si
p? = p. Cela équivaut a dire que p(y) = y pour tout y € p(E). Si p est un projecteur,
Idg —p est aussi un projecteur. Si p est un projecteur, on obtient une decomposition de
E en somme directe E = F & G en posant F = p(E) et G = (Idg —p)(E). En e et, pour
tout x € E,

z = (p+ (ldg —p))(z) = p(z) + (Idg —p)(z) e F+ G
etsiz e FNG,onaxz=p(z)=x—p(x) donc p(z) =x =0.

Lemme des noyaux. Soient E un espace vectoriel de dimension finie > 0 sur K et
u € L(E).
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a. Pour tout polynéme P € K[X], le noyau F = ker P(u) est stable par .
b. Si P = PPy, avec Py, Py € K[X] premiers entre eux, on a

ker P(u) = ker P (u) & ker Po(u).

Démonstration. Le point a est un rappel. Passons au second point. D’aprés Bézout il
existe V1, Vs € K[X] tels que
1= V1P1 + V2P2.

Posons p = P(u), F = kerp, et p; = P;(u), v; = V;(u), F; = kerp; pour i = 1,2. On
ap = pips et ldg = v1p; + vops. Il est clair que F;, C F puisque p = p1p2. Montrons
que F = F; + Fs. Pour tout y € F, on a y = (vip1)(y) + (v2p2)(y), et p2(vip1)(y) =
v1(p(y)) = 0 puisque y € ker p, donc (v1p1)(y) € F2 et de méme (vop2)(y) € F1, donc on
a bien montré que F = F; + F,. Montrons que la somme est directe: si y € F; N Fy, on
aura y = v1(p1(y)) + v2(p2(y)) = 0.

Corollaire 5.4.2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie > 0 sur K, u € L(E) et
P un polynéme a coefficients dans K ; si P(u) =0 et si P = Py ...Py avec des polynomes
(P;) deux & deux premiers entre eux, et tels que ker P;(u) # {0} pour tout j =1,...,k,
on a en posant F; = kerP;(u), pour j =1,...,k

— chaque espace F; est stable par u.

— onaE=F & ---®&F,.

Démonstration. On montre par récurrence sur j =1,...,k que
ker(P1 e PJ)(U) - Fl b---D Fj.

Remarque. On retrouve le critére de diagonalisation.

Considérons un endomorphisme . Supposons que m, ait toutes ses racines dans
K (cette hypothése est automatique si K = C). Soit uq,...,ux la liste des racines du
polynéme minimal m, (deux a deux distinctes) ; on a

my = (X — p1)?* oo (X = ) P>,

ou py,...,pr sont des entiers > 1. D’apres les corollaires précédents, on voit que E est
la somme directe des E; = ker(u — p; Idg)?i. On voit aussi que le polyndme minimal de
chaque restriction u; de v & E; est égal a (X — p;)P:.
Exercice. Soit i I’'une des racines de m,,, et soit p sa multiplicité comme racine de m,, (par
exemple, 1 = 1 et p = p;). Montrer que le plus petit entier ¢ tel que ker(u — p 1dg)? =
ker(u — p 1dg)“+! est égal a p.

Le noyau de I’endomorphisme (u — p; ldg)?7 est donc le sous-espace caractéristique
relatif a la valeur propre p;

Fﬂj = ker(u — [y |dE)pj = ker(u — My |dE)Tj.

Il est clair que F,, contient le sous-espace propre E, . Nous avons retrouvé le théoreme
5.2.2 : les sous-espaces caractéristiques forment une somme directe, et cette somme est
égale a E,

E=F, © - ®Fu.
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Chapitre 6. Topologie de R"

6.1. Topologie de R

Théoréme 6.1.1. Toute suite de nombres réels admet des sous-suites monotones.

Dans I’énoncé précedent, il faut entendre les mots suites monotones dans le sens de
monotone au sens large. Bien entendu, on ne peut pas garantir qu’une suite de nombres
réels posséde toujours une sous-suite croissante, ou qu’elle posséde toujours une sous-suite
décroissante. On veut seulement dire qu’on a toujours 'une des deux possibilités.

Démonstration. Soit (x,) une suite de nombres réels; on va demontrer un résultat un
tout petit peu plus précis que le résultat annoncé : il existe une sous-suite croissante au
sens large, ou bien une sous-suite strictement décroissante. Disons que I’entier m est une
derniére chance (sous-entendu : pour avoir une grande valeur de x,,) si

Yn >m, x, < Tm.

Désignons par D le sous-ensemble de N formé des derniéres chances. Ou bien D est fini
(peut-etre vide), ou bien il est infini. Si D est fini, soit M un majorant de D; alors aucun
entier m > M ne peut €tre une derniére chance, donc pour tout m > M il existe n > m
tel que z,, > x,,. Il est clair dans ce cas qu’on peut définir par récurrence une sous-suite
(zn,), croissante au sens large : on pose nop = M+1; sion adéja défining < n; <...<ng
de fagon que x,,, < x,, < ... < x,,, 0Nnauram = n; > M, donc il existe n = nx41 > ng
tel que z,,,, > x,,. La sous-suite (x,,) ainsi définie par récurrence est croissante (au
sens large).
Dans le deuxiéme cas, I’ensemble D est infini; écrivons le sous la forme

D={mo<mi <...<my<...}
On verifie alors que par définition de D, la sous-suite (z,,, ) est décroissante (strictement).

Cas particulier. Soit (nx) une suite d’entiers > 0; on peut trouver, ou bien une sous-
suite (ny,) strictement croissante, ou bien une sous-suite constante. En e et, d’aprés ce
qui précéde (avec une modification évidente) on peut trouver une sous-suite strictement
croissante, ou bien une sous-suite décroissante. Mais une suite décroissante d’entiers > 0
est constante a partir d’un certain rang.

Exercice (di Lcild). A chaque couple d’entiers (m,n) avec m < n on associe une couleur,
disons bleu ou rouge. Montrer qu’il existe une suite strictement croissante np < n; < ...
telle que tous les couples (ni,n;) (avec i < j) soient de la méme couleur (théoréme de
Ramsey).

Théoréme de Bolzano-Weierstrass 6.1.2. Toute suite bornée de nombres réels admet
des sous-suites convergentes.

Démonstration. La sous-suite monotone fournie par le théoréme précédent sera en plus
ici une suite monotone bornée, donc convergente d’aprés le theoréme 0.2.1.

Indiquons une autre démonstration, appelée démonstration par dichotomie. On sup-
pose que la suite (xn) est contenue dans I'intervalle [0, 1]. On construit par récurrence sur

109



I'entier k = 0 des suites (ax), (bx) de nombres réels et une suite d’entiers (nk) qui Vérifient
I’lhypothése de récurrence H(k) suivante (hypothése en trois points) :

- lasuite (finie) a;, j = 0,..., k est croissante, et la suite bj, j =0, ..., k est décroissante ;
de plusap =0, bop =1, et bj —a; =277 pour tout j =0,...,k,
— les entiers (nj), j = 0,...,k sont tels que Nnp < Ny < --- < n, et Xn; [1dj,b;] pour

tout j =0,...,k,
— il existe une infinité d’indices n tels que x, [dk, bk].

Tous ces éléments étant donnés, expliquons comment passer de la propriété H(k) a la
propriété H(k+1). Supposons H(k) satisfaite. Posons m = (ax +bk)/2, le milieu du segment
[ak, bk]). L’intervalle [ak, bk] est recouvert par les deux intervalles [ax, m] et [m, bk], donc
I’un de ces deux intervalles contient une infinité de termes de la suite (xn) donnée, puisque
d’aprés H(k) il existe une infinité d’indices n tels que x, [J&k,bk]. Si c’est le premier
intervalle, on pose [ak+1, bk+1] = [ak, m], c’est & dire que ax+1 = ak et bx+1 = m. Dans le
cas contraire on pose ax+1 = m et bx+1 = bk. Dans tous les cas ak < akx+1 < bk+1 < by et
br+1 — ak+1 = (bk —ak)/2 = 27571, Puisque [ak-+1, bk+1] contient une infinité de termes de
la suite, on peut certainement trouver un indice N > ni tel que Xy [dk+1, bk+1]. On pose
alors pour finir ng+1 = N.

On a ainsi prouvé la possibilité de la construction par récurrence. On a alors deux
suites adjacentes (ax) et (bk), qui ont donc la méme limite X, et de plus on a I'inégalité
ak =< Xn, =< bk pour tout k, qui montre que la sous-suite (Xn,) tend vers la méme limite x.

Exercice. Autre application de la dichotomie : démontrer le théoréme des valeurs inter-
médiaires en adaptant les idées précédentes.

Ensembles fermés de R

Définition 6.1.1. On dit qu’un sous-ensemble F C R est fermé si pour toute suite (x,,)
de points de F qui converge dans R vers un point z, la limite x reste dans F.

Exemples.

1. Pour tous a < b réels, I'ensemble F = [a, b] est fermé. Supposons en e et que
(z,,) soit une suite de points de F, et que (x,) tende vers une limite x € R. Puisque
a < x, < b pour tout n, on obtient a < x < b par passage a la limite des inégalités
larges, donc = est bien dans I’ensemble F.

2. Si a < b, I'intervalle ]Ja, b[ n’est pas fermé.

3. L’ensemble vide est fermé par pinaillage logique : en e et, il n’y a aucune suite de
points de (), donc la condition de définition est satisfaite!

4. Ensembles définis par une inégalité large portant sur une fonction continue : soit
f : F — R une fonction continue définie sur une partie fermée F de R ; pour tout ¢ € R,
les deux ensembles {x € F: f(z) < c} et {x € F: f(x) > ¢} sont fermés.

Proposition 6.1.1. Si F; et Fy sont deux ensembles fermés, leur réunion F; UF5 et leur
intersection F1 N'Fy sont des ensembles fermés. Plus généralement, 'intersection ﬂiel F;
d’une famille quelconque d’ensembles fermés (F;);c1 est un ensemble fermé.

Rappel des propriétés des fonctions continues sur un fermé borné de R (avec Bolzano)

Lorsque f est une fonction réelle minorée définie sur un ensemble non vide X, on
peut considerer la borne inférieure inf f(X) de I'ensemble f(X) de ses valeurs sur X, et
on peut toujours trouver une suite (z,,) de points de X telle que

inf £(X) = lim f(z,).

En e et, pour tout n > 1 on peut trouver par définition de la borne inférieure une valeur
f(x,) de f en un certain point x,, € X telle que inf f(X) < f(z,) < inf f(X)+1/n, donc
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la suite des valeurs f(x,) converge vers inf f(X). Mais on ne peut pas en général trouver
un point x € X tel que f(z) = inf f(X). Si un tel point = existe, il est clair que f(z) est
alors la plus petite valeur de f sur I’ensemble X, et on convient de noter dans ce cas

f(x) = min f(X).

(et de fagon analogue, on note f(y) = max f(X) si f atteint son maximum sur X au
point y € X). Nous allons voir que tel est le cas pour les fonctions continues définies sur
un sous-ensemble fermé borné non vide de R.

Théoréme 6.1.3. Si f est une fonction réelle définie et continue en tout point d’un
ensemble fermé borné non vide F C R, elle est bornée et elle atteint son maximum et
son minimum sur F.

Démonstration. Montrons d’abord que f est bornée sur F. Sinon, on pourrait trouver
pour tout entier n > 0 un point z,, € F tel que |f(x,)| > n. Par Bolzano, on trouve une
sous-suite (z,,) convergente vers un certain point z € R, et on a = € F puisque F est
fermé et que x,,, € F pour tout k. On devrait alors avoir f(x,,) — f(x) par continuité de
la fonction f au point z, mais |f(z,,)| > ni tend vers I'infini, ce qui est contradictoire.
On en déduit que f est bornée sur F.

L’ensemble f(F) des valeurs de f sur F est non vide (puisque F est non vide) et
borné, donc on peut définir sa borne inferieure m = inf f(F) et on peut trouver une
suite de points z,, € F telle que (f(x,)) converge vers m. D’aprés le théoréme 6.1.2 (de
Bolzano-Weierstrass), il existe une sous-suite (x,,) qui converge vers un point z € R.
Puisque z,, € F pour tout k, on obtient = € F parce que F est fermé, donc x est bien
dans I’ensemble de définition de f. Puisque f est continue au point z, on doit avoir
f(x) = limg f(z,,) = m, donc f(x) < f(t) pour tout ¢t € F, c’est a dire que la fonction f
atteint son minimum sur F au point x. La méme demonstration s’applique pour trouver
un point y € F o0 le maximum de f est atteint.

Corollaire 6.1.1. Tout fermé F borné et non vide de R posséde un plus grand et un
plus petit élément.

Démonstration. La fonction continue f définie sur F par f(xz) = x atteint son maximum
et son minimum sur F.

Corollaire 6.1.2. Soit F un fermé non borné de R et soit f une fonction réelle continue
sur F telle que f(z) tende vers +oo lorsque |z| — +oo (par valeurs x € F). La fonction
f atteint son minimum sur ’ensemble F.

Démonstration. Soit xy un point de F et posons Fp = {x € F : f(x) < f(zo)}; cet
ensemble F, est un fermé non vide. De plus il est borné (puisque f tend vers +oo, il
existe R tel que f(y) > f(xo) pour tout y € F tel que |y| > R, donc Fy est borné par R),
donc f atteint son minimum sur Fy en un point z; et ce minimum est aussi le minimum
de f sur I’ensemble F tout entier: si z € F, ou bien z € Fj et on sait que f(z1) < f(2),
ou bien z ¢ Fy et alors f(x1) < f(xo) < f(2).

Corollaire 6.1.3. Tout ensemble F fermé non vide et majoré de R contient sa borne
supérieure (il posséde donc un plus grand élément).

Démonstration. Si F est borné on connait déja le résultat. Sinon, on applique le corollaire
précédent a la fonction f(z) = —=.
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Théoréme 6.1.4. Pour toute suite décroissante (F,), de fermés bornés non vides de
R, I'intersection (), F, est non vide.

Démonstration. Pour tout n > 0 désignons par x,, le plus petit élement de F,,. On vérifie
que la suite (z,) est croissante (parce que F,.; C F,,), et elle est majorée puisqu’elle
est contenue dans I’ensemble borné F,. Elle est donc convergente vers un certain nombre
x. Pour tout ng fixé, on peut dire que x est la limite de la suite (z,,),>n, de points du
fermé F,,,, donc = € F,,, pour tout ng, ce qui signifie que x est dans I'intersection de
tous les F,,.

Définition 6.1.2. Soit A une partie non vide de R et soit f une fonction réelle définie
sur I’ensemble A; on dit que f est uniformément continue sur A si pour tout ¢ > 0, il
existe § = §(e) > 0 tel que

Vr,y € A, (Jlo—yl <d=[f(@) - f)] <e).

Exemples. La fonction  — 2 n’est pas uniformément continue sur R (pour tout n > 0
donng, la fonction (z + 7/2)? — 22 > nx tend vers +oo lorsque x — +0c0). En revanche
toute fonction de classe C! a dérivée bornée sur un intervalle | est uniformément continue
sur | (appliquer la majoration des accroissements finis).

Si T est uniformément continue sur A, on définit son module de continuité we, qui est
une fonction définie sur ]0, +oo[ par la formule

wr (0) = sup{|f(x) —F(Y)| : x,y LA, [x—y| <?3}.

Dire que f est uniformément continue signifie précisement que wr(d) tend vers 0 lorsque &
tend vers 0.

Théoréme 6.1.5. Toute fonction continue sur un fermé borné F (non vide) de R est
uniformément continue.

Démonstration. Par I'absurde, avec Bolzano-Weierstrass: si f : F — R n’est pas uni-
formément continue, il existe ¢ > 0 tel que pour tout § > 0, on puisse trouver deux
points z,y de F tels que |z — y| < § mais |f(z) — f(y)| > . On peut appliquer ceci en
particulier pour chaque choix 6 = 1/n, pour tout » > 1. On obtient ainsi deux suites (z,,)
et (y,) de points de F telles que |x,, — y,| < 1/n et |f(x,) — f(yn)| > € pour tout n > 1.
D’aprés Bolzano, on peut trouver une sous-suite (x,,) qui converge vers un point = € F.
Puisque (z,, — y,) tend vers 0, il en résulte que (y,,) converge aussi vers x. En passant
a la limite dans les relations précédentes on obtient | f(x) — f(z)| > ¢, contradiction.

Ouverts de R

Les notions de paragraphe sont importantes, mais elles seront reprises et développées
dans le cadre général de RP. Le lecteur peut donc sauter directement au cas de RP s’il le
souhaite.

Définition 6.1.3. On dit qu’un sous-ensemble V de R est un voisinage d’un point x
s'il existe r >0 tel que ]Xx —r,x +r]

Par exemple, le segment [0, 1] n’est pas un voisinage du point 0 (ni du point 1), mais
c’est un voisinage de chacun des points x de I’intervalle ouvert ]0, 1].

Définition 6.1.4. On dit qu’un sous-ensemble Q de R est ouvert si Q est un voisinage
de chacun de ses points, c’est a dire si pour tout point x [Q, il existe r > 0 tel que
X—=rx+r[
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Exemples.

1. @t R sont ouverts dans R.

2. Un intervalle ]a, b[ est ouvert dans R. L’intervalle ]a, b] n’est pas ouvert (ni fermé?!).

3. Si w est un ouvert de R, et f une fonction continue de R dans R, I'image inverse
Q=fHw) ={x [R: f(xX) Cal est un ensemble ouvert de R.

Proposition 6.1.2. Propriétés des ouverts. L’intersection Qi1 n...n Qn d’une famille finie
d’ouverts Qq,...,Qn est un ouvert. La réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un
ouvert.

Proposition 6.1.3. Un ensemble F [CRlest fermé si et seulement si son complémentaire
est ouvert.
La démonstration sera donnée dans le cas général de RP plus loin (proposition 6.2.5).

F13

Exemple d’ensemble fermé “compliqué” : I’ensemble triadique de Cantor. C’est un exemple
d’ensemble qui est trés di [cil# a “sentir” autrement qu’en regardant son complémentaire.
On définit donc une suite d’ouverts contenus dans [0, 1] en posant Q; =]1/3,2/3[, puis

Qi = {x [0, 1] : 1/3 < 3*x — [3*x] < 2/3}
pour tout k = 1, ou [y] désigne la partie entiére de y (le lecteur fera un petit dessin, pour
k = 1,2,3). L’ensemble A est le fermé complémentaire dans [0,1] de I’ensemble ouvert

Un>1 Qn (si on veut, on peut dire que A est I’ensemble des x []0Q, 1] tels que sin(3mx) = 0
pour tout entier k = 1).

Composantes d’un ouvert de R

Lemme. Soit Q un ouvert de R et soit x [Q1; ou bien [X, +oo[ Q] ou bien il existe b tel
que X < b, [X,b[ [CQlet b 'Ol De mé&me a gauche, ou bien ] — oo, x] Q] ou bien il existe a
tel que a < x, Ja, x] [Qlet a ¥ Q. Tout ouvert de R est donc réunion d’intervalles ouverts
deux a deux disjoints.

Démonstration. On pose A = {y > x :y I Q}. Si A est vide, on a [X, +oo[ QI sinon, on
peut considérer le fermé F formé des points y = X qui ne sont pas dans Q (intersection du
complémentaire de Q avec le fermé [x, +oo[). Ce fermé est non vide, et minoré par x. Il
contient donc un plus petit élément b. On a alors b et [x,b[

Exercice. Montrer qu’un ensemble a la fois ouvert et fermé dans R est vide ou égal a R (ou
encore : si R est la réunion F; [CE} de deux fermés non vides, I’intersection F1 n F> est un
ensemble non vide).

Valeur d’adhérence d’une suite de nombres réels

Définition 6.1.5. Soit (x,,) une suite de nombres réels; on dit que y € R est une valeur
d’adhérence de la suite (z,) si pour tout entier N > 0 et pour tout nombre réel ¢ > 0 il
existe un entier n > N tel que |z, — y| < e.

Exemples.

1. La suite z,, = n n’admet aucune valeur d’adhérence dans R.

2. Si (z,,) converge vers x € R, la valeur z est valeur d’adhérence de la suite, et c’est
la seule valeur d’adhérence de la suite.

3. La suite (z,,) définie par z,, = (—1)" pour tout entier n > 0 admet exactement
deux valeurs d’adhérence, 1 et —1.

4. Si une sous-suite (x,,, ) de la suite (z,,) converge vers y, alors y est valeur d’adhé-
rence de la suite (z,,).

5. Pour toute suite bornée (z,,), la valeur limsup,, x,, est valeur d’adhérence, et c’est
la plus grande valeur d’adhérence de la suite; de la méme fagon, liminf, x, est la plus
petite valeur d’adhérence de la suite (x,,).
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On va voir que I'exemple 4 est tout a fait général.

Proposition 6.1.4. Le nombre y est valeur d’adhérence de la suite (x,,) si et seulement
s’il existe une sous-suite de la suite (x,) qui converge vers y.

Démonstration. Dans la direction “si”, c’est le contenu de I’exemple 4 qui précéde. Inverse-
ment, supposons que y soit valeur d’adhérence. On va expliquer qu’on peut trouver une
sous-suite (X