Prépa. Agrég. écrit d’Analyse, Annexe n° 2.
Polynomes et fonctions d’Hermite

Voir Chatterji, vol. 3, paragraphe 4.7.10 et autour.

On veut fabriquer une suite de polynémes orthogonaux dans 'espace Lo (R, dpu), ou
la mesure p est donnée par du(z) = e~ dx. D’apres un théoréeme vu dans la lecon
“méthodes hilbertiennes”, on sait que la suite des fonctions monémes m,, : © — z™,
n=20,1,...est totale dans Ly (R, ), c’est a dire que I’espace des fonctions polynomiales
a coefficients complexes est dense dans I’espace complexe Lo (R, 1) (ou bien que I'espace
des fonctions polynomiales a coefficients réels est dense dans I'espace réel Lo(R, 11), si on
travaille dans le cadre réel). En appliquant la méthode d’orthonormalisation de Schmidt
a la suite (m,,)n>0 des monomes, on trouvera des polynémes successifs (P,,) de degrés
n=20,1,...et deux & deux orthogonaux. Si on les normalise dans Lo (R, p), ils formeront
une base hilbertienne de Lo(RR, i) : en effet, on a pour des raisons évidentes d’algebre
linéaire

Vect(Py,...,P,) = Vect(myg,...,my,)
pour tout n > 0, ce qui montre que les polynémes (P,,),>0 engendrent ’espace de tous
les polynomes (cet argument tres simple s’applique a tous les exemples de suites de
polynémes orthogonaux, qui contiennent un polynéme de chaque degré n =0,1,...) En
fait, on découvre en général les suites classiques de polyndémes orthogonaux autrement
que par la méthode de Schmidt. C’est ce qui va se passer pour les polynomes d’Hermite.

Posons pg(z) = e=®" et constatons que pour tout entier n > 0 la dérivée nieme de

o est de la forme

0" (@) = (—1)"Hy ()00 (x)
ou H,, est un polynéme de degré n, de coefficient dominant égal & 2™ (récurrence facile,
fondée sur la relation H,, .1 = 2zH,, —H/ ). On trouve ainsi les premiers de ces polynomes

Ho =1, Hy(z) = 22, Hy(x) = 42> — 2, Hz(z) = 82° — 122, etc...
Posons aussi ¢, (z) = Hy,(z)e™® = (=)™’ (x), pour tout n > 0. On a ¢, = —¢,,_,
pour tout n > 1. Pour tous entiers k,n > 1,

+oo
/xkgon(x) dr = [—mkcpn_l(x)] +k¢/xk1<pn_1(x) dr = k/xklgon_l(a;) dz
R oo R R

(2%, _1(z) est de la forme P(x) e~ avec P polynoéme, donc les limites en +o0o sont

nulles) d’ott on déduit par récurrence, lorsque k < n

/ o, (x) de = k! / On—k(x)dr =0
R R
(puisque n — k > 0, on voit que la fonction ¢,,_j est la dérivée d’une fonction qui tend

vers 0 en +oo, d’ou la nullité de lintégrale). On déduit que ¢,, est orthogonale aux
monomes de degré < n ; on voit aussi que

/Rx”gpn(x) dz = n! /Rgo()(x) dz = \/an!
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On a donc pour tout k£ < n la relation d’orthogonalité

(0) /R Hy(2)H, () e dz = /]R H,,(z)pn(z) dz = 0

puisque Hy est combinaison linéaire de monémes de degrés < n. De plus

/RHn(x)Hn(a:) e dy = /RHn(ac)gon(:c) dr = / 2" 2" @, (z) de = /7 2™n!

R

La fonction g est une fonction holomorphe sur C tout entier, donc sa série de Taylor
au point x la représente partout, par conséquent

IO TN R a2 B
pola+ 1) =3 ol (@) 2 = 37 (1) Halw) e L
n=0 ’ n=0 )
pour tout A ; en particulier, pour h = —t, on a
2 R 2
e (@07 (Z HHn(x)) e’
n=0

Apres multiplication par e’”2, on obtient la fonction génératrice des polynomes d’Hermite,

+o0

(G) G(z,t) = e2tr =t Z %n'Hn(ac)

n=0

Moyennant un léger changement de point de vue, ce qui précede nous donne une
2
suite orthogonale de fonctions dans Ly(R), en posant 1, (z) = H,(z)e~* /2 pour tout
n > 0 (ce sont les fonctions d’Hermite). En effet, la relation (O) donne quand m # n

/]R Vm (2)¢n (z) dz = /R H,,(2)Hn(z) e dz = 0.

Les fonctions (¢,,) ne sont pas de norme 1 dans Lo(R) ; pour avoir une suite orthonormée,
on prendra pour tout n > 0 la fonction

Yt x — 1 V22 () TVPH () e 2,

Ce systeme est total, donc c’est une base orthonormée de Ly (R). La totalité des (¢, )n>0
dans Lo(R) se déduit de la totalité des (H,,),>0 dans Lo(R, ) : si g est une fonction
indicatrice d’intervalle borné, on peut trouver un polynéme P (combinaison linéaire de
polynomes d’Hermite) tel que

/ lg(z) o™’ /2 —P(2)? e dy = / lg(x) — P(x) e /2 ?dr < ¢
R R

ce qui montre que la combinaison linéaire de fonctions d’Hermite P(z) e=*"/2 approche
g dans Ly (R).



Diagonalisation de la transformation de Fourier

Rappelons que pour f € Li(R) on pose

VEER, J(€)= /R 7€ f(z) d,

(transformée de Fourier avec la normalisation des probabilistes) et que pour la densité
gaussienne 1y on trouve ¥y = v/ 27 Y.
Intégrons I’expression

J(Q?,t) — e—t2 / eim§ thw—w2/2 dib‘;
R

en reformant un carré, en effectuant un petit changement de variable linéaire y = x — 2t
et en utilisant le rappel ci-dessus on trouve

J(z,t) = e’ / e o= (#=2007/2 go — (/o7 ot e2it€ o=E7/2
R

On a trouvé

J(z,t) = V271 o8 /2 g2itett?

ou l'on revoit la fonction génératrice, mais en £ et it au lieu de x et t. Grace a I’analyticité,
on peut écrire

n.

e =X (i) et =X (i)
J(z,t) = V21 G(€,it) e :mz_jo S Ha(€)e :\/%; = n(£).

Par ailleurs on voit que

J(z,t) = / oir€ 1P 42— /2 g0 / e'r¢ (Z t—w; H, (z) e_“2/2> dx
R R = nl
et si on arrive a intervertir série et intégrale on aura
Sop = S [ s X
w0 =3 1 [ =30 1)
on trouvera alors en égalant les résultats des deux méthodes
=X X (it
Iz, t) = 2% (€)= Vr 2% T Ua(6).

On trouve donc par identification, pour tout n > 0

On a donc trouvé une base orthonormée de Ly(R) dans laquelle la transformation de
Fourier est diagonale. On voit aussi que la transformation de Fourier F a exactement
quatre valeurs propres; si on considere l'isométrie U = (27)*1/ 2F, les valeurs propres
sont {1,i,—1,—i} ; il en résulte que U? = Id, mais en fait on aurait plutét pu remarquer
que U* = Id directement, et en déduire que les seules valeurs propres possibles pour U
sont celles qu’on vient de trouver.



Donnons une justification pour linterversion : il suffit de montrer que la série
S (n!) =1, converge dans L;(R). On note que le développement en série de

n

e2tatt® _ G(iz, —it) = Z

n=0

tn
(i) H (i)
n’a que des coefficients > 0. Ainsi, pour tout n, le polynome (—i)"H, (iz) est réel a
coefficients positifs, et ses coefficients sont les valeurs absolues des coefficients de H,, (z).
Il en résulte que pour ¢t > 0

X g <X tm —
PTG EDBE 1A
n=0 n=0

relation qui donne la convergence L de la série (de fonctions de z) et justifie 'interversion
que nous avons faite.

Donnons une autre justification, de portée légerement plus générale. Pour x fixé, les
inégalités de Cauchy, appliquées au développement de Taylor de la fonction holomorphe
t € C — et ot au cercle de rayon r > 0 donnent pour tout entier n > 0

e27’|ac|—&—7”2

il
n! rn

... 42 42 2
(on a majoré trivialement |e?**~*" | par el?==t"| < e2rlzl+7" lorsque ¢ est un complexe
de module 7). Si on fixe maintenant ¢ réel et qu’on choisit > |t|, on aura

+ oo

>

n= n=

n +oo n
o) () e o - s
mn.
0

r r— |t|

fonction intégrable (en x) sur R, ce qui montre que la série

—+o0

tm -
$ 0 ) o o

n=0

peut étre intégrée terme a terme, dans la variable x € R.

Une autre normalisation

Dans ce point de vue on s’intéresse a la probabilité gaussienne standard
dy(x) = (2m)~1/2 e /2 g,

et on va trouver une base orthonormée de Ly (R, ), en gros avec les fonctions d’Hermite.

On veut transformer la relation (O) en

2 dx
B (2) i () €7 /2 —— =0
[ u@t@ye =z S
pour tous m # n, ou (hy) est une nouvelle suite de polynomes. Changeons x en x/ V2
et t en t/\/2 dans la fonction génératrice,

+oo
t’I’L
)=l =% 27 (2/V2)

n=0

m%,

Sl



et posons
hin(x) = 272 H, (2/V/2).

On obtient 'orthogonalité des h,, dans La(v) par le changement de variable linéaire
y = x/4/2. On trouve les premieres de ces fonctions,

ho=1, hi(z) =2, ho(z) = 2% — 1, hs(z) = 2®> — 32, etc...

L’équation génératrice devient

+oo
—(z—1)2 " —x?
e~ (@) /222 mhn(x)e /2
n=0
ou bien
te—t2/2 _ o " A
€ = Z_:O nl n ()
On trouve la norme La(7) des ki,
2,9 dx
Mo} :/hnmhnm e /2 —— =nl
|| ||L2(’Y) R ( ) ( ) \/ﬁ

(intégrations par parties successives) et on montre leur totalité dans La(7y) : pour tout ¢,

la fonction
+o0

tm hn i tr—12
gt(gf)zz\/ﬁ \/Ez_!):e /2

est une série convergente (en norme) dans Ly(7), donc si f € La(7y) est orthogonale &
toutes les (hy,)n>0 on aura

n=0

“+o0

(90120 = D

n=0

tn
m <f7 hn>L2(7) = 07
c’est a dire

[ s@entrzet S [ et L 2,
R R 27

ez V2
ce qui signifie que (f * x0)(t) = 0, pour tout ¢. Comme la transformée de Fourier de yq
ne s’annule jamais, on en déduit que f = 0 (on a redémontré la totalité des (H,,) dans

Lo(R, 1) : en effet, par changement de variable y = 2/v/2, la totalité des (h,,) dans Lo(7)
est équivalente a la totalité des (H,,) dans La(RR, ).



