Prépa. Agrég écrit d’Analyse, séance n° 12, mercredi 27 février 2002.

Compacité

Propriété de Bolzano-Weierstrass dans un espace métrique

Disons qu’'un espace topologique X a la propriété de Bolzano-Weierstrass si toute
suite (z,) de points de X admet des points adhérents : il existe un point x € X tel que
pour tout voisinage V de x, I’ensemble des indices n tels que z,, € V soit infini. On écrira
en abrégé propriété BW.

Si ’ensemble X lui-méme est infini, on peut formuler la propriété sous une forme
encore plus classique : tout sous-ensemble infini Y C X admet un point d’accumulation,
c’est a dire un point z € X tel que tout voisinage V de x contienne une infinité de points
du sous-ensemble Y.

Si X vérifie BW et si tout point de X admet une base dénombrable de voisinages, on
peut alors pour tout point adhérent z de la suite (x,,), extraire une sous-suite convergente
vers x. En particulier, un espace métrique (X,d) a la propriété BW si et seulement si
toute suite (z,) de points de X admet des sous-suites convergentes.

Historiquement, c’est cette propriété de Bolzano-Weierstrass qui a été dégagée la
premiere, dans le cercle d’idées autour de la compacité ; Weierstrass ’enseignait a Berlin,
avant 1870. Je ne peux pas dire de facon précise le role de Bolzano, mort en 1848, dans
cette propriété. En tout cas on attribue a Bolzano d’avoir dégagé la notion qu’on appelle
de nos jours suite de Cauchy.

Envisageons quelques conséquences faciles de la propriété BW, dans le cas d’un
espace métrique (X, d).

Si (X, d) vérifie BW, il est complet. En effet, toute suite de Cauchy (x,,) de points
de X aura une sous-suite convergente vers un x € X, et il est facile d’en déduire que la
suite de Cauchy tout entiere converge alors vers x.

Si (X, d) vérifie BW, toute fonction réelle continue sur X atteint son minimum en
un point de X. On peut toujours trouver une suite (z,,) C X telle que (f(x,)) tende vers
inf f(X), valeur —oco admise a priori. Si la sous-suite (x,,, ) converge vers x, la continuité
de f implique que f(z) = limy f(z,,) = inf f(X).

Si (X, d) vérifie BW, 'intersection de toute suite décroissante de fermés non vides
de X est non vide. Méme démonstration.

Si (X, d) vérifie BW, on peut pour tout r > 0 trouver un sous-ensemble fini A C X
tel que X = J,co B(a,r).

Si X est vide on prétendra que A = () donne le résultat. Sinon, on définit le processus
suivant dans X : on choisit ag € X ; ensuite, tant que U,, = U?:o B(a;, ) est différent
de X on choisit a,4+1 ¢ U, ; si ce processus peut continuer indéfiniment on aura trouvé
une suite (a,) C X telle que d(a,, a,) > € pour tous m # n; une telle suite ne peut pas
avoir de sous-suite convergente, ce qui contredit notre hypothese sur X. Il en résulte que
pour tout r > 0, I’espace X peut étre recouvert par une famille finie de boules de rayon
r : pour un certain n, I’ensemble A = {ay,...,a,} donne la solution.

Si (X,d) vérifie BW, I'espace X est séparable. Pour chaque n on peut trouver un
ensemble fini A,, C X tel que les boules de rayon 27" centrées aux points de A,, recouvrent
X; il est clair que I'ensemble A = |J,, A,, est dénombrable, et dense dans X.

1



Exercice. Packing et recouvrement ; on considere un espace métrique (X, d) et une partie
K C X qui vérifie BW. Pour tout ¢ > 0 désignons par Np(K, ) le max du nombre N
de points z1,...,2n de K qui sont & distances > ¢, c’est a dire d(z;,x;) > € pour tous
i # j. Notons Ni (K, ) le min du nombre M tel que K puisse étre recouvert par M boules
ouvertes B(y;,€), i =1,..., M. Montrer que pour tout £ > 0

NR(K,{:‘) < NP(K,{:‘) < NR(K,€/2).

Indication. Si N = Np(K,¢) et si les points z1,...,zn de K vérifient d(z;,z;) > €
pour i # j, il est impossible d’ajouter un point supplémentaire vérifiant la propriété
d’écartement, par la définition de N qui est maximal. Cela signifie que les boules ouvertes
de rayon e centrées en ces points recouvrent K. Pour l'autre inégalité, si on pouvait
recouvrir K par M boules ouvertes de rayon /2 avec M < N, I'une de ces boules devrait
contenir deux points z; et x;, ce qui est impossible puisque qu’on a supposé d(x;,z;) > €.

On suppose maintenant que X = R? est muni d’une norme, et on prend pour d la
distance déduite de la norme, et pour K la boule unité B de cet espace normé. Montrer
que pour tout £ > 0,

(1+e)P

1
— < Ngr(B,e); Np(B,2) < "
£

cb
Indications : si M = Ng(B, ¢), la boule unité B est couverte par M boules B; de rayon e.
Si V désigne le volume de la boule unité, chaque boule B; est de volume P V, donc en
notant p la mesure de Lebesgue sur R”

M M

V=uB) < p(|JB:) <Y u(Bi) = MerV

=1 i=1

d’ou M eP > 1. Pour 'autre relation, soit N le cardinal d’une famille maximale de points
(x;) de B, dont les distances mutuelles sont > 2¢ ; alors les N boules B; = B(x;, ¢) sont
disjointes et contenues dans la boule B(0,1 + ¢), donc

(1+)"V = p(BO,1+2) = u([JBi) =3 u(Bi) = N V.

i=1 =1

Exemple : un théoreme de Riesz. Si E est un espace vectoriel normé dont la boule
unité peut étre recouverte par un nombre fini de boules de rayon r < 1, alors E est de
dimension finie.

En particulier, si la boule unité fermée de E est compacte, I’espace E est de dimension
finie (ce théoreme de F. Riesz sert a dire que certains sous-espaces propres sont de
dimension finie ; on y reviendra).

On peut toujours regarder l'espace E comme un espace vectoriel réel (au cas ou il
serait complexe). Supposons que A soit un ensemble fini tel que Bg C (J,c B(a,r),
et désignons par N le cardinal de A. Soit Z un R-sous-espace de dimension finie d de E
contenant ’ensemble A. On oublie désormais ’espace E et on raisonne dans Z ; la boule
unité de 'espace normé Z est couverte par N boules de rayon r < 1 centrées en des points
de Z. On va en déduire une majoration de la dimension de Z.
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Munissons Z d’une mesure p de Lebesgue en choisissant un isomorphisme de Z avec
Rd; les propriétés essentielles de cette mesure p sont l'invariance par translation et le
fait que u(AB) = A%u(B) pour tout A > 0 et tout borélien B C Z (si on réfléchit bien on
peut voir que la deuxiéme propriété résulte de la premiere), et la finitude de u sur les
compacts de Z. Posons V = (B(0,1)), le volume de la boule unité. Il est clair que V est
non nul. Pour chaque a € A, on a u(B(a,r)) = r?V par les propriétés de u. Puisque les
B(a,r) recouvrent B(0,1) on a

V=pu(B(0,1) <> u(B(ar) =Nrtv
acA

ce qui implique N7¢ > 1 et d < N/(Inr~!). Comme Z est n’importe quel sous-espace
vectoriel de dimension finie de E contenant A, il en résulte que dimE < N/(Inr~1).

Propriété de recouvrement de Borel-Lebesgue

Pour toute famille d’ouverts (U;);e1 qui recouvre un intervalle fermé borné [a, b|, on
peut trouver une sous-famille finie de ces ouverts qui recouvre déja l'intervalle.

Cette propriété (limitée a une famille dénombrable d’ouverts) apparait semble-t-il
pour la premiere fois chez Borel (1895), comme un lemme servant a montrer une propriété
du type théorie de la mesure : si une suite (I,,) d’intervalles est telle que la somme de
la série des longueurs est < 1, elle ne peut pas recouvrir lintervalle [0,1]; la version
moderne de la preuve de la propriété de recouvrement est sans doute due a Lebesgue (et
d’autres : F. Riesz par exemple). Cette version de Lebesgue n’est qu'une transcription
de 'idée de Borel, qu’il a exprimée en terme de récurrence transfinie, dans le langage
plus consensuel de la borne supérieure.

Rappelons brievement le principe de cette preuve : on considere la borne supérieure
¢ de 'ensemble C des x € [a, b] tels que [a, x| puisse étre recouvert par un nombre fini des
ouverts de la famille ; on montre que ¢ > a, puis que ¢ € C et que ¢ < b est impossible.
On a donc b = ¢ € C, le résultat voulu.

Proposition. Tout espace métrique (X, d) avec BW posséde la propriété de recouvre-
ment de Borel-Lebesgue.

On commence par le lemme suivant.

Lemme de recouvrement uniforme. Pour tout recouvrement ouvert (U;);e1 d’un espace
métrique (X, d) avec BW, il existe p > 0 tel que pour tout x € X, la boule ouverte B(z, p)
soit contenue dans I'un des ouverts du recouvrement.

Soit (U;);er un recouvrement ouvert de X ; pour chaque ouvert U; du recouvrement, on
considere la fonction réelle continue ¢; (z) = dist(x, US) (si U; = X, la fonction est partout
+00, mais dans ce cas le lemme est évident). Chacune des fonctions est lipschitzienne
de constante un, donc ¢ = sup; ¢; est, ou bien identiquement égale a +00, ou bien finie
et lipschitzienne de constante 1, donc continue ; dans ce deuxieme cas, la propriété BW
implique que ¢ atteint son min sur X, qui est > 0 par recouvrement (si le minimum est
atteint en x, il existe U;, qui contient g, et ¢(xg) > @;,(xo) > 0 parce que U, est
ouvert). Il existe donc dans tous les cas un r > 0 tel que ¢(x) > r pour tout = € X. Si
on choisit 0 < p < r, la définition de ¢ comme sup implique que pour tout z € X, il
existe un indice ig € I tel que p;,(z) > p, ce qui signifie que la boule ouverte B(z, p) est
contenue dans 'ouvert U;, du recouvrement.
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Terminons la démonstration de la proposition. Il résulte de BW qu’on peut trouver
un nombre fini de points zj tels que X = Ulljzl B(x, p) ; pour chaque indice k il existe
d’apres le lemme précédent un ouvert U;, du recouvrement tel que B(zy, p) C U;, ; alors
cette famille finie (U;, )Y_; extraite du recouvrement contient les boules qui recouvrent
X, donc X = U?I:l U;, (la démonstration précédente est encore due a Borel, vers 1905 ; il
’a écrite dans le cas d’'un intervalle, mais ’extension a un espace métrique est évidente).

Revenons sur 'affirmation concernant les fonctions 1-lipschitziennes. On a pour tous
x,y € X l'inégalité ¢;(y) < p;(x) + d(x,y) donc en admettant la valeur +00, on obtient
en passant au sup que p(y) < ¢(z) + d(z,y); si p(xg) < 400 pour un xg, la fonction
¢ est alors finie partout, et ¢(y) — ¢(x) < d(z,y) pour tous z,y € X ; par symétrie des

roles de z et y, on déduit |p(y) — ()| < d(x,y).

La notion de compacité

Définition. On dit que I'espace topologique X est compact s’il est séparé et s’il a la pro-
priété de sous-recouvrement fini : pour tout recouvrement (U;);c1 de X par des ouverts,
il existe un sous-ensemble fini J C I tel que X = (J;; Uj.

Ceci équivaut a dire que X est séparé et qu’il a la propriété d’intersection finie pour
les fermés, c’est a dire que toute famille F de fermés de X dont toutes les sous-familles
finies ont une intersection non vide, a elle-méme une intersection non vide. Ceci équivaut
encore a dire que X est séparé et qu’on a intersection non vide pour les ordonnés filtrants
décroissants de fermés non vides, c’est a dire les familles (F;);c1 de fermés non vides telles
que pour tous %, j € J il existe un indice k € I tel que F, C F; NF;.

Proposition. Si K est un espace topologique métrisable, il est compact si et seulement
s’il a la propriété de Bolzano-Weierstrass.

Démonstration. On a déja vu le sens (Bolzano implique compact). Inversement, sup-
posons (K, d) métrique compact et soit (z,) une suite dans K ; pour tout n > 0 on pose
E, = {Zn,Tny1,...} et F,, = E,; la suite (F,) est une suite décroissante de fermés
non vides ; posons Z = (), Fy,, qui est non vide par BW, et soit z un point quelconque
de Z; on voit que z est un point adhérent a la suite (x,) : soit V un voisinage de z;
montrons que pour tout N, il existe n > N tel que x,, € V. Puisque z € Fy, le voisinage
V doit rencontrer I’ensemble Ex dont Fy est I’adhérence, ce qui signifie précisément que
V contient un point z,, avec n > N.

Métrique compact et métrique complet

Rappelons qu'une partie A d’un espace topologique séparé X est dite relativement
compacte dans X si son adhérence A dans X est compacte.

Définition. Un espace métrique X est dit précompact si, pour tout € > 0 il existe un
recouvrement fini de X par des parties de diametre < e.

Une partie A de I'espace métrique X est précompacte si pour tout € > 0 il existe un
recouvrement fini de A par des boules de X de rayon ¢ (les centres peuvent étre dans A
ou pas; si on peut recouvrir A avec N boules de rayon £/2 centrées en des points de X,
on pourra recouvrir A avec N boules de rayon ¢ centrées en des points de A).



Proposition. Dans un espace métrique complet (X,d), une partie A a une adhérence
compacte si et seulement si elle est précompacte.

Un espace métrique est donc compact si et seulement s’il est précompact et complet.

Démonstration. Si I’adhérence de A est compacte il est facile de vérifier que A peut étre
recouvert par un nombre fini de boules de rayon < e; on va esquisser la démonstration
de l'autre direction. Supposons A précompact et soit (r,) une suite dans A; on va
montrer d’abord que pour tout € > 0 on peut trouver un ensemble infini M C N tel
que ||Zm, — Tm,|| < € pour tous my, mg dans M. Par définition de I’adhérence on trouve
d’abord y,, € A tels que d(z,,y,) < £/4. Puisque A peut étre recouvert par une famille
finie de boules de rayon £/4, on peut trouver une infinité d’indices m, formant un sous-
ensemble infini M C N tels que les y,, pour m € M tombent dans la méme boule
B(z,e/4). Pour my,mo € M on aura d(Ym,, Ym,) < £/2, donc d(m,, Tm,) < €.

On appliquera ce premier pas successivement avec ¢ = 1/2,1/4,...,27F etc... en
prenant a chaque fois un sous-ensemble infini My, du précédent Mg, puis on prendra
une sous-suite diagonale qui sera de Cauchy, donc convergente dans 1’espace complet E.
On conclut que A est compact puisqu’il vérifie BW.

Exercice 12.1. Montrer que tout espace métrique complet non vide et sans point isolé
contient un sous-ensemble homéomorphe a I’ensemble triadique de Cantor.

Exercice 12.2 : régularité des mesures sur la tribu borélienne d’un polonais. Soit u
une probabilité sur la tribu borélienne d’un espace polonais X, c’est a dire un espace
topologique X séparable dont la topologie provient d’une distance qui rend X complet ;
montrer que pour tout € > 0 il existe un compact K C X tel que pu(K) > 1 —e.

Soit d une distance qui définit la topologie de X et le rend complet; on montre
d’abord que pour tous r > 0 et a > 0, il existe un fermé F de X qui est contenu dans
une réunion finie de boules de rayon r, et qui est tel que u(F) > 1 — a.

Soit (z,,) une suite dense dans X; posons A, = |J_,B(z;,7/2). La suite (A,) est
croissante et recouvre X (parce que la suite (x,) est dense) donc il existe ng tel que
w(Ay,,) >1—a. Alors F = A,,, convient.

Pour conclure on applique ce qui précede avec 7 = 27% et a = /2!, pour tout
k > 0. On obtient ainsi une suite (Fj) de fermés telle que p(Fy) > 1 —27%~1¢ pour tout
k, ce qui implique que si K = [, o Fx, on aura u(K) > 1 — . Par ailleurs, on voit que
K est fermé et précompact dans I’espace complet X, donc K est compact.

Compacité dans le cas vectoriel normé

Dans le cas d’un sous-ensemble A d’un espace de Banach E, il est agréable de retenir
un critere (qui sera noté C) qui utilise le caractere vectoriel de ’espace ambiant : pour
que 'adhérence de A soit compacte dans ’espace de Banach E, il faut et il suffit que A
vérifie les deux conditions suivantes :

C1 — I’'ensemble A est borné;

C2 — pour tout € > 0, il existe un sous-espace vectoriel L. C E de dimension finie
tel que tout point de A soit a une distance < € de L, :

Ve e A, dist(z,L:) <e.

Il est évident que tout ensemble précompact vérifie les deux conditions précédentes.
Inversement, supposons que A C E soit borné par M et vérifie C2. Donnons € > 0 et
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choisissons L de dimension finie qui vérifie C2 avec la valeur /2. Considérons par ailleurs

le compact
K={yeL:[yl<M+e}

(fermé borné en dimension finie). Si on recouvre le compact K par un nombre fini de
boules B(z;,£/2), les boules B(z;, €) recouvriront A, ce qui prouve la précompacité de
I’ensemble A.

Exemple : un cas particulier du théoreme d’Ascoli. L’ensemble A des fonctions f réelles
sur [0,1] telles que |f(y) — f(x)| < |y — x| pour tous z,y € [0,1] et f(0) = 0 est un
compact de C([0, 1]).

Il est facile de voir que A est fermé pour la norme uniforme, et borné parce que
|f(z)] = |f(z) — f(0)] < |z| <1 pour tout z € [0,1]. Pour tout entier N > 1 désignons
par Ly 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1], nulles en 0 et affines sur chaque
intervalle [(j — 1)/N,j/N], 7 =1,...,N. On voit facilement que dim Ly = N.

Si f € A désignons par g 'unique élément de Ly tel que ¢g(j/N) = f(j/N) pour tout
j =0,...,N. Sur chaque intervalle [(j — 1)/N, j/N] la pente p; de la fonction g est égale

a
b= fG/N) = f((G—1)/N)
/ 1/N

qui vérifie donc |p;| < 1. On en déduit facilement que g est 1-lipschitzienne. On vérifie
ensuite que ||g — f|| < 1/N : supposons que z € [(j — 1)/N,j/N] avec par exemple
2—3/N| < 1/(2N) s 0m.a f(G/N) = g(j/N), |F(@)— £ G/N)| < [e—3/N], lg(x) —9(j/N)]| <
|z — j/N|, d’ou le résultat.

On a ainsi montré que pour tout € > 0, on peut trouver un sous-espace de dimension
finie L de C([0, 1]) tel que d(a, L) < € pour tout a € A : il suffit d’appliquer ce qui précede
avec un entier N tel que 1/N < e.
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Compacité ; suite

Remarque. Pour un espace métrique complet (X, d), la non-compacité équivaut a la
propriété suivante : il existe 0 > 0 et une suite infinie 6-écartée dans X, c’est a dire une
suite (z,,) C X telle que d(zy,, x,) > & pour tous m # n.

En effet, la propriété contraire conduit a la précompacité de X : pour chaque 6 > 0, le
processus qui consiste a choisir dans X un point z,, ¢ Uz;é B(z, d) doit nécessairement
s’arréter apres un nombre fini d’étapes, c’est a dire que X peut étre recouvert par un
nombre fini de boules de rayon 9§, et ce pour tout 6 > 0.

Exemples de non-compacité.

1 : la boule unité d’un espace de Hilbert de dimension infinie ; dans un tel espace
de Hilbert H on peut trouver une suite orthonormée (e, ),en C By ; pour cette suite on
aura d(em,en) = V2 quand m # n.

2 : la famille (7 f),cga des translatées d'une fonction f € L,(R%) non nulle, n’est pas
relativement compacte dans Lp(Rd), 1 < p < 400 : on peut trouver un nombre R > 0
tel que ||f — 1go,r)fllp < |fllp/4; si on pose fo = 1pr) f,siVv € R? est un vecteur
de norme 1 et si on pose vy = 2kR v pour tout £ > 0, on voit que toutes les translatées
frx = 7v, fo de fo, pour k € N, sont portées par des ensembles deux a deux disjoints, a
savoir les boules By, = B(vg, R); il en résulte que || fx — fell, = 22 || foll, quand k # .
Ensuite,

||7'ka - 7'wszp > ka - fEH;D - ||7'ka - TkaOHP - ||TVef - Tv/zfo”p 2>

3 1
1 1£llp = 21f = follp = 1 | fllp =6 >0.

Partition de I'unité sur un espace topologique X

C’est une famille (¢;);e1 de fonctions réelles continues sur X, ou I est un ensemble
fini, telle que 0 < ¢; < 1 pour chaque i € T et ), ;¢(x) = 1 pour tout » € X. On a
parfois besoin d’une notion plus générale ou la famille (p;);c1 est infinie ; on demande
alors que la famille soit localement finie, c’est a dire que tout point z € X possede
un voisinage dans lequel toutes les fonctions sauf un nombre fini sont nulles. Avec cette
condition il est évident que ), a;p; est continue sur X, pour toutes les valeurs scalaires
(ou vectorielles) (a;)ie1. On demande toujours que ), ;@; = 1.

Sur un métrique compact (K, d) il est tres facile de fabriquer une partition de I'unité,
subordonnée a un recouvrement ouvert fini (U;)?_; donné de K, ce qui signifiera pour
nous que 'on a une partition de I'unité (¢;)"; telle que ¢; = 0 en dehors de U; pour
chaque indice i (on peut demander plus, & savoir que le support de ¢; soit contenu dans
I'ouvert U;). On pose d’abord ¢;(x) = dist(z, US) ; la fonction v; est continue > 0, nulle
hors de U, 1; > 0 sur U; et ¢p = Y " | 9; > 0 parce que (U;) est un recouvrement de K.
On pose finalement p; = 1; /1.

Soit f une fonction continue sur K ; on rappelle que le module de continuité wy de
la fonction f est défini par

VE>0, we(t)=sup{[f(z)— f(y)l: 2,y €K, dlz,y) <t}

La continuité uniforme de la fonction f continue sur K s’exprime exactement par le fait
que limy_,o4 wy(t) = 0.



Proposition. Soient (K, d) un espace métrique compact et @1, ..., N une partition de
I'unité subordonnée a un recouvrement fini de K par des boules ouvertes U; = B(x;, ),
oud >0eti=1,...,N; pour toute fonction continue f sur K, on a dans I'espace de
Banach C(K)

dist(f, Vx) < wy(9)

ot Vx = Vect(p1,...,¢N).

Démonstration. Considérons les fonctions 1, ..., pnx données par I’énoncé et posons
N

(*) E f(x:) pi € V.
=1

On a, puisque Z?Ll wi(x) =1, Iégalité

N
fla => (f( ) pi(x).

=1

Considérons un terme t; = (f(x) — f(x;)) pi(z) de la somme précédente ; si ce terme
t; est non nul, c’est que p;(x) # 0, donc x € U; = B(z;,0), donc d(z,x;) < J et
|f(z) — f(x;)| <ws(0); ainsi, on a toujours |t;| < wr(d) ¢i(x), par conséquent

N
|f(z Z flxi)|pi(z

On a bien obtenu que || f — g|| < wy(d), donc dist(f, Vn) < wy(9).

= wf(é).

||Mz

Corollaire. Lorsque (K, d) est un compact métrique, 'espace C(K) est séparable.

Pour chaque valeur § = 27", k > 0 on trouve un sous-espace vectoriel de dimension finie
Vi € C(K) tel que dist(f, Vi) < ws(27F), pour toute f € C(K); il est alors clair que
I'ensemble W = (J, Vi, est dense dans C(K) : en effet,

dist(f, W) < dist(f, V)

pour tout j, donc dist(f, W) < lim;w¢(277) = 0; de plus ce sous-ensemble dense W
est séparable, comme réunion dénombrable de sous-ensembles séparables, donc C(K)
lui-méme est séparable.

Remarque. Si K est un espace topologique compact, I'espace de Banach C(K) est
séparable si et seulement si K est métrisable.

En effet, si (f,,) est une suite dense dans la boule unité B(C(K)), on posera

Vo,y €K, d(z,y) =) 27" fulz) = fuly)l;

n>0

on montrera que d est une distance sur K (il faut construire des fonctions continues pour
montrer que d(z,y) # 0 quand = # y : lemme d’Urysohn), et on verra que d définit la
topologie de K.



Théoréme d’Ascoli

Commencons par considérer un espace topologique compact K.

Définition. On dit que ’ensemble de fonctions A C C(K) est équicontinu au point x € K
si pour tout € > 0, il existe un voisinage V de = dans K tel que

VyEV, vaAa |f(y)_f($)|<8

On dit que A est équicontinu (tout court) s’il est équicontinu en tout point x de K.

Dans la suite on désignera par (K,d) un espace métrique compact. Dans ce cas
I’ensemble A C C(K) est équicontinu au point x € K si et seulement si

Ve>0, 36 >0, Vy €K, Vf e A, (dly,z)<d=|f(y)— f(z)] <e).

On dit que A est uniformément équicontinu si on peut trouver un § qui ne dépend pas
de z,

Ve >0, 30 >0, Vz,y € K, Vf € A, (d(y,x) <d=|fly) — f(z)] <€).

Exercice 13.1. Montrer, lorsque (K, d) est métrique compact, que I’équicontinuité d’un
ensemble de fonctions A C C(K) implique I’équicontinuité uniforme de A (comme on
montre qu’une fonction continue sur le compact K est uniformément continue).

Indication. Pour tout = € K I’équicontinuité de A donne un ouvert U, de K, contenant
x et tel que |f(y) — f(z)| < e pour toute f € A et tout y € U, ; on extrait un sous-
recouvrement fini et on applique la propriété de recouvrement uniforme : il existe r > 0
tel que toute boule B(z, ) soit contenue dans I'un des ouverts U,,.

Dans la pratique, on voit en général directement que I'ensemble a étudier est uni-
formément équicontinu.

Théoréme (Ascoli). Soit (K, d) un espace métrique compact ; un ensemble A de fonctions
continues sur K est relativement compact dans C(K) si et seulement si A est borné dans
C(K) et équicontinu.

Démonstration. Le sens qui va de compact a I’équicontinuité est facile et laissé au lecteur.
Le sens le plus intéressant est celui qui part d’un ensemble de fonctions A C C(K), borné
et équicontinu, et conclut que A est relativement compact dans C(K). D’apres le résultat
de I'exercice 13.1, on peut supposer que A est uniformément équicontinu.

On va utiliser le critere de précompacité C, qui est bien adapté au cas vectoriel.
On sait déja que A est borné, il reste a montrer la propriété d’approximation par des
sous-espaces vectoriels de dimension finie. Soit € > 0; on peut trouver § > 0 tel que
|f(x) — f(y)| < € pour toute f € A et tous z,y € K tels que d(x,y) < J. A I'évidence,
cette propriété signifie que

VfEA, wf(é) <eg,

et la proposition précédente nous donne dist(f, Vn) < wy(d) < e, ot Vi sera l'espace de
dimension finie engendré par les fonctions @1, ..., N d’une partition de I'unité subor-
donnée a un recouvrement de K par des boules de rayon d, en nombre N.



Remarque. Si on connait la version suivante du lemme d’Urysohn : pour tout espace
topologique compact K et tout voisinage V d’un point x € K, il existe une fonction réelle
continue 1 sur K telle que 1(z) # 0 et ¢» = 0 hors de V, on pourra facilement adapter
tout ce qui précede pour montrer le théoreme d’Ascoli pour K, sans passer par la case
uniformément équicontinu qui n’a pas un sens évident pour un compact quelconque.

Esquisse. Etant donné € > 0 on trouvera pour tout z € K une fonction continue v, > 0,
telle que 'ouvert U, = {1, > 0} contienne x et soit assez petit pour que |f(y)— f(z)| < €
pour tout y € U, et f € A. Par compacité on passe a un recouvrement fini U, , ..., Uy,
on construit une partition de I'unité ¢1, ..., pN a partir des ¢, ; on montre enfin que la
fonction g € Vx définie par la formule (%) vérifie encore [|g — flloo < €.

Exercice 13.2. On suppose que K est une fonction réelle ou complexe, continue sur le
triangle fermé {(z,t) : 0 < ¢ < z < 1}. On définit un opérateur linéaire continu T de
L1 ([0,1]) dans C([0, 1]) en posant pour toute f € L;([0,1])

vz € [0, 1], (Tf)(x):/oxK(x,t)f(t)dt.

Pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < +o0 on désigne par T, € £(L4([0,1]), C([0,1])) la restriction
de T a Ly([0,1]) ; montrer que T est compact de L,(][0, 1]) dans C(]0, 1]) pour tout ¢ > 1,
mais que T n’est pas compact en général.

Remarque. Une forme d’Ascoli sur R? : si A est un ensemble de fonctions continues
support dans un méme compact de R%, borné en norme uniforme, et si pour tout £ > 0
il existe & > 0 tel que pour tout vecteur t € R,

(|t < &) = (Vf €A, |nf—fll<e)

alors A est relativement compact dans Co(R%).

Si on enléve la restriction de méme support il faut ajouter que pour tout € > 0 il
existe un compact K ¢ R? tel que |lf — 1k f]| < € pour toute f € A (équicontinuité de
I'ensemble A au point a U'infini).

Théoreme. On suppose que A est un ensemble de fonctions de CO(Rd), possédant les
trois propriétés suivantes

1. I'ensemble A est borné en norme uniforme,
2. pour tout € > 0 il existe d > 0 tel que

vieRY ([t| <d) = (Vf €A, |nf — flloo <),

3. pour tout € > 0 il existe un compact K C R? tel que If— 1k flleo < €.
Alors A est relativement compact dans Co(R?).

Preuve. On peut considérer les fonctions de Co(R?) comme des fonctions continues sur
le compactifié d’Alexandrov X de R?; la condition 2 donne I'équicontinuité de A en tout
point z € R?, et la condition 3 donne l’équicontinuité au point & linfini; le résultat
découle d’Ascoli appliqué a C(X).
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Compacité dans L, (R?)

Théoreme. On suppose que A est un ensemble de fonctions de Lp(Rd), 1 <p< +oo,
possédant les trois propriétés suivantes

1. 'ensemble A est borné en norme Ly,
2. pour tout € > 0 il existe d > 0 tel que

vt eRY, (|t] < 8) = (Vf €A, ||nf— fllp <e),

3. pour tout € > 0 il existe un compact K C R? tel que Ilf—1k fllp <e.

Alors A est relativement compact dans L, (R).

On trouvera dans Hirsch et Lacombe (chapitre 4, Espaces L, théoreme 3.8) une preuve
qui ramene le probleme pour L, au théoréme d’Ascoli, en convolant toutes les fonctions de
A avec une fonction lisse a support compact, > 0 et d’intégrale 1, de support suffisamment
proche de 0. On va suivre une voie plus directe.

On va montrer que les propriétés 2 et 3 impliquent que ’ensemble A peut étre approché
en norme L, par des sous-espaces vectoriels de dimension finie. Soit ¢ > 0 donné; on

choisit d’abord grace & la propriété 3 un compact K ¢ R? tel que
If = 1eflp = [ 1f@Pdo < (/2
Kc

pour toute f € A, puis un r > 0 tel que pour tout ¢ € R? satisfaisant [t| < 2r on ait
1= fill, < /24t pour toute f € A. On choisit alors un recouvrement fini de K par des
boules B; = B(z;,r), avec i = 1,...,N. On va approcher A par un sous-espace vectoriel
Vx C L,y (R%), de dimension N.

On va mimer la formule (%), qui permettait la construction d’une fonction continue

g = Z?I:l f(x;)¢; proche d'une fonction continue f, construction qui a été faite au
moyen d’une partition de l'unité (y;) subordonnée aux boules B(x;,r). Une premiere
différence pour le cas de L, est que la valeur f(z;) n’a pas de sens pour une fonction
f € L, ; on remplacera f(x;) par la moyenne de f sur la boule B; = B(x;, 1),

fi=y |ty

ou b = |B;| désigne le volume d’'une boule de rayon r dans R?; une autre différence
est qu’on n’a plus besoin de fonctions continues : on désignera par ; 'indicatrice d’'un
ensemble C; C By, ou les ensembles (C;) sont choisis mesurables, disjoints et tels que
U?I:l C; = K (prendre par exemple Cj11 = (KN Bj41) \U/_;B; pour 1 < j < N et
C; = KN By). On pose finalement Vy = Vect(1c,,...,1cy), sous-espace vectoriel de
dimension < N dans L, (]Rd). On va montrer que toute f € A est proche de Vy, au sens
de la norme L,,.

Pour toute f € A, on considere g € Vy définie par
Vo eRY, g(z) =) 1c,(2)fi

11



Siz € K,onax € C;, pour un ¢ = 1,...,N; on a alors par Jensen appliqué a la
probabilité b=11g, (y) dy et & la fonction convexe t — |f(x) — t[P

) = o@)F = 17) = Fl = 5@ =7 [ syanl <v [ 15~ s ay
Siz e C; C By, onad(x,z;) <rdonc B; = B(z;,r) C B(x,2r) et par conséquent

9(2) — F)P < bt /

B(z,2r)

@) = f@Pdy=v [ |f@) - - 0p e
B(0,2r)
Cette relation est vraie pour tout z € K, et par Fubini

/!f z)Pdr < b * /B(OM /|f (a:—t)ypdx)dt<

-1 P 1B(0, 27)] £ /9d+1\P _ od (- /9d+1\P £ /9)P
b /}3(072r)|\f Rl de < SRl (02 = 21 (e/211)” < (o2

Pour finir, on a puisque g est nulle hors de K

| 1@ - g@lrde= [ i ds < /2y

si bien que || f — gll, < (¢/2) + (¢/2). On a ainsi montré que d(f, Vn) < € pour toute
fonction f € A (la distance étant calculée en norme L,,).
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Prépa. Agrég écrit d’Analyse, séance n° 14, mercredi 13 mars 2002.

Compacité ; suite 2

mmengon I un exerci ui n’a rien a voir av mpacité, mais qui n
Commencons pa exercice ‘a rien a voir avec la compacité, mais est e
rapport avec le début de la derniere épreuve d’écrit blanc (Analyse, Agrég 1999).

Exercice 14.1.

1. Soient H un espace de Hilbert, = un point de H, (C,,),,>0 une suite croissante de
convexes fermés non vides de H et C 'adhérence de (J,, C,, ; montrer que la projection
orthogonale y,, de = sur C,, converge vers la projection y de x sur C.

2. Si (C,,) une suite décroissante de convexes fermés non vides et bornés de H,
montrer que la projection orthogonale y,, de z sur C,, converge vers un point y, qui
appartient a tous les (Cy,), et qui est en fait la projection orthogonale de x sur [, C,,.

Indication. Dans les deux cas, montrer que les suites minimisantes adaptées a la question
sont de Cauchy, comme dans la démonstration usuelle du théoreme de projection.

Application. Si (€2, .4, P) est un espace de probabilité et G une sous-tribu de A, le sous-
espace La(Q, G, P) de La(Q2, A, P) formé des fonctions f € Ly qui sont G-mesurables est
un sous-espace fermé, en particulier un convexe fermé, et la projection orthogonale de f
sur G s’appelle I'espérance conditionnelle de f sur la tribu G.

L’exercice précédent donne les conséquences suivantes : si (F,,) est une suite crois-
sante de sous-tribus de A et si F désigne la tribu engendrée par |J,, Fy, I'espérance
conditionnelle f, de f sur JF,, converge vers ’espérance conditionnelle de f sur F. Une
suite telle que (f,,) est un cas particulier de martingale. On a aussi un résultat pour les
suites décroissantes de tribus.

L’exercice suivant complete la discussion des compacts de L, (Rd), pour 1 < p < +o0.
On y examine le comportement des translations dans L. (R).

Exercice 14.2. Soit f € Lo (R); montrer que I'application ¢ € R — 7,f est continue
de R dans Lo (R) si et seulement si la classe f admet un représentant uniformément
continu.

Exercice 14.3. On considere 'espace de Hilbert réel H = ¢5(N). On se donne une suite
de nombres ¢, > 0 telle que > ¢2 < 400, et on considere

C={r=(zp)n>0 € H:Yn >0, |z,| <cp}.

Montrer que C est compact. Montrer que I'application ¢ de K = [~1,1]N (muni de la
topologie produit) dans H, définie par

oo
Vy = (yn) €K, @) = ) yncnen
n=0
est un homéomorphisme de K sur C (on a noté (e,) la base hilbertienne canonique de

'espace H).

On appelle souvent cet ensemble, sous une forme ou 'autre, le cube de Hilbert.
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14.1. L’injection de H}(Q) dans Ly(R%)
Si ¢ est une fonction C* dans un ouvert €2 C R, & support compact contenu dans
Q (c’est a dire un élément de D(12)), on la prolongera en une fonction E(p) définie sur

R% en posant simplement E(¢)(z) = ¢(x) si z € Q et E(p)(x) = 0 si x ¢ Q. Il est clair
que E(p) est C° sur R%.

On rappelle que la norme de H!(2) est définie par
Iz :/Q(|90($)|2+ (V) (2)[?) da

ot (Vy)(z) désigne le vecteur gradient de ¢ au point z € R? et |(Ve)(z)| la norme
euclidienne de ce vecteur gradient. On a donc

(¥ | E@@E = [ el de < el

pour toute ¢ € D(2). Il est clair en particulier que I'application E définie sur D(Q2) est
continue de la norme H'(Q) vers Ly(R?) ; comme Pespace H}(Q) est précisément défini
comme adhérence de D(Q) dans H(Q), il en résulte que I'application E se prolonge en
application continue de H} () dans Lg (RY). 1l 9’agit moralement de P’injection canonique
du premier espace dans le second. On a alors

Théoréme. Soit Q C R? un ouvert borné ; l'injection E est un opérateur compact de
H{(Q) dans Ly (R%).

Preuve. On va appliquer le théoreme sur la relative compacité dans L, (]Rd) d’un ensemble
de fonctions A, ici avec p = 2, et

A =A{E(p): ¢ D), [olla, <1}

Ce théoreme comprend trois clauses dont deux sont évidentes ici. Tout d’abord, A est
borné dans Ly(R?) d’apres () ; ensuite, toutes les fonctions E(p) sont & support dans le

compact fixé K = Q (c’est ici qu'intervient 'hypothese 2 borné). Il reste a voir la clause
sur ’équicontinuité des translations.

On montre que ||f, — fl2 < |v] pour toute fonction f € A et tout vecteur v € R%.
Pour cela on écrit

f(x—l—v)—f(x):/O (V)(x+sv).vds,

puis avec Cauchy-Schwarz suivi de Jensen

2

(f(x—HJ)—f(x))Q = </01(Vf)(x+sv).vds> <

</01 (V) (z+ sv)| |v] d5)2 < |vf? /01 (V) (& + s0)? ds.

Par Fubini on obtiendra

=11 = [ (latv=r@Pde <l [ [ (90)+ s dods =

1
o [N, s = P 1971 < ol
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Rappel de I'utilité du résultat précédent

On peut montrer que pour toute fonction f € Ly(2) il existe une unique fonction
u € HY(Q) qui vérifie Au = f au sens des distributions. On définit ainsi une application
linéaire T de Ly dans H}, par Tf = u. Alors E o T ou bien T o E apparaissent comme
des endomorphismes compacts d’un espace de Hilbert, et de plus ils sont hermitiens, ce
qui permet de les diagonaliser dans une base hilbertienne.

14.2. Topologie produit

Théoréme : théoreme de Tykhonov. Tout produit X = [],.; X; d’une famille (X;)cr
de compacts est compact.

Ce théoreme utilise ’axiome du choix, puisqu’il n’y a pas d’autre facon de traiter
un produit quelconque J[,.; X; (imaginez qu’on veuille seulement dire que le produit est
non vide lorsque tous les X; sont non vides : c’est I'axiome du choix qui le garantit).
Un cas particulier concerne I'ensemble X = [—1,1]! de toutes les fonctions définies sur
I'ensemble I, & valeurs dans 'intervalle compact [—1, 1]. Dans ce cas la topologie produit
porte aussi un autre nom : c’est la topologie de la convergence simple sur ’ensemble 1.

Lorsque E est un espace de Banach, son dual topologique E* est un espace de
fonctions scalaires sur E ; on peut donc le munir de la topologie de la convergence simple
sur E, que I'on appelle la topologie de la convergence x-faible sur E*. Si ’espace est réel,
les éléments de la boule unité de E* forment un sous-ensemble de [—1,1]B®) ensemble
fermé pour la convergence simple. On en déduit facilement le corollaire qui suit.

Corollaire. Pour tout espace de Banach E, la boule unité du dual E* est x-faiblement
compacte.

Exercice. Contre-exemple a l’extraction de sous-suites convergentes ; désignons par K le
disque unité fermé de C ; montrer que la suite (f,,) dans le compact K27 définie par
fn(t) = €™ n’admet aucune sous-suite simplement convergente.

Indication. Si une sous-suite (f,, ) convergeait simplement vers f, on aurait par conver-
gence dominée de | f,,, — f|? vers 0 la convergence de la suite en norme Ly (0, 27), donc la
suite serait de Cauchy dans Ly, ce qui est impossible puisque || fn, — fn, |l2 = V2 chaque
fois que j # k.

On peut transformer cet exemple en un exemple de suite sans sous-suite *-faiblement
convergente dans la boule unité du dual d’'un Banach E, a savoir le dual E* de 'espace
des mesures E = M(T). Pour chaque fonction f,, de la suite précédente, on introduit une
forme linéaire ¢,, sur E en posant ¢,,(¢) = [ f,, du. Comme l'espace E contient toutes les
mesures de Dirac d;, la convergence *-faible d’'une sous-suite (¢,, ) dans E* muni de la
topologie *-faible implique la convergence simple de la sous-suite correspondante (fy, ),
convergence impossible d’apres ce qui précede.

Proposition. Tout produit dénombrable de compacts métrisables vérifie Bolzano, donc
est compact.

La démonstration emploie la technique de la suite diagonale.
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14.3. Suites faiblement convergentes dans un espace de Hilbert

On dit qu’une suite (z,,) dans un espace de Hilbert H réel ou complexe est faiblement
convergente vers x € H si lim,, (z,,y) = (z,y) pour tout vecteur y € H. Cela revient
a dire que pour toute forme linéaire continue ¢ sur H, on a lim, ¢(x,) = ¢(x). Cette
deuxieme forme de la définition s’étend a tous les espaces de Banach.

Si (x,,) est faiblement convergente dans un espace de Banach, elle est bornée, d’apres
le théoreme de Banach-Steinhaus. En effet, la suite d’applications (T,,) sur le Banach E*,
a valeurs dans K, définies par T,,(¢) = ¢(x,,) est simplement bornée, donc uniformément
bornée. Or ||T,| = ||z,|| par Hahn-Banach (dans le cas Hilbert on n’a pas besoin de
Hahn-Banach : il suffit de considérer T,,(z,,) = ||z, |?).

Proposition. Toute suite bornée dans un espace de Hilbert admet des sous-suites faible-
ment convergentes. De plus la norme de la limite faible est inférieure ou égale a la liminf
des normes.

Soit F le sous-espace vectoriel fermé engendré par la suite (x,,) ; supposons sup,, ||z, | <1
pour fixer les idées. L’espace F est séparable, soit (di) un ensemble dénombrable dense
dans F. Posons /4, (y) = (y,z,) pour tout vecteur y € F; par Cauchy-Schwarz, on a
[€n] < 1.

Pour chaque k fixé, la suite (£, (dy)), est une suite bornée de scalaires, donc admet
des sous-suites convergentes par Bolzano-Weierstrass. Par le procédé diagonal, on peut
trouver une sous-suite (n;) d’indices telle que lim; £, (dy) = L(d}) existe pour tout k.

On montre ensuite que L(y) = lim; £,,(y) existe pour tout y € F. Pour cela on
montre que la suite (£, (y)); est de Cauchy, en 'approchant uniformément par la suite
convergente (£, (dy));, ol dy, est choisi tel que ||y — di|| < &/3.

Alors y — L(y) est une forme linéaire continue sur I’espace de Hilbert F, qui peut
étre représentée par un vecteur x € F. Les résultats obtenus se traduisent par

Vy e F, lim(z,,,y) = (z,9).
J

Supposons maintenant que z soit un vecteur quelconque de H ; on peut écrire z = y; +yo,
avec y; € F et yo € F+. Alors (Tn,;,y2) = 0 pour tout j, et (x,72) = 0. On a donc

hm <'xnjaz> = hm <xnj7y1> = <.’L’,y1> = <$,Z>.
J J

Pour finir, on remarque que ||z|| < sup,, ||z,|| < 1. Il suffit de noter que

lz]|* = (z,2) = lim (2, 2) < [|]I

On peut démontrer avec des idées analogues le résultat qui suit. L’un des ingrédients
est le fait que si le dual (topologique) E* d’un Banach E est séparable, alors E est
séparable. Il en résulte que le dual d'un réflexif séparable est séparable. On rappelle
encore qu’'un espace de Banach E est dit réflexif si toute forme linéaire continue ¢ sur
son dual E* peut se représenter par un vecteur z € E de la facon suivante

Va* e B, l(z") =z (x).

Proposition. Toute suite bornée dans un espace de Banach réflexif admet des sous-suites
faiblement convergentes.
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14.4. Diagonalisation des opérateurs hermitiens compacts

Définition : opérateurs compacts. On dit qu’une application linéaire continue T d’un
espace de Banach E dans un espace de Banach F est compacte si 'adhérence de I'image
T(Bg) de la boule unité By de 'espace E est compacte dans F.

On montre que l'ensemble K(E,F) des opérateurs compacts de E dans F est un
sous-espace vectoriel fermé de L(E, F), et qui a de plus la propriété d’idéal. Le caractere
vectoriel et fermé se montre facilement avec le critéere de compacité dans les Banach.

Remarque. Si E est un Hilbert (ou plus généralement un espace réflexif) I'image de la
boule unité fermée Bg est toujours fermée dans F. Si (x,,) C Bg et Tx,, — y, on extrait
une sous-suite faiblement convergente (x,, ) de limite faible z € Bg. Alors Tz, tend
faiblement vers Tx (facile) et par unicité de la limite faible (Hahn-Banach) on en déduit
que y = Tz est dans T(Bg).

Soit H un espace de Hilbert, réel ou complexe; un opérateur A € L(H) est dit
hermitien ou autoadjoint si

Vo,y € H, (Axz,y) = (z,Ay).

Si on connait la définition de ’adjoint A*, cela se traduit par A* = A. Sous la premiere
forme, il est clair que la restriction A; d’un hermitien & un sous-espace stable H; est
encore un hermitien de £(H;). On remarque que la quantité (Az, x) est réelle, méme si
I’espace H est complexe.

Théoréme. Si H est un espace de Hilbert # {0}, réel ou complexe, tout opérateur
autoadjoint compact A € L(H) a au moins un vecteur propre.

Si (Az,z) = 0 pour tout = on en déduit que A = 0 par polarisation : en effet, sous cette
hypothese, on écrit pour tout x € H

0= (A(z + Azx),r + Az) = (Ax, Ax) + (A%z,2) = 2 ||Az|?

Dans ce cas, tous les vecteurs non nuls sont vecteurs propres de A. Pour terminer, il
suffit d’établir le lemme qui suit.

Lemme. SiH # {0} est un espace de Hilbert réel ou complexe, si A € L(H) est hermitien
et compact et si
r = sup{|(Az, )| : [lz]| <1},

alors r ou bien —r est valeur propre de A.

On a dit que r = 0 implique A = 0. On supposera donc désormais qu’il existe, par
exemple, un vecteur v € H avec (Av,v) > 0 et dans ce cas on va maximiser la fonction
réelle p(x) = (Ax,z) sur la boule unité de H. Si (z,,) C By est une suite maximisante,
on peut supposer en passant deux fois & une sous-suite que Az, converge en norme vers
un y = Az ou x € By est limite faible des (z,,). Alors

o(r) = (Ax,z) = 1i£n (Az,x,) = liql;Il (Azy,zp) =1 > 0.

Ceci montre que le maximum est atteint et que = n’est pas nul, donc de norme un (sinon
on trouverait mieux pour ¢ en prenant le vecteur x’ = ||z||~1z).
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Désignons par zy un point de la sphere unité ot le maximum est atteint. On va
montrer que pour tout vecteur y | xy de norme un, on a Axg L y, ce qui impliquera que
Azg = rzg. En effet avec xy = cos(0)x + sin(f)y on aura xgy € By pour tout 0, donc

(Azg, z9) < (Awg, 70)

pour tout #; la fonction de 6 précédente admet donc un maximum pour § = 0, et le
calcul de la dérivée en 6 donne au point 8 = 0 I'égalité

Re <A':E07y> = 07

si ’espace est complexe, on appliquera aussi au vecteur ¢y et on déduira dans tous les cas
que (Azg,y) = 0, le résultat annoncé : Axg est orthogonal a tout vecteur y orthogonal a
xg, soit Azxg € xolL = Kxp. On a donc Axy = Axg pour un certain \ et

r = (Azg, z0) = Mxzg,x0) = A
est valeur propre de A.

Remarque. Méme en dimension finie, la fin de 'argument donne un moyen raisonnable
pour trouver des vecteurs propres des matrices hermitiennes (peut se caser dans la legon
“application de la compacité a 1’Analyse”).

Si A est une matrice réelle symétrique de taille n x n, on considere la fonction
continue p(z) = Az .z sur la spheére unité de R™ ; par compacité, il existe un maximum
en un point xy de la sphere ; le raisonnement précédent montre que g est vecteur propre
de la matrice A.

La méthode marche aussi pour les matrices hermitiennes complexes, moyennant une
modification simple.

Corollaire. Diagonalisation des hermitiens compacts.

A suivre.
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Prépa. Agrég écrit d’Analyse, séance n° 15, mercredi 20 mars 2002.
Hermitiens compacts : suite

Rappel : si H est un espace de Hilbert # {0}, réel ou complexe, tout opérateur hermitien
compact A € L(H) a au moins un vecteur propre. Plus précisément, si

r = sup{[(Az,z)| : [lz]| < 1},
alors r ou bien —r est valeur propre de A.

Corollaire : diagonalisation des hermitiens compacts. Si H # {0} est un espace de
Hilbert réel ou complexe, si A € L(H) est hermitien et compact, il existe une base
hilbertienne de H formée de vecteurs propres de A.

Preuve. Désignons par U la classe des parties U C H, formées de vecteurs de norme un,
vecteurs propres de A, et telles que z,y € U et x # y implique = L y. Il est clair que
I’ensemble ¢/ muni de 'ordre de I'inclusion est inductif. Soit Uy un élément maximal de
I’ensemble U ; puisque les vecteurs de Uy sont des vecteurs propres de A, il est clair que
F = Vect Uy est stable par A ; on en déduit facilement que F* est stable également : si
y € F+ et x € F on aura

(Ay,z) = (y, Az) =0

puisque Az € F, donc Ay L F. Si on avait H; = F+ # {0}, il existerait par le théoréme
rappelé ci-dessus un vecteur propre pour la restriction Ay € £(H;) de A & Hy (parce que
A; est encore hermitien et compact), c’est a dire en particulier un vecteur non nul v,
que l'on peut choisir de norme un, tel que Av € Kwv; de plus, le fait que v L F montre
que v ¢ Ug. Alors Uy U {v} serait un ensemble appartenant a U, et qui contredirait la
maximalité de Uy.

On doit donc avoir F+ = {0}, ce qui signifie que F est dense dans H, et que la famille
Up est une base hilbertienne de H.

Proposition 1. Si A est hermitien et compact, on peut ranger ses valeurs propres,
comptées avec leur multiplicité, dans une suite tendant vers 0.

Preuve. Il revient au méme de dire que pour tout € > 0, il existe un majorant N, pour le
cardinal de toute famille finie z1,...,x, de vecteurs propres de norme un, deux a deux
orthogonaux et tels que Az; = A\;x pour un A; tel que |\;| > e.

Puisque K = A(By) est compact, il existe pour tout 6 > 0 un entier N = Np (K, d)
tel que toute famille de points de K, qui sont d-écartés, comporte au plus N éléments.
Sixq,...,x\ sont des vecteurs propres deux a deux orthogonaux de norme un tels que
Az; = \x; avec |\;| > €, on aura pour i # j

1Az — Axj]|* = (X s — Ay a[1* = A + [Ny > 2€2
ce qui montre que nous avons M points de K qui sont ev/2 écartés, donc M < Np (K, 5\/5)

Avec ces éléments on peut donner une démonstration plus constructive du corollaire
de diagonalisation, que nous avons obtenu rapidement avec Zorn. On suppose que H
est un espace de Hilbert de dimension infinie. Pour tout opérateur hermitien A € L(H)
posons
s(A) = sup{[(Az, z[) - ||z| < 1}.
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On a vu dans la séance précédente que si A est hermitien et compact sur un Hilbert
non nul, il admet une valeur propre de valeur absolue égale & s(A). On a vu aussi (par
polarisation) que

(+) (s(A)=0) = (A=0).

On décrit maintenant la procédure itérative suivante : on suppose donnés n vecteurs
propres orthogonaux xg,...,x,_1 de norme un, tels que pour chaque £k =1,...,n —1
on ait, en posant Fy = Vect(zo,...,zx_1) et Hy = Fi-, que le vecteur x), € Hy vérifie
Az = A\pzg, avec |Ag| = s = s(Ak), ou Ay désigne la restriction de A au sous-espace
stable Hy.

Expliquons le pas de récurrence ; considérons F,, = Vect(xg,...x,_1). Puisque les
vecteurs sont propres, il est clair que F,, est stable par A, donc H,, = F;- est stable aussi.
La restriction A,, € £L(H,,) est un opérateur hermitien et compact, sur un espace non nul
puisque F,, # H ('espace H est de dimension infinie). Il existe donc un vecteur de norme
un z,, € H, tel que Az, = A\, x,, et |A\,| = sp-

Puisque la suite H,, est décroissante il est clair que (s,,) est décroissante, et elle tend
vers 0 d’apres la proposition 1. On désigne maintenant par Fo, 'adhérence de |J,, F.,, et
on pose Ho, = FL . Alors Fo, et Hy, sont stables par A, et s(A,) < s(A,,) pour tout n,
donc s(As) = 0. Cela signifie d’apres (*) que A est nul sur Ho, et la diagonalisation de
A est terminée, en ajoutant dans le cas Ho, # {0} une base orthonormée de H.,, dont
les vecteurs sont vecteurs propres de A pour la valeur propre 0.

Remarque. Il résulte de la diagonalisation qu’on a I’égalité ||A|| = s(A) pour tout
hermitien compact. Le résultat reste vrai si A est hermitien non compact.

Opérateurs normaux compacts

Soit H un espace de Hilbert complexe ; on dit que T € L(H) est normal si T commute
avec son adjoint, TT* = T*T.

Théoréme. Soient H un espace de Hilbert complexe et T € L(H) un opérateur normal
et compact ; il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T.

Preuve. On introduit 'opérateur hermitien compact A = T*T. On note que (Az,z) =
(Tz, Tx) = ||Tz||?, ce qui montre que A est hermitien positif et que ker A C ker T. Tous
les vecteurs propres de A pour la valeur propre éventuelle 0 sont donc aussi vecteurs
propres de T.

Considérons ensuite une valeur propre non nulle » de A. On a r > 0 puisque A est
hermitien positif. Ensuite, ’espace propre E, = ker(A — rI) est de dimension finie parce
que A est compact et r # 0, et E,. est stable par T parce que TA = AT a cause de la
normalité de T. On est ramené a un lemme en dimension finie.

Lemme 1. Tout endomorphisme normal d’un espace hermitien E de dimension finie est
diagonalisable dans une base orthonormée.

Preuve. Dans tout sous-espace non nul invariant par T il y a des vecteurs propres de
T, puisque 'espace vectoriel est complexe et de dimension finie non nulle. Puisque T*
commute avec T, les sous-espaces propres de T sont stables par T*; si F désigne la
somme des sous-espaces propres de T, alors F est stable par T* donc Ft est stable par
T. Mais on ne peut pas trouver un nouveau vecteur propre dans Ft, puisqu’ils sont tous
dans F. Il en résulte que F = {0} et donc F = E et T est diagonalisable.
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De plus, les sous-espaces propres d’un opérateur normal sont deux a deux orthogo-
naux : on remarque que si S est normal, on a

ISz|* = (Sz,Sz) = (S*S,z) = (SS*z, z) = [|S*z|”

ce qui montre en particulier que kerS = ker S*. Ceci appliqué a l'opérateur normal
S = T — Al montre que le sous-espace propre de T pour la valeur propre X\ est égal au
sous-espace propre de T* pour A. Supposons alors que Tz = Az et Ty = py, A # u; on
écrit

M, y) = (Ta,y) = (2, T") = (z,py) = p(z,y)
ce qui implique (z,y) = 0.

Revenons a la dimension infinie. On obtient finalement une base hilbertienne de H
formée de vecteurs propres de 'opérateur normal T en réunissant une base orthonormée
du noyau de T, et des bases orthonormées finies pour chaque sous-espace propre E, de
A = T*T, formées de vecteurs propres de T, et obtenues par le lemme précédent.

Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Lemme 2. Soient Hy,Hs deux espaces de Hilbert, T € L(H;,Hs) et (e;);c1 une base
hilbertienne de H; ; la quantité
> I Teillf,

i€l
finie ou infinie, ne dépend pas de la base hilbertienne choisie pour H;.
Preuve. Si (f;);jes est une base hilbertienne de Hs, on a pour chaque ¢ € 1
2 2
I Tesllfi, = > [(Tes, £)]
jeJ
ce qui implique
2

Z | Teillf, = ZZ ( Tel?fj ZZ (e, T* fJ Z T f]||H1

i€l i€l jeJ jeJ i€l Jjed
L’interversion dans les familles sommables ne pose pas de probleme car tous les termes

sont > 0. La derniére expression ne dépend évidemment pas de la base (€;);er !

On dit que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt si

1/2
ITas = (Z HTeiHQ) < +o0.

iel
On obtient un cas particulier de calcul de la norme de Hilbert-Schmidt dans le cas
de la dimension finie, lorsque H; = R"™ ou C", muni de sa structure euclidienne ou
hermitienne usuelle, et Hy = R" ou C™. Dans ce cas un opérateur A est donné par une

matrice (a; ;) de taille m x n; le carré de la norme de I'image du jeme vecteur de la base
canonique de H; est la norme euclidienne de la jéme colonne de la matrice, et

m n
(%) Al = D> laiyl*
i=1j=1

On peut étendre cette remarque au cas de T € L(¢3), représenté par une matrice infinie
a;; = (T(ej),ei), i,j > 0. C’était d’ailleurs le point de vue de départ de Hilbert sur la
question.
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Remarque. Si =1, ..., z, sont des vecteurs deux a deux orthogonaux de norme < 1 dans
Hi, la méme démonstration que dans le lemme 2 ci-dessus mene a

n
> ITill? < IITs.
=1

En effet on a alors Y .| [(zi,y)|? < |ly||* pour tout y € Hy (remplacer les vecteurs z;

non nuls par x} = |lz;||71z; et considérer la projection orthogonale de y sur Vect(x’)),
donc
n
S el = X Tew £ = X3 on TP < X 1T 4l = [Tl
i=1 i=1 je&lJ JjeJ i=1 JjeJ

Proposition 2. Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont compacts.

Preuve. On va approcher I’ensemble borné A = T(By, ) C Hs par un sous-espace vectoriel
Vs, C Hy de dimension finie. Soit € > 0 donné, et choisissons Iy C I fini tel que

D ITel® > I Tl — &*.
iEIO

Considérons le sous-espace vectoriel Vo = Vect(Te;,i € Ip). Soit x € H; un vecteur de
norme < 1; écrivons © = x1 + x2 avec 1 € Vi = Vect(e;,i € Ip) et o L Vq, ||z2|] < 1;
alors Tz; € Vy donc dist(Tz, Va) < ||Ta2||. D’apres la remarque précédente on a

ITlifs — & + | Twall* < Y [ITeil|® + | Taal|* < | T s,
i€l
donc [|[Txs|| < e. Ainsi, dist(y, Vo) < e pour tout y = Tz € A.

Opérateurs de Hilbert-Schmidt a noyau

On considere deux espaces mesurés (X, A, u) et (Y, B,v), avec des mesures o-finies
pour ne pas avoir de probleme avec Fubini. A toute fonction K € Lo(X X Y, ® v) on
veut associer un opérateur linéaire borné Tk de Lo(Y) dans Ly(X), défini pour toute
f € La(Y,v) par la formule

(Txf)(x) = /Y K(z,t) f(t) du(t).

On montre que Tk est bien défini, et agit contintiment de Lo(Y, ) dans Lo (X, ) : avec
Cauchy-Schwarz, on a

(TN < ([ a0l ol avi)” < ([ Kol arm) ([ 1R

ce qui donne en réintégrant

/ (T f)(@)P dpz) < ( / K (z, 1) dpu(z) du(t)) ( / P du(t)
X XxXY Y

On trouve a posteriori que 'intégrale qui définit (Tk f)(x) est absolument convergente
pour p-presque tout x, et on voit que [Tk < ||K||2-
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Si (gn)n>0 est une base hilbertienne de La(Y, /), on peut montrer que toute fonction
L € Ly(X x Y) peut s’exprimer sous la forme d’une série convergente dans Lo(X x Y),

L=Y ¢a®%gn
n>0

ou ¢, € La(X, 1) et ou la notation ¢, ® g, représente la fonction (z,t) — @, ()gn(t).
On constate que les ¢,, ® g, sont deux a deux orthogonales, ce qui entraine que

”LH%,Q(XXY) = Z HSDnH%Q(X)-
n>0

Proposition 3. L'opérateur Tk est de Hilbert-Schmidt, et || Tk |lus = || K]||2-

I1 faut voir ce résultat comme une généralisation de la relation (s:x).

Preuve. Si on écrit suivant la remarque précédente, au sens de la convergence dans

Ly(X x Y),

+oo
K(l‘,t) ~ Z @n(m)gn(t)a
n=0

on constate que Tk(gp) = ¢p, donc

+oo +oo
ITxllEs = > IT(g) 17 =D llwpll* = K13 < +oo.
p=0 p=0

Pour vérifier que Tk (g,) = ¢p, il suffit de voir que (Tkgp, h) = (pp, h) pour toute
fonction h € La(X x Y). Or on a avec Fubini

/k&%m%ummw=//Kwﬁmm%wmmwww:mm®@mmwf:
X
+oo

Z (On @ Gns h @ Gp)Lyxxv) = (Pps )12 (x)-

n=0

On a donc vérifié que la norme Hilbert-Schmidt de Tk est égale a la norme Lo
du noyau K dans 'espace Ly(X X Y, 4 ® v). En particulier, 'application K — Tk est
injective : si 'opérateur Tk est 'opérateur nul, le noyau K est nul p ® v-presque partout
sur X x Y.

Exercice 15.1. Montrer que la composition Tk, o Tk, de deux opérateurs de Hilbert-
Schmidt Tk, € £(L2(X),La(W)) et Tk, € L(L2(Y),L2(X)) est un opérateur Tk, avec

mmw:Amwmm@www.

On pourra noter ’analogie avec la formule du produit des matrices.

On peut vérifier que l'adjoint de Tk est 'opérateur de noyau K*(t,z) = K(z,t).
Supposons que X = Y, u = v et que K soit un noyau hermitien, c’est a dire que
K(t,z) = K(x,t) pour tous (z,t) € X?; il existe alors une base orthonormée (f,) de
Lo(X, p) formée de vecteurs propres de I'opérateur hermitien compact Txk, c’est a dire
telle que Tk(fn) = A\nfn pour tout n > 0.
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Exercice-exemple.

On étudie 'opérateur T agissant sur toute fonction f € Lo(0,7) par la formule

y

Vee o), (Tf)(@) = sin(z/2) / " cos(y/2)f(y) dy + cos(x/2) / sin(y/2) £ () dy.

On repere tout de suite qu’il s’agit d’un opérateur a noyau Tk, avec
K(z,y) =sin(xz/2) cos(y/2) si 0 <y <z <m,
K(z,y) =sin(y/2)cos(z/2) si 0 <z <y <.

Le noyau est continu sur [0, 71]?, il est de plus réel et symétrique, donc posséde la symétrie
hermitienne et T = Tk est un opérateur hermitien et compact de ’espace de Hilbert
H = L2(0,7) (pour la mesure de Lebesgue).

Une premiere remarque est que T f est une fonction continue, pour toute f € H;
c’est clair sur la formule de définition avec des intégrales fonctions de leur borne (ajouter
un zeste de convergence dominée). Mais si f est déja continue, on peut dire beaucoup
plus : on sait depuis le DEUG que T f est alors dérivable, et

(L)' (2) = cos(o/2) [ cos(u/2)f () dy + sinGo/2) cos(a/2) )

— 5 sinz/2) / sin(y/2) £ (y) dy — cos(z/2) sin(z/2) f(z) :

il y a un petit miracle, puisque la formule

T

(exx)  2(Tf)(x) = cos(z/2) / " cos(y/2) f(y) dy — sin(z/2) / sin(y/2) () dy

montre que (Tf)" a une expression similaire a celle de T f, ce qui permet, toujours lorsque
f est continue, de dériver une fois de plus,

2(Tf)"(x) = - % sin(z/2) /Ox cos(y/2) f(y) dy + cos*(z/2) f (x)

~ 5 cos(z/2) / sin(y/2) £ (y) dy + sin® (/2) f (x)

ce qui donne
4(Tf)"(x) = =(Tf)(z) + 2 f(2).

On voit donc que g = Tf est une fonction de classe C? qui vérifie I’équation différentielle
49" 4+ g = 2f. De plus I’équation (x*x) sur ¢’ = (Tf)" montre que ¢’(0) = 0 et ¢’(7) = 0.

On va maintenant identifier les valeurs propres non nulles de T ; on sait déja qu’elles
sont réelles. Si A € R est valeur propre non nulle de T, il existe f € H non nulle
telle que Tf = Af. Mais alors la relation f = A~'Tf montre que f est continue, donc
g = Tf est de classe C? et vérifie I’équation différentielle 4¢” + g = 2f et les conditions
g'(0) = ¢’(m) = 0. En revenant & f = A~!g qui est aussi de classe C? on aura

= GAT 1) f

et f/(0) = f'(m) = 0. Supposons d’abord que A~" — 1/4 = w? > 0. Les solutions sont
de la forme f(z) = A ch(wz)+ Bsh(wx), mais les conditions aux limites imposent B = 0,
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puis A sh(wm/2) = 0 qui entraine A = 0 et f = 0, contrairement & ’hypothese f # 0. Ce
cas est donc impossible.

La deuxieme possibilité est %)\*1 —1/4 =0, c’est a dire A = 2. Dans ce cas I"équation
devient " = 0, qui admet pour solutions les fonctions affines A + Bz ; la condition aux
limites impose B = 0, et les solutions possibles sont les constantes.

La derniere possibilité est %)\_1 —1/4 = —w? < 0. Dans ce cas les solutions sont
de la forme f(z) = A cos(wz) + Bsin(wz), et les conditions aux limites donnent d’abord
B = 0, puis sin(wm) = 0. Ceci n’est possible que si w = k avec k entier > 1. La valeur
correspondante pour X est Ay = 2(1 — 4k?)~1.

Pour finir, on peut résumer ainsi : les seuls candidats vecteurs propres de T pour
une valeur propre non nulle sont les fonctions  — cos(kx), pour k = 0,1,... (on a ainsi
inclus le cas des constantes).

A suivre.

Appendice : sur I'espace La(X x Y)

On va supposer Ly(X) et La(Y) séparables; on désignera par (g,),>0 une base
hilbertienne de Ly (Y).

Toute fonction K € Lo(X x Y, u ® v) se représente sous la forme d’une série

+oo
K:Z@n@)gn

n=0
convergente dans L (X x Y), ot (¢,,) est une suite d’éléments de Lo(X).

On va d’abord montrer que ’ensemble des fonctions ¢ ® g,,, ou ¢ varie dans Lo (X)
et n dans N, est total dans Lo (X x Y).

Soit (¢r)k>0 une suite dense dans Ly (X), et considérons une fonction h € Ly(X X Y)
qui soit orthogonale a toutes les ¢ ® g,,. Pour chaque k£ posons

fult) = /X W, ) pr(@) dpu(z) ;

par Fubini et par ’hypothese sur h on a

orgn) = /Y Fe®)gn (@) du(t) = (h, or © gn) = 0.

Ceci étant vrai pour tout m, on en déduit que fj est le vecteur nul de Ly(Y), donc
fr(t) = 0 pour v-presque tout ¢ € Y ; puisque k varie dans un ensemble dénombrable,
on peut trouver un ensemble v-négligeable N C Y tel que pour ¢ty ¢ N, on ait fx(tg) =0
pour tout k, ce qui signifie que pour cette valeur fixée tg, la fonction x — h(z,tg) est
orthogonale a toutes les fonctions ¢y, ; puisque cet ensemble est dense, il en résulte que
h(z,ty) = 0 p-presque partout ; une nouvelle invocation de Fubini montre que h(x,t) =0
pour p ® v-presque tout couple (z,t), donc h = 0.

On remarque ensuite que pour tout n, 'application ¢ € Ly(X) — ¢ ® g, est une
isométrie linéaire de Ly(X) dans Lo(X x Y). Il en résulte que son image F,, est un sous-
espace fermé. On voit facilement que F,,, L F,, lorsque m # n,

(0 ® gy © gu) = / )G (D)D) g (0) i) di(t) =
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([ i@ au@) ([ gn@sa@as) = o

On a donc une somme de sous-espaces fermés orthogonaux, et la premiere partie montre
que >, <o Fy est dense dans Lo (X x Y).

Pour finir soit K une fonction quelconque dans Ly(X x Y); pour tout n > 0 soit
©n ® gy, la projection orthogonale de K sur F,, ; il est facile de vérifier que Zg:o On ® gn

est la projection orthogonale de K sur Gy = 25:0 F,, ; d’apres la densité de |y Gy la
distance de K a Gy tend vers 0, c’est a dire que

N
111{111 IIK — Z ©n @ gnl|l =0,

n=0

ou encore
400

K:ngn®gn,

n=0

On peut aussi écrire
+o0
K=Y ¢, ®F;
n=0

c’est simplement parce que (g, ) est une autre base hilbertienne pour La(Y).
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Prépa. Agrég écrit d’Analyse, séance n° 16, mercredi 27 mars 2002.

On va terminer ’étude de ’exemple d’opérateur hermitien compact T sur 1’espace
de Hilbert H = Ly (0, ), défini en posant pour toute f € Lo(0,7)

iy

Ve € [0,7], (Tf)(z)=sin(x/2) /093 cos(t/2) f(t) dt + cos(:l:/Z)/ sin(t/2) f(t) dt.

Lemme. Si f est continue, la fonction g = T f est solution de I’équation différentielle
49" + g = 2f, et vérifie la condition aux limites ¢’(0) = ¢'(w) = 0. Une telle solution,
vérifiant ces conditions aux limites, est unique.

On a vu que lorsque f est continue, la fonction ¢ = Tf est de classe C? et vérifie
I’équation différentielle 4¢” + g = 2f. De plus on a vu que ¢’ = (T f)" est donnée par

T

(Tf) (z) = % cos(z/2) /Ofﬂ cos(t/2) f(t)dt — % sin(x/?)/ sin(t/2) f(t) dt;

xX
ceci montre que ¢’'(0) = 0 et ¢’(w) = 0. Mais il y a une seule solution de ’équation
différentielle vérifiant ces conditions aux limites : en effet, la différence h de deux solutions
g1 et go vérifierait 4h” + h = 0 et h'(0) = 0, A'(w) = 0. On sait que la solution générale
de I’équation différentielle 4h” + h = 0 est de la forme h(x) = A cos(x/2) + Bsin(x/2),
et les conditions aux limites donnent A = B =0, donc h =0 et g1 = go.

Ainsi, toute fonction g de classe C2 telle que ¢’(0) = ¢’(m) = 0 est dans I'image de
Popérateur T ; en effet, la fonction f = 2¢"” + %g est continue, et g vérifie évidemment
I’équation différentielle du lemme précédent, avec les bonnes conditions aux limites, donc
g = Tf est dans I'image de T. En particulier, les fonctions C* a support contenu
dans |0, 7r[ sont dans I'image de T ; comme elles forment un sous-espace vectoriel dense
dans Lo (0,7), on en déduit que I'image de T est dense, donc T est injectif puisqu’il est
hermitien, et qu’en général on a ker T = (im T*)+. Rappelons la petite preuve, pour le
cas hermitien ; la propriété

VyeH, (z,Ty)=0
qui dit que le vecteur z est orthogonal a I'image de T équivaut, puisque T est hermitien
a

VyeH, (Tz,y)=0
qui signifie que Tz = 0.

Par ailleurs, ce lemme permet aussi de vérifier facilement que les fonctions e : © —
cos(kx), k € N, qui étaient les seuls candidats possibles vecteurs propres pour une valeur
propre non nulle, sont bien vecteurs propres de T. En effet, 4e} + ey, est proportionnelle
a €k,

46% + e = (—4]422 + 1) €k
et vérifie les conditions aux limites voulues, donc Tej, = 2 (1 — 4k?)~1 ;.. Compte tenu
de linjectivité de T, on a une base orthogonale de Ly(0,7), qu’il reste seulement a
normaliser. Rappelons que la mesure utilisée est la mesure de Lebesgue, donc |leg|* = 7
et |lex||* = 7/2 pour k > 1. On obtient une base orthonormée formée de vecteurs propres
de T en posant fo(z) = 1/+/7, et pour k > 1,

fu(z) = \/g cos(kz).

Les valeurs propres non nulles de T sont les A\, = 2(1 — 4k?)~! pour k =0,1,2,...
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Considérons maintenant le noyau L défini par
+oo
(*) L=> Mfr® fas
k=0

la série converge dans Lo ([0, 71]?) puisque > A2 < +o00 et que les fonctions fi @ fi, définies
par (fx® fi)(z,t) = fr(x) fr(t) forment un systéme orthonormé dans Lz ([0, 7]?). On voit
facilement que 'opérateur Ty, dont le noyau est L vérifie pour tout 7 > 0

Tufi =X [;

(pour g € Ly(0,7), calculer (Tyf;,g) en appliquant Fubini & la fonction L(z,t)f(t)g(x),
intégrable sur le carré [0, 7]?) ; ceci implique Ty, = Tk, puis L = K par I'injectivité de la
correspondance K — Tk. La série (%) converge au sens de Lo, mais les coefficients (\g)
sont sommables dans cet exemple, et les (fx) uniformément bornées; on a donc aussi
convergence normale de la série de fonctions

“+o0
D M fr(@) fi(t) = Mz, t).
k=0

Les sommes partielles convergent partout vers M et au sens de Lo vers K ; en passant
a une sous-suite qui converge presque partout, on déduit d’abord que K = M presque
partout, mais la continuité de K et de L sur [0, 7]? implique ensuite que pour tous z,t
telsque 0 <t <z <m ona

+oo
K(z,t) = sin(z/2) cos(t/2) = % 3y CSTS((Lkaz)io;(kt).
k=1

Le dernier pas de la preuve précédente a utilisé le fait que tout ouvert non vide de [0, 7]?
a une mesure > 0 pour la mesure de Lebesgue ; 'ouvert {K # M} est donc vide, puisqu’il
est Lebesgue-négligeable.

Exercice. Pour tout a réel tel que 0 < o < 1, traiter la variante suivante de 1’exercice
(dont on vient de traiter le cas o = 1/2)

s

(Tof)(z) = cos(am — ax) /093 cos(at) f(t) dt 4 cos(ax) / cos(am — at) f(t) dt.

En déduire la formule suivante, pour tous z,t tels que 0 <t < x <,

“+oo

sin(a) 2 sin(am) cos(kz) cos(kt)
cos(am — ax) cos(at) = e ,; (R2 = a?) :
En déduire ensuite
+oo
1 2ce 1
t = - — —_— .
7 cotan(ar) - Zl{;Q—aQ p—
k=1 kEZ
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Fonctions de Bessel

On considere la vibration d’un tambour, dont le bord sera représenté dans le plan
z = 0 de lespace R® par le cercle de rayon un centré en 0; la peau du tambour est
paramétrisée par un point & = (x,y) du disque unité. La position de la peau du tambour
est représentée par une fonction z = v(£) définie pour £ dans le cercle unité, qui figure
I’altitude dans 'espace a trois dimensions de ce point £; au repos, on a v = 0. Par
ailleurs, le bord du tambour est supposé immobile, donc on demandera toujours que
v = 0 sur le cercle unité.

La théorie physique nous enseigne que le mouvement de vibration du tambour est
régi par I'équation des ondes, qui s’écrit, pour une fonction u(&,t) dépendant du temps
t > 0 et de la variable d’espace &

ou le laplacien porte sur la variable d’espace. Si & = (z,y) € R? varie dans le disque
unité du plan z = 0 de R3, équation z = u(zx,y,t) représente la surface du tambour a
I'instant ¢. Lorsque v(x,y) vérifie Av = —p?v, on obtient une solution particuliere u de
I’équation des ondes sous la forme

u(z,t) = v(x)sin(ut).

On cherche la fréquence fondamentale du tambour représenté par le disque unité €2
du plan complexe ; cette solution v devrait correspondre par raison de symétrie a une
fonction radiale v(z) = f(||z]|) vérifiant Av = —p?v et v = 0 au bord du disque. Cette
condition sur v(x) = f(||z|) ameéne en calculant le laplacien en polaires & une équation
du type

1
[+~ ) + ) =0,
C’est I'une des équations différentielles de Bessel.

Solution série entiére pour I’équation de Bessel

Recherchons donc une fonction t — y(t) qui vérifie
2y (t) +ty'(t) + 2 y(t) = 0.

Si on désigne par D lopérateur qui agit sur une fonction f par Df =2 f"" +t f' +¢2 f,
on voit que D a une action tres simple sur les fonctions monémes : si p,(t) = t", n > 0,
on aura D(p,) = n(n — 1)pn + npn + Pry2 = n°Pp + pugz; ainsi, D(pg) = 0 + po,
D(p2) = 4p2 + pa, D(ps) = 16p4 + pg, donc la série entiere solution de Df = 0 doit étre

de la forme
2 t4
H=1-——
y(t) 1116

On ne poursuivra pas le détail du calcul de cette série, on la retrouvera autrement.

Fonction génératrice

On considere
0 =en(3(s- 1)
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ou u est complexe non nul et t réel. Pour chaque t fixé, on a une fonction holomorphe
de u, définie sur C*, qui admet donc un développement de Laurent

=) Jn(t)ur
nez

Les coefficients J,,(t) sont des fonctions C* en ¢, ou méme prolongeables en fonctions
holomorphes, ce qu’on vérifie par exemple en considérant leur expression par intégrale

de Cauchy
In = %r / flu untl

et en appliquant les théoremes classiques d’holomorphie d’intégrales a parametre. On
peut ensuite trouver une relation entre t2d?/dt? f, td/dt f, f et d*/du?f, qui conduit &
I’équation différentielle

I +tIL () + (= n®) I, () =0,
qui est I’équation de Bessel de parametre n. En fait la dérivation du résultat est plus

facile en série de Fourier, en se limitant & v = e, 1 (u — 1/u) = isinf; en considérant

(t,0) comme les coordonnées polaires du point (z,y) = (tcosé,tsinf) on voit que la
fonction proposée est

t .
f(@,y) = g(t,0) = exp (5 (u—1/u)) = e
qui vérifie évidemment

(Af)(z,y) = —cosy —isiny = — f(z,y).
On va de l'autre coté calculer le laplacien en coordonnées polaires pour la fonction
(t 9 ztsme Z J
nez

Rappelons que si f(z,y) = g(r,0), our >0 et z =r cosf, y = rsind, alors

d? 1 d 1 d?
ANy = (S59+ 29+ = 559)(.6).

On obtient ainsi pour le laplacien de f,,(x,y) = gn(t,0) = J,(t) €, et pour t > 0,
(Jr@) + 71T () — Pt 2 Ja(t)) ™.
En sommant ces relations on obtient en écrivant que t?Af +t2f = 0 la relation
0= (BI(t) +t3,(t) + (t* = n?) T (t)) ™
nez

qui montre que J,, vérifie '’équation de Bessel de parametre n.

Dans la logique du calcul précédent, il est intéressant de noter, une fois I’équation de
Bessel établie, que chaque morceau v, (z,y) = J,(r) €™ vérifie 'équation Av,, = —v,.
Si on change d’échelle la fonction v, définie par v, (x,y) = v, (pu, py) vérifie 'équation
Av, = —p?v,,. Ces fonctions v, interviendront dans les modes propres de vibration du
tambour.
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Justifions le calcul précédent, c’est a dire justifions que les dérivées des séries précé-
dentes sont bien les séries des dérivées. On obtient ceci par ’argument usuel de conver-
gence normale des séries dérivées. Traitons par exemple le cas de la premiere dérivée par
rapport a t. Chaque J,, s’exprime comme coefficient de Fourier,

27
o oo df
Jn (t) — / ezt sin 6 e—znG
0 2T

et )
4 o dé
J/ t) = isin @ ezt sin 6 fznG

W= jemine &
ce qui montre que les (J/ (¢)) sont les coefficients de Fourier de la fonction k:(f) =
isine*sn? . comme cette fonction est C° en # on est siir que les coefficients J/, (¢) sont
aussi sommables qu’il faut, mais on voudrait une majoration indépendante de ¢ ; il faut
alors revenir a la preuve de 'affirmation précédente, qui s’obtient en remarquant que

27 ) do
_ 2J/ t :/ k(0 —inf
= [ k) o

(deux intégrations par parties en ), d’ou

27
2|7 ()] < / ko) Y
0 2T

qui est facile a majorer par une quantité My indépendante de ¢, pourvu que ¢ reste dans
I'intervalle [0, T]; en effet,

|k (6) \—‘ —isin@ — t(2cos? § — sin? ) — it? sin 6 cos® 9) etsindl <1 4 3T 4+ T2? =: M.

On a ainsi sur l'intervalle [0, T] la majoration

[Tn )] < —
qui donne bien la convergence normale de la série des dérivées sur l'intervalle [0, T], et
qui suffit a justifier I'interversion de la série et de la dérivation. Les autres justifications

sont analogues.

Formules pour les séries entiéres des fonctions de Bessel

On écrit ensuite en introduisant le réel s = ¢/2 pour aérer les formules,

eitsing exp((t/Q)(ew — e*w)) = exp(s ew) exp(W) = exp(s ew) exp(—s ew),

de sorte que Jo(t) apparait comme un produit scalaire dans Lo (0, 27),

2 de . .
Jo(t) = / sl — — (exp(s ), exp(—s ")) =
0 27

+o0 sk +oo +/9)2k
<Z k! e Z kl ) Z(_l)k ((2!52 ’
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L’écriture est peut-étre plus agréable si on garde la variable z = €%,

ez’tsin@ — et(z—E)/Q — exp(sz) M
On obtient la formule pour J,, n > 0, en translatant de n pas vers la droite le
développement contenant les (—¢/2), donc

+oo
_ B (t/2)2k+n
Tn(t) = ;;)( bt k' (k+n)!

On peut aussi définir des J, pour tout v réel non entier en traitant (k + n)! avec la
fonction T,

too t/2 2k+v
o) = kZ:O D4 r((é J)r v+1)

11 est facile de vérifier en utilisant seulement la relation I'(s + 1) = sIT'(s) que cette
fonction J, est solution de t2y” + ty’ + (12 — v?)y = 0. Ainsi, J, et J_, sont deux
solutions de I’équation de Bessel de parametre v, et elles sont indépendantes lorsque v
est non entier (observer leurs deux comportements a origine). Pour n entier < 0 on
doit poser J,, = (—=1)"J_,, ; les fonctions J, permettent aussi de trouver une deuxiéme
solution dans le cas entier (fonction de Bessel de deuxieme espece, en général notée Y, ).

Retour au tambour

On verra plus loin que la fonction Jy a une infinité de zéros ; considérons le premier
zéro u = po1 > 0. On introduit f(r) = Jo(ur), qui est nulle pour » = 1; posons
v(z) = f(||z]|). On calcule 72 Aw,

w2 3o () 4 pr Jo (ur) = —p?r® Jo(pr),

ce qui montre Av = —p?v. En fait ce calcul donne un mode propre pour tout zéro pg j de
la fonction Jg, et les solutions de I’équation des ondes correspondantes sont de la forme

uk(z,t) = Jo(pokllzl]) sin(po,kt)-

Pour tout entier n > 1 considérons les deux fonctions f(r,0) = J,(ur) sin(nf) et
Jn(pr) cos(nh), et la fonction v(z,y) telle que v(rcosf,rsinf) = f(r,0). On a déja
expliqué qu’en calculant en coordonnées polaires et en utilisant I’équation de Bessel, on
voit que

Av=—p%v.

Pour que cette fonction soit de plus nulle au bord du disque de rayon 1, il faut que
Jn(p) = 0. Pour chaque entier n, on trouvera une suite de solutions v, ; correspondant
a la suite des zéros 0 < 1 < ... < ppr < ... de la fonction J,.

Il se produit un phénomene intéressant qui n’est pas facile a établir : si 0 < m < n,
les fonctions de Bessel J,,, et J,, n’ont pas de zéro commun, a part peut-étre 0. Ce résultat
est conséquence d’'un théoreme montré par Siegel en 1929 : les zéros > 0 des fonctions de
Bessel d’indice entier sont des nombres transcendants. Il en résulte que les sous-espaces
propres pour le probléme de Dirichlet du disque unité sont de dimension 1 (lorsque n = 0)
ou bien 2 (lorsque n > 0).
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