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4.1. Séries de Fourier

Dans cette section on s’intéresse a la représentation de phénomenes 2m-périodiques au
moyen de séries de Fourier. Suivant le cas, on considérera une fonction F(z) définie sur
le cercle unité du plan complexe, ou bien une fonction 2m-périodique f(#) sur R, ou
encore une fonction f définie sur une période [a,a + 27[ qu'on prolonge ensuite a R
par périodicité ; le passage d’un point de vue & l'autre se fait en posant z = e'? et
f(8) = F(el?). On va travailler avec des séries de Fourier complexes sur un intervalle de
longueur 27, en général [0, 27| ou [—7, 7], muni de la mesure normalisée dz/(27).

Pour chaque entier relatif n € Z on note e,, la fonction 2r-périodique définie sur R
par e, (t) = e'™ ; un polynéme trigonométrique est une combinaison linéaire 3" ¢, e,. On
a vu qu’il existe une approximation de I'unité (pour la convolution périodique) formée
de polynémes trigonométriques. Pour toute fonction f € Ly, on pose

27
Wnel, elf)= [ e ;1_7";".
Il est clair que |c, (f)] < ||f]|1 pour tout n. On a vu que la convolution (périodique) d’une
fonction L; avec un polynome trigonométrique donne un polynoéme trigonométrique : on
a en effet

(Frena) = [ e E—a(fen

pour tout n € Z, c’est-a~dire f * e, = ¢,(f) ey ; ceci entraine que pour tout polynoéme
trigonométrique K = ZIILM arer, (avec M < Net M,N € Z), on a

N
K f =Y arcr(f)er
k=M



Dans le cas de fonctions de Ly (0, 27), on dispose du produit scalaire
27
)= [ F@a o
0 7T
et les coefficients de Fourier peuvent alors s’exprimer comme des produits scalaires,

cn(f) = (fren);

on voit immédiatement que les fonctions (e, )nez forment un systéme orthonormé : les
fonctions e, n € Z, sont deux a deux orthogonales et de norme 1.

Quand on travaille avec des fonctions réelles, on préfere parfois écrire le dévelop-

pement en utilisant les fonctions réelles ¢ — cos(nt), pour n = 0,1,... et t — sin(nt),
pour n = 1,2,... (pour n = 0, le cosinus donne la fonction constante 1). On définit
classiquement les coefficients de Fourier réels de la facon suivante :
1 2T 1 27
ap, = — f(t)cos(nt)dt; b, =— f(t)sin(nt) dt,
T Jo T Jo

ou les (ay) sont définis pour n > 0 et les (b,) pour n > 1; ces coefficients sont réels
quand la fonction f est réelle, mais on peut aussi les utiliser pour une fonction complexe,
et bien str a,, et b, redeviennent alors complexes. La série de Fourier de f prend la forme

—+o0
a :
70 + g—l (ax, cos(kx) + by sin(kz)).

La bizarrerie du traitement de ag = 2 ¢o(f) vient du fait que la fonction constante 1 n’a
pas la méme norme dans Lo que les fonctions ¢t — cos(nt) pour n > 1. On note que pour

n >0,
1 27

ap, cos(nz) + by, sin(nz) = — f(t) cos(nz — nt) dt =
T Jo

1 27

2T 0
Classiquement, on désigne par S,, f la n-ieme somme de Fourier d’une fonction f, égale
a

£(t) (ei(nm—nt) +e—i(nm—nt)) dt = cn(f) eine ten(f) o—inz

n n
ik ao .
(Snf)(z) = Z cr(f) e = > + Z (ak cos(kz) + by sin(kx)).
k=—n k=1
Le probleme général est de voir dans quelle mesure ces sommes partielles approchent la
fonction f donnée.

Une fonction périodique f est représentée par une série de cosinus si et seulement si
elle est paire, f(z) = f(—z) pour tout z. L’unité approchée R,,(t) = r,,(1+cos(t))™ (que
nous appelons “de Rudin”) étant formée de fonctions paires (des polynémes en cosinus),
on voit facilement que si f est paire (réelle ou complexe), les R,, * f sont des polynémes
de cosinus (a coefficients réels quand f est réelle).

Les propriétés des approximations de I'unité donnent le résultat qui suit.

Proposition. Les polynémes trigonométriques sont denses dans C(T) (fonctions conti-
nues 2m-périodiques) ; pour tout p tel que 1 < p < 400, les polynémes trigonométriques
sont denses dans L, (0, 27).



4.1.a. Le lemme de Riemann-Lebesgue

Proposition 4.1.1. Pour toute fonction f € L1 (R) la transformée de Fourier J/”\, définie
par

Vt € R, fA(t):/f(x)e_ixt dx
R

tend vers 0 quand |t| tend vers I'infini. On a aussi

lim f(z)sin(xt) dz = 0,
[t|—+oco Jr

et la méme chose en remplacant sinus par cosinus. Dans le cas de Ll(Rd), on a aussi
convergence vers 0 & I'infini de la transformée de Fourier f de toute fonction f € Ly (R?).

Preuve. On a vu que les fonctions de classe C! & support compact sont denses dans
Li(R). On a quand g est C!, & support compact contenu dans [a, b],

/Rg’(x) do = /ab ¢'(z) dz = g(b) — g(a) = 0.

Si f est C! & support compact, il en est de méme pour g(x) = f(z)e™** pour chaque t

fixé, donc
Oz/g’ :/f’(x)e_ixt dr — it/f(a:)e_il’t dx
R R R

J'(8) = itf(1)

pour tout ¢. De plus, |f’| est une fonction bornée sur R (bornée par ||f’||1) ; ceci montre
que la transformée de Fourier de f est O(|¢t|~1) & I'infini dans le cas ou f est C} donc

5 comp’
J tend vers 0 a l'infini.

La famille f — f(¢), t € R, est une famille équicontinue de formes linéaires sur
L;(R), qui tend vers 0 quand |t| — 400 sur le sous-espace dense Céomp. Il y a donc
convergence vers 0 pour toute fonction f € L.

Si f est réelle, les affirmations sur les sinus et cosinus sont obtenues en prenant les
parties réelle et imaginaire de f; si f est complexe, on applique la phrase précédente a
ses parties réelle et imaginaire.

On peut aussi démontrer le lemme en utilisant la densité dans L; des fonctions en
escalier. La démonstration dans le cas multi-dimensionnel est essentiellement identique.
Donnons-la en dimension d = 2; puisque les combinaisons linéaires d’indicatrices de
rectangles sont denses dans Lj(R?), il suffit de traiter le cas f = 14,5 x[c,q)- On a si

t = (t1,tz) € R?, avec t1,to # 0

c’est-a~dire que

f(t) = f(x1,22) e~ thm—iteTs go oy —

RQ
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(si t;1 = 0, il faut remplacer la premiere parenthése par (b — a) et si to = 0, il faut
remplacer la seconde par (d — ¢)). On vérifie facilement que cette expression tend vers 0
lorsque [t| — +o0.

Dans le cas 2-dimensionnel, on aurait pu aussi vérifier que si f est une fonction de
classe C! & support compact, ses deux dérivées partielles D, f, pour j = 1,2 vérifient

~

(D, )(t) = it; F(t),

ol t = (t1,ts) varie dans R?. On en déduit que |t |f(t)| est bornée par ||D;f||1, donc

(|t1] + [t2|) | F(t)] est bornée sur R?, ce qui implique que f(t) est O(|t|~!) & Pinfini et par
conséquent converge vers 0 a l'infini.

Corollaire 4.1.2. Pour toute fonction f € L;(0,2m), la suite (¢, (f))nez tend vers 0
quand |n| — +oo. On a aussi

27

lim f(z)sin(xt) dz = 0.
|t|—=+o0 Jo

Preuve. On considere la fonction g sur R définie par g(z) = f(z) six € [0,27] et g(z) =0
sinon. On voit que

27

2men(f)= [ fa)e i e = / g(x) e d = G(n),

et
21

(x) sin(zt) dx = / g(z) sin(zt) dz.

0 R

Le résultat découle donc immédiatement de la proposition précédente 4.1.1.

Dans une certaine mesure, on peut reconnaitre le caractéere C* d’une fonction f
2m-périodique a la décroissance de ses coefficients de Fourier. En effet, si on sait que
cn(f) = O(Jn|=%2), on pourra dériver k fois la série de Fourier de f, et toutes ces
séries dérivées seront normalement convergentes (la k-ieme dérivée fait encore intervenir
des coefficients en |n|~2 qui donnent une série numérique majorante absolument conver-
gente). Inversement, si f est de classe C¥, argument d’intégration par parties utilisé
dans la preuve de la proposition montre que c,(f) = O(|n|7%); il y a bien str une
différence importante entre les deux conditions, mais qui disparait pour les fonctions f
périodiques de classe C* : elles sont caractérisées par le fait que pour tout entier k > 0,
les coefficients de Fourier de f sont O(|n|~*) quand |n| — +oo.

4.1.b. Un résultat de convergence ponctuelle des séries de Fourier

Pour exprimer qu’une fonction f est représentée par sa série de Fourier, par exemple au
sens de la convergence Lo, mais sans préjuger de I’égalité point par point, on écrit parfois

flx) ~ Z cr(f) e ke

keZ



Il est tout de méme intéressant de disposer de criteres simples qui garantissent 1’égalité
en un point x donné. On va considérer d’abord un cas particulier d’énoncé assez peu
lisible, mais de preuve simple, dont on extraira ensuite les autres résultats. On y prendra
x =0, ce qui réduit la série de Fourier au point = a > cx(f).

Lemme 4.1.3. Soit h une fonction mesurable sur [—7, 71| telle que

(%) /W @‘dt<+oo

—Tr

(ce qui implique que h € 1,1(T)) ; dans ce cas, la série de Fourier de h converge au point
x =0, et sa somme est nulle,
> ex(h) =0.

keZ

Démonstration. Pour montrer la convergence aux deux infinis 00 on étudiera la somme
Smn = O pem Ck(h), et on fera ensuite tendre indépendamment m vers —co et n vers

+00. Clairement .
wem [H0(35 )

—TT _

Pour tout nombre complexe z non nul et tous m < n, m,n € Z on a
(2—1 — 1)(Zm + LMl 4+ 4 Z”) —,m=1_ n

ce qui donne appliqué & z = e~ 1!

T efi(mfl)t _e—int dt
Smyn :/_ h(t)< eit 1 ) o

L’idée simple mais efficace est de regrouper h(t) et le dénominateur, pour former une
fonction auxiliaire

g(t) =

qui est intégrable d’apres I'hypothese (*) car |g(t)| < 5 |h(t)/t|. Alors

" —i(m— —in dt
Sm,n = / g(t) (e ( Lt —¢ t) % = Cm—l(g) - C’I’L(g)7

—Tr

qui tend vers 0 quand on fait tendre indépendamment m vers —oo et n vers +oo, d’apres
le corollaire de Riemann-Lebesgue 4.1.2, appliqué a la fonction g € Lq(T).
Pour transformer la condition (x) en l'intégrabilité de g, on a utilisé le fait que

|1 —e!'| = 2]sin(t/2)| et le fait que

2 sin(t/2

(0<t§7r):>—§M§1.

T t/2
La majoration est bien connue ; la minoration vient de la concavité du sinus sur l'interval-
le [0,7/2].



Corollaire 4.1.4. Soit f une fonction 2w-périodique mesurable, soient x un point fixé

et ¢ un scalaire vérifiant ~ .
/ JC(L‘ dt < +oo;

— T

on a

D en(f)em =2

neZ

Démonstration. On applique le lemme préliminaire 4.1.3 a la fonction h(t) = f(x+t) — ¥,
qui vérifie évidemment la condition (x) de ce lemme. On a donc

keZ

et en introduisant le symbole de Kronecker g, qui est nul sauf quand k£ = 0, auquel
cas 0g,0 = 1,

T o dt T . dt .
Ck(h) = / (f(~r —|—t) — E) e ikt 7 f(s) e—lk(s—:r) —_— — gék’o = Ck(f) elkx —gék’o ;

- 2m 2m

I’équation (1) se transforme donc en le résultat attendu,

0=3" cu(h) = (Z ck(f)e”‘”> 0

keZ kEZ

Remarque. La condition du corollaire 4.1.4 est satisfaite en particulier quand f est
une fonction intégrable sur [—m, 7|, partout définie et dérivable au point z : on prend
¢ = f(x), et on conclut que la série de Fourier converge au point z et que sa somme vaut

bien f(z).

Définition. On dit qu’'une fonction f vérifie une condition de Holder d’ordre o > 0
s’il existe une constante M telle que |f(t) — f(s)] < M|t — s|* pour tous s,t € R. On
peut aussi limiter la propriété aux couples s,t tel que [t — s| < 1; pour les fonctions
périodiques, qui nous intéressent ici, cela ne fait aucune différence. Une notation assez
classique pour cet espace de fonctions est Lipg,.

Seul le cas a < 1 est intéressant : on voit facilement qu’une fonction a-holderienne
pour un « > 1 est constante (découper l'intervalle entre z et y en un grand nombre de
petits morceaux de longueurs égales, et majorer |f(y)— f(x)| par la somme des majorants
des morceaux correspondants).

Corollaire 4.1.5. Soit f une fonction 2mw-périodique vérifiant une condition de Holder
d’ordre a > 0 ; pour tout x € R, on a

f@) =3 ealf)eime.

neZ

Démonstration. Pour chaque x la condition de Holder entraine que

/Wf(ﬂt ’dt<2M/

On applique le corollaire précédent 4.1.4 avec £ =




Exercice. Si K est un compact de L1 (0, 27), montrer que le lemme de Riemann-Lebesgue
est vrai uniformément sur K. Si f est 2w-périodique et f € Lip, pour un a > 0, montrer
que les fonctions (gz)gze(0,2-) définies par

forment un compact de L;(0,27). En déduire que pour une fonction f de Lip,, la série
de Fourier converge uniformément vers f (revenir a la preuve du lemme 4.1.3).

Le résultat de l'exercice précédent redémontre que la suite (e, )ncz est totale dans
Ly. En effet, le résultat s’applique a toute fonction continue f périodique linéaire par

morceaux : les sommes de Fourier Sx(f) tendent uniformément vers la fonction f, donc
aussi en norme Ly ; ceci montre la totalité de la suite (e, )nez.

Noyau de Dirichlet

Exprimons la somme de Fourier d’ordre N > 0 d’une fonction f; on a

(Sxf)(@) = _i ea(f) el = / 2”( _i =) fs) 2 =
— /Ozw( i eint>f(x—t) ;l_; = /:WDN(t)f(a:—t) 5—;,

ou on a posé

N
DN(t) = Z eint — e*iNt(l +eit 4. +ei2Nt) _
n=—N

| ONFDE ] et NI iNEgin((N 4 1/2)1)

eit -1 e—it/2 elt —1 B sin(t/2)

La fonction Dy s’appelle le noyau de Dirichlet d’indice N. Il est clair sur la premiere
expression de Dy que son intégrale est égale a 1 (I'intégrale de la fonction e : toutes les
autres fonctions e; sont d’intégrale nulle). De plus Dy est une fonction paire, donc son
intégrale sur [0, 7] est la moitié de I'intégrale totale,

—T



4.1.c. Critére de Dirichlet-Dini

On considere une fonction 2m-périodique intégrable f et un point x fixé ; on suppose qu’il
existe deux valeurs a4 et a_ qui donnent une approximation raisonnable de f a droite
et a gauche du point x, au sens que

(DD,.) AWU@+?_ﬂ”cu<+m>etQ/Ouw+a_a4dp<ﬂn

—T

Théoréme 4.1.6. Sous I’hypothése (DD, ), les sommes de Fourier (S, f)(z) au point
fixé x tendent vers (ay +a_)/2,

~+o0
1i7ILI1 (Snf>(33') = Co(f) + Z (Cn(f) einm +C—n(f) e—inw) _ a4 ‘;‘ a— )

Démonstration. Considérons la fonction 2r-périodique t — a(t) égale a a4 sur (0,7) et
a a_ sur (—m,0). Si on définit h(t) = f(x +t) — a(t), 'hypothese (DD, ) dit exactement
que l'intégrale

\/\ﬂ'

est finie. On sait donc d’apres le lemme préliminaire 4.1.3 que

ﬁgi%ﬁ
t

On voit d’apres (x*) que

T 0
() (sNa>(o>:a_/O DN<t>§_;+a+/_ Dy(t) & e toe,

Calculons les coefficients de Fourier de la fonction g = h+a, qui est égale a g(t) = f(z+t).
On a en posant x +t = u

enlg) = / g(tye it I [0 puyemibtomn B0 _ ) i

_ﬂ 27 o
donc N
(Sng)(0) = D erlg) = (Sx/)(2),
et o
(Sxf)(@) — HE= = (S9)(0) — (S5a)(0) = (Sxh)(0) — 0

comme promis.



Remarque : convergence bilatérale. On a vu que dans le résultat de convergence 4.1.4,
la série de Fourier complexe de f au point x converge aux deux infinis de I’ensemble
d’indices Z. Cette convergence aux deux cotés n’est absolument pas la situation générale.
Dans la situation du théoreme 4.1.6 (ou bien du théoreme de Dirichlet classique, ol une
fonction de classe C! par morceaux admet au point  une limite & droite et une limite &
gauche), il faut prendre les sommes de Fourier symétriques pour obtenir un résultat de
convergence : on justifiera cette affirmation dans ’exemple 4.1.7.

Exercice. On définit une fonction 27-périodique f sur R en posant pour —m <t <7
F() = el

ou a est un nombre réel ou complexe qui n’est pas dans 277Z. Expliciter le résultat obtenu
en appliquant le théoreme de Dirichlet a la fonction f au point .

Exemple 4.1.7.

Considérons fo(x) = sign(sin(z)), fonction 27-périodique sur R, égale a 1 sur |0, 7[ et
a —1 sur |—m,0[; on voit que cax(fo) = 0 pour tout entier k : en effet il est clair que
co(fo) = 0 par imparité, et pour k£ # 0 on a

4 . 1 LT 1
—2kix —2kix
d —_——[ ] ———(1-1) =0,
/0 ¢ ST 0= o Y

O .
—/ e 2R 4y = 0

donc cor(fo) =0. Sin=2k+1, on a

et de méme

T 0
21 cory1(fo) = / e~ (GktD)iz go / e~ (Zk+D)iz o —
0

—Tr

_ 1 [e—(2k+1)ixr n 1 [e—(2k+1)ia¢:|0 _ 4 7
(2k + 1)i o (2k+1)i - (2k+1)i
ce qui montre que ¢, (fo) = cory1(fo) = 2(win)~1; on voit & I’évidence que la “partie
positive” :i% cn(fo)e'™ de la série de Fourier complexe de fy ne peut pas converger
au point x = 0, alors que le théoreme de Dirichlet s’applique en ce point. On obtient
ainsi, en regroupant les indices k et —k du développement complexe

4 sin(2k + 1)z
(Snfo)(z) = p > Torrl
0<k< (n—1)/2

On a raté une belle occasion de se servir des coefficients de Fourier réels (ay,) et (by,) : il
est clair que a,, = 0 pour tout n > 0 a cause de I'imparité de la fonction fj, et

by =~ ”hmmwmﬁ=3/1MMMh>30—wwW»
. 0

™ s ™n

9



ce qui conduit heureusement au méme résultat. On constate bien qu’au point =z = 0,
la série converge (trivialement, en stationnant) vers la valeur 0, qui est la demi-somme
des limites a droite et a gauche de fy au point 0. Par ailleurs, d’apres le corollaire 4.1.4
appliqué en un point x tel que 0 < x < 7, on a

4 X sin(2k + 1)z
l_fO(x>_%kZ:() 2k + 1

alors que pour —m < x < 0 on a par imparité

+oo .
4 sin(2k + 1)z
1= S E i S A
fol@) =2 2% + 1

Le théoréme de Dirichlet a partir de I'exemple précédent

Si on a seulement montré le corollaire 4.1.4 (et pas le théoreme & la Dirichlet), on peut
déduire le théoreme de Dirichlet a partir du corollaire 4.1.4 et de ’exemple précédent,
ol le théoreme de Dirichlet a été vérifié “a la main” au point x = 0 pour la fonction fy.
Supposons qu’une fonction 2m-périodique localement intégrable f vérifie au point x = 0
I’hypothese de type “théoreme de Dirichlet” suivante :

la fonction f admet deux limites (finies) f(0—) et f(0+) a gauche et a droite de 0,
et de plus on a f(t) — f(0+) = O(t) et f(0—) — f(—t) = O(t) pour t > 0 petit.

Les deux propriétés précédentes seront vraies (par la regle de I’'Hospital) si on suppose
que f est dérivable sur (—m, ) pour x # 0, et que la dérivée f’ possede une limite (finie)
a gauche et a droite de 0. On va (re)montrer que sous ces hypotheses,

les sommes de Fourier (S f)(0) tendent vers (f(0—)+ f(0+))/2.

Posons d = f(0+) — f(0—) ; alors la fonction f; définie par

Ve eR, fi(z)=f(z)— gfo(x)

est équivalente a une fonction continue au voisinage de 0, égale a f(0—)+d/2 = f(0+) —
d/2 = (f(0=) + f(0+))/2 pour z = 0, et f; vérifie de plus la condition intégrale du
corollaire 4.1.4, avec £ = (f(0—) + f(04))/2, parce que les hypotheses impliquent que
fi(t) — € = O(Jt|) au voisinage de ¢ = 0. Comme on a vérifié a la main le théoreme de
Dirichlet pour la fonction fy, on en déduit le résultat pour f = f1 + %l fo au point 0 : les
sommes partielles de la série de Fourier de f au point 0 convergent vers

(+0=(f(0-)+ f(0+))/2.

10



4.1.d. Les noyaux classiques. Théoréeme de Fejér

On va s’intéresser aux sommes de Cesaro de la suite des sommes de Fourier,

1

anf:n—H<Sof+---+Snf).

Ces sommes, appelées sommes de Fejér, s’obtiennent évidemment par convolution de f
avec le noyau correspondant

1
Kn:—<D Dn)
] o+ +

(tout le monde n’est pas d’accord sur la numérotation : comparer Chatterji et Zuily-
Queffélec). Puisque Dy, = Z?:_ . €; on obtient facilement (a la Fubini)

(1) K, = i (1 - n‘LJr'l) e.

k=—n

D’un autre coté, le calcul de Dy + Dy + - - - 4+ D,, fait intervenir une somme de sinus,

n

S:= Y sin(kt +1/2) = Im(zn: ei<kt+’f/2>) —TmZ
k=0

k=0

ol
ei(n+1)t -1 ei(n+1)t -1

et —1  2isin(¢/2)

n
7 — eit/2 Zeikt _ eit/2
k=0

donc
1 —cos((n+ 1)t) _ sin”((n + 1)t/2)
2sin(t/2) sin(t/2)

ce qui donne puisque (n + 1) sin(¢/2) K,,(t) = S

S=ImZ=

1 sin®[(n + 1)t/2]
Kalt) = sin?(t/2)

On a donc K,,(t) > 0. En utilisant la forme (1) de K,, on voit que fo% K,(t) 4 =1. De
plus, pour tout « tel que 0 < v < 7, on constate que

1" 1 o 1
— Lipoan Kn(t) dt < dt <
or |, HiezarKa(®) (n+1)7r/a sin2(a/2) (n+ 1) sin?(a/2)

qui tend vers 0 quand n — +o0. On voit donc que la suite (K,,) fournit une approximation
de 'unité. On aura donc des résultats de convergence pour les sommes de Fejér

) o k
(nf)@) = (Ko ) = 3 (1= -1

k=—n

) e (f) oikz
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Les résultats généraux sur I'approximation par convolution donnent donc les deux
parties du théoréeme de Fejér qui suit.

Théoréme 4.1.8. Si f est continue 2m-périodique sur R, la suite de fonctions (o, f)
converge uniformément vers f sur R.
Si feLy0,2m) et si 1 <p< +oo, onal|o,f— fll, — 0.

On note que oy f est la moyenne des valeurs des sommes de Fourier usuelles So f,...,Snf :
dire que les sommes de Fejér convergent en un point x vers f(x) signifie que la série de
Fourier au point x converge au sens de Cesaro vers f(z),

N
) 1
f(z) = NEIEOO NT1 kz_o(skf)(x)-
Conséquences-Exercices.

1. L’application qui associe a toute fonction f € L1(0,27) la suite (¢, (f))nez € co(Z)
est injective.

2. Si f est 2w-périodique continue et si les sommes de Fourier (S, f)(z) au point z
convergent vers une limite ¢, on a nécessairement ¢ = f(x).

4.2. Un peu d’espaces de Hilbert

4.2.a. Orthogonalité, bases

Définition. On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel H sur K = R ou C muni
d’un produit scalaire (z,y) — (x,y) € K, tel que la semi-norme x — /(x,z) soit une
norme sur H, qui rende cet espace complet.

Un produit scalaire doit vérifier les trois propriétés suivantes : pour tout y € H,

lapplication x — (z,y) est K-linéaire sur H; on a (y,x) = (x,y) pour tous =,y € H, et
enfin le réel (z,x) est > 0 pour tout z € H.

Si H est un espace de Hilbert, on note ||z|| = v/{(x,z) pour tout x € H. L’inégalité
de Cauchy-Schwarz dit que |[(z,y)| < ||z|| ||y||-

Exemple. L’espace Ly(£2, A, 1) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f.9) = / £(5)9(5) dp(s).

L’espace /5 est un cas particulier, obtenu lorsque €2 = N est muni de la mesure de
comptage (définie par p({n}) = 1 pour tout n € N).

Lemme 4.2.1. Soient (uq,...,u,) des vecteurs deux a deux orthogonaux d’un espace

de Hilbert H; on a
D A
k=1 k=1

En particulier, des vecteurs orthogonaux non nuls sont linéairement indépendants.

Démonstration. Facile, en développant le carré scalaire (>, _; ug, Y p_q Uk)-

12



Lemme 4.2.2. Soit (eq,...,e,) une suite orthonormée finie dans un espace de Hilbert
H, et posons F = Vect(ey,...,e,) ; pour tout vecteur x € H, le vecteur

n

Prax = Z (x,e;)e;

=1

est la projection orthogonale de x sur F, c’est-a-dire que Ppx € F et que le vecteur
x — Ppx est orthogonal 4 F. On a ||z — Pr x| < ||z — 2| pour tout z € F (le point Py x
est le point de F le plus proche de x).

Démonstration. Il est évident que y = Pra € F, et il est clair que (y,e;) = (z,¢e;) pour
tout j =1,...,n, donc z —y est orthogonal a tous les (e;), ce qui implique que x —y est
orthogonal & F. Pour la deuxiéme affirmation, on écrit x — z = (x — Ppz) + (Ppx — 2)
et on utilise 'orthogonalité de * — Prx et de Prax — 2z € F.

On a déja introduit la terminologie famille sommable dans le cas de réels positifs
au chapitre 1; une famille de vecteurs (u;);e; d'un espace normé est dite sommable s’il
existe un vecteur x tel que pour tout € > 0, on puisse trouver un ensemble fini Jg C I tel
que pour tout sous-ensemble fini J D Jg, on ait

H:IZ‘—Z u]H <eE.

Jjed

Lemme 4.2.3 : inégalité de Bessel. Soient H un espace de Hilbert et (e;);c1 une famille
orthonormée dans H ; pour tout x € H la famille (|{x,e;)|?)ic1 est sommable et

D e <l

i€l

Démonstration. Pour qu'une famille (u;);e1 de réels > 0 soit sommable, il faut et il suffit
qu’il existe un majorant M pour '’ensemble des sommes finies ), ;u;, J C I, J fini. On
a alors Ziel u; < M. Il suffit donc de montrer le résultat du lemme pour une suite finie
€1,...,en. On a vu que si on pose y = Y ., (x,¢;) e;, le vecteur z — y est orthogonal au
sous-espace F = Vect(ey,...,e,), donc x — y est orthogonal a y € F. On aura puisque
r=y+(z—y)

n
1 = Iyl + [l = ylI* > ylI> = [{x,e)]
i=1
d’ou le résultat.

Lemme 4.2.4. Soit (u;);e1 une famille orthogonale dans un espace de Hilbert H; la
famille est sommable dans H si et seulement si >, |lui]|* < +oo, et dans ce cas

2
Dl = llill®
i€l icl
Si (e;)ie1 est une famille orthonormée, la famille de vecteurs (c;e;);c1 est sommable dans

H si et seulement si Y ,c; |c;|? < +oo, et dans ce cas on a ||, cieiHQ =Y arlal?
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Démonstration. Supposons Y, [lus]|* < +00. On peut trouver une suite croissante
d’ensembles finis I, C I telle que la suite croissante s, = Y. [lu[|* tende vers la
somme s = Y, [luil|* de la famille ([|u;]|?)ie1. Posons U, = 37| u; pour tout n > 0.
Si m < n on a par orthogonalité

Un = Unl®= D fukl®=sn — sm-
i€, \Im

A partir de 14, il est clair que la suite (U,,) est de Cauchy dans H, donc converge vers un
vecteur = € H. Ce vecteur z est la somme de la famille (u;);e1 : pour tout € > 0 donné,
on peut trouver un sous-ensemble Jo fini dans I tel que ||z — ), ;u;|| < & pour tout J
fini contenant Jj ; il suffit en effet de choisir Jo = I,, pour un entier n tel que s —s,, < £2.

La norme de la somme de la famille s’obtient en passant a la limite dans 1’égalité du
lemme 4.2.1, qui donne ||U,||* = s,, pour tout n > 0.

Définition. On appelle base hilbertienne d’un espace de Hilbert H une famille or-
thonormée (e;);e1 qui est de plus totale dans H, c’est-a-dire que 1’espace vectoriel en-
gendré Vect(e; : i € I) est dense dans H.

L’un des intéréts (peut-étre mineur) de la notion de famille sommable est de permet-
tre d’utiliser la notion de base hilbertienne (e;);c1 dans le cas le plus général (I’ensemble
d’indices I peut étre non dénombrable) pour représenter les vecteurs de ’espace, sans
faire de périphrases : tout vecteur z de H est la somme x = ) . (7,e;)e; de la
famille sommable ({z,e€;)€;);c1. En effet, la famille est sommable par la conjonction
des lemmes 4.2.3 et 4.2.4; si s désigne la somme de la famille, on voit que x — s est
orthogonal & tous les e;, donc a leurs combinaisons linéaires, donc a H entier puisque (e;)
est totale. Ainsi, on a bien x = s.

Pour tout ensemble d’indices I, on a un espace de Hilbert ¢5(I) des familles (¢;);er
de scalaires telles que ), le;|? < 400, qui a une base hilbertienne canonique qu’on
devine ; tout espace de Hilbert H est isomorphe & I'un de ces espaces £2(I).

Proposition. Supposons que H admette une base hilbertienne dénombrable. Pour toute
énumération (e, )nen de cette base, et pour tout vecteur x de H, on a

+o0 400
=Y (zep)er et |z> =) [(z,ex)’.
k=0 k=0
Démonstration. Pour tout n > 0, la projection orthogonale de x sur F,, = Vect(eq, ..., e,)

est égale & x, = > _ (z,ex)e,. Par ailleurs, les coefficients ¢, = (z,e) sont de carré
sommable d’apres Bessel, donc la série ), - crer converge d’apres le lemme 4.2.4 ; si on
pose y = ZZ;)% Ck €k, on a y = lim, =,,.

Soient £ > 0 donné, et Ny € N assez grand pour que ||y — z,| < £/2 pour tout
n > Ng; puisque la famille (e;) est totale, il existe un vecteur z € Vect(e;) tel que
|z — z|| < €/2; on peut trouver un entier n > Ny tel que z € F,,. D’apres le lemme 4.2.2,
on aura || — z,|| < ||l — z|| < e/2. 1l en résulte que ||z — y|| < €, pour tout € > 0, donc
x=uy.
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On voit qu’une base hilbertienne (e, ),>0 de H est une suite orthonormée qui vérifie
pour tout x € H la premiere propriété indiquée dans la proposition précédente. En effet,
cette propriété implique clairement que la suite (e, ),>0 doit étre totale dans H.

Exercice. Déterminants de Gram. Soient (z1,...,2z,+1) des vecteurs d’'un espace de

Hilbert, tels que F = Vect(x1,...,x,) soit de dimension 7 ; montrer que

det(<$z‘a x]’>)i,j:1,...,n+1
det(<$i7$j>) .

dist?(xp41,F) =

i,j=1,....n

Exercice : le systeme de Haar. On définit une fonction «fondamentale» h sur R par
la formule h = 1(g,1/2) — 1(1/2,1)- On définit ensuite des fonctions sur [0,1] en posant
ho,o(t) = h(t) pour t € [0,1], puis pour tout k > 0 et tout j =0,...,2% — 1

Vi e [0,1], hi;(t) = 2822kt — ).

Montrer que le systeme formé de la fonction constante 1 et des fonctions (hy ;), kK > 0
et j =0,...,2% — 1, constitue une base hilbertienne de L(0,1).

4.2.b. Convergence dans Lo des séries de Fourier

Considérons l'espace de Hilbert Lo (0,27) des fonctions complexes de carré sommable
pour la mesure dz/2m. Il est facile de vérifier que les fonctions (e, ),cz forment une
suite orthonormée dans L2(0,27). On a vu que ce systeme est total : cela résulte de
ce qui a été vu a partir de I'approximation de 1'unité de Rudin, qui implique que les
polynomes trigonométriques sont denses dans L, pour tout p tel que 1 < p < +o00, en
particulier pour p = 2, ou bien cela résulte du théoreme plus spécifique de Fejér. La
famille dénombrable (e,),ez est donc une base orthonormée de Lo ([0, 27], dx/27).

Pour voir que la suite (e,)nez est totale, on aurait pu aussi employer le marteau-
pilon Stone-Weierstrass : ’espace vectoriel complexe L engendré par les (e, )nez se trouve
étre une algebre, invariante par conjugaison complexe et qui sépare les points du compact
T = R/27Z. 11 en résulte que L est dense, pour la norme uniforme, dans l’espace des
fonctions continues 27-périodiques, ce qui implique la densité dans Lo (0, 27).

Pour toute fonction f € Ly (0, 27), les coefficients du développement de f dans cette
base sont les coefficients de Fourier complexes

enlf) = ren) = [ fls)eine &2,

0 27

D’apres Parseval, on a

27 dS
I£1I5 = 1F()P o= =D lea(H)I?
2 /0 2T T;Z

Cette identité est la source d’'une multitude d’exercices calculatoires, tels que par exemple
le calcul de la somme de la série numérique > -, 1/n%
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On a dit qu’on écrit parfois le développement de Fourier d’une fonction f € Ls sous

la forme .
f(.ilf) ~ Z Cn(f) elnfL‘7

nez

et que cette écriture ne nous dit pas que la série numérique ci-dessus converge vers f(x)
pour un x particulier : ce que nous savons est que f est la somme de la série de fonctions
au sens de L. En fait, un théoreme tres difficile démontré vers 1960 par le mathématicien
suédois L. Carleson affirme que pour presque tout z, la série de Fourier converge au point
x et sa somme est égale a f(z) (a partir de la convergence presque-partout, le fait que
la somme soit f(x) est facile : exercice).

Exercice. Utiliser la théorie des séries de Fourier pour retrouver, d’'une facon ou d’une
autre, la relation plus que classique

— =
=n 6

Exercice. Formule de Poisson.

a. Soit f une fonction continue 27-périodique sur R ; montrer que si 7 [en(f)] < 400,
ona f(z) =), czcn(f)e"" pour tout z € R.

b. Soient F une fonction continue sur R, telle que |F(z)| < C(1+ |z|)~* pour un a > 1
et tout x € R, et F sa transformée de Fourier ; montrer que la fonction f définie par
f(x) = >, c, F(z + 27n) est continue et 27-périodique. Trouver une relation entre les

valeurs F(n), n € Z et les coefficients de Fourier de f.

¢. On suppose de plus que 3 |F(n)| < +o00. Démontrer la formule de Poisson,

Z F(2mn) = % Z F(n).

nez nez

Appliquer avec F(z) = e~*l 4 > 0.

4.2.c. Séries de Fourier a plusieurs variables

Donnons une idée du cas d = 2; le produit scalaire sur Ly ([0, 27]?) est alors donné par

27 27
——— dsdt
= t t .
o= [ a0
On considére les fonctions définies sur R? par
i(ms+nt)

emn(S,t) =em(s)ey(t) =e

indexées par Z x Z. On vérifie facilement qu’elles forment encore un systeme orthonormé.
On définira pour f € L1([0,27])?) et m,n € Z

~ dsdt
o — t —i(ms+nt) ,
mal)= [ fotye -
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égal & (f,em n) lorsque f € Lo. On peut montrer que ce systeme (e, ) est total dans
L2 ([0, 27]?) en introduisant les puissances de la fonction ¢ > 0 définie par

o(s,t) = (1 + coss)(1l + cost),

qui atteint un unique maximum sur [—m, 7]? en (0,0) (voir le chapitre 3, section 3.4.c) ;
les puissances de cette fonction sont des polynomes trigonométriques en deux variables.
En fait la totalité de cette suite double résulte d’un fait général : si (f,,) est une base
hilbertienne de Ly (X, ) et si (g,) est une base hilbertienne de Lo(Y,v), les fonctions
(s,t) = fim(8)gn(t) forment une base hilbertienne de Lo(X X Y, ® v).

Disons quelques mots de la convergence ponctuelle. On introduit les sommes de
Fourier doubles,

Sl(\IQ)f - Z Cm,n(f) €m,n-

|ml;|n|<N

Si u est une fonction d’une variable et si g(z,y) = u(x), il est facile de vérifier que

(¥ 9)(x,y) = (Snu)(x),

et le résultat analogue si g(z,y) = v(y). Il y a donc convergence simple des sommes de
Fourier doubles si g est holderienne et ne dépend en fait que d’une seule variable. Si f
est une fonction doublement 27-périodique et a-hdlderienne, 0 < v < 1, introduisons

<p(x,y) = f(xvy) - f(ac,O) - f(oay) +f(070)'

Il est facile de voir que ¢ est a-hdlderienne ; de plus on constate que

lp(z,y)| < |f(z,y) — f(0,y)] + |f(z,0) — £(0,0)] <M |z],

et de méme on voit que |¢(x,y)| < M |y|*; ainsi

lo(z,y)]| = (@, 9) M2z, )| /2 < M|z 2]y|*/?;

on voit ensuite que

@ _ dsdt
(Sx"¢)(0,0) = /[O’%]Q @(—s,~t)Dx(s)Dx(H) 55 =

p=s,—t) ) sin dsdt.

/[0,27@2 sin(s/2) sin(ey2) SN +1/2)s)sin(N+1/2)1) <5

o(—s, —t) dsdt
sin(s/2) sin(t/2) | 4m?2

< 00

/[0,271']2

par les majorations obtenues sur ¢. On en déduit que (Sl(\?)go)((),()) tend vers 0 par
Riemann-Lebesgue en deux variables, et on conclut finalement que

£(0,0) = lim (S{ £)(0,0).

Bien sir le point (0,0) ne joue aucun role particulier, et la convergence ponctuelle est
vraie pour tout point (x,y).
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4.2.d. Théoreme de projection

Si C est un convexe fermé non vide d’'un espace de Hilbert H et  un point de H, il existe
un point unique y € C tel que

|z —y|| = dist(z, C).
On obtient ce résultat en considérant la famille des fermés non vides
F.={zcC:|z—z2|* <d*+¢%}

ou d = dist(x,C) et € > 0; le fermé F. décroit quand e décroit vers 0, avec diametre
tendant vers 0. On voit en effet avec la relation du parallélogramme que diam(F.) < 2¢ :
si u,v sont deux points de F., posons m = =z — (u +v)/2 et h = (u — v)/2. Alors
(u+v)/2 € C par la convexité de C, donc ||m| > d et

2(d* +¢%) > [lo — ull® + [lo = vl|* = lm = AlI* + [m + h||* =

= 2[lm|* +2[|n])* = 2d* + 2] A%,
donc [|h|| < e, et le sup des valeurs de ||h|| est égal au demi-diametre de F..

Dans le cas ou C = F est un sous-espace vectoriel fermé, on montre que la projection
de plus courte distance y = Py x est caractérisée par

PrxeF et x—Ppax LF.

Il en résulte que 'application Py est un projecteur linéaire de H sur F. Si ¢ est une forme
linéaire non nulle sur H, on peut trouver un vecteur v; € H tel que ¢(v1) # 0; posons
F =ker?, et w = Ppwvy. Alors £(v; —w) = £(v1) # 0; le vecteur v; — w est orthogonal a

F ; posons
1

(v, —w)

Le vecteur vy est orthogonal a F et {(vg) = 1. Soit = un vecteur quelconque de H; le
vecteur x — f(x) vg est dans ker ¢ = F, ce qui entraine que

vy = (v1 — w).

0= (x — £(z)vy,vo)
et donc
1
, <’U(),'U0>

Ceci montre que la forme linéaire continue ¢ est représentée par le produit scalaire avec
le vecteur v = ||vg||~2vo.

lz) = (x

Théoreme. Pour toute forme linéaire continue ¢ sur un espace de Hilbert H, il existe
un vecteur v € H unique tel que

Vee H, {(z)=(z,v).
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4.3. Transformation de Fourier

4.3.a. Fourier de Ly (R%)

A toute fonction réelle ou complexe f € Ll(Rd) on associe sa transformée de Fourier f,
définie sur R? par la formule

vt € RY, f(t):/ e 1T f(x) du,
Rd

ou la notation t - x représente le produit scalaire t; x1 + --- 4+ tg x4 des deux vecteurs
t = (t1,...,tq) et © = (z1,...,24) de R¢. L’application du théoréme de convergence
dominée & la famille des fonctions g;(z) = e™'** f(x), dont les modules sont majorés par

~

la fonction intégrable fixe x — |f(x)|, montre que f est continue. Il est clair que

1 Flloo < II£1l5-

On a vu de plus que f appartient au sous-espace fermé Co(Rd) de Cb(Rd), formé des
fonctions continues qui tendent vers 0 a l'infini (lemme de Riemann-Lebesgue 4.1.1).

On peut donc dire que f — J?est un opérateur linéaire de norme < 1, de Ll(]Rd) dans
Co(R%).

Avec Fubini, on voit que lorsque f,g € Ll(Rd), la transformée de Fourier de f % g
est égale au produit f g des transformées de Fourier,

(FC) vteRY,  (fxo)t) = f1)3();

on utilise h(x,y) = f(x—y)g(y) e~ ¥, dont le module est (z,y) — |f(z—¥)g(y)| et dont
on a vérifié 'intégrabilité lors de I’étude de la convolution.

Dilatations et Fourier

Soit f € Ll(Rd) ; pour tout A > 0 posons
Yz e RY, fiy(z) = Mf(a).

On voit par le changement de variable y = Az que f]\ a la méme intégrale et la méme

norme dans L; (R?) que f. On trouve immédiatement par le méme changement de variable
que

~

vt e RY fi(t) = F(t/A).

Dans le méme ordre d’idées, désignons par ¢ I’application qui associe a toute fonction
flafonction of : x — f(—=x). Cette application o est une involution linéaire isométrique
de tous les espaces L,(R?). Désignons par F; application f — f définie sur L; (R%). On
voit que

(FS) Fioo=00F;

ceci équivaut a dire que o f: (;? pour toutes les fonctions f de L; ; on a en effet

~ ~

@Ht)=F(—t)= [ fl@)e™ de= [ f(—y)e ¥ dy=(of)(t).
R4 R4
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Fourier et dérivations

Désignons par Di,...,Dy les d opérateurs de dérivation partielle dans RY. Ainsi, si
x = (x1,...,24) la notation (D f)(z) désigne la premiere dérivée partielle de f au point
x, qui est égale a la dérivée au point 27 € R de la fonction t € R — f(¢,z2,...,24). On

peut voir en exercice le résultat suivant.

Soit j tel que 1 < j <d;si f et x — z;f(z) sont intégrables sur R?, alors fadmet
une jieme dérivée partielle, donnée par

-~

vt e RY (D, f)(t) = /R(—i:l;jf(a:)) e 1Tt dy

c’est-a-dire que iDjf est la transformée de Fourier de x — z; f(x). Il suffit de dériver
sous l'intégrale, a la Lebesgue dominé. On a aussi le résultat suivant.

Soit j tel que 1 < j <d;si f et D;f sont dans L, (RY), alors

vteRY, (D;f)(t) = it; Ft).

Vérification. On commence en dimension d = 1, en supposant donc f et f’ intégrables
sur R. On procede par intégration par parties,

/ab fl(x)e 't do = [f(x) e—iwt} Z_a _ /ab Fz)(~it)e ot gt.

Comme f est intégrable, on peut trouver, pour tout € > 0 donné, deux valeurs a, b telles
que a < —1/e, 1/e < bet |f(a)|,|f(b)] < e. On en déduit le résultat annoncé.

En plusieurs variables, on commence avec Fubini par une intégration dans la variable
x; ; on se trouve alors dans le cas qui vient d’étre traité ; ensuite on integre dans les autres
variables.

4.3.b. Des séries de Fourier & la transformation de Fourier

On va commencer par établir I'inversion de Fourier dans un cas simple, et on verra que
la connaissance de ce seul cas permet de trouver assez facilement les propriétés générales
de la transformation.

Supposons que f soit de classe C? & support dans un intervalle compact [—a, a).
Alors f” est intégrable, et on sait que la transformée de Fourier de f” est bornée,

puisque f” € Li(R), et f;(t) est égale & —t2f(¢) ; on en déduit que t — (1 + £2) f(t) est
la transformée de Fourier de f — f”, donc

A+ FOL< I =l < WA+ 1 T

En particulier, la fonction J?est intégrable sur R, puisqu’elle admet un majorant de la
forme M(1 + ¢2)71,

Choisissons un entier N tel que Nm > a. On va appliquer a la fonction f les
résultats de convergence ponctuelle des séries de Fourier, mais en commencant par

20



changer d’échelle pour nous ramener a notre normalisation favorite. Considérons la fonc-
tion 2m-périodique gn définie en posant

Vo € [—m, 7|, gn(z)= f(Nx).

Pour tout point z € |—m, x|, le critére de Dirichlet-Dini du corollaire 4.1.4 est satisfait
avec ¢ = gn(x), puisque gy est dérivable au point z (voir aussi la remarque qui suit ce
corollaire) ; on a donc la convergence ponctuelle de la série de Fourier,

gn(@) =) enlgn) e’

nez

On calcule pour tout k& € Z, en posant y = Nx

" ke O T —i
wlon) = [ onte)e ™ S = aN) [ gy ay

—T —

— (2aN)" / F(y) e N dy = (20N) " Flk/N).

Soit y € R quelconque, et posons y = Nz ; pour N assez grand, on aura |z| < m, donc

1 ~~ .
f(y) = gn(z) = 3N > Fk/N)evH/N,
k€Z
Si on pose h(t) = f(t)ei¥!, Pexpression précédente fait intervenir une sorte de somme de

Riemann pour la fonction h,
1
= S hlk/N)

kEZ

correspondant a une subdivision (infinie) de R en intervalles de longueur 1/N, avec les
points de subdivision t; = k/N, k € Z. On justifiera plus bas au lemme 4.3.2 la formule
de Riemann généralisée

1
Gim < > h(k/N) = /Rh(t) dt,

keZ

qui conduit donc a la formule d’inversion du lemme 4.3.1, puisque

pour tout N assez grand.

Lemme 4.3.1. Si f est C? a support compact sur R, la fonction fest intégrable sur R
et on a pour tout y € R 1'égalité

flo) = 5= [ Fet ae
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Justifions D'affirmation sur la convergence des sommes de Riemann infinies de la
fonction h précédente : on appliquera le lemme qui suit deux fois, une fois sur [0, +o0]
et une autre sur |—o0, 0], en prenant F = h, et on aura

[F(0)] = [h()] = 1F(8)] < G(t) == M(1+ %)~
avec M = [ fllx + [|/"[]x-

Lemme 4.3.2. On suppose que F est continue sur [0,+oo[, que |[F| < G ou G est
décroissante sur [0, +ool et O+OO G(t)dt < 400. On a

N—+4o00

+oo 1 +oo
/0 F(t)dt = lim NZF(k/N).

Démonstration. Soit € > 0 donné, choisissons A entier tel que

+o0 +oo
/ G(t)dt < e/3, ce qui entraine ’/ F(t) dt’ <e/3;
A A

la convergence des sommes de Riemann pour l'intégrale sur le compact [0, A] permet de
trouver un entier Ng tel que pour tout N > Ny on ait

A 1 NA
‘/ F(t)dt - k/N’<5/3;
0 :
pour tout £ > NA, on a N7}F(k/N)| < N7!G(k/N) < (IZ/I\IU/NG(IS) dt, donc

‘% > F(k/N)) < /;OO G(t)dt < /3.

k>NA
Le résultat en découle par I'inégalité triangulaire,

“+o00

’/O’LOO F(t)dt - % > F(k/N)‘ <e/3+¢e/3+¢/3.

k=1

Inversion de Fourier, suite

Supposons que ¢ soit une fonction > 0 sur R, de classe C* a support compact, et telle
que fR @ = 1. Le lemme 4.3.1 s’appliquera a chacune des fonctions ¢,, de 'approximation
de I'unité constituée comme a I’habitude en posant ¢, (z) = np(nx) pour tout n > 1.
On aura donc pour tout z € R

1 -~ itx
onl@) = 5= [ Balt) € .
T
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On aura un phénomene analogue en toute dimension d > 1; par exemple, si d = 2
et si on pose ¥, (z1,22) = ©n(x1)en(x2), on aura directement avec Fubini, pour tout
r = (z1,15) € R?

0n(e) = om [ Ba(t)B (1) €555 g,
R2

et

Pn(t1)Pn(t2) = /2 ©n(y1)en(y2) e ytityaty) dy1dy2 = P ().
R
On affirmera donc que
il existe une approximation de I'unité (¢,) dans Ly (R?) formée de fonctions dont la

transformée de Fourier est intégrable, et telles que

(2) Ve eRY,  on(z) = # /]Rd Pn(t) et dt.

Théoréme 4.3.3. Si f et f sont dans Li(R%), la fonction f “est” continue, c’est-a-

dire que la classe de f admet un représentant continu ; en effet, on a pour presque tout
d

r € RY,

flz)=(@m)~ [ ft)e'™" dt.
Rd
ou la deuxiéme expression est continue en x ; si f est déja donnée sous la forme d’une

fonction continue définie sur Rd, I’égalité précédente est donc vraie pour tout x.

Démonstration. Reprenons I'approximation de I'unité (¢,). On a pour tout n et tout
z € R%, en utilisant (2) puis Fubini,

(o s D)@ = [ He=endy =0 [ fe-n( [z at)dy

~

— (27)~ /R B /R Syt dy) de = (2m) /R BalF e .

On a vu que @, (t) = @(t/n), qui tend simplement vers 1 car

Pult) = / np(na) e dr = / ply) e dy = §(t/n) — (0) = / 0 =1;
R R4 R
on a la majoration |@,| < ||¢n|l1 = 1; puisqu’on a supposé que fE L1 (R%), on peut ap-
pliquer le théoreme de convergence dominée a la suite d’intégrales ci-dessus pour obtenir
que

Vo € RY, lim (g, * f)(z) = # /Rd Flt) el at.

Par ailleurs, on sait que la suite (¢, * f) tend vers f dans L;(R?) d’aprés les résultats
généraux sur I’approximation par convolution. Le rapprochement des deux résultats mon-
tre que f est presque partout égale a la limite précédente. Autrement dit, la formule

vz € RY, F(t)el ™t dt

(2m)? Jpa

définit un représentant continu de la fonction f.
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Remarque. La transformation de Fourier est injective sur Ll(Rd). En effet, si une
fonction f € Ll(Rd) vérifie f = 0, on a bien f € Ll(Rd) et la formule d’inversion
précédente s’applique, donnant f = 0.

Fourier des Gaussiennes

On montre en dimension un, puis en dimension d, que

2 dx 2
—itx ,—|z|°/2 — o ltl7/2
/Rde € (271_)d/2 €

ou on a noté par |t| la norme euclidienne du vecteur ¢. Ce résultat se démontre en
dimension un, par exemple par des considérations d’intégrales de contour, et le résultat
sur R? se déduit par Fubini ; on peut aussi utiliser une équation différentielle, ou bien le
passage par la transformée de Laplace et I’holomorphie. Développons rapidement cette
derniere approche : posons g(x) = (2m)~1/2 e—’/2 pour z € R; on calcule facilement
pour s réel

2 2 dx 2
L(s)= [ e™** mda::es/Q/e_(x_s) 2 —et /2,
)= [ gta) [ Ean
On montre ensuite que la formule pour L(s) définit une fonction entiere sur C, nécessai-
rement égale a la fonction entiere s — es’/2 (principe des zéros isolés : la fonction entiere

z— L(z) — e/ 2 nulle sur P’axe réel, doit étre nulle en tout point de C); on conclut en
appliquant a s = it, t réel. Posons encore en dimension d

1 g
Vo € RY, gd(x)=W e~ll™/2,

On obtient immédiatement
Galt) = U7/

car les d variables d’intégration «se séparent ».

4.3.c. Fourier dans Lo(R?)

Désignons par X I'ensemble formé de toutes les fonctions f continues sur R, telles que
f et f soient intégrables sur R%: on a vu au théoréme 4.3.3 que f vérifie la formule
d’inversion

1

(I) Ve e R f(z) = @i

f( )elt T qt.

Il est clair que X est un espace vectoriel de fonctions. On a vu qu’il existe une approxi-
mation de l'unité (¢,,) qui est contenue dans X. On va montrer qu’a partir de la, on peut
étendre considérablement nos possibilités d’inverser Fourier pour d’autres fonctions.

Pas a. Si k € X, alors f x k € X pour toute fonction f € Ll(Rd). Autrement dit, on a
I'inclusion L; * X C X.

—

Preuve. Pour commencer, f * k = f/l% est intégrable comme produit de la fonction bornée
f par la fonction intégrable k. De plus, on sait que L; * Ly C Ly d’apres le chapitre 3.
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On voit de méme que ok est dans X quand k € X ; on a posé (ck)(z) = k(—x) pour
tout x, et vérifié que ok = o k, qui est bien dans L;. On remarque aussi que k est dans

X quand k € X; en effet, la définition de k € X est que (27)%% = a@, donc k a une

transformée de Fourier intégrable, k = (27)dok.

Pas b. Si k € X, on a
/ k(z)2 de = — / () dt
R4 (zﬂ)d R4 '

Preuve. Si une fonction g est a la fois intégrable et bornée par un nombre M, elle est de
carré intégrable puisque dans ce cas

/ lg( |2dx<M/ x)| dx.

Sik € X, elle est intégrable, et bornée par [k|[1/(27m)® d’apreés la formule (I). De méme,

k est supposée intégrable, et elle est bornée par Ik||1. Ainsi on a k, kel (R%). Pour le
reste, c’est encore le théoreme de Fubini

(2w)d/k(x)mozx:/k( )(/k( ) eite dt dm-// (2)k(t) e~ it dadt
_ /(/ k(z)e it® dx)%dt = /E(t)%dt.

Pas c. L’espace X est dense dans La(R?).

Preuve. Soit f une fonction quelconque dans Lo (Rd) ; on peut trouver une fonction f;
continue a support compact telle que ||f — fi]|2 < £/2. Maintenant f; est a la fois dans
L, et dans Ly ; si on considére une approximation de I'unité (g,) € D(R?), on sait que
les g,, sont intégrables, donc g,, € X ; on sait que f1 * g,, converge vers f; dans Lo d’apres
les résultats généraux sur les approximations de 'unité, et f; x g, € X par le pas a. Pour
n assez grand, on aura un élément fo = f; *x g, € X tel que ||f1 — f2|l2 < /2, donc
finalement ||f — f2]2 < e.

Faisons un dernier petit pas pour obtenir la transformation de Fourier pour ’espace
de Hilbert Ly (RY).

Théoreme 4.3.4 : prolongement a Lo de la transformation de Fourier. La transformation
de Fourier définie sur X se prolonge en une application linéaire continue F de Lo (]Rd)
dans lui-méme, et on a pour toute fonction f € Lo(R?)

/ (FAHOP dt = (2n)° / )P da.
R4 R4

De plus, la transformation de Fourier F est inversible dans £(Ly(R?)), et son inverse est
égal a
Fl=0@n) 0o F=2n)"%Foo.
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Démonstration. D’apres le pas b, I'application f € X — fest continue de X, muni de
la norme de Lo, a valeurs dans Ly. Par prolongement des applications uniformément
continues définies sur un sous-espace dense, a valeurs dans un espace complet, il existe
un prolongement unique F de cette application en une application continue de Lo (Rd)
dans Lg(Rd). Il est clair que ce prolongement est linéaire, puisque 1’application initiale
est linéaire sur I’espace vectoriel X.

De plus, si (fn) C X converge vers f dans Ly, 'image F f est limite dans Lo de la
suite (F f,,) ce qui entraine en utilisant le point b que

IFF113 = lim [ Ffull3 = 2m) lim || full3 = 2m)? (| £]13.

On a vu a I’équation (FS) que o0 o F; = F; oo sur Ly, en particulier o f: ;} pour
toute f € X ; ceci signifie que I’application continue de Lg(Rd) dans Lo (Rd) définie par
oo —Foo est nulle sur le sous-espace dense X ; il en résulte que le prolongement F vérifie
ooF = Foo. Lorsque f € X, la formule d’inversion montre que (27)~4(c o F)(Ff) = f;
puisque (27) %0 o F o F est continue sur Lo et égale & Iidentité sur le sous-espace dense
X, on en déduit que

Fo ((%)*d(a o ]—")) =(2n) “FoooF =(2n) Yoo F)oF =1d,

ce qui montre que
(2n) Yoo F

est 'inverse de F. La transformation de Fourier définit donc un isomorphisme surjectif
de Ly sur Ly. On voit que U = (27)~%2F est un opérateur unitaire sur Ly(R?).

Remarque. On peut voir l'inversion de Fourier d’une autre facon. Désignons par B

I'application anti-linéaire de Ly dans Ly définie par Bf = f (la fonction complexe con-
juguée) ; calculons BFB pour une fonction g € X ; on aura

F(Bg)(x) = / g@ et da,

puis

(BFB)g)(z) = / J@) e it dy / o(z) e da,

On voit donc que la formule d’inversion qui définit les éléments f € X est

1
= BFB)(Ff).
f = Gy BFBFS)
On a remarqué que F envoie X dans X, et il est facile de voir que B envoie X dans X.
Ainsi, V = (2m)~%2BF est une application antilinéaire isométrique de X dans X telle
que V2 = Id. 1l est clair que cette relation se prolonge par continuité a Ly. On en déduit
que

Papplication (27)~“BFB est I'inverse de F.
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Remarque. Si f € L (R?) NLy(R?), le prolongement F f obtenu a partir de X coincide
avec fdéﬁni par la formule intégrale : si f est dans L; N Lg, on peut considérer la suite
(fn) = (f xgn), ou (gp) est une approximation de l'identité contenue dans X. Cette
suite (f,) converge en norme Li(R?) vers f, donc ]/‘; tend uniformément vers f, et en
norme Ly(R?%) vers Ff. On en déduit que la fonction continue f est dans la classe de
Ff, c’est-a-dire que Ff = ]/C\', en termes moins corrects.

On dispose maintenant de deux versions de la transformée de Fourier : I’application
JF1 définie sur L et F5 définie sur Ly, et ces deux applications coincident sur 'intersection
L; NLy. Ceci permet d’envisager la transformation de Fourier sur 1’espace L; + Lo, espace
vectoriel de toutes les fonctions f qui peuvent s’écrire sous la forme f = f; + fo avec
fi € Ll(]Rd) et fo € Lz(Rd); si f = f1+ fo avec f1 € Ly et fo € Lgy, on voit que la
fonction F; f1 + F2 fo ne dépend pas de la représentation particuliere de la fonction f : si
fi+fo = g1+g2, alors fi —g1 = g2— f2 est dans L1 NLy, donc Fi f1 —Fi1g1 = Faga—Fafa;
ceci permet d’étendre un peu la transformée de Fourier a cet espace Li; + Lo en posant
Ff=Ffi+Faf.

Pour tout p € [1,2], Pespace L, (R?) est contenu dans L; (R?) + Ly (R%) ; le théoréme
de Hausdorff-Young affirme que la restriction F, de F a L,, est continue de L, dans L,
sil/g+1/p=1.

Exercice. Montrer que la quantité

Il = nf{[[frlls + [ fall2 : f = Fr + f2, fr €Ln, f2 € Lo}

définit une norme sur ’espace vectoriel Ly + Lo, et que I'espace est complet pour cette
norme. Montrer que la transformée de Fourier étendue est continue de L; + Ly dans
I’espace Ly, + Ly, muni de la norme analogue.

Intégrales semi-convergentes et transformation de Fourier

Une fois le résultat précédent 4.3.4 établi, on peut remarquer que pour toute fonction
f € Ly(RY), la suite (f,) définie par f, = 1y nje f est dans L1 (RY) N Ly(RY) et tend
vers f en norme Ly. D’aprés la continuité de F et son expression sur Li(R%) N Ly (RY),

on voit que pour toute f € Lo (Rd), la transformée de Fourier F f est la limite en norme
Ly de la suite des fonctions

teRY — / f(z)e '*t da.
[7n7n]d

.. . s , . d
Ainsi, s’il n’est pas correct de définir brutalement la transformée de Fourier sur Ly(R?)
par I'intégrale de Fourier, on arrive a une solution correcte tres voisine.

Explicitons un peu plus le cas de la dimension 1. Puisque la suite précédente con-
verge vers F f en norme Lo, il existe des sous-suites qui convergent presque partout. Si

Iintégrale semi-convergente
+oo )
/ f(x)e ' dx

— 00

existe pour tout ¢t € R, on en déduit que la fonction
+o0 )
tER—>/ f(x)e '™ dx
— 00
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appartient a la classe de F f.

Proposition 4.3.5. Soit f une fonction sur R, Riemann-intégrable sur tout intervalle
borné, et de carré intégrable sur R ; désignons par E I’ensemble mesurable (peut-étre
vide) formé des points t € R tels que I'intégrale

+o0o
/ f(z)e 1 dy

— 00

soit une intégrale généralisée convergente. La fonction

+oo
tcE — / f(z)e 1 dy

est égale en presque tout point de E a la restriction de Ff a E.

Démonstration. Pour tout entier n > 0 posons

o) = [ fl@)e ™ do

—n

cette fonction est continue, égale a la transformée de Fourier de la fonction f,, = 1(_;, n) [ ;
on voit facilement que f,, tend vers f dans Ly(R), donc g,, tend vers Ff dans Ly(R) ; il
existe par conséquent une sous-suite g, qui tend vers F f presque partout, en particulier
presque partout sur E; mais pour tout point ¢ € E, la suite g,,(t) tend vers I'intégrale

I(t) = fj;o f(x) e dx. 11 en résulte que 1(t) = (Ff)(t) pour presque tout t € E.

Remarque. La proposition 4.3.5 est particulierement sympathique lorsque 'intégrale
de Fourier est semi-convergente pour tout t € R : dans ce cas on sait que la fonction

+oo )
tER—>/ f(x)e ' dx

représente la transformée de Fourier Ff.

Exercice. Si f € L;(R?) et g € Ly(R?), montrer que la transformée de Fourier de f g
est le produit des transformées de Fourier de f et de g.

Exercice. On pose pour tout entier n > 0 et tout x € R

2 d" 2
P,(z)=¢" —e ™ .
n(@) dx™
Montrer que P,, est un polynome de degré n, et que x — P, (x) e~7"/2 est un vecteur
propre de la transformée de Fourier. Quelles sont les valeurs propres possibles pour F ?

Exercice. Injectivité de la transformation de Laplace. Soit f une fonction sur R, nulle
en dehors d’un intervalle de la forme [a, +o0o[ et telle que z — f(z)e™ % soit intégrable
pour un so € R. On définit la transformée de Laplace de la fonction f sur l'ouvert
U={z€ C:Rez> sg} du plan complexe par

VzeU, (Lf)(z)= /R e f(z) da.

Montrer que Lf est holomorphe dans U. Montrer que si Lf est nulle sur un intervalle
non vide de |sg, +oo[, alors f est nulle presque-partout sur R.
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Un exemple

Partons de la fonction f = % 1(_1,1); on calcule facilement sa transformée de Fourier

—~ 1 ) 1 0t
f(t) = _/ e "t dx :/ cos(xt) dx = smeb
2/ 0 t

La fonction g(t) = (sint)/t est de carré intégrable sur R ; de plus, elle est paire, donc

égale & og; d’apres la formule d’inversion de la transformée de Fourier dans Ly (R), on
sait que Fg = Fog = FoF f = 2nf. Par ailleurs l'intégrale

+oo
h(x) :/ g(t)e 1 qt

— 00
converge pour tout z différent de 1 ou —1 (voir plus loin), donc vaut 27 f(x) pour presque
tout x. On aimerait pouvoir conclure pour des x donnés, par exemple x = 0; cela sera
possible si h est continue sur (—1,1); on aura h(z) = 27 f(z) = 7 pour presque tout
€ (—1,1), donc h = 7 sur un sous-ensemble dense de (—1, 1), donc pour tout x € (—1,1)

par continuité. On en déduira
+oo ;
sint

— 00

ce qui donne la formule classique f0+oo (sin(t)/t) dt = w/2. 1l reste a étudier l'intégrale
qui définit h(x) ; on calcule pour |x| # 1 la primitive

t ) t Liu _ a—iu ] it(l—=x) -1 —it(1+x) -1
F.(t) = / sin(u) e " du = / (L) emiur gy = _ ¢
0 0 2i 2(x —1) 2(x +1)

qui est une fonction bornée de ¢ sur R ; sur la premiere expression intégrale, il est clair
que |F,(t)| < t2/2; ensuite par intégration par parties,

/B g(t)e ' dt = [Fx(t)}i +/B Fult) dt;

t t2

—A —A

le terme tout intégré tend vers 0 quand A,B — 400, parce que F, est bornée, et
I'intégrale de droite est absolument convergente (il n’y a pas de probléeme en t = 0).
Il en résulte que pour tout x différent de 1 ou —1,

) = | TR,

12

une intégrale absolument convergente. Quand z reste dans un compact K qui ne contient
ni 1 ni —1, il existe § > 0 tel que |[x — 1| > ¢ et |z + 1] > & pour tout 2 € K. On a alors
[F.(t)] < 1/0 et |F.(¢)|/t*> < 1 pour tout ¢, donc la fonction t — F,(t)/t? reste bornée
par une fonction intégrable fixe de la forme My (1 + 2)~!; comme F, est visiblement
continue par rapport au parametre x, il en résulte que h est continue dans 'ouvert (—1,1)
(et aussi hors de [—1,1]). On a en fait obtenu que

T sin(t) cos(z T
J(x):/o —(t)t (t)dt:§

lorsque |z| < 1, et J(x) = 0 quand |z| > 1. Quand x = £1, l'intégrale précédente se
ramene au cas = 0, mais la valeur est 7/4.

Cette valeur est comme par hasard la demi-somme des limites a droite et a gauche,
comme dans le théoreme de Dirichlet. On reviendra sur cette question dans la section
suivante.

— 00
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Convergence ponctuelle pour I'intégrale de Fourier

Le contenu de cette section est certainement hors programme, et on pourra sauter directe-
ment a la suite, page 31. On commence par exprimer ’équivalent des sommes partielles
S, f des séries de Fourier, en posant pour f € Li(R), n > 1letx € R

(5uf) (@ / Ftyei= d,

et en se demandant dans quel cas cette suite tend vers f(z). Lorsque f est intégrable,
on aura avec Fubini

B uh =5 [ ([ e a)ay =1 [ om0,

ce qui montre que s, f est obtenu par la convolution de f avec la fonction y — (sinny)/y.
On remarquera ’analogie avec le cas des sommes de Fourier, obtenues par convolution
avec le noyau de Dirichlet.

Sif e Lg, il existe une suite (fx) dans Ly N Ly qui tend vers f en norme Ly ; les

fonctions fk tendent vers f dans Ls, donc, pour chaque n fixé, f fk( )el®t dt tend
vers (s, f)(z) quand k — +oo. D’un autre c6té, la fonction (sin nm) /x est dans Ly, donc

I'intégrale
(5n i)z / fuly) ol y)) dy

tend vers (3) quand k — +o0. L’expression de s, f donnée par (3) est donc valable aussi
pour les fonctions de Lo, et donc pour celles de L + Ls.

L’énoncé suivant est ’analogue du critere de Dirichlet-Dini, qu’on a démontré pour
les séries de Fourier.

Proposition. On suppose que f € Li1(R) + La(R) et que pour un certain z fixé

0 1
—/_ —/
() / ‘f(ery) ‘dy+/ ‘f(ﬂchy) + dy < 400,
-1 Yy 0 Yy
Alors
bt b —hmL nf(t)emt dt
2 a2

Esquisse de preuve. Par translation on se rameéne facilement au cas x = 0, qui simplifiera
un peu Pécriture. Si on choisit une fonction 6 paire, C? & support compact, égale & 1 en
0, on sait que sa transformée de Fourier est intégrable et d’apres (3)

1= 0(0) = /(’i(t) dt — liin% /n 0(t) dt = Tim - e(y)squ—"y) dy.

2T T J_, no

Par parité
1 [t




si on introduit la fonction ¢(z), égale a /_ pour x < 0 et & ¢4 pour z > 0, on aura donc

N T e

2 n T JRrR

dy = liT]En (sn(0£))(0).
La différence d,, = (s, f)(0) — (5,(6¢))(0) vaut

1 3 sin(ny) 1 [ (fW) —0@y)y .
dn = /R(f(y) 0(y)l(y)) dy /R( ) (ny) dy.

m ) n )

La fonction y — (f(y) — 0(y)¢(y))/y est intégrable sur R d’apres (x) et I'hypothese
f € Ly + La, donc l'expression précédente tend vers 0 par Riemann-Lebesgue, et on
obtient le résultat voulu.

Il existe aussi un théoreme de Fejér pour l'intégrale de Fourier : les fonctions
1 " 7 itz
reR— — (1 —|t|/n)f(t)e™ dt
2 J_,
tendent vers f, uniformément si f est uniformément continue intégrable, dans L, si

fel,NLietl<p<+oo.

4.3.d. Espaces de Sobolev

Travaillons dans R? pour fixer les idées. Si g est une fonction de classe C' & support
compact définie sur R?, on a en désignant par D; = % I'une des deux dérivées partielles
J

de g
[ D)@ ds=o
R2

En effet, avec Fubini et j = 1 par exemple, on a

/R</R(D19)(~’U1,xz) d:z:l) dzy =0

b
/(Dlg)(fﬁl,@)dfﬂl :/ (D1g) (21, 22) dx1 = g(b,22) — g(a,x2) =0
R a

pour tout o, si le support de g est contenu dans [a, b] X [c, d].

car

Si f est de classe C! sur R? et ¢ de classe C' & support compact, le produit g = f¢
est C! & support compact et sa dérivée partielle D;g est (D;f)¢+ f(D;p) ; cette dérivée
a donc une intégrale nulle, c¢’est-a-dire que

(D) / (D )(@)ple) dw = — / F@)(Dj) (@) da.

On gardera cette égalité comme définition de dérivées au sens faible (voir plus loin).
Si ¢ est C! & support compact, g(z) = p(x)e” ¥t est encore & support compact ;

en écrivant que sa dérivée partielle D ;g a une intégrale nulle on obtient

/ (D) () ™" dur = itﬂ'/ p(z)e ' da,
R2

R2
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ce qui signifie qu’on a la relation suivante entre Fourier et dérivation,

—

(FD) (Djp) (t) = it; p(t).

On dit que f € Ly(R?) admet une jieme dérivée partielle au sens faible g; € La(R?)
si g; satisfait la relation (D) que satisfait la dérivée partielle quand elle existe,

(%) vy € D(R?), /Rz 9i(x)p(x) de = — » f(@)(D;p)(x) da.

Cette relation s’applique aussi a la fonction complexe conjuguée P, et elle se lit alors
dans Pespace de Hilbert Ly (RR?) comme

<gj7(10> = _<f7 DJSD>
Comme (27)~%2F = (2m)"'F est une isométrie de Ly(R?), elle préserve le produit

scalaire, donc
| BN 1~ —
1z 95, %) = =5 (f, Dye).

Compte-tenu de la formule (FD) on aura

(95,0) = —(f,1t; ©) = (it; [, )
pour toute ¢ € D ; comme (27) ' F est une isométrie bijective et que D(R?) est dense
dans Ly (R?), il en résulte que F(D) est dense ; la fonction t — §j(t) — it; f(t) est ortho-

gonale a F(D), donc elle est nulle. On voit que les dérivées faibles sont caractérisées en
Fourier par la méme relation que la relation (FD), mais en tant que classes de fonctions,

9; () = it; f(t)
pour presque tout t € R2.

L’espace de Sobolev H'(R?) est I’espace de toutes les fonctions f € Ly(R?) qui
admettent deux dérivées partielles faibles g1,gs € LQ(RQ). D’apres Parseval et ce qui
précede, on a en traduisant les appartenances a Lo de f, g1, g0

/ Fb)12 dt < +oo, / 21F(0)[2 dt < +oo, / 21F(0)dt < +oo;
R2 R2 R2

on voit qu’on peut condenser ces trois hypotheses en une seule,
/ (14t |F ()] dt < +o00.
RQ

On va montrer qu’inversement, cette propriété caractérise les fonctions f € Hl(RQ).
Supposons en effet que

/ (14t [f)]? dt < +oo.
RZ

On en déduit déja que f € Ly(R?). Les deux fonctions ity f(t) et ity f(t) sont dans La(
ce qui entraine qu’elles sont transformées de Fourier de deux fonctions g1, g2 € Lo
On a évidemment pour j = 1,2 les équations

(95,%) = (it; f,0) = —(f. D)
pour toute ¢ € D(R?), et on remonte & la définition des dérivées faibles, exprimée par
produit scalaire

R2)7
R?).

(95, ) = = ([, Djep).
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