Probléme.

Dans tout ce probléeme on désignera, pour tout p € {1,2} et tout réel r > 0, par E,(r)

l’ensemble des fonctions f € LP(R) telles que la transformée de Fourier f de f est nulle
presque partout en dehors de lintervalle [—r,r].

On se propose d’établir les inégalités de Bernstein

¥r>0,¥j e N, Vf € &(r), /DN <07 fllzo.
On notera par h la fonction 21 périodique, impaire, telle que
h(z) ==z pour0<x§g et h(z)=m—ux pourg<x§7r.

Dorénavant, p désignera l’entier 1 ou 2.

1. On va commencer par démontrer une version affaiblie des inéqgalités de Bernstein,
s’énoncant ainsi. Soit j un entier. Il existe une constante C' telle que pour tout réel r
strictement positif et toute fonction f de classe C7 sur R, élément de E,(r), on ait

IFPNze < Cr fll 1o

(a) Soit f € E,(r). Montrer que la fonction f, définie par f.(z) = f(r—'z) est
dans E,(1) et calculer || f.||» (resp. £ e ) en fonction de || f|| o (resp. || f9) 1»)-

Il est évident que f.(z) = f(r~'z) est dans &,(1), et on a

1 . 1 . .
fellze =12 flees W Nee = 707 L F D o

(b) Soit ¢ une fonction de classe C*, d support dans {x € R, |x| < 2}, et telle
que ¢(x) =1 si |xz| < 1. Montrer que

fr= im*fh avec m = F(p).
2T
On a R R
fr(&) = o f:(€)
et le résultat suit en prenant la transformée de Fourier inverse.
(¢) En déduire l'inégalité de Bernstein affaiblie.
On a

, 1 )
fqgj) = %m(j) * fr7

et il suffit lors d’appliquer I'inégalité de Young pour obtenir

. 1 ;
10 < o ImP el felle = ClLfeller

Le résultat est alors une conséquence directe des calculs de la question 1la.
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On va a présent démontrer I'inégalité de Bernstein.

. Soit f € LP(R). On suppose que

/R (1+ [€)IF(€)] d < oo, 1)

Montrer qu’il existe une fonction ¢ de classe C* sur R et tendant vers zéro d l'infini,
telle que f(x) = ¢(x) presque partout.

D’apres la condition (1), on sait que J?et £ fA sont intégrables sur R. Par le théoréme
d’inversion de Fourier, la fonction ¢ définie par

o) = 5 [ e e ag

est continue et tend vers zéro a 'infini. Elle est égale presque partout a f. On montre
ensuite que ¢ est de classe C! en appliquant le théoréme de dérivation a I'intégrale
définissant ¢, ce qui est possible car

2 (e57@)| = llf©)l e 'R

. Soit f € E,(r). Montrer que f vérifie la propriété (1).

Dans le cas p = 1, on utilise le fait que

-~

VeeR, [f(O<flw

donc

T

/R(HIf\)\f(£)|d§=/_r(1+|£!)|f(£)\d£§ HfHLl/ (1+€]) de < oo.

Dans le cas ou p = 2 on sait que fe L? donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

r

[ ianiFotas <7 ([ avigra) < oo

Tout élément de E,(r) posséde donc un unique représentant de classe C*, donc dans
la suite on considerera que E,(r) est un sous-espace de l'ensemble des fonctions de
classe C* sur R tendant vers zéro d l'infini.



4. En décomposant h en série de Fourier, montrer que

QZ (_1)k+1 i(2k+1)
Z

On note que h est impaire, donc les coefficients de Fourier de h vérifient

cn(h) = L /O7r h(x)sin(nx) dx

™

Un changement de variables montre que

™

en(h) = —%(1 I /0 sin(nz) do

donc aprés une intégration par parties (pour n impair) il vient
2 (_1)n+1

n=0 et o= et
2 e CGnt T (2n+ 1)2

En déduire que
2 1
R Z —
4 p (2k + 1)

(On admettra que h est partout somme de sa série de Fourier. Question subsidiaire :
le justifier)

On remarque que la série > |c,(h)| est convergente et comme h est de classe C'* par
morceaux et continue, elle est partout somme de sa série de Fourier ce qui donne la
premiére égalité. La seconde s’obtient en prenant x = 7/2 dans la premiére.

5. Soit f € E)(m/2), avec p € {1,2}. On note 7,f(x) = f(x — a) pour tous a,x € R.

(a) Montrer que la série de fonctions

)k+1

——Z 2k + 12 T_ok—1f

converge dans LP(R) et dans Cy(R), l'espace des fonctions continues tendant
vers zéro d l'infini (muni de la norme du sup).

On remarque que si X désigne LP(R) ou Cy(R), qui sont tous deux des espaces
normés complets, on a

= LA

X (2k+ 1)?

k:+1
H 5 T— 2k71f

2k 4 1)?

- (—1)k+1
donc la série EkeZ WT ox—1J converge dans X.

On désignera par g la somme de cette série.



(b) Ezprimer la transformée de Fourier de g a l'aide de J? et de h. En déduire
que ' = g et que
T
1l < SN

La transformée de Fourier étant linéaire et continue de L' dans Cj (resp. de L?
dans lui-méme) on a

~ 2 (_1)k+1 i(2k+1)€ 7Y
9(&) = —%Zme f(&)
keZ

dans X, ot X = Cy (resp. X = L?). Par la question (4), associée au fait
que h(§) = £ la ou f ne s’annule pas, on a presque partout

g(&) = ih(£)f(&) = & f(&).
On en déduit que g = f’, puis que

(_1)k+1

—27'—2k—1f
ot (2k+1)

2
1l < =

m
ZZ sl = 5l

Lr

6. Soit f € E,(r). Montrer que f est une fonction de classe C* et établir l'inégalité de
Bernstein.On se rameénera au cas de la question 5 par un changement de variables.

Afin de se ramener aux questions précédentes, on pose
T
F(z) = (—) .
=15

Alors
veeR, F(e) = 27”?(2“)

qui est donc nulle en dehors de [—m/2, —7/2]. On peut donc appliquer & F' la ques-

tion 5. Comme
™ -1 ™ -14
1Pl = (52) "Wl et 1F = (52) 7 1w

on trouve que
1/ e < rllf ]l e

On conclut ensuite par récurrence : on a démontreé I'inégalité de Bernstein pour j = 1,
supposons qu’elle est vraie pour j > 1. En remarquant que fU) appartient a &,(r) et
en appliquant I'inégalité ci-dessus il vient

19 e < el F9 e < 777 £ 2o

Le résultat est donc démontré, par récurrence.
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7. Soit u une fonction de classe C* sur R, nulle en dehors de l'intervalle [—1,1]. Soit v
la transformée de Fourier inverse de u, définie par

(a)

v(x) = %/Re”gu(f) de.
Montrer que v € E,(1) pour p € {1,2}. On pourra montrer que x — (1+2%)v(x)
est une fonction bornée.

La fonction v est la transformée de Fourier inverse de u. Puisque u appartient
évidemment a L2, il en est de méme pour v; de plus © = u, ce qui montre que
v € 52(1)

Comme la fonction v — u” appartient & L', sa transformée de Fourier inverse, a
savoir la fonction z +— (1 + z?)v(x), est bornée sur R. On déduit que, pour une
certaine constante o > 0, on a

«
1+ 22

VeeR |u(z)] <

et donc que v € L'. On obtient ainsi v € & (1).

Pour tout € €]0,1[, on pose f.(x) = e!1=5)%y(ex). Montrer que f. appartient
a E,(1) et montrer que

A

lim ———— =1

=0 || fellze
pour tout entier j > 1. En déduire que l'inégalité de Bernstein ne peut étre
améliorée.
On a

R =tu (S0

€

ce qui implique que fa est nulle en dehors de l'intervalle [1 — 2¢, 1], a fortiori
en dehors de l'intervalle [—1,1]. On a aussitot || .||, = e7/?||v||,. A laide de la
formule de Leibniz, on écrit

Z CI(i(1 — g))F el=egi =k U=k ()

On note alors que, du point de vue de la norme LP, c’est le terme k = j qui est
dominant dans ’expression ci-dessus. On a, plus précisément,

1591, = =71 |rv||p|<203 e He IR, < et~

pour une certaine constante ;. On en déduit que
DNl fll = (1= )| < ayllolly e,

bt



et donc que

1,

=0 | fell,

L’inégalité de Bernstein ne peut donc pas étre améliorée.



