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Georg Cantor,  vers 1870

(1845 –1918)

(1883)



  

Université de Berlin

Ernst Kummer (1810–1893)

Leopold Kronecker (1823–1891)

Karl Weierstrass (1815–1897)

Christoffel (56),  Fuchs (58), 
Schwarz (64),    Cantor (67), 
Frobenius (70),  Killing (72),
Kovalevskaya (74), Schoenflies (77), 
Runge (80),     Kneser (84), 
Hensel (84),    Lerch (85), 

quelques  PhDs 
sous leurs directions :

page de couverture de
la  thèse  de  Cantor

  Les professeurs de maths :

(1867)



  

Königsberg (Kaliningrad)
Memel  (de nos

jours :  Klaipėda

en Lituanie)

Berlin





  Le siège de Paris – Prise de Bry-sur-Marne, le 30 novembre 1870



  

Le roi de Prusse Guillaume Ier

devient  Empereur d'Allemagne

à Versailles dans la

Galerie des Glaces du château,

 le 18 janvier 1871



  



  

Eduard Heine (1821 –1881)

professeur  titulaire  à  Halle,

il y accueille le jeune Cantor

Halle  (environ 150 km de Berlin
              à vol d'oiseau)



réels définis par des
suites  de  Cauchy

réels par coupures

nombres  réels 
et propriétés des
fonctions continues

fait le point, dans un
article assez connu



Eduard Heine, « Die Elemente der Functionenlehre » (1872)

(c'est l'article qui contient le « théorème de Heine » sur la continuité uniforme)



  

 Séries
  trigonométriques
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de nos jours, on écrit plus souvent :



  

 
Leonhard Euler (1707–1783)

Daniel Bernoulli (1700 –1782)



  

pour simplifier l'exposé on pourra, à l'occasion, 
se restreindre ici à une série de fonctions sinus



  

Exemple (très joli je trouve) :

par le changement de variable

on obtient aussi



  

Leibniz vers 1675

     Euler :
(vers 1750 ?)

si   | x |  <  

cette  série  converge  pour  tout   x

pourrait-on  exprimer  la  même
fonction avec une  autre  série trigo ?



  

 Joseph Fourier (1768 –1830)                (1807) 
 Peter Gustav Dirichlet (1805 –1859)    (1829) 
 Bernhard Riemann (1826 –1866)          (1854)



  

continue, nulle part dérivable,

impossible à dessiner :

ça vibre tout le temps.



  

Premiers travaux trigonométriques de Cantor :

deux articles à la suite l'un de l'autre dans le  « Journal » :



  



  

par différence : si  f(x) = g(x)  pour tout  x  et si  f  et  g

sont  chacune  représentable  en  tout  point  x  par 

une  série  trigonométrique,  alors . . .

aucune autre hypothèse que la convergence pour tout  x
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(en particulier, ces coefficients sont donc bornés)

dans le premier des deux articles successifs 

mentionnés  précédemment on trouve le

(noter que : si la série trigonométrique  (T)  converge 

 au point  x , son  terme général  tend  vers  0 )

(intervalle ouvert)

(  )

(  )



  

fonctions sinus

pour simplifier

a b

n 0 (b  a)    2

sin(n 0 x)

0,7

  0

quand  n  est  grand,  la  période  de   sin(n x)
devient petite, le motif de base se répète plus vite

 période  2  / n



  

      n 1  >>  n 0

n 1 (b 0  a 0)  2

sin(n 0 x)

sin(n 1 x)



  

      n 2  >>  n 1

n 2 (b 1  a 1)   2

sin(n 0 x)

sin(n 1 x) sin(n 2 x)



  

La suite de segments emboîtés détermine un nombre réel  

Preuve du



  

Fin de la preuve du lemme

si  b n  ne tendait pas vers zéro, on aurait

Preuve du

pour tout  k

(limitée à des fonctions sinus)



  

Pour passer du  lemme de Cantor 

au  théorème de Cantor :  Cantor va utiliser des

(avec des coeff.

     b n  bor nés)

converge, alorssi la série

Pour chaque  x  fixé :

Posons :

(résultats limités ici à des fonctions sinus, pour simplifier)



  

mais ce n'est pas la « vraie » dérivée seconde !

si la  « vraie »  dérivée seconde existe, elle a 

la  même  valeur  que  la  « pas vraie » 



  

Preuve du théorème d'unicité de Cantor

ce  cas  sera  utile  plus  loin ;  

mais  on  veut  vraiment   [0, 2 ]

pour conclure ici, au lieu de  (a, b)



  

donc

(lemme

 de Cantor)
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(dans une lettre)

Hermann Amandus Schwarz  (1843 –1921) ;
ami  de  Cantor  à  l'époque



  

Gardons en mémoire pour plus tard
le  cas  a < b  quelconque,  mais 
revenons  au  véritable  objectif,  en
supposant la  convergence  « partout » :



  

(prendre  x = 0 )



  

(Fourier, Dirichlet)



  

on a posé



  

;

où on a posé :

on a dit  qu'on  voulait  garder  en
mémoire ce résultat intermédiaire,



  



  



  

(Riemann encore)

En supposant seulement les  bn  bornés, on a

 il en résulte que :   

( tester  F(x) = | x|  
  en   x = 0 )

il en résulte que

0
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(sur chacun de ces deux intervalles 

 on  est  dans  un  cas  déjà  vu)

cette histoire n'est pas finie . . .

mais on va avoir un entracte 



  

 Dénombrable,
        ou pas...



  

on considère une suite de nombres réels :

il s'agit de voir que ces  nombres
« n'épuisent pas » la droite réelle

pour simplifier on supposera

que  ces  nombres  sont 

deux  à  deux  distincts



  

.

      

 x1     x 0 ,   etc . . .



  

.

      



  

.

      



  

.

      

     personne ici !
(jusqu'à maintenant)



  

.

      



  

.

      

suite de segments emboîtés :

     personne ici !

(jusqu'à maintenant)

les points communs conviennent !
(et on sait qu'il y en a)



  

Un parcours habituel de  N N :

Q  est dénombrable 

L'ensemble des

suites finies d'entiers

est dénombrable :

En 1874 on sait (en tout cas Cantor sait) jouer avec le dénombrable ;

dénombrable =  en bijection avec l'ensemble des entiers
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 2 :     2   2 = 0,  racines cubiques d'entiers, ...

les  « quantités »  constructibles à la règle et 
au compas sont algébriques

(à partir d'un segment de longueur  1)



  



  

Il y a donc (vraiment)  beaucoup  de réels non algébriques !



  

Il est en général très difficile de montrer qu'un 

nombre  particulier  donné  est  transcendant.

Le mathématicien suisse Johann Heinrich Lambert 

a eu déjà beaucoup de mal pour prouver (en 1767)

que  le  nombre    n'est  pas  rationnel. 

:

Joseph Liouville  (1809 –1882)

en rapport avec
le problème de 
la  quadrature
du  cercle

Johann Heinrich Lambert  (1728 –1777)

construire  à  la  règle

et au compas un carré

ayant la même surface

qu'un cercle de rayon  1



  

en gros on a  n !  zéros successifs après le n ème  1



  

Cantor est  « referee »  de l'article de Lindemann pour la  
revue  Mathematische  Annalen   (à  la  demande  

du  « directeur »   Felix  Klein)

Felix Klein  (1849 –1925)



  

  Ordinaux,
       cardinaux



  

un  « ensemble exceptionnel »  infini 

(une suite convergente et sa limite)

Revenons à l'unicité de la représentation trigonométrique :



  

Un ensemble exceptionnel infini 

Si   f (x) = 0   sur  (a, b)  sauf  aux points de la suite, alors . . .

,



  

Un ensemble exceptionnel infini 

c'est une sorte de récurrence topologique . . . 

si   F   est affine sur  (a, c  )  pour tout   > 0,
alors,  elle  est  affine  sur   (a, c)
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on ne va plus regarder que la structure d'ordre :

Ordinaux ;



  

On ne regarde plus que la structure d'ordre :

on peut toujours ajouter un point « à droite »,

puis  deux,  trois,  etc . . .



  

On ne regarde plus que la structure d'ordre :



  

On ne regarde plus que la structure d'ordre :

La  « récurrence topologique »  s'applique  encore  ici  pour

avoir de nouveaux  « ensembles exceptionnels »  acceptables

pour le  théorème d'unicité  du développement trigonométrique

. . .



  

il y a maintenant trop de points,

on  n'arrivera  plus  à  dessiner,

écrivons  de  manière  symbolique :
 « E1 »  pour  représenter  d'un  seul 

coup toute la suite des points ci-dessus



  

ensemble dérivé  F '  d 'un ensemble  F :

c'est l'ensemble des points limites de  F

La  « dérivation »  remplace  E1  par un point unique : la limite.
Le  deuxième  ensemble  dérivé  de   E1   est  vide.   

Le dérivé d'un
ensemble fini
est  vide,  mais :

[0, 1] ' =  [0, 1] ,
ensemble parfait

(points d'accumulation)



  

Cantor manipule ces exemples déjà en 1872

Le troisième ensemble dérivé  (E 2) ' ' '  est vide

2 2 2 2 2 2 2



  

si on a une  suite  d'exemples  En  de plus en plus compliqués,
on peut les rassembler en un exemple encore plus compliqué :

L'ensemble  dérivé  d'ordre    d'un 
ensemble  F  est l'intersection 

de  ses  dérivés  d'ordre  fini

L'ensemble  dérivé  d'ordre    de 
l'ensemble  E  ci-dessus est réduit 
à un point unique et par conséquent

E

F(0)  =  F



  

Un ensemble ordonné  X  est  bien ordonné
quand tout sous-ensemble non vide de  X

possède un plus petit élément

par exemple :

,,

un  ordinal  est un  « type d'ordre »  (qui représente tous les ensembles
                                                            ordonnés « du même type »)



  

Cantor envisage de continuer  indéfiniment  le processus de

création ou de  « production »  de nouveaux ordinaux ;

il envisage même d'épuiser la droite réelle de cette façon,

en plaçant tous les réels dans une très  lo...ongue  liste

bien ordonnée (pas dans l'ordre usuel évidemment).

Il faut alors imaginer une succession  « continue »  d'opérations,

comportant  autant  d'étapes  qu'il  y  a  de  nombres  réels !

Beaucoup  de  contemporains  ne  sont  pas  d'accord.

« Erzeugungsprincip »
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Faut être «gonflé»
pour prétendre
inventer une
nouvelle façon
de démontrer et
de raisonner, dans 
des mathématiques
déjà bi-millénaires, 

et de plus, une 
méthode fondée sur 
ces ordinaux qui
sont de pures vues
de son esprit. 

cas particulier

Cantor invente la



  

En 1883, dans des considérations philosophiques d'une bonne dizaine
de pages sur la nature des mathématiques et de l'infini mathématique,
Cantor se réfère à Platon, Aristote, Démocrite, Thomas d'Aquin,  
Descartes,  Locke,  Spinoza,  Leibniz,  Kant,  entre autres . . .
avant de développer plusieurs points de sa théorie des ordinaux ;
c'est à la fin de la « section philosophique » qu'on peut lire :

Math. Annalen 21, p. 563-564 



  

Revenons à des questions de cardinalité



  

impropre :
que des  1  à partir
d'un certain rang

propre :
infinité de  0

Rappel :

ici   1  est exclus



  

Chaque réel  x  de  [0, 1)  possède un unique développement propre

de  la  forme  ci-dessus :   x  =  0, . . .



  

on associe

À la suite

(adapté d'une variante due à  Julius König, apparue un 

 peu  après  la  version  donnée  par  Cantor  en 1877)

entier  k k  chiffres  1  suivis de un  0 

entier  0 0  chiffre    1  suivi   de un  0 

en particulier :

le principe du codage :

et inversement, si le
développement est propre 

et nombres réels

Julius König  (1849 –1913)



  

3   2  5  2 0

 1

 0 0



  

(par ce signe on veut dire :  
 peuvent être mis  en bijection)

on vient de voir que :

ens. des
suites
d'entiers

bij



  

ou aussi bien les couples de suites d'entiers, 

simplement en intercalant les éléments successifs 
des  deux  suites pour former  une  nouvelle suite

tels que :  ( (m0, m1, m2, . . . ),  (n0, n1, n2, . . . ) )

bij



  

ens. des couples de réels

ens. des couples de suites d'entiers

ens. des suites d'entiers

bij
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on associe le couple  (y, z) :

à

des  « décimales » ;



  

Problème !

identique à

  x          (y, z)    est  surjective,  mais  pas  injective

  (comme la courbe de Peano) ; il faut travailler plus,

   si  on  veut  obtenir  le  résultat  de  cette  façon.



  

(mais pas topologiquement : Brouwer  1911)

du point de vue cardinalité :

c'est devenu  très  BANAL !    

                        Pourtant . . .

n

bij

bij

bij

Le statut du  « continu »  est clarifié :

Luitzen Egbertus Brouwer  (1881 –1966)



  

Cantor à Dedekind, lettre du 29 juin 1877 
(dans le livre de Walter Purkert et Hans Joachim Ilgauds, p. 50)

Ayez la bonté d'excuser mon ardeur impatiente à propos de cette question, alors que je 
fais déjà si souvent appel à votre gentillesse et à vos efforts ; les résultats que je vous ai 
communiqués récemment sont pour moi-même si inattendus, si nouveaux, que je ne 
pourrai retrouver une certaine sérénité que quand j'aurai obtenu de vous, très cher ami, 
une confirmation de leur exactitude. Tant que vous ne vous êtes pas déclaré d'accord  
avec moi, je ne peux que dire : « je le vois, mais je ne le crois pas »   [en français  
dans le texte ! ].



  

 dénombrable

 continu

1878 : Cantor suppose
qu'il  n'y  a  pas  de
cardinalité  entre
ces  deux-là,

 et entre les deux ?

c'est  

l'hypothèse du continu



  

Connaissez-vous la fonction de Cantor ?

découverte
fin  1883 ;

un complément

à  « l'ensemble

(triadique)

de Cantor »

en tout cas, vous avez déjà vu  « l'argument diagonal »



  

Exemple : si les entiers commencent avec l'entier  0,

on associera :

E  =  l'ensemble des multiples de  3 :   0,  3,  6,  9, . . . 

(1,  0,  0,  1,  0,  0,  1,  0,  0,  1,  0,  0, . . . )

  0                 3                 6                 9                                places numérotées

(pour certains c'est avec  1
 que les entiers commencent )

occupées par des   1

avec la suite :



  

Petits jeux de cardinalité

développements dyadiques :     propres    ou    impropres

ce sont deux ensembles
complémentaires dans  [0, 1)

(ensemble des

 sous-ensembles de  N )



  

Considérons



  

effet  « contrariant »
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. . . est toujours plus 
      « gros » que . . .

Cas général  (1891) : 

(   n'est jamais surjective)

Y   P (X)

si  Y =  (y),   y  Y ?    y  Y ?

implique  y   (y)  =  Y,
                  contradiction

implique  y   (y)  =  Y,
                  contradiction



  

et l'ensemble  X  réunion de cette suite est encore plus

 « gros »  que  chacun  des  termes  de  la  suite ;

et  P (X)  encore  plus  gros,  et  ainsi  de  suite ! 

 ens. des
   réels

ens. des

fonctions sur  R , 
quelconques

ça devient vite trop
gros pour des
mathématiciens !



  

« Mannigfaltigkeit »  (encore en 1891)  

   devient définitivement    « Menge »  (1895)

Les ensembles selon Cantor



  

Ensembles selon Cantor

apparaît comme première phrase de :

la « définition » :

il est temps pour  Cantor  de rassembler les résultats  
de sa théorie : opérations sur les  ordinaux  et  sur les
cardinaux, comparaison d'ensembles bien ordonnés, . . . 



  

Ensembles selon Cantor :

Traduction de deux des citations en tête d'article :

Je n'avance pas d'hypothèses (Newton)

The time will come when diligent research over long 
periods will bring to light things which now lie hidden
(Sénèque, traduction Loeb)



  

Ensembles selon Cantor

  C'est vague !



  

   Axiomatique



  

Il faut que les gens arrêtent de dire n'importe quoi . . .

Il  est  temps  de  mettre  de  l'ordre !

Le temps des paradoxes (1890 –1900, environ)

le paradoxe dit  « de Russell » :



  

dans le calcul propositionnel on a :

NON,    ET,    OU,    =  

 x  P (x)dans le calcul des
prédicats on ajoute :

Quelques travaux sur les  « fondements » :

Frege  fonde le calcul des prédicats :



  

Frege (1879),  traduit en anglais :

 a   (a) 
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Peano  (1889,

 traduit du latin

 en anglais)



  

Axiomes de Peano (1889)

 1 .  6 .  8 .

  7 .

   9 .   le principe de récurrence,   k   est
        un ensemble d'entiers

(pour Peano  1  est le plus petit entier)



  

une preuve selon Peano



  

David Hilbert (1862 –1943)

(photo prise au début 
 des années 1900) 

Grundlagen der Geometrie, 1899

installé à Göttingen

depuis 1895



  

Traduction française,  publiée dès 1900 en allemand :  « Dinge »
                        (choses)



  



  

ou  « consistance »  du système d'axiomes



  



  



  

Bertrand Russell,
The Principles of Mathematics, Cambridge 1903.

Une référence incontournable pour la logique mathématique,
pour un bon nombre d'années :

Bertrand Russell et Alfred N. Whitehead,

Principia Mathematica, Cambridge 1910, 1912, 1913.
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Ernst Zermelo (en 1907)

            1871 – 1953



  

(fonction de choix) (ensemble des sous-ensembles 
 de  X  qui sont non vides)

Un ensemble  bien  ordonné  est isomorphe (pour  

l'ordre) à un certain ordinal (uniquement déterminé)

C'est une

pour tout sous-ensemble  Y  non vide de  X



  

Zermelo 1908 : axiomes pour la théorie des ensembles

« choses »



  

axiome

d'exten-

sionnalité :



  



  



  

X P (X)

(concerne les réunions)

ensemble vide, 
singletons, paires

   X  est déterminé par ses éléments



  

ci-dessus, la  « propriété bien définie »    P(x)   n'est pas très bien définie !

Axiome de

    {  x  M :  x     x }   est  un  exemple



  

Le  « programme de Hilbert »   pour les nuls  (pour moi)

On aimerait réduire les preuves mathématiques 
d'une théorie donnée (par exemple : l'arithmétique)
à des manipulations quasiment mécaniques à
partir des axiomes de cette théorie.

On espère pouvoir démontrer de cette manière
la non-contradiction de l'arithmétique, et plus
généralement de toutes les mathématiques.

Vers 1920

Extrait d'un texte qu'on reverra plus loin :

Le développement des mathématiques en direction d'une plus grande
exactitude a conduit, comme on le sait, à ce que de larges domaines
soient formalisés de telle manière  que  les preuves puissent y être
ramenées  à  un  petit  nombre  de  règles  mécaniques.



  

Thoralf Skolem (1887–1963)

Abraham Adolf Fraenkel (1891–1965)

John von Neumann (1903 –1957)

Les axiomes de  Zermelo -1908  ne suffisent 

pas  pour  formaliser  toutes  les  notions 

introduites  par  Cantor !

(en 1922)

(en 1923)

(en 1923, 1925)
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        le couple,                     ensemble produit  =  ensemble des couples

identifiée  à

,

:

M  =  P ()  =  {} ;

f (x)  =  a  pour tout  x ;

N  =  { a }    (singleton)

exemple élémentaire :



  

   bien ordonné

             pour la

             relation

d'appartenance

les premiers (les plus petits) ordinaux
pour l'inclusion



  

une forme de l'axiome de l'infini : il existe un objet  ω  tel que . . .

   0     1 = {0}       2 = {0, 1}                3 = {0, 1, 2}               . . .

L'ordinal

représente

l'entier :

L'ordre des
ordinaux :



  

   Et après...



  

Kurt Gödel (1906 –1978)

Les théorèmes d'incomplétude

                  (1931)

     Kurt Gödel vers 1925



  

(1931)



  

Pseudologos le Crétois est un menteur pathologique ; 

il n'ouvre la bouche que pour proférer des mensonges.

Un jour, Pseudologos a déclaré :

« je suis un menteur »

?
Une forme plus classique de ce paradoxe :

   Pseudologos le Crétois déclare :
« tous les Crétois sont des menteurs »



  



  



  

Les énoncés sont associés injectivement à des entiers
et Gödel introduit des fonctions  f  calculables
qui miment les principes de démonstration :

Si on a  n = f(m),  l'énoncé de numéro  n  peut être déduit
de l'énoncé  m  par  un  axiome  ou  une  règle  logique
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(ensemble des  n  tels que l'énoncé clos  R n (n)  n'est pas démontrable)

est  indécidable !



  

Modèle de la théorie des ensembles :

Les  arcs  du  graphe  modélisent  l'« appartenance » :
l'arc  (a, b)  ou  a        b  existe dans le graphe  M  quand
on veut exprimer  a  b   au sens du modèle

au sens naïf, usuel, de tous vos jours mathématiques . . .

Modèles une collection de

de « choses » si

vous  voulez !



  

schéma pour les premiers entiers de von Neumann :

aucune flèche vers  0  ( 0 modélise l'ensemble vide)



  



  

une  figuration  de   



  

Axiomes de la théorie ZF (pour Zermelo – Fraenkel) :

Extensionnalité
Somme
Ensembles des parties
Infini
Remplacement

On ajoute en général l'axiome du choix  AC

pour obtenir la théorie  ZFC



  

on ne peut pas « fabriquer » un modèle de 

la théorie des ensembles  ZF  à partir des

propres axiomes de  ZF  (cela résulte du

deuxième théorème d'incomplétude de Gödel).

Dans un modèle de  ZF, on définit des ordinaux (les ordinaux 

du modèle) en suivant la définition de von Neumann 

appliquée avec la notion d'appartenance propre au modèle.

L'axiome de l'infini implique l'existence d'un objet    
qui est le plus petit ordinal infini  du modèle.

Un ordinal    du modèle est dit  fini  si tout ordinal non nul

plus  petit  que    est de la forme   + 1  (un  successeur )

(au sens du modèle)



  

On ne peut pas « fabriquer » un modèle de 

la  théorie  des  ensembles  (Gödel).

Mais on peut « bricoler » un modèle existant

pour  construire  un  modèle  différent,

avec  des  propriétés  additionnelles.

à l'intérieur d'un modèle se recréent
toutes les notions mathématiques,

mais réinterprétées au sens du modèle ;

on pourrait dire que les objets du modèle

vivent  dans  leur  monde  et  ignorent, 

ne voient pas  le  « monde  extérieur ».



  

Löwenheim-Skolem :

si on dispose d'un modèle  M  de  ZF,

on peut construire un modèle  M '  dénombrable.

Si on dispose d'un modèle  M  de  ZF,

on peut construire un modèle  M '  qui contient des entiers

non standard (des  entiers infiniment grands).

Si on dispose d'un modèle  M  de  ZF, on peut construire 

un modèle  M '  qui satisfait l'axiome du choix 

et l'hypothèse du continu (Gödel, 1940).
(c'est la consistance relative de  AC  et  HC)



  

Paul Cohen (1964 environ) :

la  méthode  dite  de  forcing
produit un modèle où  CH  est fausse

1:45



  

       Présentation visible sur internet à l'adresse :

https://webusers.imj-prg.fr/~bernard.maurey/articles/MlV2021/Cantor-CH.pdf

accompagnée d'un texte contenant une liste de références :

Trois références utilisées (pillées) ici, en particulier pour leurs images :

Heinz-Dieter Ebbinghaus, in cooperation with Volker Peckhaus,
Ernst Zermelo. An Approach to His Life and Work. Second Edition. Springer, 2015.

Walter Purkert  &  Hans Joachim Ilgauds,  Georg Cantor: 1845–1918.
Vita Mathematica 1, Birkhäuser Verlag, 1987.

Jean van Heijenoort,  From Frege to Gödel.
A Source Book in Mathematical Logic, 1879–1931.
Harvard University Press, Cambridge, Mass., 1967.

https://webusers.imj-prg.fr/~bernard.maurey/articles/MlV2021/MlV-2021.pdf
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