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Euler  (exemple repris par Fourier)



  



  

(Weierstraß,  1872)



  

« Preuve du fait qu'une fonction  f
 
(x)  qui est donnée pour toute valeur de x par une série

   trigonométrique ne peut se représenter  sous  cette  forme  que  d'une  seule  manière »

signé : à Berlin, le 20 Mars 1870

signé : à Berlin, le 6 Avril 1870



  

note de bas de page :



  



  

(u, v)



  

Cas plus simple à écrire :

Si

alors

mais c'est impossible :

et   n
0
  grand 



  

n 0 (v    u)    2 

0,7

  0

 période  2  / n
0



  

      n 1  >>  n 0

n 1 (v 0   u 0)  2 

  0

0,7



  

      n 2  >>  n 1

n 2 (v 1  u 1)   2 

  0

0,7
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Bernhard Riemann (1826 –1866)  en 1854



  

; .

Et  si  la  « nullité »  de  f  a  lieu  pour  tout  x ?

(u, v)(u, v) ,

(u, v)(u, v).



  

alors

u v

u v



  

 il en résulte que :   

non

   non :
pas d'angle

encore  Riemann  en 1854

u v



  

Supposons qu'il existe un  « ensemble exceptionnel »  infini :

Cantor  en 1872



  



  

Ensemble   dérivé   (1872)

plus tard (années 1880) : 

   un ensemble est  fermé  s'il contient son dérivé

   un ensemble est  parfait  s'il est égal à son dérivé (non vide)

un ensemble fini « n'a pas » d'ensemble dérivé (1872)

point limite (point d'accumulation), voisinage d'un point ;
point isolé

     si             =  la suite  ET  le point limite,  alors

points isolés de E
1



  

et  le point limite  0

L'ensemble  E
1
  contient tous les points 



  

  Nombres
           réels



réels définis par des
suites  de  Cauchy

réels par coupures

nombres  réels 
et propriétés des
fonctions continues

fait le point, dans un
article assez connu



Eduard Heine, « Die Elemente der Functionenlehre » (1872)

(c'est l'article qui contient le « théorème de Heine » sur la continuité uniforme)



  

« 
  Les nombres rationnels constituent le fondement pour établir le 
concept plus large de  « Zahlengrösse » [grandeur numérique] ; 
je désignerai par  A  le domaine des rationnels (en y incluant 0).

  Je parle de Zahlengrösse au sens élargi quand est donnée par 
une certaine loi  une suite (an) de rationnels qui a la propriété 

que la différence   an+m    an  devient infiniment petite quand  n 

croît, m étant un entier positif quelconque. Autrement dit, étant 
donné   arbitraire (rationnel, strictement positif) il existe n1  tel 

que an+m    an    quand n  n1  et quand m  est un entier positif 
quelconque.
»

Cantor  1872  (en allemand ; traduction française  Acta Math. 1883)



  

Axiome de  Cantor–Dedekind

  Version de Cantor : les points de la droite de la géométrie classique  

correspondent bijectivement aux  « Zahlengrösse ». 

  



  



  

  Dénombrable,
        ou pas...
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Un parcours habituel de  N N :

Q  est dénombrable 

L'ensemble  de  toutes

les suites finies d'entiers

est  dénombrable :

 Cantor vers 1874

dénombrable =  en bijection avec l'ensemble  N  des entiers

(où la longueur  k  varie)



  

on considère une suite de nombres réels :



  

 x1     x 0 ,   etc . . .

  On va laisser venir les points successifs de la suite 

donnée, en commençant avec  x0,  x1 :  



  

     personne ici !
(jusqu'à maintenant)



  

suite de segments emboîtés

     personne ici !

(jusqu'à maintenant)



  

 2 :     2   2 = 0,  les racines cubiques d'entiers, . . .

les  « quantités »  constructibles à la règle et 
au compas sont algébriques

Joseph Liouville  (1809 –1882)

Johann Heinrich Lambert  (1728 –1777) Charles Hermite  (1822–1901)

Ferdinand von Lindemann  (1852 –1939)

sinon le nombre  θ  est  transcendant



  

bij

bij

un ensemble parfait dans  Rn  a la puissance du continu



  

(mais pas topologiquement :  Brouwer  1911 ;
 Cantor a tenté une preuve)

n

bij

bij

bij

Luitzen Egbertus Brouwer  (1881 –1966)



  

Cantor à Dedekind, lettre du 29 juin 1877 
(dans le livre de Walter Purkert et Hans Joachim Ilgauds, p. 50)

Ayez la bonté d'excuser mon ardeur impatiente à propos de cette question, alors que je 
fais déjà si souvent appel à votre gentillesse et à vos efforts ; les résultats que je vous ai 
communiqués récemment sont pour moi-même si inattendus, si nouveaux, que je ne 
pourrai retrouver une certaine sérénité que quand j'aurai obtenu de vous, très cher ami, 
une confirmation de leur exactitude. Tant que vous ne vous êtes pas déclaré d'accord 
avec moi, je ne peux que dire : « je le vois, mais je ne le crois pas »   [en français  
dans le texte ! ].

Cantor n'en revient pas :



  

     Ordinaux



  

réunion  et  intersection d'une suite d'ensembles (1880)

(réunion)

(intersection)



  



  



  

(vide)



  

ne regardons plus que la structure d'ordre
d'une famille de points tendant vers une limite :

(1883)



  



  

         2          ou           . 2    (en  1895)



  

. . .



  

 « E1 »  représente toute la suite (y compris la limite).



  

E
2
 :



  

2 2 2 2 2 2 2

(E
3
) '

 
   E

2  
;
   

       E
4
,  E

5
,  E

6
,  . . . 

E
3
 :

(E
2
) '

 
   E

1



  

L'ensemble  dérivé  d'ordre    de 
l'ensemble  E  ci-dessus est réduit 
à un point unique et par conséquent

F(0)  =  F

E
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Cantor,
Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten  no 4, 
paru en 1883, signé sept. 1882



  

  En 1882, le mathématicien suédois Mittag-Leffler crée le journal 
Acta Mathematica, qui deviendra rapidement et restera jusqu'à nos 
jours un des plus grands journaux mathématiques. Il y invite à 
publier des mathématiciens européens importants (Henri Poincaré, 
entre autres). Mittag-Leffler est passé par Berlin en 1875 pour 
étudier (avec Weierstrass), il parle allemand ; Cantor et lui nouent 
une relation amicale et échangent un courrier abondant, notamment 
dans les années 1882 –1884. 

  Mittag-Leffler publie dans Acta des traductions en français de 
plusieurs articles de Cantor (dans le volume 2, six articles et un 
extrait d'une lettre, transformé en article par « l'éditeur ») :  Cantor 
espère faire ainsi progresser ses idées auprès des mathématiciens 
français ; par ailleurs, Cantor a visité Paris en 1884, il y a rencontré 
(brièvement) Hermite, Picard, Poincaré, Appell.

Gösta Mittag-Leffler (1846 –1927)     Henri Poincaré (1854 –1912)

Paul Appell (1855 –1930)                    Émile Picard (1856 –1941)



  

Cantor, Acta Math. 1883
(version française de Math. Ann. 21, 1883)



  



  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 



  

La « deuxième classe de nombres » est formée de tous 
les ordinaux infinis dénombrables.

La deuxième classe de nombres n'est pas 
dénombrable.

Un ensemble ordonné  X  est  bien ordonné
quand tout sous-ensemble non vide de  X

possède un plus petit élément

,,

À chaque ensemble bien ordonné correspond un ordinal



  

Noms donnés aux ordinaux par Cantor :

Unendlichkeitssymbol (1880-1882)
Unendliche (reale) ganze Zahl ;   Anzahl (1883)
Ordinalzahl (1895)

    Ω  désigne le premier ordinal non dénombrable.

Opérations sur les ordinaux :

En  1883   α β  représente une  « α-suite » de  copies  de  β

« Exhaustion du dénombrable »



  

Notation des ordinaux « modestes »

En 1883 :

« Grands » ordinaux



  

En 1883, dans des considérations philosophiques d'une bonne dizaine
de pages sur la nature des mathématiques et de l'infini mathématique,
Cantor se réfère à Platon, Aristote, Démocrite, Thomas d'Aquin,  
Descartes,  Locke,  Spinoza,  Leibniz,  Kant,  entre autres . . .
avant de développer plusieurs points de sa théorie des ordinaux ;
c'est à la fin de la « section philosophique » qu'on peut lire :

Math. Annalen 21, p. 563-564 



  

En revanche, il me semble que toute limitation superflue imposée au 
mouvement de la recherche mathématique comporte un danger bien plus 
grand, d'autant que vraiment, aucune justification [de telles limitations  ] ne 
peut être tirée de l'essence de la science ;  car l'essence  des 
mathématiques réside précisément dans leur liberté.

Je pense qu'il n'y a pas lieu de redouter – comme cela se produit pourtant 

chez beaucoup – que ces principes [de formation de nouveaux nombres  ] 
représentent un quelconque danger pour la science ;



  

Été 1884

Grattan-Guinness (1970)

Ivor Grattan-Guinness (1941 –2014)

Mais je ne vais pas vous cacher qu'il me semble qu'il serait préférable pour 
vous de ne pas publier ces recherches avant que vous ne puissiez présenter 
de nouveaux résultats très positifs qui proviennent de votre nouvelle façon de 
voir les choses.  Si vous étiez par exemple parvenu par votre théorie des 
types à décider si le continu linéaire possède ou non la même puissance que 
la deuxième classe de nombres, alors il serait certainement . . .

Lettre de Mittag-Leffler à Cantor au début 1885 :



  

Lettre de Cantor à Gerbaldi en 1896 :

Je reçus tout à coup une lettre de Monsieur M. L. dans laquelle, à mon grand 
étonnement, il m'écrivait qu'après mûre réflexion il considérait que cette 
publication [ce projet de publication de Cantor pour Acta  ] était « de cent ans 
trop en avance ». Selon les intentions de Monsieur M. L., j'aurais dû attendre 
jusqu'en 1984, ce qui m'a semblé être une exigence bien démesurée !
 



  

   Ordinaux et

    topologie



  

Ivar Bendixson (1861 –1935)          René Baire (1874 –1932)

Émile Borel (1871 –1956)               Henri Lebesgue (1875 –1941)



  

Borel, et surtout Lebesgue :

plus généralement :

théorème de recouvrement fini,  versions du TAF



  



  (théorème de Cantor –Bendixson)
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Une fonction      définie sur une partie  F  de  [0, 1]  est de 
première classe si elle est limite en tout point de  F  d'une 
suite de fonctions         continues sur  F,

Si  F  est fermé, la fonction       a des points de continuité.

(définition et résultat de Baire)

Baire (1899)



  

E
0 

 =  [0, 1]

E
1
  =  ensemble des points de discontinuité de  f

E
2
  =  . . . 

   
       

  . . . 

E
Ω
 =   



  

[...]
(publié en 1899)



  



  

   Théorie des

     ensembles



  

. . . est toujours plus 
      « gros » que . . .

(Cantor 1891) : 

(   n'est jamais surjective)

Y   P (X)

Si on avait  Y =  (y), alors :   y  Y ?    y  Y ?

implique  y   (y)  =  Y,
                  contradiction

implique  y   (y)  =  Y,
                  contradiction



  

« Mannigfaltigkeit »  (encore en 1891)  

   devient définitivement    « Menge »  (1895)

Derniers articles mathématiques de Cantor



  



  

Cantor, en 1895 et 1897 :  types d'ordre

un ordinal  représente une famille d'ensembles bien ordonnés, formée 
de tous les ensembles bien ordonnés qui sont isomorphes pour l'ordre 
à un membre (quelconque) de cette famille.

(un cardinal  représente une famille d'ensembles formée de tous les ensembles 
qui peuvent être mis en bijection avec l'un des membres de cette famille)

Étant donnés deux ensembles bien ordonnés, ou bien ils sont 
isomorphes, ou bien l'un des deux est isomorphe à une section 
commençante  de l'autre,

Si deux ensembles bien ordonnés sont isomorphes, il existe un unique 
isomorphisme entre eux.



  

Lettre de Cantor à Gerbaldi en 1896 :

[...]  La théorie des types d'ordre était déjà prête depuis onze ans.  […]  Je 
ne connais toujours pas aujourd'hui la raison réelle  pour laquelle 
l'impression  [de l'article]  a été suspendue à ce moment-là, c'est pour moi 
un mystère !

  Je reçus tout à coup une lettre de Monsieur M. L. dans laquelle, à mon 
grand étonnement, il m'écrivait qu'après mûre réflexion […] 
 



  

   Axiomatique



  

Le temps des paradoxes (1890 –1900, environ)

le paradoxe dit  « de Russell » :

Bertrand Russell (1872 –1970)



  

dans le calcul propositionnel on avait :

NON,    ET,    OU,    =  

 x  P (x)
dans le calcul des
prédicats on ajoute :

Frege  fonde le calcul des prédicats :



  

Peano  (1889, en latin)



  

les axiomes

de  Peano



  

Axiomes de Peano (1889)

 1 .  6 .  8 .

  7 .

   9 .   c'est  le  principe  de  récurrence :   k   est
        un ensemble  d'entiers  contenant  1  et  qui
         contient  x + 1  chaque fois qu'il contient  x.  Alors . . .

(pour Peano  1  est le plus petit entier)



  

une preuve selon Peano

(histoire sans paroles)



  

David Hilbert (1862 –1943)

(photo prise au début 
 des années 1900) 

Grundlagen der Geometrie, 1899

installé à Göttingen

depuis 1895.



  

Traduction française,  publiée dès 1900 en allemand :  « Dinge »
                        (choses)



  



  

ou  « consistance »  du système d'axiomes



  



  



  

Ernst Zermelo (en 1907)

            1871 – 1953

75



  

(fonction de choix)

avec AC : tout ensemble peut être mis  

                 en bijection avec un ordinal

non vide contenu dans  X,

.



  

Zermelo 1908 : axiomes pour la théorie des ensembles

« choses »



  

axiome

d'exten-

sionnalité :

Axiome I. Si chaque élément d'un ensemble M est en même temps élément 

de N et inversement (on a donc en même temps M  N et N  M), alors on a

toujours  M  N.  En bref :  chaque ensemble est déterminé par ses éléments.

(impropre)



  

X P (X)

(concerne les réunions)

ensemble vide, 
singletons, paires

   X  est déterminé par ses éléments

Zermelo pour

de      on passe    à   (l'ensemble des parties)

P(x)  est une « propriété » de  x



  

Thoralf Skolem (1887–1963)

Abraham Adolf Fraenkel (1891–1965)

John von Neumann (1903 –1957)

les axiomes de  Zermelo -1908  ne suffisent 

pas  pour  formaliser  toutes  les  notions 

introduites  par  Cantor !

(en 1922)

(en 1923)

(en 1923, 1925)

Skolem et Fraenkel montrent que :

Skolem et Fraenkel introduisent « l'axiome de remplacement »



  

E      F

, . . . 

. . . 



  

Axiomes de la théorie ZF (pour Zermelo – Fraenkel) :

Extensionnalité
Axiome de la somme
Ensembles des parties
Axiome de l'infini

Remplacement

On ajoute en général à  ZF  l'axiome  du  

choix   AC  pour obtenir la théorie  ZFC



  

          est

   bien ordonné

             pour la

             relation

d'appartenance

les premiers  (les plus petits)  ordinaux
pour l'inclusion



  

une forme de l'axiome de l'infini : il existe un objet  ω  tel que . . .

   0     1 = { 0 }      2 = { 0, 1 }               3 = { 0, 1, 2 }               . . .

L'ordinal

représente

l'entier :

L'ordre des
ordinaux :

Dans ce point de vue, les  cardinaux  sont des ordinaux particuliers



  

    Et après...



  

cas particulier d'un « ordinal successeur »

Par exemple : par récurrence ordinale, on peut « dériver » indéfiniment :

(faut et il)



  

Par exemple : par récurrence ordinale, tribu engendrée ;

Certains lemmes de tribu engendrée ont une preuve plus intuitive par 
récurrence transfinie. Par exemple :

Si  A  est une algèbre de parties de  X  contenue dans une classe  M  de  
parties stable par limite des suites croissantes et des suites décroissantes, 
alors  M  contient la tribu engendrée par  A.

AC  et  lemme de Zorn (1935)

Max Zorn (1906 – 1993)



  

  Un modèle de la théorie des ensembles  suit les principes 

posés par Hilbert puis par Zermelo :  on y travaille sur une 

collection d'objets, qu'on pourra décider d'appeler (avec 

précaution) « ensembles », comme Hilbert décidait d'appeler 

points, droites certaines des « choses » qu'il considérait.

  On peut penser qu'un modèle est un ensemble  au sens naïf, 

dont les éléments, toujours au sens naïf, seront les objets, les 

« choses » qui seront à l'étude dans la théorie axiomatique.

  On peut aussi penser qu'un modèle de la théorie des 

ensembles est un graphe orienté, les arêtes correspondant à la 

relation d'appartenance.

Modèles de la théorie des ensembles



  

d'après les axiomes de ZF, il  doit  exister un objet  b  
du  modèle  tel  qu'on  n'ait  jamais  a  b ;  cet

objet  b  noté  0  représente  l'ensemble  vide.

Il  doit  aussi  exister  un  objet  1  qui
représente l'ensemble des  parties  de
l'ensemble vide : le seul élément de cet
ensemble de parties est l'ensemble vide ;
cet  objet  1  ne  reçoit  donc  qu'une
seule  « flèche »,  qui  vient  de  0.  



  

avec deux entiers de plus,  3  et  4 :



  

6
.



  

on ne peut pas « fabriquer » un modèle de 

la théorie des ensembles  ZF  à partir des

propres axiomes de  ZF  (cela résulte du

deuxième théorème d'incomplétude  de Gödel).

Dans un modèle de  ZF, on définit des ordinaux (les ordinaux 

du modèle) en suivant la définition de von Neumann 

appliquée avec la notion d'appartenance propre au modèle.

L'axiome de l'infini implique l'existence d'un objet    
qui est le plus petit ordinal infini  du modèle.

Un  ordinal    du  modèle  est  dit  fini  si  tout  ordinal  non  nul  b
inférieur ou égal à    est de la forme  b = g + 1  (b  est un  successeur )

( fini au sens du modèle ! )



  

 Pour ne pas mélanger les différents niveaux de langage, disons que 

les objets  x  du modèle  M  sont des  M-ensembles  et disons que le 

M-ensemble  y   est un  M-élément  de  x   si on a  y  ε  x   dans le 

modèle. Un M-ensemble α  est un M-ordinal s'il vérifie la définition de 
von Neumann au sens du modèle. Le M-ensemble vide du modèle est 
le « plus petit » M-ordinal.

 Les M-ordinaux jouent un rôle très important en théorie axiomatique 
des ensembles. La collection des M-ordinaux   du modèle  M, qui est 
le sous-ensemble (au sens intuitif) de  M  formé de tous les M-
ordinaux, « n'est pas »  un M-ensemble : il n'existe pas de M-

ensemble  x  tel que tous les M-ordinaux soient M-éléments de  x . 

 L'axiome de remplacement valide l'utilisation dans le modèle de 
constructions par récurrence sur la collection des ordinaux.

  



  

  La collection  V  formée de tous les M-éléments des  V
α
  est encore 

un modèle de la théorie des ensembles. Ce modèle  V  satisfait 

l'axiome de fondation, qui implique en particulier

  



  

Löwenheim –Skolem : si on dispose d'un modèle  M  de  ZF, 
on peut construire un nouveau modèle  M '  qui est dénombrable.

Si on dispose d'un modèle  M  de  ZF,

on peut construire un modèle  M '  qui contient des entiers

non standard (des  entiers infiniment grands).

Si on dispose d'un modèle  M  de  ZF, on peut construire 

un modèle  M '  qui satisfait l'axiome du choix et 

l'hypothèse  du  continu  (Gödel,  1940 ; c'est la preuve
 
de la  consistance relative de  AC  et  HC) ;

on peut construire un modèle  M '  dans lequel l'hypothèse 
du  continu est fausse (Cohen,  1963 ; indépendance

de  HC).

Leopold Löwenheim  (1878 –1957)                 Kurt Gödel  (1906 –1978)

Paul Cohen  (1934 –2007)
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