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CORRIGE DU PARTIEL.
I

1.a) Pour a,be L(H),ona (ab)* =b*a*,donc (S*TS)* = S*T*(S*)* = S*TS ;soit x € H,
posons y = Sx. Comme T est positif, (Ty,y) € Ry.Or (Ty,y) = (I'Sz,Sx) = (S*TSz,x),
donc S*T'S est positif.

Montrons par récurrence sur n que 12" et T?"*! sont positifs. Pour z,y € H,
(idgx,y) = (z,idgy) = (x,y) donc (TY)* =T ; de plus (idyz,z) = (z,z2) € Ry, donc T°
est positif ; par hypothese, 7' = T' est positif. Supposons qu’on sache que T2" et T?7*!
sont positifs ; alors T2+ = TT2T et T2(+D+1 = TT27+H1T gont positifs.

b) Pour z,y € H, posons b(z,y) = (T'z,y). Pour tout y € H, Papplication z +— b(z,y) est
linéaire. Pour tout y € H, on a b(y,z) = (Ty,z) = (z,Ty) = (Tx,y) car T =T*, donc b
est une forme hermitienne. Or, pour tout « € H, on a b(z,x) = (Tz,x) € Ry, donc b est

positive. L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour b donne alors |(Tz,y)|* < (Tx,z)(Ty,y) (pour
tout z,y € H).

c) Si de plus idyg — T est positif, on a (Ty,y) < (y,y), donc, prenant y = Tx dans b) on
trouve (Tz,Tx)? < (Tx,x){(Tx,Tx) ; comme (Tz,z) >0, il s’ensuit que (T'z,Tx) < (Tx,x)
d) Comme (T —T?)* =T —T?, on déduit de c) que (i) = (ii). Si T — T? est positif, pour
tout x € H,ona |Tz||? = (Tx,Tx) < (Tz,z) < ||Tz||z|, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
donc ||Tz|| < ||z||, donc [|T]| < 1.

Enfin, si ||T|| < 1, pour tout = € H, on a (Tx,z) < ||Tz||z| < ||z||* = (z,z), donc
idg — T est positif (il est clairement autoadjoint).

2.a) Soit n € N ;notons k la partie entiere de n/2.Si n =2k, T"—T"T! = T*(idy —T)T*
est positif par 1.a). Si n=2k+1, T — T = TH(T — T?)T* est positif par 1.a) et 1.d).

b) La suite ((T"z,x))n,en est décroissante, par 2.a) ; par 1.a) elle est minorée par 0 ; elle est
donc convergente.

c) Soient mn,m € N ; supposons que n < m . Il est clair que (T —T™)* =T" —T™ ;
pour tout x € H la suite ((T*z,7))pen étant décroissante et minorée par 0, on
a (T°z,z) > (T"x,z) > (IT"™x,z) > 0, donc 0 < ((T" — T™)x,z) < (idyx,z). Donc
T —T™ et idy — (T™ — T™) sont positifs. Par 1.c), pour tout x € H on a alors
[(T™ — T™)z||? < (T"x,z) — (T™x,z). Comme la suite ((T"x,z))nen, est de Cauchy, il
en va de méme pour la suite (7"x),en. Elle converge donc vers une limite, car H est
complet ; notons P(z) cette limite. L’ensemble des applications linéaires étant fermé dans
H*" pour la topologie de la convergence simple, P est linéaire. Comme pour tout n et tout
rx e H ona |[|[T"z| < ||T|™|z]] < ||z|, cela reste vrai a la limite : || P(z)| < ||z| ; donc P
est continue et (7T"),en converge dans L(H) pour la topologie forte.

d) Comme l'application = — (z,y) est continue, pour z,y € H, la suite ((T"z,Y))neN
converge vers (Pz,y). Comme pour tout n, (I™)* = T", on a (P*z,y) = (z,Py) =
lim, (z, T"y) = lim,(I"™z,y) = (Px,y), donc P = P*. Comme T est continue, TPxr =
lim, TT"x = Px,donc TP =P.

e) Si Tz =z, alors pour tout n € N, T"x =z, donc Px = x. Soit y € H ; posons x = Py ;
par 2.d), Tx = TPy = Py = x,donc Px = z. Cela ayant lieu pour tout y € H,ona P?=P.
Par d), (T'—idg)P =0 donc im P C ker(T —idy) ; pour z € ker(T' —idy), Px =z donc
z € imP ; donc im P = ker(T —idg). Enfin, si z € (imP)*, pour tout y € H on a



(Pz,y) = (x,Py) =0, donc Pz =0.0n en déduit que P(x+y)=2x si = € ker(T —idy) et
€ (ker(T —idg))*t ; donc P est le projecteur orthogonal d’image ker(T — idy) .

II

Supposons (i) vérifiée. Soit x € E ;si f(z) =0, alors k|| < ||f(z)|| =0, donc =0
on en déduit que f est injective. Soit (yn)neny une suite de Cauchy dans f(F) ; pour
tout n, comme y, € f(E), il existe xz, € E tel que f(x,) = y,. Comme, pour tout
m,n € N, kl|lz, — xn| < ||f(@n —2m)| = [|[yn — yml|, la suite (z,)nen est de Cauchy dans
E, donc convergente ; comme f est continue, la suite (f(z,))nen est convergente i.e. la suite
(Yn)nen est convergente.

I en résulte que f(F) est complet donc fermé dans F'. Donc (i) = (ii).

Supposons (ii) vérifiée. Notons ¢ : F — f(FE) Dapplication linéaire continue définie par
g(x) = f(x) (pour tout = € E'). Comme f(FE) est fermé dans F', c’est un espace de Banach ;
comme ¢ est surjective, elle est ouverte par le théoreme de ’application ouverte ; c’est donc
un homéomorphisme. Donc (ii) = (iii).

Supposons (iii) vérifiée. Soit ¢ € E’ ; alors fog™t € f(E),on g: E — f(E) est
lapplication linéaire continue définie par g¢(x) = f(z) (pour tout = € E). Par le théoreme
de Hahn-Banach, il existe h € F’ dont la restriction & f(E) soit £og~! ; alors, pour tout
reE,ona (Pf(h))(x)=(hof)(x)=nh(g(x)) = {loglog)(x)=4L(x). 1l sensuit que *f est
surjective. Donc (iii) = (iv).

Enfin, supposons (iv) vérifiée. Par le théoreme de 'application ouverte, il existe k € R
tel que, pour tout ¢ € E’, il existe h € F' tel que 'f(h) = £ et |{| > k| h|. Soit
alors x € FE. Par le théoréeme de Hahn-Banach, il existe ¢ € E’ tel que [/ < 1
et |(z)] = ||z||. Soit alors h € F’ tel que ff(h) = £ et 1 > ||{|] > k|h|. Alors

)l
lzll = [e(@)] = [("fF(R) (@) = [h(f(2)) < Rl f (@), done [[f()] = El[R[If ()] = K]l
Donc (iv) = (i).



