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CORRIGE DE L’EXAMEN.

I

a) Comme ¢ est continue sur [—1,1], elle y est uniformément continue. Soit € > 0 ; il existe
a > 0 tel que, pour tout z,y € [—1,1] tels que |z — y] < a on alt |go( ) —o(y)| <e.Si
z,y € [0,1] sont tels que |x—y| < a, alors p*f(z)—pxf(y fo o(x—t)—p(y—t))dt,
donc |p* f(x) —p* f(y)] < efo |f(t)| dt, donc @« f est contmue.

b) Comme C([0,1]) ¢ L3([0,1]) c L'([0,1]), lapplication T : f + @ f est bien définie de
L2([0,1]) dans L2([0,1]). Elle est clairement linéaire. De plus, pour tout f € L1([0,1]) et

tout ¢ €[0,1], ona |p* f(t)] < [ [@lleclf(5)|ds, donc [ox fll2 < lle* flloo < lellooll Il <
lellooll fll2, done T est continue.

c¢) Pour z €10,1], on a
1
w*en(t) = / o(t — s)en(s) ds
0
t—1
=— / o(u)en(t —u) du (changement de variable u =1t — s)
t
t . |
= / 90(3>en(t — S) ds = en(t)/ S0(8)6—2n7,7rs ds
t—1 -
1 .
= en(t)/ S0(8)6—2nm5 dt
0

car s p(s)e 27T est périodique de période 1.
d) Comme (e,)nez est une base hilbertienne, on a ||T]|3 = Z |Ten|3 = Z IAu]?. Or,

nez nez
An = {p,en), (ot on a noté ¢ la classe de ¢ dans L?(]0, 1])) Comme (e,)nez est une base
hilbertienne, l'identité de Parseval nous donne Z An]? = / lo(s)]? ds .
neZz
e) Les A, sont des valeurs propres de 7. Donc {\,, n € Z} C Sp,T. Soit
f= Z Tnen, € L2([0,1]). Alors, Tf — \f = Z — ANaxpe,. Si Tf = A\f, alors pour tout
neZz nez

neZ,ona (A, — Az, =0;sideplus f#0 il existe m € Z tel que z,, # 0 ; dans ce cas,

A= Am . Henressort que Sp, T ={\,, n€Z}.Comme (),) estdans ¢?,lasuite (\,) tend

vers 0, donc 0 € SpT'. Comme T est compact, SpT = {0} USp,T ={0} U{\,, n€Z}.
II

1. Comme j est injective, E = j7!(j(E)) donc, comme j est continue, F est fermé dans
C(]0,1]). Comme la restriction de j a FE est une bijection continue entre les espaces de

Banach E et j(FE),saréciproque ¢ : j(E) — E est continue par le théoréeme de I’application

ouverte. Posant alors M = |||, pour tout f € FE ona | f|lc = [l0UG(f))llecc < Mj(f)2-

2. Pour tout t € [0, 1], 'application ¢; : f — f(t) est une forme linéaire continue. L’application
¢y o v est donc une forme linéaire continue sur j(F). Il existe donc un unique g; € j(F), tel
que, pour tout g € j(E) on ait ¢, op(g) = (g,9:). Pour tout fe€ E,ona f=p(j(f)) donc
F@) =(f) =Leow(G(f)) = (G(f), g¢) -

Enfin, pour tout g € j(E), ona |€;op(g)] < lp(9)lle < Mllgll2, donc [lgifl2 = [|€z 0] <
M.



3. Comme (j(f1),...,4(fn)) est un systeme orthonormal de j(E), par 'inégalité de Bessel

ona Y [(j(fr), 901> < llg:ll3. Or, par définition de g;, on a (j(fr),g:) = f(t), donc
k=1

> 1f@F < llgell3 -
k=1

4. On déduit de 2 et 3 que, si (§(f1),-.-,7(fn)) est un systeme orthonormal, on a, pour tout
t, Y [fe(®)? < M?. Or, pour tout k ona [y [fu(t)?dt = [j(f)|3 =1, d’ott Ton déduit

k=1
1 n
que n = / Z |fx(t)|? dt < M? .1l s’ensuit que la dimension de E est finie et < M?.
0 k=1

I1I

1. a) Comme T est normal, T—! est normal et son spectre est égal & {A\~', A € SpT} C
{A € C, |A\] = 1}. La norme d’un opérateur normal étant égale a son rayon spectral, on a
) = |7 = 1.

b) Pour tout z € E, on a ||Ta| < |T|lz] = o]l = |T'(T=)|| < |7~ || T=l| = |Tz]|, donc
|Tz|| = ||z|| . Il s’ensuit que T est isométrique ; comme il est bijectif, il est unitaire.

2. a) Notons F € C(X) la fraction rationnelle F = (1 +iX)(1 —iX)~!. Le spectre de
U=F(T) estégala {F(\), Ae SpT} Cc {A € C, |\ =1}, puisque, pour A € R, on a
|14+ iA = |1 —iA|. Comme F(T) est normal, il est unitaire par la question 1.
b) Pour tout A € R,ona 1+i\# —1+ i)\, donc F(\) # —1, donc —1 ¢ SpU . Notons
G € C(X) la fraction rationnelle G = i(1 — X)(1 + X)™!. Comme GoF = X, on a
GU)=GF(T)=(GoF)(T)=T.
¢)Ona T* =GU*)=-G(U ) ,car G=-G.0r —-G(X 1) =G ;donc T* = -GU™ ') =
GU)=T.
3. a) Soient S et T des opérateurs de E dans FE tels que domSNdomT soit dense dans
E.Pour x € domSNdom7T et y € domS*NdomT*,ona ((S+T)x,y) = (Sz,y)+(Tz,y) =
(x,(S* +T*)y), donc S*+T* C (S+T)*. Appliquant cela, & S =D et T = —\idg, puis
a4 S=D—)dg et T = —\idg, on trouve successivement D* — Xidg C (D — Aidg)* et
(D — Mdg)* + Midg € D*. Comme (D — Midg)* + Midg — Midg = (D — Aidg)*, on en déduit
(D — \idg)* = D* — \idg .

Pour z € dom D = dom(D — \idg), comme Az € dom D* = dom D, ona Dz — \x €
dom D* <= Dx € dom D*. Donc,

dom(D* — Xidg)(D — Aidg) = {x € dom(D — Midg), Dz — Az € dom(D* — \idg) }
={zedomD, Dxr— Az € dom D"}
={x €dom D, Dz € dom D"}
=dom D*D.

b) Ona (D*—Adg)(D—\idg) = D*(D—\idg)—Aidg(D—\idg) D D*D—-AD—AD*+|\|%idg .
Ces opérateurs ont méme domaine ; ils sont donc éguax.

Remplagant D par D* et A par X, on trouve (D — Mdg)(D* — Ndg) =
DD* — AD — AD* + |\%2idg = (D* — Aidg)(D — Aidg) .
c¢) On suppose que A ¢ SpD. Soit z € E. Posons y = ((D — Mdg)™!')*z. Pour tout



z€domD,ona {((D—\dg)z,y) = (D — \idg)z, (D — Xidg) ™ Y)*z) = (D — Midg)"1(D —
AMdg)z,z) = (z,z). Donc y € dom (D — Midg)* et (D — Aidg)*y = =. En d’autres termes,
(D — Aidg)*((D — Aidg)™1)* = idg. Comme ker(D — Nidg)* = im(D — Xidg)t = {0}, on
en déduit que (D — Midg)* est bijectif de domD* sur E et que ((D — Mdg)*)™! =
((D - Nidp) )"

On a alors, (D* —Aidg)(D — Midg)(D — Xidg) (D — Xidg)~1)* = (D* — Aidg)idg ((D —
Adp)™h* =idg et (D—Xidg)(D*—Aidg)((D—Xidg)~1)*(D—Aidg) ™ = (D—\idg)idg(D —
Adg)~! = idg. Comme (D* — Midg)(D — AXidg) = (D — \idg)(D* — Xidg) est injectif, cela
implique (D — Xidg)~1((D — Aidg)™1)* = (D — Midg) " H)*(D — Midg)~t.

d) Remarquons que idg + U = ((idg — iD) + (idg + ¢D))(idg — iD)™! = 2(idg — iD)™ 1,
donc U est normal (par c¢). De plus, pour A € C—{—1} ona D —i(l —\)(1+ \)"tidg =
—i(1+X)"H((idg +iD) — A(idg —iD)) = —i(14+X) "1 (U = Aidg)(idg —iD) . Donc U — Xidg est
bijectif de E dans E si et seulement si D —i(1—\)(1+X)"lidg est bijectif de dom D dans
E. 1l sensuit que SpU C {—-1}u{Xe C—{-1},i(1-N)(1+XN)"teSpD}c{-1}u{Xe
C—{-1},i1-=N1+N"'teR}={XeC, |\ =1}.Par1l, U est unitaire.

e) Remarquons que 2(idg —iD)~! =idg + U . Donc, 2(idg +iD*)™! = 2((idg —iD)"1)* =
idp+U* =idg+U ! = ((dg+iD)+(idg —iD))(idg +iD) ! = 2(idg +iD) ! . Les opérateurs
idg +¢D* et idg +¢D ont méme inverse, donc ils sont égaux.



